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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de la mecanica de fluidos ha sido durante muchos anos foco de interés de
matematicos, ingenieros y cientificos en general, por el gran valor que tiene para predecir
el comportamiento de elementos como el agua, aire y otros fluidos, lo que tiene muchas
aplicaciones en diversas areas del conocimiento, tales como la fisica, biologia, el medio
ambiente, etc. La histérica y constante buisqueda para comprender por completo el com-
portamiento de los fluidos se ve frenada por el fundamental hecho fisico que, en general,
el flujo de un fluido es un fenémeno no lineal. Este hecho es evidente si consideramos las
ecuaciones que han sido planteadas para modelar la dindamica de fluidos en mecénica con-
tinua. En este sentido, una de las principales ecuaciones que modelan el comportamiento
de un fluido fueron derivadas por el ingeniero francés Claude-Louis Navier en el ano 1822 y
posteriormente reescritas por el matematico irlandés George Gabriel Stokes quien en 1845
derivo las mismas ecuaciones, pero de la forma que se conocen y trabajan hoy en dia. Este
conjunto de ecuaciones en derivadas parciales no lineales hasta el dia de hoy no tienen una
solucion general explicita, salvo algunos casos particulares, por este motivo es necesario
(en un principio) hacer simplificaciones de las mismas. En una de sus formas (para el
caso de un fluido incompresible) las ecuaciones de Navier-Stokes pueden ser escritas de la

siguiente forma
—vAu + (Vu)u+Vp = f, V-u=0en

donde u representa el campo de velocidades del fluido, p el campo de presiones, v corres-

ponde a la viscocidad del fluido, f es un término fuente y €2 es el dominio que ocupa el
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fluido.

Una de las primeras simplificaciones a estas ecuaciones es eliminar por completo el término
no lineal y asi obtener el llamado problema de Stokes. Esta simplificacién linealiza el pro-
blema, pero es vélida para fluidos con una baja viscosidad dinamica y presenta grandes
problemas a la hora de modelar fenémenos como por ejemplo una esfera moviéndose dentro
de un fluido. Es por esto que en el ano 1927 Carl Wilhelm Oseen presento6 otra linealizacion
de las ecuaciones de Navier-Stokes donde se incluye la influencia del campo convectivo al

que esta sometido el fluido, ecuaciones que presentaremos mas adelante.

Figura 1.1: Carl Wilhelm Oseen

Aunque las ecuaciones de Navier-Stokes no tienen una solucién explicita, existen hoy
en dia herramientas de simulacién numérica y computacional que nos permiten aproximar
los valores de la solucién, y que en la mayoria de las aplicaciones es lo que se busca. En
este sentido el Método de Elementos Finitos (MEF) es una de las principales herramien-
tas para encontrar soluciones numéricas de importantes ecuaciones en derivadas parciales
como las ya mencionadas.

Como las ecuaciones de Navier-Stokes son no lineales, es necesario combinar el Método
de Elementos Finitos con algin método iterativo que nos permita aproximar su solucién.
Algunos de estos métodos resuelven en cada iteracion un problema como el planteado por
Oseen, motivo por el cual es de gran importancia resolver estas ecuaciones de manera efi-
ciente, ya que esto implicaria un gran avance a la hora de intentar solucionar el problema
no lineal. No obstante lo anterior, la aproximaciéon hecha por Oseen permite capturar im-
portantes fenémenos que se producen en fluidos en régimen turbulento y asi evitar resolver

las ecuaciones de Navier-Stokes completas.
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A pesar de que el Método de Elementos Finitos nos permite resolver el problema de Oseen,
este presenta ciertas falencias tanto tedricas como practicas que en esta tesis se pretende
mejorar. En ese sentido el problema de elegir los “mejores” espacios de aproximacién para
la solucion del MEF es una de las primeras tareas a abordar si queremos utilizarlo de
forma eficiente.

Dentro de los espacios de aproximacién del MEF mds utilizados estan los del tipo P? /P,
es decir, aproximar la velocidad y la presién por funciones continuas y Py a trozos, la
ventaja de esto es su facil implementacién computacional, sin embargo esta aproximacion
no es estable si queremos resolver ya sea Stokes u Oseen, en el sentido que no satisfacen
la llamada condicién inf-sup (introducida por Babuska en [10] y Brezzi en [19]) y por lo
tanto el buen planteamiento del problema discreto no esté asegurado, de donde el método
puede no converger a la solucion, independiente de que tan fino sea el mallado del dominio,
mas detalles se pueden revisar en Ern y Guermond [26] (Cap. 4.2.3).

Al hablar de discretizacién nos referimos a la cantidad de grados de libertad con los que
aproximamos la soluciéon continua y mientras mejor sea ésta, mayor es el sistema lineal
asociado que se debe resolver, lo que numérica y computacionalmente puede presentar
grandes complicaciones. Por este motivo surgen nuevos problemas si intentamos encontrar
soluciones a casos donde el término convectivo es el dominante y por lo tanto se producen
capas limites o zonas de gradientes fuertes que seran capturados por el MEF siempre y
cuando la discretizacién sea muy fina.

Para evitar estos problemas, en los tltimos anos se han desarrollado nuevos esquemas que
mejoran el MEF clasico pues hacen que nuestra solucién aproximada sea estable, es decir,
aseguran el buen planteamiento de la solucion discreta, dentro de estos estan los llama-
dos Streamline Upwind Petrov Galerkin (SUPG) introducidos por Brooks y Hughes [22],
estan también los llamados Galerkin Least Squares (GLS) Franca y Frey [27], entre otros.
Estos métodos agregan términos extra a la formulacién con caracteristicas a mencionar
mas adelante. Ademads estos métodos también mejoran la captura de capas limites sin la

necesidad de discretizaciones muy finas.

Uno de los principales temas de estudio del MEF es saber que tan buena es la solucion
encontrada, es decir poder conocer el valor del error de aproximacién ||u — uy|| en alguna

norma, aqui w es la solucién del problema continuo y u;, corresponde a la solucion discreta
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calculada numéricamente. Para conseguir esto, recurrimos en primera instancia a una

estimacion a priori, es decir una estimacion del tipo:
lu —up|| < Ch*|u

donde h es un parametro que depende de la discretizacion, £ € N y C' es una constante
positiva que no depende de h . Esto permite asegurar la convergencia del método, pero no
ofrece una respuesta al problema de evaluar el error, pues el valor de C' y de la solucién
u no siempre se conocen, por lo que no podremos calcularlo y tener un control de nuestra
aproximacion. Por este motivo es necesario considerar una estimacion a posteriori del

error, es decir una estimacion del tipo:
||u — ’U,hH < CH(h, Up, A)

donde H es una funciéon conocida que depende del parametro h, de la aproximacién wy,
y de la forma bilineal A que define el problema. Estas estimaciones permiten calcular
una cota superior para el error, ademas de proporcionar informacién a nivel local que nos
permitird conocer con mayor precision donde se producen los mayores errores y asi poder
refinar la malla (representacién del dominio donde se busca la solucién) sin que sea nece-

sario aumentar los grados de libertad en todo el dominio.

Aunque los métodos estabilizados ofrecen una muy buena alternativa para arreglar
las falencias del MEF, existen casos donde no son del todo precisos y es necesario hacer
uso de herramientas como el andlisis de error a posteriori ya mencionado, para asi lograr

soluciones que son aceptables en las aplicaciones del modelo.

Esta tesis esta compuesta de la siguiente forma: En el capitulo 2 damos a conocer las
definiciones y notaciones més importantes a usar durante la tesis, también mostramos la
existencia y unicidad de la soluciéon para el problema continuo, esto es necesario pues en
la demostracion se entregan algunos resultados a utilizar en capitulos posteriores. En el
capitulo 3 detallamos la derivacion del método RELP para la ecuacién de Oseen, mediante
una estrategia de enriquecimiento, ademas probamos los resultados de estabilidad y con-

sistencia del método junto con un andlisis de convergencia para el mismo. En el capitulo 4
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definimos un estimador de error a posteriori de tipo residual para el método estabilizado
y presentamos el principal resultado de esta tesis que corresponde a la equivalencia del
estimador con el error. Finalmente, en el capitulo 5, testeamos numéricamente el método
junto con el estimador y validamos los resultados obtenidos tedricamente. En el capitulo

final de esta tesis presentamos las conclusiones y futuras lineas de trabajo.



Capitulo 2
Notaciones y problema modelo

En este capitulo presentamos las principales definiciones y notaciones a utilizar en
la tesis, donde adoptamos las clasicas notaciones encontradas en la literatura. Ademas
planteamos el problema modelo a trabajar y mostramos el buen planteamiento del mismo,

en su forma débil.

2.1. Definicion del problema y notaciones

Denotaremos por (-, -)p al producto interior en L?(D) (o en L?(D)? o L*(D)**? si es ne-
cesario), ||-|[s.p (|]s.p) la norma (seminorma) en H*(D) (o en H*(D)? si es necesario). Como
esusual, H(D) = L*(D), |lo.p = ||llo.p, ¥y L(D) es el espacio de funciones esencialmente
acotadas en D, con la norma || - [|«,p- Dado 2, un dominio abierto acotado, conexo de R?
con frontera poligonal, consideremos una triangulacién 7, de Q (malla), es decir, una par-
ticién de Q en tridngulos K, tales que VK, Ky € Ty, K| # K>, se tiene que K; N Ky = 0,
o K1 N Ky es un vértice de ambos triangulos, o bien corresponde a un lado comun de am-
bos. Supondremos que 7j, se construye usando tridngulos K y definimos, hg = diam(K),
pr = sup{diam(S) : S circulo inscrito en K}, y h:= max{hx : K € T,}.

Denotemos por {7, - una familia regular de triangulaciones de Q, es decir, existe oy > 0
tal que
Vh, VK € Ty, hi < 0y. (2.1)

PK

10
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Definimos el conjunto de lados internos de la triangulacién &, := {F' : F lado interno de 7y,}.
Para cada F € &, sea hp := |F| . Definimos el conjunto de vertices de K y F' por
N(K) y N(F) respectivamente y ademas el conjunto de lados de cada tridngulo por
E(K):={F:F COK}.

Denotamos por n y s a los vectores normal exterior y tangentes a 0K, respectivamente.
Ademas 0s y Op, son los operadores derivada tangencial y normal respectivamente, [v] es
el salto a través de F' de v € L*(Q2) o de v € L*(2)? cuando corresponda, y IIg, S C R?

es la proyeccion ortogonal sobre el espacio de las constantes, es decir,

(q7 1)5

Is(q) := B

donde |S| es la medida de S (drea si S = K € T, y largo si S = F' € &,). Definimos el

operador fluctuacién sobre K como sigue
Xh ‘= I- HK (22)

Las definiciones anteriores se extienden, de manera evidente a funciones vectoriales y su
notacion es la misma.
Para K € T, y F € &, definimos las vecindades:

WK = U K', wp:= U K’

5(K)QS(K/)75@ FE(‘: K’ (2 3)
DK = U K, op= |J K
N(K)NN(K")#£0) K'NF#£()

Denotamos por V := HJ(Q2)? donde
Hy(Q) :={ve H(Q):v=0en T :=09Q en el sentido de trazas},

y por @ := L3(2) las funciones de L*(2) con media nula, es decir

L) = {q€L2(Q):/Qq:O}.
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En lo que sigue, V}, denota el espacio de elementos finitos formado por funciones continuas

lineales a trozos con traza nula en 0f), es decir
Vi, :={v e C%Q) : v|x € P1(K)VK € T, } N Hy (), (2.4)

la extensién de este espacio a funciones vectoriales es V, := [V;]2. El espacio de elementos

finitos para aproximar la presion esta dado por
Qr={q€CQ) : qlx € PL(K)VK € T, } N L), (2.5)
esto, en el caso de usar interpolaciones continuas para la presién, en otro caso usamos
Q. = {q€ L§(Q) : ¢lx e PUK)VK € Ty}, (2.6)
donde [ = 0, 1. Finalmente introducimos los espacios

Hy(Tn) == {v:v|x € Hy(K)VK € Tp,}
L§(Th) == {v:v|x € Ly(K)VK € T}

Denotamos por G! al complemento ortogonal de Q) N LZ(T5) en LZ(Ty), con Q! definido
en (2.6)

Con las notaciones anteriores, estamos en condiciones de presentar el problema a tra-
bajar en esta tesis.

En este trabajo estudiamos el siguiente problema de Oseen:

Hallar u:Q — R?y p: Q — Rtales que :

—vAu+ (Vu)a+Vp =§f en €,
(Os) V-u =0 en ()
u =0 en I' := 00,

donde v es una constante positiva que representa la viscocidad cinemaética del fluido,
a € L>*(Q2)2N H'(Q)? es un campo solenoidal en ©, es decir V-a = 0, f € L?(Q2)? es una
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funcion regular que representa los términos fuente.

Nota 1. Por simplicidad consideramos la ecuacion de Oseen con condiciones de contorno
nulas, pues el paso a una ecuacion mds general sique las extensiones cldsicas de elementos

finitos a fronteras mixtas y con condiciones de borde no nulas.

2.2. Formulacién Variacional

A continuacion debemos encontrar la formulacién variacional o forma débil del pro-
blema (Os), esto con el objetivo de probar el buen planteamiento de nuestro problema
(existencia y unicidad de la solucién débil). Para probar lo anterior, utilizaremos la teoria
de Babuska-Brezzi junto a otros resultados de anélisis funcional.

Sean v € V = HYQ)? vy ¢ € Q = L(Q) dos funciones cualquiera (llamadas funciones

test), multiplicando la primera ecuacién en (Os) por v y la segunda por ¢ e integrando,

/Q—yAu-v%—/Q(Vu)a-ij/QVp-v:/Qf-'u
atv w0

utilizando la primera identidad de Green en el primer y tercer término, tenemos

I//QV’U,:V’U—V mg—z-'U+/Q(Vu)a~'u—/Qp(Vw)—l—/mpn-v:/Qf-'u
/QCJ(V-U)Z

usando el hecho que v € H{(Q)?, la formulacién variacional mixta del problema (Os)

obtenemos

esta dada por
Hallar (u,p) € V x Q tal que :

/Vqu+/Vu /pV'v /f’u‘v"veV
Q

q(V Vg € Q.

:3\
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Definimos las siguientes formas bilineales, a : VXV — Ry b: V x () — R como sigue

a(v,w) :=v(Vv,Vw)q + ((Vv)a, w), (2.7)
b(v,q) == —(¢,V-v)g (2.8)

asi nuestro problema se puede escribir como:

Hallar (u,p) € VX Q tal que :

a(u,v) +b(v,p) = (f,v)q YveV

(2.9)
b(u,q) =0 Vg € Q.
Sobre los espacios V' y @) definimos las siguientes normas
o] == Vv|v|ia, (2.10)
lall := —=lal (2.11)
q|| = NG dllo,Q- .
Estas normas inducen la siguiente norma en el espacio producto V x @)
1/2
ll(w, )] = {fwl* + [1£*}" V(w,t) € V x Q. (2.12)

Gracias a la desigualdad de Poincaré en HJ(f2), se tiene que la seminorma definida en
(2.10) es también una norma en este espacio.
Lo siguiente es probar la continuidad de la formas bilineales a y b, en efecto, sean v, w € V,

tenemos

a(v,w) =v(Vv, Vw)q + ((Vv)a, w),
< vlololwlie + [(Vo)alloelwlos
< flw] + lafcglv]ielwloe
< [lw| + Cllallc.olvlolw|ie
Il 1y

< Cmax{l, ““’”“””} ] w].

v

< |v|jlw|+ C
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donde la constante C' depende de la constante de Poincaré, es decir, solamente de ||, y
por lo tanto es independiente de los parametros fisicos v y a.

Por otra parte, usando la desigualdad de Cauchy Schwarz obtenemos

b(v,q) = = (4: V- v)q < llglloglvlie = l4llv].

Ademas, la forma bilineal b satisface la condicién inf-sup, en efecto, como el operador div
es un isomorfismo de W+ en @ (ver Corolario 2.4 en [34]) con W := {v € V : Vv = 0},

se tiene que para todo ¢ € QQ existe un tunico v € W+ tal que

Vio=q vy |vlie<Cllgloe

de donde )
sup b(w7 q) > _b(vv q) _ (q7 V- U)Q _ ||q||O,Q
wev |w| T Vrvhia  VYvhe  VY|vhe
y asi
b(w, q
sup 222D 5 o (2.13)
weV |w|

Notemos por tltimo que a es V-eliptica, en efecto, sea v € V, entonces como V - a = 0,

tenemos

a(v,v) = v(Vv,Vv)q + ((Vv)a,v),

1
vl g~ 5(V a0 v)g

Con todo lo anterior, se tiene que, por la teoria de Babuska-Brezzi (o por Corolario 4.1 en
[34]), el problema (2.9) tiene tinica solucién.

El problema (2.9) se puede escribir equivalentemente, de la siguiente forma:

Hallar (u,p) € VX Q tal que :

A((u,p), (v,q)) = (f,v)a V(v,q) €V xQ, (2.14)
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donde
A((u,p), (v,9)) ==v(Vu,Vv)o + (Vu)a,v)o — (p,V-v)a + (¢, V- u)e,  (2.15)

de donde, es claro que también tiene solucién tunica.

Nota 2. El problema (Os), visto en su formulacion débil (2.14), es el problema base a

tratar en esta tesis, tanto en el andlisis a priori como a posteriori.



Capitulo 3

El método RELP

El concepto de método de elementos finitos estabilizados ha sido aplicado exitosamente
a los problemas de Oseen y Navier-Stokes en los tltimos afios (ver por ejemplo [27] y [8] ).
Como mencionamos anteriormente, estos métodos agregan términos extra a la formulacion
mejorando la estabilidad sin afectar la convergencia del mismo. Los términos extra pueden
o no depender de los residuos de las ecuaciones fuertes y son ponderados por pardametros
previamente fijados que dependen de la malla. En la busqueda de parametros 6ptimos es
que los métodos estabilizados comenzaron a ser obtenidos usando la estrategia de enrique-
cer los espacios de aproximacion de la solucién.
Dentro de los métodos no residuales, los llamados Local Projection (LPS) se han vuel-
to muy utilizados pues agregan términos simétricos a la formulacién, pero presentan el
problema de necesitar una estructura de datos especial para su implementacion. Como
alternativa a esto tenemos los métodos llamados Polynomial Pressure Projection methods
(LPPS) en donde el calculo se realiza a nivel de cada elemento y no necesita mallas espe-
ciales, lo que simplifica la computacién de ellos.
Ninguno de los dos métodos anteriores es fuertemente consistente, aunque la consisten-
cia esta acotada por el error de discretizacion, lo que hace que ambos sean muy costosos
(computacionalmente) para altos érdenes de interpolaciéon. Otro punto en comun es el
hecho que ninguno ha sido derivado como resultado de una estrategia de enriquecimiento.
Motivado por lo anterior es que en Barrenechea y Valentin [14] se adopté una estrategia de
enriquecimiento para obtener nuevos métodos LPS basados en residuos para la ecuacién
de Stokes llamados Residual Local Projection (RELP).

17
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En este capitulo mostraremos y explicaremos el trabajo realizado por Barrenechea y Va-
lentin [12], es decir, la extensién a la ecuaciéon de Oseen de lo desarrollado por estos
autores en sus trabajos anteriores. Derivacién del método RELP, estabilidad, consistencia
y convergencia del mismo son los puntos que trataremos en este capitulo. Realizaremos
algunas modificaciones, con el fin de mostrar la convergencia del método en los espacios
de interpolaciéon que seran utilizados en el andlisis a posteriori y en la implementacién

computacional.

3.1. Definicion del método

El método de proyeccién local (RELP) que seré analizado en este trabajo estd dado por,

Hallar (wy,p) € Vi x QY tal que :

B((u1, ), (vi,q)) = F(vi,q) Y(vi,q) € Vi x Q). (3.1)

La forma bilineal B se descompone en la suma de los términos de Galerkin y los estabili-
zados, de la siguiente forma: B(-,-) := A(+,-) + B+ (+,-) + Be(+, -), donde

Br((w.p). (o)) = Y S (vulpi+ - (Vur)a) xala + 2 - (Vor)a))
KeTy
Be((wr, ). (v1,0)) = Y 7 (He([v0nus + pm]). He([vdnon + aml) )

Feé&y,
ademéas F(,Ub ql) = (f> 'Ul)Q + FT(vb ql)a donde

Frivia)i= Y (@ o+ (Toa)) |
KeTy

el parametro ag se define

ag = max{l, Peg} !, (3.2)
donde
Pe.. . lalxhx v lalx = lallo.x
LT K K2
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y 7r estd dado por

1h7F silal =0
v

= h
" L — L 1+ v 1 —exp alhr en otro caso,

2|al lalhp la|hp v
la| (1 —exp | ——
L v
(3.3)

1
donde |a| := WH{G}HO’F y para F =0KTNOK~ € &,,{a} := %(a|K+ + alx-).
F

3.2. Derivacion

El objetivo de esta seccion es encontrar de forma explicita los términos estabilizados.
Para ello comenzamos con un par de espacios de interpolacién no estables V;, x @, donde
[ =0,1, para la velocidad y la presion.

Como no existen indicaciones de céomo fijar los espacios para enriquecer la solucién, los
haremos tan “grandes” como podamos. Para el caso del espacio de bisqueda de la solucién

seleccionamos

(Vi + Hy(2)%] % [, + L(Th)],

asf la solucién exacta (u,p) es aproximada por

(Uh,ph) = (ul + Ue, Pi +pe)>

donde (u1,p;) € Vi, X QL y (ue,pe) € HE(Q)? x LE(Th).
El espacio de enriquecimiento de las funciones test, lo seleccionamos a través de las sumas
directas

(Vi ® Hy(Th)?] x [Q, @ G,

donde G!, corresponde al complemento ortogonal de @, N L3(7Ty) en LE(Ty). Esta eleccién

hace que la funcién test (vy, ) sea tnicamente descompuesta en (v; + vy, ¢ + @), con
(vi,q) € Vi, X QY y (vy, @) € Hy(Tn)? x G,

Nota 3. Para asegurar que u, € Vy debemos imponer la continuidad de w. mediante una

condicion de trasmision no homogénea en los lados internos, definida en las ecuaciones
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(3.10) y (3.11). Adicionalmente las funciones en el espacio test para la velocidad pertenecen

a Vy,, pero el espacio es distinto del espacio donde buscamos la solucion.

En lo que sigue, y para derivar el método, supondremos que al|x, f|x € R? para todo
K € Ty y que [a-n]|p = 0 para todo F' € &, es decir @ - n es continuo a través de los
lados internos de 7y,
Proponemos el siguiente esquema de tipo Petrov-Galerkin para el problema (2.14).
Hallar (wp, pr) € [Vi + HE(Q)?] x [Q%, + L&(Ty)] tal que :

A((wn, pr), (O, an)) = (Fsvn)e V(o qn) € [V ® Hy(Th)?] x [Q), @ G} ). (3.4)

Notemos que el problema anterior se puede reescribir equivalentemente, de la siguiente

forma
A((up, pn), (Vi + v, 0 + @) = (f,v1 +vp)0
A((up, pn), (v1, @) + A((wn, pr), (Vy, @) = (f,v1)a + (F, v)0

V(vi,q) € Vi, x Q4 Y(vy, @) € HE(Th)? x G, en particular, tomando alternativamente

(v1,q) = (0,0) y (vp, q) = (0,0) se tiene que lo anterior es equivalente al sistema

A((wn, pn), (v, @) = (f,v1)a Y(vi,q) € Vi x Q}, (3.5)
A((un, ), (vs, @) = (£, v0)o Y(vb, q5) € Hy(Th)* X G, (3.6)

De la segunda ecuacién, es claro que

Z {(Vup)a, vp)x + v(Vup, Voo )k — (pn, V- vp)k + (@, V - up)x } = Z (f, vk

KeTy, KeTy

V(vy, qp) € HY(Tr)? x GY, en particular, para (v, g) tal que se anule fuera de K, y para
todo K € Ty,

((Vuh)a, ’Ub)K + V(Vuh, V’Ub)K - (ph, V- ’Ub)K + (Qb, % Uh)K = (f7 ’Ub)K

(3.7)
V(v @) € Hy(K)? x G, VK €T,
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usando el hecho que v, se anula en JK e integrando por partes, se sigue que

((Vup)a, v) ik + v(Vup, Vo) gk — v(Ontn, Vb)) ok
—(pn, V- )k + (prm, vp)ox + (@, V - un) ik = (f, )k
(Vup)a,vy)xk — v(Aup, v)k + (Von, v)k + (@, V - un)x = (f, v0) i
+ (

(—vAu, + (Vup)a + Vo, vp) g + (V- up, @)k = (f, o)k

considerando, en particular, v, = 0y ¢, = 0, lo anterior es equivalente al siguiente sistema

(—IJA’U,h —+ (Vuh)a + vph, vb)K = (f, vb)K \V/’Ub € H&(K)2
(V-up,@)r =0 Vg € G,

y de la definicién de uy,, se sigue que

(—vAu, + (Vue)a + Vpe,vp)xk = (f + vAuy — (Vug)a — Vp,vp)x Vo, € HOl(K)2
(v'ueac_Ib)K = _(V'ulaQb)K =0 V(Jb S Gip

de donde, es claro que (3.7) corresponde a la forma débil del problema

(Vue)a — vAu, + Vp, = R, V-u, € P(K)en K, (3.8)

donde
RM = RM(uy,p) = f — (Vuy)a + vAu; — Vp,. (3.9)

Ahora para completar el problema diferencial (3.8), imponemos la siguiente condicién de
contorno en u,:
u, = g, para todo F' C 0K, (3.10)

donde g, = 0 si F' C 0f). En el caso que F € &, g. es la solucién de

1
|a|0sge — VO0ssge = h—HF([[Vﬁnul +pmn]) en F, g.=0 en los nodos. (3.11)

F
Observemos que el lado derecho de la ecuacién (3.11) depende del residuo sobre los
lados internos, ademas la eleccién del coeficiente advectivo que multiplica al término 0,g.

no es Unica, pero en este caso fue motivada por los resultados numéricos de [29].



Capitulo 3. El método RELP 22

Volvamos al problema de Oseen local para calcular (w.,p.). De las ecuaciones (3.8) y
(3.11), se sigue que (ue,p.) hereda los grados de libertad de (wuq,p;), pues la solucién
del problema local de Oseen es tnica, ademas por el principio de superposicion se puede
descomponer (u,, p.) como sigue (u, p.) := (M pM) + (uf, p%) + (ul, pP) donde cada

par satisface, respectivamente,

(Vula —vAu +VpY =RY, V.-uM =0en K

(3.12)
u =0en 0K
(VuS)a — vAul + Vp¢ =0, V- ul e P(K)en K a3
ul =0 en 0K '
(VuP)a — vAuP + VpP =0, V-uP € P)(K) en K _

u? =g, en OK.

Lo que queda es completar los problemas (3.13) y (3.14), es decir, imponer condiciones a
los términos de la divergencia local. Con este objetivo, notemos primero que la solucién

de (3.12) esta dada por uM = 0, luego de la ecuacion VpM = RM | se sigue que
pM =x - RM + cte. (3.15)

Ahora, como p} € LZ(K) tenemos

/ { - RM +cte} =0
K

/ar;-RM—I—|K|cte:O,
K

de donde
fK z - RY

cte = — L " — Tlg(x- RM),
| K|

P =p"(RM) = (I —-Tlg)(x- RY) = xp(x- f — - (Vu)a—x - Vp)) € P (K).
(3.16)
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Por consiguiente, para asegurar que el problema esta bien puesto y reforzar la dependencia
de las funciones enriquecidas con respecto a los residuos, completamos la ecuacién (3.13)

como sigue:
V-ul = —EpM(RM) en K, (3.17)
v

donde a estd definido por la ecuacién (3.2).
Para el caso de la ecuacién (3.14), por el Teorema de la divergencia de Gauss, y usando

la condicién de borde, tenemos que

/V-u?z/ u? -n
K oK
:/ ge M,
oK

Voubl = ff”ngj'n en K. (3.18)

de donde se tiene que

Hasta este punto hemos resuelto formalmente la ecuacién (3.7), obteniendo una funcién
enriquecida (ue, p.) descompuesta como la suma de soluciones tnicas de los problemas
locales anteriores. Nos queda entonces hacer que (un,pn) := (w1 + ue, p; + pe) cumpla
la ecuacién (3.5). Usando el hecho que u* = 0 el problema (3.5) es: Hallar (uy,p;) €
Vi, x QL tal que :

((Vuy)a,vy)q + Z [(Vul)a,vi)k + (Vul)a,vi)k] + v(Vui, Voi g

KeTy,
+v Y [(Vul, Vo) + (Vul, Vo] = (0, V-v)a— Y (e, V- 01)k
KeTy KeTy,
+ (@, V- ur)a + Z (@, V- ud)k + (01, V - ul) k] = (f,v1)a, (3.19)
KeTy,

para todo (v1,q) € Vi, x Q.
En lo que sigue mostraremos como tratar los términos extras y cémo algunos de ellos

pueden ser simplificados. Primero, los términos relacionados con u¢, integrando por partes,

—/ Av1~u§:/ V'UI:VueG— 8n'v1~ueG,
K K 0K

se reducen a
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de donde, usando el hecho que v;|x € P1(K)? y que u =0 en 9K, se tiene

(Vug, Vo), =0, (3.20)

ademads como a - n es continuo a través de los lados internos, se tiene

> (Vua,v)x =— Y (uf, (Vo)a)k, (3.21)

KeTy KeTy

por tltimo de (3.17) obtenemos

(4, V- uf)g = —°K (%pe (RY))x. (3.22)

Usando la identidad (Vvy)a = VpM((Vv;)a), que viene del hecho que p((Vv,)a) =
xn(x - (Vvy)a), y usando integracion por partes, la igualdad (3.21) puede ser reescrita,

como sigue:

(P, V- ud)k I(PM ud)ox — (Vo) ul)k
—(Vp ud)k, (3.23)

luego, usando (3.17) obtenemos:

= > (Wl (Voa)x == Y (uf, Vol (Vor)a))x

KeTy, KeTy
= > (V-uf pM(Vvi)a))k
KeTy
(6%
- > TK(py(RM%pé”((Vvl)a))K-
KeTy

Nuevamente, del hecho que p((Vv;)a) = xin(z - (Vv;)a), se tiene

Z (VuS)a, vk + Z (@, V- ul)k = Z [((VUE)a’vl)K +(V- uf’ql)K]

KeTy, KeTy, KeTy,

= RN vl (Toa) +a)
KeTy,
(3.24)
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como pM € L%(K), se tiene

/ HK(Ql)pé\/l = 07
K

de donde
o
TK(péM,HK(ql))K =0,
asi
o o
—_K(Péw’ Qz)K = ——K(Péw’ Xh(QI))Ku
v v
luego (3.24) se reduce a
o
> (Vuf)a o)+ (0, V- u)e = — S0 SN RY), il (Vor)a+ )i
KeTy, KeTy

(3.25)

Para tratar los términos que involucran u? seguimos pasos andlogos, de donde obtenemos

> (Vul)a,v)k == (ul, (Vu)a)k,

KeTy, KeTy

v(Vu?, Vo)) g = (u?, v0,v1) ok,
e integrando por partes obtenemos
(0, V-ul)k = =(Va, ul)k + (gm, wl)ox, (3.26)
asi

Z V(Vuf,Vvl)K + ((V’UE)CL, vk + (@, V- u?)K
KeTy,

== Z (u, (Vvi)a + V) + Z (w., vOnv1 + g )ox
KeTn KeTy,

== > (Wl (Vo)a+Va)k+ Y (ul [voav +gn])p.  (3.27)

KeTy, Fe&y,
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El término asociado a los lados internos se puede reescribir convenientemente, de acuerdo

a [5], en efecto, como Ilp([v0,u; + pin])|F es una funcién constante, entonces
8e = gFHF([[Vanul + pln]])v (328>
donde para todo F' € &, gr es la solucién de

1
|a|0sgr — VOssgr = . en F, gr =0 en los nodos, (3.29)
F

de donde

(w?, [vOpv1 + qn]) . = / gr Up([VOaur + pm])|p - [v0nv1 + gnl| 5,
F

usando el hecho que Hp([vopur + qn])|p = [VOnv1 + gn]l| -, pues q|r € Ry [g1n]= 0,

obtenemos

(’Uf, [v0nv1 + C_Iln]])p = lp([vOnur + pin])|r - [VOnv1 + C_Izn]HF/ gr
F

= Ly ([v0nus + pn]) | - T ([v0nwr + gml)r / o
F

N (ngjj‘)F (HF([[Vanul + pln]])a HF([[Vanvl + C_Iln]]))F~ (330)

Luego, si |a| = 0, la solucién de la ecuacién (3.29) es un polinomio de grado dos en cada

uno de los lados F. Si |a| # 0, entonces

 exp(lal
gr(a(t) = — (t ! p“”), (3.31)

- m he 11— exp(%hp)

para t € [0, hr]. Entonces, usando (3.30) y (3.31) podemos reescribir (3.27) de la siguiente

forma

Z I/(VUE,V’Ul)K + ((VUE)CL, v)k + (@, V- u?)K
KE%L

= — Z (u?, (Vv))a + Vq)x

KeT,
+ Z Tr(Ip([vOnus + pin]), p([vOnv1 + qn]))F,

Fe&y,
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donde el parametro 7z esta dado por

o (ngl)F
TF \— ‘F|
% si |a| = 0
= 1 1
al — al (1 + | I\/h (1 — exp (Mh}?))) en otro caso.
R e ) ’

Finalmente, notemos que como p, € LZ(K) se tiene

1V )i = [ (V-0

K

=an4m=m

de donde el término relacionado con p, en (3.19) se anula. Por lo tanto, usando el resultado

anterior, (3.19) se reduce a

B((ulvpl>v (Ulv ql)) - Z (ueDv (Vvl)a + VQI>K = F(’Ul, QZ)'
KeTy,

Finalmente, siguiendo pasos andlogos a [14] el método (3.1) se obtiene al eliminar el término

Z (u? (Vvy)a + Vq)k pues no afecta la convergencia del método.
KeTy,

Observaciones
A continuacién presentamos algunas notas con respecto a la derivacion del método,
principalmente adicionaremos un nuevo término a la formulaciéon y simplificaremos los

términos estabilizados sobre los lados internos de la malla.

2

e Aunque no aparece en la derivacién del método, un término del tipo “div — div

serd agregado a la formulacion. La definicién exacta de este término es

B, ((ur,pi): (1) = Y ~(wl(a-@)(V - w)), xal(@- @)(V - o0)i
KeTy,
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donde
B 1

La derivacién de este término en la formulacién anterior es un problema abierto para la
ecuacién de Oseen. Es claro que no afectara al buen planteamiento del problema discreto,
pero si la consistencia del método (ortogonalidad del error), sin embargo, debe ser incor-
porado para capturar de manera efectiva problemas de capas limite internas, en el borde
o cuando se trabaja con viscocidades pequenas (v < 1).

De lo anterior, nuestro método se puede escribir de la siguiente forma:

Hallar (uy,p;) € Vi, x QL tal que :

B((u1,p), (v1,q)) = F(v1,q) Y(v1,q) € Vi X Q) (3.32)
donde B(> ) = A(> ) + BT('? ) + Bé’('> ) + B'y('a )

Con lo anterior, obtenemos un nuevo método estabilizado que sera utilizado en el analisis
de error a posteriori y en los experimentos numéricos, pero sera omitido en el analisis de

error a priori.

e En el caso de aproximar la presién por funciones continuas lineales a trozos la forma

bilineal B¢ se reduce a

Be((u1,p), (vi, @) = Y 7w([vdnwi], [vOpv:]) .

Feé&y,

Mas adelante veremos que la presencia de estos saltos no afecta la precision del método y
los resultados obtenidos sin ellos son casi idénticos. No obstante, en todos los experimentos

numéricos los saltos fueron considerados para que el método esté completo.

3.3. Anadlisis de error a priori: Caso P? x P,

En esta seccién analizaremos la existencia y unicidad de la solucién discreta, ademas
presentamos estimaciones de error que garantizan la convergencia del método RELP asu-

miendo una aproximacion por funciones continuas, tanto para la velocidad como para la
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presién. Para el caso P? x Py podemos revisar lo realizado en Barrenechea y Valentin [12].
Por simplicidad, y andlogamente a la derivacién del método, asumiremos que a|g, f|x €
R?y [a-n]|r = 0.

Comenzamos notando que el método RELP (3.1) puede ser reescrito en forma equivalente

y consistente de la siguiente manera: Hallar (uy,p;) € Vi, x Q}, tal que

A((u,p1), (v, q1)) + Br((w1, p1), (v, q1)) + Be((wr, 1), (v1,q1))
= (f,v)a+Fr(vi,q1), V(vi,q) € Vi x Q

A((wr,pr), (o1, @) + > QTK (Xh(Pl +a- (Vu)a), xn(gr + - (Vvﬁa))K
KeT,

+ Be((u1,p1), (vi,q1) = (F,v1)0 + Z (Xh (- f). xnlq + - (V’Ul)a)>K
KEeT,

A((wr,pr), (o1, @) + > QTK (Xh(Pl +a- (Vu)a—z- f)xnla+z (V’Ul)a))K
KeT,

+ Be((u1,p1), (v1,q1)) = (f,v1)a

A((u1,p1), (v1,q1))

+ Z K (Xh(:c -Vpr—x - vAu, +x- (Vu)a—x - f),xn(x- Vg +x - (V’Ul)a)>
xen, ¥ X

+ Be((u1,p1), (v1,q1)) = (f,v1)a

Al(un,p), (v1,0)) = Y- S (al@ - BY) vl (Vs + (Vor)a)))

KeTy,
+ Be((u1,p1), (v, q1)) = (F,v1)a,

de donde, usando (3.16), el problema (3.1) es equivalente a: Hallar (uy,p1) € Vjp X
Q1 tal que :

Al(urpr), (o1,0) = > == (BY) 5 (Vor)a+ Va) i
KeT, (3.33)

+Be((u1,p1), (vi,q1)) = (F,v1)a,

para todo (vi,q1) € Vi, X Q}.
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3.3.1. Resultados técnicos

Antes de los resultados principales, necesitamos resultados técnicos, el primero resume

algunas de las propiedades del proyector ortogonal I1g.

Lema 1. Eziste una constante C > 0, independiende de h, tal que

Tk () [lo,x < ||v]lo,x Yo € L*(K),
Ixn(W)llox < Chilvlix Vo€ HY(K).

Demostracion. Ver Lema 1.131 y Proposicién 1.134, respectivamente en [26].

El siguiente lema tiene que ver con la solucién del problema local (3.12)

Lema 2. Sea v € L*(K)? y sea (uM(v), pX(v)) la solucién del problema

e

(Vul'(v)a — vAul (v) + VpY (v) =v, V- ul(v)=0en K
uM(v) =0 en 0K,

e

entonces existe una constante C' > 0, independiente de hi,a y v, tal que

) al|oo,xh
oA )+ 17240 < Chmi {1,120 o

Ademds, siv € HY(K)?, entonces

2
v (o)1 < Kol .

Demostracion. Primero, de la formulacién débil del problema (3.36) se tiene

(Vu' (v))a, w)k + v(Vuy' (v), Vw)k — (' (v), V- w)k

@, Vg (0))x = (vw)k V(w,q) € Hy(K)* x Li(K).

Considerando w = u}(v) y ¢ = p¥ (v) obtenemos

vlu' (v)[] k= (v, %" (v))x,

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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usando Cauchy-Schwarz
viul' (v)[i x < [[vllo,xlul’ (v)llo,x,

y aplicando la desigualdad de Poincaré para dominios convexos (ver Payne y Weinberger

h
39]) a uM (v) vemos que ||uM (v)||ox < —=|uM(v)|1.x, de donde
m

h
viul (v)]1x < 7K||’U||0,K- (3.40)

Por otra parte, es claro que el operador v — u? es lineal, pues corresponde a la tnica
solucién del problema lineal (3.39).

Sea vy = g (v), como uM (vy) € Py (K)? y es tal que u (vy)|ox = 0, entonces u (vy) = 0
con lo que se tiene

vlue! (v)|x = vlug' (v) — ug' (vo) 1k

) €

= V|Uéw(’0 - ’Uo)\l,K

h
< v - volfo,x
T

h2
S K‘U‘I,K7
s

de donde obtenemos (3.38). Luego, usando la condicién inf-sup (2.13), la forma débil del

problema (3.36), la desigualdad de Poincaré y la ecuacién (3.40) tenemos que:

- (pév[(v)v V- ’LU)K

2" (0)lloc < B sup

weH}(K)? w1k
8 —v (Vu(v), V'w)K — ((Vud(v))a, 'w)K + (v, w),

= sup

weH} (K)? w1k
<3 sup v|IVul (v) ok |[Vwllox + [[(Vul! (v)allo kllwllox + [|v]loxlwlox
 weH(K)? |wl1,x

uM (v w hi||VuM (v all x|w hi||v w

<8 sup viu (v)x|wlix + hil[Vu (V)]0 @l sk W]k + hillv|ox|w|i

weHL(K)? w1k

= B(vlug (v)l1x + llalloc xchic e (V)1 + rc|vllo.x)
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|allo.r 2

2
< B(hx||v]lox + Kook + b l|v]o,x)

o KN
SC%hKHMX{L“2ﬂ4E4E}Hbe-

v

Finalmente, la constante inf-sup § > 0 es acotada como sigue (cf. [31], Lema II1.3.1)

hi\” h
seo() (1+25), (3.41)
PK PK
donde pg es el didmetro de la bola inscrita en K, y C' no depende de K o hg. Por lo tanto,
la desigualdad (3.37) se obtiene usando la regularidad de la familia {7} y (3.40). O

El siguiente resultado nos entrega més informacién del comportamiento asintético del

parametro de estabilizacién 7.

Lema 3. Dado F € &, definimos

1 alh
7r = ——min{l, Pep}, Pep:= lalhr (3.42)
2|al v
. ) hp . o . .
sila| #0, y Tr := —— en otro caso. Entonces, se tiene la siguiente equivalencia

12v

C%FSTFS%Fa

donde C' es una constante positiva independiente de h, v y a. En particular,

Demostracion. Primero, escribimos el parametro de estabilizacion 77 de la siguiente forma:

1 1 1
= — 14+ ——(1—eler
= g T ()

1 Lo
"~ 2lal |a|] \ (1 —ePer) " Pep

B 1 1 Pep+1—eler
"~ 2|lal |a| Pep(1 —eFer)’

(3.43)
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Dividimos la demostracién en dos partes
Cota inferior: Es claro que
Per+1— efer 1 1

Pep(1 — ePer) ~ Per * 1 —ePer’

(3.44)

Si Pep > 4 se tiene

1 1 1 1 11
Tr = — — =
"7 2la|  |a|Per |al(ePer —1) T 4]a|]  22|a]

1
min{1, Pep} = §%F

Si Pep < 4 usamos una expansion por series de Taylor en la funciéon exponencial para

obtener

1 [t 1-e% 1 (¢ 1 't la|t(hp — 1)
grt) =g\ 5~ T = erer | T ala \ s TP 1 o Z (P 1)’
2lal \ hp 1 —ePer 2lal \ hp efer —1  ePer —1 4v2(ePer — 1)

de donde

_ <9F7 1)F
ST

1 [
- m/ gr(t)dt
/hF ot =0
|F| 42 (ePer — 1)

al e
)/0 t(hp — t)dt

A2hp(efer — 1

o P€F th2 ts hr
© dvhi(ePer —1) | 2 31,
P6F hF
— (ePer —1) 240"
= 0,0746, entonces
h C
TF > 00746—F = —PEF > C’TF

24v  24|a
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Cota superior: Primero, usando (3.43) y el hecho que Pep + 1 — eP*F < 0 obtenemos

< 1
-
entonces, si Perp > 1 se tiene que
<t b Pepy =
= min{1, Pep} = Tp.
2lal  2|a]

Finalmente, si Pep < 1, realizando una expansién por series de Taylor tenemos que

\a|”h" 1
I t
t < n= vn! < —

S Sl E S

y entonces
1 hF P€F 1
Np< —=—+-= min{1, Pe
F = hF(gF’ )r < U 8al 8\ | in{l, Pep} = TF,

lo que completa la demostracion. O

Nota 4. Recordemos algunas desigualdades estandar que necesitaremos (ver Ern y Guer-
mond [26] ).
Existe C > 0, independiente de K, tal que

lll§ < C(hi 101l6 & + bVl ), (3.45)

para cada lado F C OK y para todov € HY(K). Ademds recordemos la desigualdad inversa.
Existe C7 > 0, independiente de K, tal que

CrhilIVallo,x < llgllo,x, (3.46)

para todo K € Ty, y q € Py (K).

Usando las desigualdades anteriores, encontramos que los términos extras en la ecua-
ci6én (3.33) son, en algun sentido, equivalentes a una estabilizacién del tipo “streamline”.

Esto lo notamos en el siguiente resultado.
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Lema 4. La funcién pX ((Vvi)a + Vq1), solucion de la ecuacion (3.36), satisface

h
Crhgl[(Vo)a+ Vaillox < |IpY (Vvi)a + Var)|lox < 7K||(V’Ul)a +Vallor, (3.47)
para todo vy € P1(K)?, ¢ € Py(K).

Demostracion. Usando el hecho que (Vv;)a + Vg = VpM((Vvy)a + Vq) vy de la de-

sigualdad inversa (3.46) obtenemos
I (Vv)a +Va)llox > Crhgl|Vp (Vor)a + Va)llox = Cril|(Vor)a + Va o k-

Por otra parte, como pM € LZ(K) aplicamos la desigualdad de Poincaré generalizada en

K y obtenemos

h
2" (Voi)a + Var)llox < f!ley((Vvl)a +Va)llox

h
= 7K||(va1)a + Vaillox-

3.3.2. Resultados principales

Lo siguiente es probar la existencia y unicidad de la solucién del problema (3.33), para

ello definimos la norma, malla-dependiente, || - ||;, dada por
2 1/2
a
L@l = |vvilio+ > —Xl(Voa+Valsx+ D melboaollsr]
KeTy, Fe&y,
(3.48)

para todo (vy,q1) € Vi, X Q}.
Entonces presentamos los siguientes resultados de estabilidad y consistencia para el método
RELP.

Lema 5. FExiste una constante positiva C, independiente de h, a y v, tal que para todo
(Ulvql) € Vh X Q}ll
B((vi, q1), (vi,q1)) > C ||('UI=QI)||i2w (3.49)



Capitulo 3. El método RELP 36

y asi (3.33) tiene una tnica solucién. Ademds, sea (w,p) € H?(Q)? x HY(Q) la solucidn
del problema (0s) y (w1, p1) la solucion de (3.33). Entonces

B((w —ui,p—p1), (vi,q1)) =0, VY(vi,q1) € V}, X Q}L- (3.50)

Demostracion. La elipticidad es inmediata de la definicién de la forma bilineal B(-,-), en

efecto,

B((v1,q1), (v1,q1)) = A((v1, q1), (v1, 1))
+ Z (Xh @ +x - (Vor)a), xa(g + - (V’Ul)a))K

KeTy,
+ ) mp(Up([v0av1 + ), Up([vnvr + in])r
Feé&y,
=vuilo+ D Hpe (Vova+ Va5 + D mllvonvill§ .

KeTy, Fe&y,

y usando el Lema 4, con C' = min{1,C?}, se tiene (3.49).

En cuanto a la consistencia, notemos que

B((u —uy,p—p1), (v1,q1)) = B((u,p), (v1,q1)) = B((u1, p1), (v1,01))
= A((u,p), (v1,¢1)) + Br((u,p), (v1, ¢1)) + Be((u, p), (v1,01))
— B((u1,p1), (v1,q1))
= A((u,p), (v1,q1)) + Fr((v1, ¢1))

= > S (R (). (Vor)a+ V)
KeTn
+ Be((u,p), (v, 1)) — B((w1, 1), (v1, q1))
== > SN (R (wp). p (Vor)a+ V)i

KeTy,
+ Be((u,p), (v, q1)),

como u € H*(Q)? y p € H(Q) entonces [d,u]= 0y [p]= 0 en lados internos F, y asf los
términos asociados a los saltos se anulan. El término extra en los elementos también se
anula usando el hecho que p™ (R (u, p)) = 0 para cada K € Tj,. O
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Para demostrar el resultado principal de esta seccién introducimos el interpolante de
Clément Cj (Ver Ern y Guermond [26]), con la obvia extensién a funciones evaluadas

vectorialmente, el cual satisface

v = Ch()[l1,x < CRE 0|

o (3.51)
[v = Cr(0)llo,p < Chp *[v]map,

para todo v € H™(Q2), donde 0 < 1 < m, m = 1,2, la constante C' es positiva, indepen-

diente de h. Recordemos que las vecindades Wk y @ fueron definidos en (2.3).

Teorema 1. Supongamos que (u,p), solucion de la ecuacion (2.14), pertenece a H*(Q)? x
HY(Q) y sea (uy,p1) la solucién de la ecuacion (3.33). Entonces, existe C > 0, indepen-

diente de h, a y v, tal que

. 1
= w0 =)l < Ch (Vomis(1. 0l + ol ) (352

Demostracion. Sea (1, p1) = (Ch(u), Crh(p) — Ha(Cr(p))), sean (w1, q1) := (wy — w1, p1 —
]51) y (C'u,’ Cp) = (’U, - alap _]51) EHtOHCGS,

[(w —wy,p—p1)lln = |(w— w1 + % — w1, p—Pr+ D1 — p1)lln
= |[(w — 1, p — p1) + (@1 — w1, p1 — p1)lln
< IS ¢ n + (w1, q1) |, (3.53)

es claro que el error de interpolacién (? también satisface la primera desigualdad en (3.51),
entonces el término ||(¢*,(?)||n es acotado usando (3.51), la desigualdad de trazas local

(3.45), la regularidad de la malla y el Lema 3. Con lo que obtenemos

axh? h
1€ < Rat 3 R (Ve at VR + 3 o panc IR s

KeTy, Fegy
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u o h2 u ]' u
<VCFat+ Y o IVE) at VI i+ O Y b [V ¢ o

KeTy KeTy
axllal%, ki axh}
<UCfa+ Y, —— IR+ Y = IV«
KeTy KeTy

+C Z [V ¢Sk + v Val? i

=
18]K]"2
<V|C ‘IQ_'_ Z || || | H2 KhK‘C |1K+ Z K|Cp|1K
KeTy, 0.K KeTh
+C Z [N CH 6,k + Pl Vul?
=
< v|¢* ‘19_'_02 Rllalox || ———llall% kh&[C [ x + Z K|Cp|1K
KeT, KeTy
+C Y VG + PRIV
KeT,
llalloo kb | o
<v[¢Uig +C Z 13 —— M7 &
KeT,
hik
+C ZVK T+ vhi|ul3 e + = |p‘1wK
KeT,
all.ah®
< Gl + A=z
> ik
+C Z vhic|ul3 i + vhi|ul3 o + — |p‘1wK
KeT,
|a]lw.nh® h?
<o {umuo+ = tug, + D
|allo.0h 1
= on {ufutto + 2=t a4
|a]loc.0h 1
= o {v [luga + 1= ) + 1ot
1
< on (vmix{1, o} ul + 2l (3.54)
9 V b

Para el término ||(w1, ¢1)||n en (3.53) usamos los Lemas 4, 5, el hecho que a es un campo
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solenoidal, integramos por partes y usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, obtenemos

Cll(wi, a1)l; < B((w1,q1), (w1, q1))
= B((u1 — w1, p1 — p1), (w1, 1)) + B((w — w1, p — p1), (w1, ¢1))
= B((¢*, ("), (w1, 1))
=v(V{Y, V’wl)ﬂ - (Cp Vewi)o+ (1, V- ("o + ((V(M)a, wi)o

+ Z V{*)a+ V), xn(@-(Vw)a + q1))
KeTh
+ Y 7 (V0] [Vonwi])

v(V(*, Vwi)g — (V- a, (™ wi)o
— > (V- w)k — (Vg + (Vwy)a, )k

KeTy

+ Z (V¢™a — vAu + Vp) ,p ((le)a+VQ1))K
KeTy

+ Z 7r ([10n ("], [VOnw:1]) &
Fe&,

<v|¢halwilia+ D 1€ oxlwilix
KeT

Wi 1C o Y hic | (V)@ + Vi [lo.x

KeTy \/_

+ Z H M (V") a — vAu + Vp) HOKHpe (Vw;)a + Vq)
KeTy,

+ Z F ||[[Vanguﬂ||o7F ||[[Vanw1ﬂ||07F
Fe&,

—17— u 1 u
<C {wmig + 3 [ G R+ I ]+ D e N0

KeTy, Fe&y,

1/2
+ Z Hpe )a—VAujLVp)HaK} {V\wl\iﬂ

KeTy

arh?
+ > KV E(Vw)a+ Valls x + D 7 | [vonwi]l;

KeTy, Fe&y,
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1/2
+v Z |w1|1K+ Z Hpe le)a’_'_Vql)Hé,K}

KeTy, KeTy,

12 h;
c{rucu,cﬁ)uiw > | R R+ bl

KeTy

1/2

KeTy

1/2
«
{||<w1,ql>||i+ ) 7K||p£f<<le>a+Vq1>||3,K} .

KeTy

Definamos « := méx{ay : K € T}, entonces, por los Lemas 1, 2 y 4, la linealidad de p,
la identidad pM(Vp) = xn(p), (3.51) y la regularidad de la malla, obtenemos

Ol (wr, )2 < c{||<< TS [a;h%u@m K@hw]
KeTy,
axllallz, i
voy wlaluli
KeTy,
1/2
aK
- Y S sl 3 S Tl |
KeTy, KeTy,

1/2
aph?
l(wy, g7 + > —=E[[(Vwi)a+ Va [} «
v

KeTy

u ) [alle.oh h?
< C{H(C ,CP)||7 + max {17 BT Vh2|u|§,9 + 7‘29@9

allallZ oh* lallZ, oh?
++max 1,% \u\gﬂ

2
+ Z [vlu (vAw)|1 ke + [[pY (vAw)||o,x]
KeTy,

2 1/2
297¢
2 ,,K|p\iK} I(wr,q0)lln

KeTy

0.0l
c{n@“,@)ni pm {1,120
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v v?

allall® o h* all?> oh?
B T

(. llalZoh? h2 V2
+amw{L—jﬁ—-vﬁm@o+ZWﬁg 1wy, q1)ln

lallsoah)? 2o,
<C {II(C“,C”)II% + v méx {1, (ﬁ) } h?|ul3 g + 7|P|ig} [ (w1, q1) |5

(3.55)

Asi (3.52) se obtiene, usando (3.54) y (3.55) en (3.53).



Capitulo 4
Estimador de Error a Posteriori

En este capitulo introducimos y analizamos un estimador de error a posteriori de
tipo residual para el método RELP estudiado en el capitulo anterior. Al igual que en
secciones anteriores, supondremos, por simplicidad que a|f, f|x € R? y supondremos una
aproximacién P? x Py, de donde las funciones que aproximan a la presién son continuas.
En el caso de no considerar f constante a trozos, términos de orden superior podrian

aparecer en el analisis sin que afecten significativamente al mismo.

4.1. Resultados Preliminares

En esta seccién introducimos las funciones burbuja y otras definiciones necesarias mas
adelante para la demostracién del teorema principal de este capitulo.

Para todo K € Ty, definimos la funcién burbuja por elemento, por

b =27 [ e
)

zeN(K

donde A, denota la coordenada baricéntrica asociada al nodo z y N(K) es el conjunto
de vértices de K. Sea K el tridngulo de referencia, de vértices fy := (1,0), ny := (0, 1),
i3 := (0,0), entonces

by = 45\15\3 en K,

42
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donde F' = {(t,0) e R?: 0 < t < 1}. Luego, sea F € &, y supongamos que wp = K; UKo,
entonces definimos Gg; como la transformacién afin (que preserva la orientacién) dada en
la Figura 4.1 y tal que GFZ(K) =Ky GFZ(Z:") =Fi=1,2.

(0,0) I (1,0)

Figura 4.1: Transformacién Afin Gp;, i = 1, 2.

Definimos la funciéon burbuja asociada a F' € &, por

bpoGri en K;i=1,2
bp = ’
0 en QN\wp

Sea T := {(x,0): x € R} y sea Q : R? — T la proyecién ortogonal de R2 en T. Introdu-
cimos el operador de levantamiento Pp : Py (F) — P(K) por

Pu(3)=50Q V35ePu(F).
Sea K; C wp, definimos otro operador de levantamiento ]ADE i, Pp(F) — Px(K;) por
Pri,(s) = Pi(s 0 Gry) o G},

Usando estas notaciones se puede definir un ultimo operador de levantamiento Pp :
]P)k(F) — Pk(wp) por

Po(s) = 4 Drma(s) ek oy
PRKZ(S) cn K2 ’ ’
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y para 8 = (s1, $2) € Pr(F)? denotamos

P(S) = (PF(Sl),PF(SQ)). (41)

4.2. Estimador Residual

En esta seccién introducimos el estimador de error de tipo residual, basdndonos en [6]
y analizamos tedricamente el comportamiento del mismo.

Para todo K € T, y para todo F' € &, definimos los siguientes residuos

RK = (f + VA’Uq — (Vul)a — Vpl) |K (42)
Rp =[] —vopui]. (4.3)

De esta definicién, integrando por partes, obtenemos que para todo (v,q) en V x @

A((e*,e"), (v,q)) = v(V(u —u1), Vo) + ((V(u —u1))a, v)o — (p — p1, V- v)o
+(q, V- (u—u))g
= (f> U)Q - V(vulv V’U)Q - ((vul)a> U)Q + (plv R ’U)Q

- (qa V- ul)Q
=Y {(f, v)g — v(Vuy, Vo) — (Vuy)a, v)k + (p1, V- 'v)K}
KeTh
- (q7 V- ul)Q
= 3 {(Fv) + (s v)ic — (Vur)a, o)k — (Vor, o))
KeTy
+ Y { — (VOpu1,v)ok + (p1n,’U)aK} — (¢, V- u1)o
KeTy,
- Z (f + vAu; — (Vuy)a — Vp,v)g
KeTh

+ Z ([ = vOpus + pin],v)r — (¢, V - u1)q,

Feé&y,
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por lo tanto

A((e", "), (v.9) = Y (Ri.v)x + Y (Rp,v)p — (¢, V- wi)o, (4.4)

KeTy, Fe&y,

donde e* := u — u; y € := p — p;. Recordemos que (u,p) € V x @ es la solucién
del problema continuo (2.14) y de ahora en adelante (uy,p;) € Vj x Q4 es la solucién
entregada por el método (3.32).

Luego, de la definicion de los residuos y del método estabilizado, se tiene que para todo

’01€Vh

A((e",€"), (v1,0)) = A((u,p), (v1,0)) — A((u1, p1), (v1,0))
= (f,v1)o — A((u1,p1), (v1,0))

( 1) — B((u1,p1), (v1,0)) + Br((u1, p1), (v1,0))
B, ((u1,p1), (v1,0)) + Be((u1, p1), (v1,0))

( v1)a — F(v1,0) + B7r((u1, p1), (v1,0))
B, ((u1,p1), (v1,0)) + Be((u1, p1), (v1,0))

=— FT(’Uh 0) + Br((u1, p1), (v1,0))

+ B, ((u1,p1), (v1,0)) + Be((ur, p1), (v1,0))

= — Z (xn(@ - ), xn(x - (Vvi)a))k

+g (xn(p1 + - (Vuy)a), xu(x - (Vvi)a))k
+Kz: WV - u1)), xul(a - 2)(V - v1)))x
+ éhTF([[V{)‘nulﬂ, [vOnv1])F

- KEZT %(Xh(w H(=f + Vp1 + (Vur)a)), xu(z - (Vor)a))k
+ K; gHXh((a 2)(V - u))loxxn((@ - 2)(V - v1)) ok

+ ) 1([VOnua], [vOnvi])

Feé&y,
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<> %Hxh(m (=F 4 V4 (Vur)a) okl xn(@ - (Vor)a)lox

KeTy,

+y W\a 2)(V - un)i k) (@ 2)(V-v)|1x
K€771

+ 3 | [vonw]llo.s I [V0nvi ] lo.r
Feé&y,

C{ > %hilw (=F + Vpi + (Vui)a)|i klz - (Vvr)a)|i ke

KeTh

+ > hEIV - w| [V v la-af
KETh

+ 3 e Rello.pll[vOnvi] ||0,F}

Fe&y,

C{ > %hfxll(—f +Vp1 + (Vur)a)lfox[[(Vor)a) ok

KeTy

a1
V- V-
+ 3 IV oV - el
KeTh

+ > TF||RF||0,FH[[V8nvl]]HO,F}

Fe&y,

{ Z ~hi|Rilloxl[(Vo)allox + Y 7wl Rello.rll[v0nvi]lo.r

I(G'ﬁ1 Fe&y,

a3
+ Y %KHV'WHO,KHV"‘MHO,K

KeTy

h2
< C{ > PeKVHRKHO,KII(Vm)aIIo,K + Y | Rellorll[vdnvillo.r

ket w K Feg),
lalls
+ Z 0K||V"“1||0,KHV"Ul||0,K
ien ¥

C{ > hlRilloxlvilie + Y elRellor | [vonvi]lor

KeTy, Fe&y,

+ Z ||aH0,K||V'U1||0,K|’U1|1,K} (4.5)

KeTy
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donde la constante C' es positiva e independiente de h, v y a.
El siguiente resultado corresponde a una condicién inf-sup para la forma bilineal A definida
en (2.15).

Lema 6. Sea (v,q) € V X Q, entonces eziste una constante positiva C, independiente de

h, v ya, tal que

1

Vlvlia+ NG

2
o0 A((v,q), (w,t
gllo.0 < Cméx{l,@} sup ((v,q), (w, 1)) (4.6)
(w,t)

evxa—{o} VVwlia + Zlltllo

Demostracion. Para la demostracién revisamos la Proposicién 2.36 en [26], de donde te-

nemos los siguientes resultados

1 1 / A , ,t
Vilvlia < <_+_ <1+M)) p ((v.9).(w.1)
B« B (wnevxe—{o} VZIwlia + Zlltos

1 1 1 1 ||CLH(V><V)’ A((U7Q)7 (’U),t))
—q079§—<1+avv/<—+—(1+7 sup )
\/DH | 15} lellovv) B« B (w)evx—{o} VV|w|io+ —\%HtHO,Q

donde « y [ son constantes que vienen de las condiciones inf-sup de las formas a y b
respectivamente, que en nuestro caso son independientes de h, v y a. Luego, usamos el

hecho que

a(’Ua’w) 3 ||a||OOQ
a = sup =C maX{l T
lallvvy vweV,ow£0 VV|V|1LaVV|w|ia 1 o

de donde se tiene el resultado y la constante C' depende de la constante de Poincaré en
H} ()2, de a y de 3, es decir, es independiente de h, v y a O

4.2.1. Resultado Principal

A continuacién presentamos el estimador de error a posteriori de tipo residual y mos-
tramos su equivalencia con el error de aproximacion del método RELP.

Definimos el estimador residual 7 como sigue:

1/2
n= { Z 77%2,}(} )

KeTy
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donde para cada K € T,

h? 1 hp
M= ERlBst5 Y LIRelBr+vIV wlie (A7)

FeE(K)NEy

Con las definiciones anteriores, presentamos el teorema principal de este capitulo que
muestra la equivalencia entre este estimador y el error de aproximacion obtenido al utilizar
el método RELP.

Teorema 2. Sea (u,p) € V xQ la solucidn de (2.14) y sea (w1, p1) € Vi x Q4 la solucion

de (3.32), entonces existen constantes positivas Cy y Cy, independientes de h, v y a, tales

que \
u—wl+lp=pil < Cmax {1, 12l=2 4y, (45)

el !
Com {1 10 < B it Tl -l 09

Demostracion. Cota superior :
Sea (v, q) € H}(Q)?*x L3(Q) y sea 9 := Cp(v) € V}, el interpolante de Clément. Aplicando
(4.4) a (v — 11, q) se tiene

A" "), (v—11,9) = Y R, v—t)x+ Y (Rp,v—8)r— (¢, V w)a

KeTy, Fe&y,
< > IRklloxllo = Billox + Y IRellorllv = illo.r
KeTy, Fe&y,

+ldlloallV - willoe,

luego, por lo anterior y la desigualdad (4.5) tenemos
A((eu’ ep)u (Uu q)) = A((eu7 ep)u (U - {]17 q)) + A((eu7 €p>7 (ﬁh 0))

< C{ > IRklloxllv = villox + > IRellorllv — v1llor

KeTy, Fe&y,

+lalollV - willoo + Y hilRello.xl i)
KeT,

+ 3 7o R0, [v0nt1]lo.r

Fe&,
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+ Y lafoxlV- U1||0,K|’l~71|1,K}

KeTy

< C{ > hlRiclloxlvhae + > b2 IRElorlvlar

KeTy, Fe&y,

+ llallollV - willoo + Y hilRecllo.xl @110

KeT,
+ 3 hel|Rpllo.r | [0nt1]lo.r
Fe&y,
+ Y ||a||0,K||V'U1||0,K|’l~71|1,K}
KeT,
h2 h 1/2
F
<o 3 Beimati+ 3 LR+ A9 -l
KeTy, Fe&y,
1 -
S~ il + 3 o, + it s 3 vl
KeTy, Fegy, KeTy,

1/2
N lallf x .
+ > vhel[Onen]ll5 e+ > Slolig gy -

14
Fe&y, KeTy,

Usando la regularidad de la malla, tenemos que

Z V|'U|ia;x + Z V|'U|%,a;F < CV|’U|%,Qa

KeTy, Fe&,

ademas

lallx o lall x
DIV il < Y

KeTn KeTn
2
§0<M¥% > ok
KeTn
2
a
<C (” "*’Q) PORZCA:
v KeT

v

2
gccmmm)wm%.
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Por otra parte, usando el Teorema de trazas local (3.45), obtenemos

Yo voilik + Y vhel[Onti]lEe < C {Vl’vlig + ) thllan’ﬁlllg,aK}

KeTy, Feg, KeTy

=C {”“’ﬁﬂ +v Y hilhg 8] i + hK|’51|§,K]}
KeTn
< C’u|v|iﬂ.

Asi, para todo (v,q) € V x @ se tiene que:

) 1/2
u , a oo,Q 1
Alle, ) (v.0)) < c{max{l,W} v|v|ig+;||q||ag} "

1/2
< Cmix f 1, 19l 2 Lz 4.10
< Cmix LA oo b glR bom (410)
por lo tanto, usamos el Lema 6, aplicado a (e*,e?) € V x ) y obtenemos
HooQ A((euvep)v (’U,q))
Vvlet|ia+ —=|e’]loa < C’max{
\f eV} ViUl + Zldlog

{Vvlio + Sllalliel™n

} (VA Q—{0} Vilvlie + Zlldllos

<C’1max{ HaHOOQ} n,

||aHooQ

<C’max{

lo que demuestra (4.8).
Cota inferior :
Para todo K € T, y F' € &, sean by y br las funciones burbuja por elemento y por lado,

respectivamente. Sea ademas bx := bxRg. Entonces se tiene los siguientes resultados

CIRkll§ x < (R, br)k < [IRkll5 & (4.11)
CHRFHOF (R, bpRp)p SHRFHaF- (4.12)

Las cotas superiores son claras, sabiendo que bx < 1, que by < 1 y usando la desigualdad
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de Cauchy-Schwarz. Para las cotas inferiores citamos el trabajo realizado en el Lema 3.3
de [45] o en el Teorema 19 de [3], para el caso escalar y su extensién vectorial. Asi, usando
el hecho que bx € H}(K)?, obtenemos

(Rk,bk)rx = Z (Ri/,br)kr = A((u — w1, p — p1), (bk, 0))
K'eTh,

=v(V(u — 1), Vbg)x + (V(u —w))a,bg)x — (p —p1,V - br)k

<vlu — w1 k|br|ix + [ — i1 k||@l|oo,x[|[Prllo,x + [P — P10,k [Pr|1,x

S Jalos Y
50{th|u il + (g ) v — bl

+ it llp — leo,KHbKHo,K}

. lallox 4
<C {V|u — w1k +|lp— p1||0,K} max {W, hy ¢ |Ibkllox

1 .
<c {mu ~ il + ol - pluo,K} Vit mis{ Peg, 1} [Ric ok

lo que implica que

h 1
o Rl < € { V=l + = pilac (4.13)
y también
hi

w 1
WHRKHO,K < C'méx {L M#} {\/ﬂu — |1k + WHP —p1||0,K} : (4.14)

Por otro lado, como u € H}(Q)? tenemos que V - u € L2(Q2) de donde, por (2.14),
V-u =0 ctp en Q. Usando este hecho, (4.11) y bx € H}(K), obtenemos:

IV - w]lf e = (V- g, V-ug)g
< C(V-u,bgV - up)g
=C(V - uy, bV - up)q
=C(V-(u; —u),bgV-uq)g
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= C(V . (’U,l — ’U,),b[{v . ul)K
< Clu — u1)1,x||[bxV - w0k
< Clu —ui)1x||V - w10k,
de donde
|al

\/ZHV'UlH(LK SCméx{l,M}\/ﬂu—ul\LK. (415)

v
Finalmente, sea F' € &,. Usando (4.12), la definicién de Pp , y el hecho que br € H} (wr),

se tiene
IRpl5.r < C(Rp, bpRp)p

< C{ Y (R, brPr(Re))x — A((w = ui,p = p1), (brPr(Rp), 0))}

KCwp

< C{ > IRklloxlbrPr(Re)lox + (V(w = u1))a, bpPr(Rp))a

+v(V(u —w), VorPr(Rr)))o — (p —p1, V - (bFPF(RF)))Q}
< C{ > IRklloxlbrPrRe)llox + Y (V(uw—wu1))a, bpPp(Rr))x
+v(V(u—u),V(bpPpr(RF)))w, — (0 —p1, V- (bFPF(RF)))wF}

< C{ > IRkloxllbrPrRe)llox + D lalooxlw — wilykllbrPr(Re)|ox

KCwp KCwp
+ v — w1 p | bFPF(RE)) 1wy + || — P1||o,wF|(bFPF(RF))|LwF}

hro
< C{ Z %||RK||0,KCY_1\/;|bFPF(RF)|17K
KCwp v

allo xh
i Z HH#\/HU—u1|1,K\/;|bFPF(RF)|1vK

ngF
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+v|u — U110, [bFPr(RE) |10, + ([0 — 1 ||0,wF|bFPF(RF)|17UJF}

h2.o*
P

ngF ngF

1 2 .
+vju—wlfi,, + ;HP —p1||(2),wF} { > o ubePr(Re)[

ngF
1/2
a2 b3 H
+ Z |bFPF(RF)|1K+2V|bFPF(RF)|l,wF
KCwp
1 1/2
<olpu-wb, + Lo ni.,
L lall s
{ S s lelnti U D by,
ngF
1/2
<o {ule e, + TR, )
la H v
{Z {mébx{l,PeK}2 OOK K}} ﬁh;1/2||RF||O,F
KCwpg

1 1/2 ; allo.w _
<o, + e, | max {12 L B R,

Asi, (4.9) es una consecuencia de esta ultima desigualdad, sumando sobre F' € E(K

usando (4.14) y (4.15).

)y
O



Capitulo 5
Resultados Numéricos

En este capitulo validaremos numéricamente las estimaciones de error a priori y a
posteriori demostradas en capitulos anteriores, ademas mostraremos en detalle la imple-

mentacién del método RELP, para el caso P2 x P;.

5.1. Implementacién

5.1.1. Resultados basicos

Para la implementacion del método RELP y del estimador de error a posteriori utiliza-
remos las siguientes definiciones y resultados. Sea 7, una tridngulacién cualquiera de Q y

sea K € T, un triangulo cualquiera de esa triangulacién, entonces denotamos sus vértices

X! x? a3
n, = ,NNg 1= , N3 1= .
y' y° y°

Sea K el tridngulo de referencia, es decir, el triangulo de vértices

por

94
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Denotemos por « y @ los sistemas coordenados dados por:

() e ()

y consideremos la transformacién afin invertible F : K — K tal que F(n;) =n;, i =1,2,3.

(Ver Figura 5.1). Es claro que
F@)=Cx+c==x

Donde la matriz C y el vector ¢ estan dados por:

Figura 5.1: Transformaciéon afin F.

Nota 5. Es claro que la transformacién F es invertible y que F~1 : K — K estd dada

por
Flz)=C'lz-Cle=2.
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Ademds

Jr=C
75| = det(C) = 2|K].

Dadou: K >R, seat: K —R definido por
U:=uokF.
Usando la regla de la cadena obtenemos
Vi = CT'Vu,

de donde
Vu:=C TvVa.

Por dltimo recordamos la siguiente formula de integracion
/ udr = |J;|/ udx.
K K

5.1.2. Esquema Matricial

En esta seccién veremos cémo calcular la matriz elemental asociada a cada uno de
los elementos de la triangulacién. Recordemos que la soluciéon aproximada estara dada
por funciones continuas y lineales sobre cada elemento. En general esta forma de calcular
la matriz elemental puede ser rapidamente extendida a 6rdenes de interpolacién mayores
asi como a 3D.

Para los cdlculos sobre K se usan las siguientes notaciones:

[P] = [pl b2 p3]1x3>

51]91 81292 81]?3,
[DP] = ,

azpl 52172 82p3 9%3
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donde p;, i = 1,3 son las funciones de base de V}, sobre cada triangulo K y 0,0y son las

derivadas con respecto a cada variable. Notemos que para el tridngulo de referencia, las

funciones de base son:

Asi podemos escribir:

donde

Q T Q]lxs

4 6x1
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Ademas
Vu, = [DP][u],
donde
[DP] 0
[DP] :=
0 [DP]

4x6

Para la construccién de las matrices locales, notemos primero que

81u1 02u1 aq
z-(Vu)a=x-

81”1 azuz ag

alalul + a282u1

a181u1 + CLQ@QUQ

= [w]{xﬁ [P](j;x2 [P]2><6 [ab]6x4 [DP]4><6 [u]ﬁxl ’

Y que

(a-x)(V-u) = (a12 + ay)(O1uy + Oauz)
= [Plixs[@a]sx2 [Playg []ox1 [Z]1 4 [DP] 6 [Usx -

donde:
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Nota 6. Otra forma de implementar el campo advectivo, en vez de interpolar sobre cada

tridngulo, es calcular la proyeccion de a sobre las constantes, es decir

[Py [abloys = [alaxa = ( HK(()al) HKéaz) HK(EOH) HK((]CQ) ) .

Los resultados obtenidos de esta forma no presentan diferencias significativas con respecto

a interpolar a.

Previo al calculo de las matrices locales debemos calcular las matrices de proyeccién

sobre cada elemento, es decir

k(- (Va)a) = i ([2]"[P]"[P]a][DP)[u]

xu(@ - (Vu)a) = [[2]" [P]"[P][a][DP] - T1,] [u]
xn((a-z)(V-u)) = [[Plla.] [P] 2] [Z] [DP] - 4] [u].
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Luego podemos calcular las matrices locales para el método RELP, de la siguiente forma

(Vo) = (o ([ [DPEDPlads )]

~~

K1

/K[P]Gsz[P]2x6[ab]6x4[DP]4x6dx) [u]

( v
(

(Vu)a, v)g = [v]"

Ky

/ [DPJMZHM[Pthdx) v

K3

/ [P]ngl[zm[Dszx) u

-~

Ky

(xn((@-2)(V - u)), xa((a-2)(V - v)))x =
= [v]" ( /K [[P)[a.] [P] [x] [Z] [DP] — 1z,] " [[Pllas] [P] [z] [Z] [DP] — Hdw}daf) [u),

J/
-~

Ky

es claro que K; = KT y que K7 = K} 1o que facilita el calculo de éstas matrices.



Capitulo 5. Resultados Numéricos 01

Asi la matriz elemental esta dada por:

I/K1—|—K2—|—K8+K9 —K3—|—K6
Ky = . (5.1)
K4 +K7 K5

9%x9

Para el caso de los saltos, sobre cada triangulo, se tiene

an'u' =n: (VU’)|K = [n];@ [DP]4><6 [u]6><1

n O ]
0 n ’
4x2

donde m es la normal exterior a K. Sea F' = K+ N K, entonces obtenemos que

n] =

[[an’u,l] = Op+u + Op-u
= [In" [DP*] ~ o] [DP "] ]

de donde

(10wl [0a]) = [0 [ [In]" [DP*] = [n]" [DP—}]T [n]" [DP*] ~ [n)" [DP7]| [u

~\~
Kp,

y asi tenemos las matrices correspondientes a los saltos Kp,, Kr,, Kp,, KF,.
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5.1.3. Vector de fuerza elemental

Siguiendo pasos analogos a lo anterior, obtenemos

donde utilizamos la interpolacién P; de f sobre el triangulo K. Asi

(e f) = T[] [P]"[P]1S])

_ % /K []"[P]"[P][£).

y luego
xu(@ - f) = []"[P]"[P][f] - IL;.
Por lo tanto, los vectores locales del método RELP estan dados por
(f,v)x = [v]" ([P]"[P][f])

—_———
Py

(onl@ - £)xn(@)ie = [ / P —11,] [[)7[P|"[P]f] - 11,]

(Xn(@ - f)xn(x - (Vu)a))k = [v]T/K [[2)"[P]"[P)[a,)[DP] - IL,]" [[=]" [P]"[P][f] — 1],
asi el vector elemental del lado derecho esta dado por:
| P14 F3)g, ] | 52)
[F2]3><1 9%1

5.2. Experimentos numéricos

En esta seccion, presentamos cuatro validaciones numeéricas del andlisis de error a

priori y de la calidad del estimador a posteriori. Realizaremos pruebas de convergencia
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del método planteado y lo compararemos con los resultados obtenidos usando el método
SUPG. Ademas, usando el estimador residual, refinaremos mallas utilizando la informacién

local que entrega.

5.2.1. Caso analitico

En este caso el dominio es Q2 = (0,1) x (0,1) y el campo advectivo estd dado por
a = (1,1)". Consideramos la funcién f y las condiciones de borde de modo que la solucién

del problema esta dada por:
() — e” sin(y)
(@y) < e’ cos(y) ) 7
p(z,y) = —e“(sin(y) + cos(y)) — (e — 1)(cos(1) — 1 —sin(1)).

En la Figuras 5.2 y 5.3 podemos ver los graficos del comportamiento de los errores, tanto
para la velocidad como para la presion. Los resultados muestran en ambos casos, el orden

de convergencia esperado.

error
=
o

—h
107 - -
—E—”u_ul”O,Q

-6 |u—u1|m

10 10 10° 10

Figura 5.2: Convergencia de ||[u — uylloo y |u — upl|io para v = 107C.
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10

10°F L

107+

error

10°F

10°F

- - h2
—-— ”p_plllo,ﬂ

10° : :
10° 107 10" 10°

Figura 5.3: Convergencia de ||p — p1]jo.q para v = 1075.

Definamos ahora la siguiente norma, llamada norma de la energia

1 1/2
= wp = p)llzn = {vlu—wlo+ Sl -nlaf (5.3

con esta norma, podemos comparar la convergencia del presente método contra previas
alternativas como el método SUPG [22], lo que se ve en la Figura 5.4

Ademas podemos evaluar el comportamiento del estimador con respecto al error en esta
norma. Definiremos también, para evaluar nuestro estimador, el indice de efectividad global,

como sigue,

n
0 .= . 5.4
T —unp—p)lnn (5:4)

Este indice entrega una idea de la calidad del estimador cuando aproxima al error. En
general, se busca que 6 se mantenga acotado cuando h tiende a 0.

Los resultados de convergencia del estimador y del error los podemos ver en la Figura 5.5,
donde tanto el estimador como el error tienen el mismo comportamiento asintético. En la
Tabla 5.1 mostramos la efectividad del estimador cuando h — 0 y vemos que el indice de

efectividad se mantiene acotado.



Capitulo 5. Resultados Numéricos

10

error

103

10°F

Figura 5.4: Convergencia de |[(w — w1, p — p1)| g0 para los métodos RELP y SUPG, para

v=1.

-o-ltu=u,,p=p Il ,, - Metodo SUPG

—&-ll(u=u,,p=p)ll; , - Metodo RELP

10

107

10"

10
107}
5
b}
1072}
—h
—-llu=uppp )l
3 —--n
10 -3 ‘*2 ‘*1
10 10 10 10

Figura 5.5: Convergencia de [[(w — u1,p — p1)||pq v de n para v = 1

0
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h [(w —ui,p—pi)llea 7 4

0.1250 7.813E-002 0.273 3.492
6.2500E-002  3.776E-002 0.138 3.648
3.1250E-002  1.828E-002 6.777E-002 3.707
1.5625E-002  9.089E-003 3.394E-002 3.734
7.8125E-003  4.544E-003 1.700E-002  3.742

Cuadro 5.1: Indice de efectividad cuando h — 0

La siguiente prueba tiene que ver con la sensibilidad del estimador cuando v — 0 lo que
se ve en la Tabla 5.2 donde vemos que el estimador no varia significativamente comparado

con la variacion de v.

v 1 1071 1072 1073 10~ 107° 1076

6 3.7339 3.7345 3.8029 5.1375 7.9599 8.0374 8.0378

Cuadro 5.2: Indice de efectividad cuando v — 0

5.2.2. Capas limite

En el siguiente caso el dominio es 2 = (0,1) x (0,1) y el campo advectivo estda dado
por a = (1,1)". Consideramos la funcién f y las condiciones de borde de modo que la

solucién del problema esta dada por:

1-— e%

wey) = | (5.5)
ev — ev
1—ev

p(r,y) =2~y (5.6)

En este caso, cuando v es cercano a cero, se producen capas limites en los bordes del
dominio y = 1 y « = 1, dificiles de capturar por el método de elementos finitos. Como
el estimador a posteriori se calcula a nivel local, podemos mejorar la solucién refinando

la malla donde el estimador tiene valores mayores, para ello escogemos los triangulos que
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cumplen ng x > dmax{nrx : K € Ty}, para algin 0 < § < 1, en nuestro caso elegimos

51

(a) Malla original, 775 elementos (b) Malla adaptada, 38390 elementos

Figura 5.6: Mallas original y adaptada, para v = 1072

0.95
09
0.85

0.75
0.65
055

05
045

035
03
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

(a) Solucién original (b) Solucién adaptada

Figura 5.7: Primera componente de la velocidad, para v = 1072
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Esperamos que los més altos valores se encuentren en triangulos presentes en zonas de
capas limite, lo que vemos en las mallas originales y refinadas de la Figura 5.6. Ademas
en la Figura 5.7 mostramos la solucién de la primera componente de la velocidad, tanto
para la malla original como para la malla adaptada.

Si disminuimos el valor de v a 107°, la capa limite es més cercana al borde y notamos en

el corte de la Figura 5.8 que se producen oscilaciones controladas por el método.

TS
A

3

\/

\V

X
A
S

VAV
BK

~ 7R
i

N4

e\

Vi
S

<

NV
o
%

Fﬂk 0

AVAYY

\ )
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™
A
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S

V%
5\1; v
W

AVAVA

Av‘VA
NAVA
SR
PR
L
Vi
S

ANAY
7 =
] %
N>
</
DRSS
N/
\OREX

<
A
\/

/

(a) Malla adaptada, 37832 elementos (b) Presién adaptada

0 Q‘Z 0‘1 IIG 0‘;! ll
(¢) Corte de la primera componente de la

velocidad

Figura 5.8: Malla refinada, solucién de la presion y corte en x = 0,5, con la malla refinada,
para v = 1076
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5.2.3. El cilindro

En este caso el dominio es © := (—3,9) x (—3,3) al cual se le remueve un circulo
centrado en (zg,yo) = (0,0) de radio r = 1, el campo advectivo estd dado por a = (1,0)?,
v =10"%y f = 0. Ademds un perfil parabélico para la velocidad tangencial se impone en
la entrada x = —3 y una presion nula a la salida z = 9. En el resto del contorno de 2,
(incluido el borde del circulo) la velocidad en ambas componentes es igual a cero.

Con todo lo anterior, es natural esperar la existencia de capas limite, tanto en la frontera
del dominio como al interior, en especial el borde del circulo, lo cual es corroborado por la
adaptacion realizada con el estimador, lo que se ve en la Figura 5.9 en la malla adaptada,
ademads realizamos un zoom alrededor del circulo, para ver en detalle la zona de mayor

refinamiento.

KL
IR
SOORAS A
AN 42
AN
S/

LIS

Figura 5.9: Malla adaptada, y zoom correspondiente.
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También en la Figura 5.10 podemos ver la magnitud de la velocidad en el dominio, y

en la Figura 5.11 vemos un corte de la primera componente de la velocidad,

Figura 5.10: Magnitud de la velocidad

PR N

Figura 5.11: Corte en x = 3 de la primera componente de la velocidad

5.2.4. Dominio en forma de L

En este caso tratamos de ver el comportamiento de un fluido en un dominio en forma
de L, para ello consideramos el dominio Q2 = (0,3) x (0,3) — (0,2) x (1,3). Aqui f =0, el
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campo advectivo estd dado por @ = (1,0)! y v = 107",
En la entrada z = 0 imponemos la velocidad u = (1,0) cuando 0 < y < 1/2, ademads
fijamos la presién a cero en la salida y = 3, por ultimo fijamos la velocidad a cero en el

resto del contorno.
En este caso notamos capas limite, tanto internas como en el borde, y como vemos en la

Figura 5.12 el refinamiento es mayor en estas zonas.

A

ISAT

Figura 5.12: Malla final, 49970 elementos

En la Figura 5.13 vemos los isovalores de la presién y ademds las lineas de corriente de la
velocidad, donde notamos una recirculacién en la esquina inferior derecha, capturada por

el método.

|

/

(a) Presién (b) Velocidad

Figura 5.13: Isolineas de la presién (a) y lineas de corriente para la velocidad (b).
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Finalmente realizamos cortes para ver la solucion en puntos importantes del dominio, en

la Figura 5.14 podemos ver los distintos resultados.

ot |
| /S

I . I '
. w u ? 1 u i 3

(b) Velocidad normal en y = 2

(c) Presién en z = 3
Figura 5.14: Cortes de la primera componente de la velocidad (a), segunda componente

(b) y presion (c)

Los mismos cortes fueron realizados en [24] donde se obtuvieron similares resultados,

tanto para las velocidades como para la presion.



Capitulo 6
Conclusiones y Trabajo Futuro

Durante este trabajo se introdujo el nuevo método de elementos finitos estabilizados
RELP aplicado a la ecuacién de Oseen, para espacios de interpolacién del tipo P? x Py
y P? x Py. Se demostré el buen planteamiento del mismo y por lo tanto la estabilidad
requerida, junto a la convergencia de método. Ademads, para este esquema, se definié y se
analizé un estimador de error a posteriori residual que permite la adaptacion de mallas, lo
que mejora la calidad de la solucion discreta. Este esquema junto con el estimador residual
fueron validados por medio de experimentos numéricos.

Dentro de las posibles extensiones de este trabajo podemos nombrar

= Extender el método RELP a d6rdenes de interpolacion superiores, donde el término

Awuy, formaria parte de los términos extras anadidos.
= El andlisis de la derivacién y del error del método para el caso en 3D.

= Analizar el método para la ecuacién general de Oseen y también el caso no estacio-

nario.

= Usar las ventajas de este método a la hora de trabajar en régimen turbulento para
tratar de encontrar soluciones a las ecuaciones de Navier-Stokes bajo esas condicio-

nes.

73
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