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RESUMEN

En este trabajo consideramos un medio poroso inserto en un fluido, y presentamos un
método de elementos finitos mixtos conforme para el problema acoplado correspondiente.
Las condiciones de transmision en la interfase de ambos dominios estan dadas por: balance
de fuerzas normales, conservacion de masa, y la ley de Beavers-Joseph-Saffman, la cual
induce la introduccion de la traza de la presion en el medio poroso como un multiplicador
de Lagrange. Los subespacios de elementos finitos utilizados en el esquema discreto son los
elementos de Bernardi-Raugel y Raviart-Thomas para las velocidades, constantes a trozo
para la presion, y elementos continuos y lineales a trozo para el multiplicador de Lagrange.
Adema&s, damos un estimador de error a posteriori confiable para el esquema de Galerkin.

Esta memoria se organiza como sigue. En el Capitulo 1 introducimos el problema de
valores de contorno de interés, y definimos los elementos finitos de Bernardi-Raugel, los
cuales se emplearan para aproximar la velocidad en el fluido. En el Capitulo 2 presentamos
los esquemas continuo y discreto y demostramos que ambos son bien propuestos. En el
Capitulo 3 entregamos algunos resultados numéricos que muestran el buen comportamien-
to del método. En el Capitulo 4 se deduce un estimador de error a posteriori confiable y,

finalmente, en el Capitulo 5 se entregan resultados numéricos que ilustran su confiabilidad.
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Capitulo 1

Introduccion

En el dltimo tiempo ha habido un interés creciente en desarrollar métodos numéricos
eficientes para aproximar soluciones de problemas de acoplamiento de fluidos con me-
dios porosos, modelados por las ecuaciones de Stokes y Darcy, respectivamente (ver [5],
[10], [16], [19], v sus referencias). En particular, se analizé recientemente en [16] una for-
mulacién variacional mixta que utiliza la condicién de Beavers-Joseph-Saffman para el
acoplamiento en la interfase, la cual induce la introduccion de la traza de la presién del
fluido en el medio poroso como un multiplicador de Lagrange adicional. Adema4s, se esta-
blece alli que la formulacién continua correspondiente es un problema bien propuesto, y se
incluye el analisis detallado de un método de elementos finitos mixtos no conforme. Esta
no-conformidad proviene del hecho que el multiplicador de Lagrange es aproximado por
funciones constantes a trozo, las cuales, evidentemente, no estan incluidas en el espacio
de Sobolev de las trazas en la interfase. Una formulacién similar a la de [16] se estudia en
[10]. En esta memoria consideramos un caso particular de [16] en el cual suponemos que
el medio poroso estd completamente inserto en el fluido, e introducimos un nuevo método

de elementos finitos mixtos conforme para la solucién numeérica del problema acoplado.

1.1. El problema acoplado

Para describir la geometria del problema, sea 2o un dominio acotado simplemente
conexo de R? con frontera poligonal I's, y sea Q; la regién anular acotada por I's y por
una curva poligonal cerrada I'y, cuyo interior contiene completamente a Qo (ver Figura
1.1). El problema de transmisién consiste en acoplar un fluido viscoso incompresible que
ocupa {11, con un material poroso que vive en 2. Sean p > 0 la viscosidad de fluido y K un

tensor simétrico y uniformemente definido positivo en €29 que representa la permeabilidad
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del medio poroso, y supongamos que existe C' > 0 tal que |K(z)z|| < C||z|| para todo
x € 9, vy para todo z € R?. Entonces, las ecuaciones constitutivas estdan dadas por las

leyes de Stokes y de Darcy, respectivamente, esto es:

Figura 1.1: Geometria del problema.

oi(u;,p1) = —p1 I+ 2pe(u;) en Q, y up=-KVpy en o,

donde (uy,us) y (p1,p2) denotan las velocidades y presiones en los dominios correspon-

dientes, I es la matriz identidad de R?*2, o1(uy,p1) es el tensor de esfuerzos, y

e(u) = % <Vu1 + (Vul)t>

es el tensor de deformaciones. De aqui en adelante, dado cualquier espacio normado U, U?
y U?*? denotan el espacio de vectores y matrices cuadradas de orden 2 con coeficientes en
U, respectivamente. También, el superindice * representar la transpuesta de una matriz.

Asf, dados f; € [L2()]? v fo € L%*(€s) tal que / fo = 0, el problema acoplado es:
Qo
Encontrar (uy,us) y (p1,p2) tales que

—divei(u,p;) = fi en O (conservacién de momentum),
diveyy = 0 en (conservacién de masa),
u = 0 sobre I'q (deslizamiento nulo) ,
divuy, = fo en Q9 (conservacién de masa),
u v = uy-v en I'y (conservacién de masa),
(gi(u,pr)v) v = —po sobre D'y (balance de fuerzas normales) ,
- g (o1(uy,pr)v)-t = u-t sobre Iy (ley de Beavers-Joseph-Saffman),

(1.1)
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donde v es el vector normal unitario exterior a 21, t es el vector tangencial a I'y y K > 0
es la constante de fricciéon. Aqui, la condicién de Beavers-Joseph-Saffman establece que la
velocidad de deslizamiento en I'y es proporcional al esfuerzo de corte en I's (bajo el supuesto
experimental, que ug - t es despreciable) (ver [4], [15], y [20] para mayores detalles de esta
condicién de interfase).

A través del presente trabajo consideramos la terminologia estandar para espacios
de Sobolev, normas y seminormas, utilizamos 0 para denotar un vector nulo genérico, y
usamos C'y ¢, con o sin subindices, barras, tildes o sombreros, para denotar constantes
positivas independientes de los parametros de discretizacion, los cuales pueden tomar
distintos valores en distintos lugares.

A continuacién presentamos el elemento de Bernardi-Raugel, el cual se empleara para

aproximar la velocidad en el fluido.

1.2. Elementos de Bernardi-Raugel

Sea T un triangulo de vértices a1, a2, ag, como se aprecia en la Figura 1.2.

a2

nl <€—

Figura 1.2

Para cada i € {1,2,3}, \; denota la coordenada baricéntrica asociada al vértice a;, e; es el
lado de T opuesto a a;, n; es el vector normal exterior a e; y t; denota el vector tangencial

a e;. Definamos entonces las siguientes funciones sobre T

3
pi=n; [[ A, i€{1,23}, (1.2)
j=1,j#i
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con las cuales el espacio local de Bernardi-Raugel BR(T") queda dado por:

BR(T) = [P1(T)]* ® ({P1, P2, P3}) ,

donde P1(T) es el espacio de polinomios de grado < 1 en 7.

De la definicién (1.2) vemos que pi(a;j) =0y p; - tile, = 0 para todo 4,5 € {1,2,3}, y
DPile, = 0 para todo i # j. Ademds, si I7 es el interpolante usual en [P1(T)]?, entonces,
para cada p € BR(T) vemos que I7(p) = Yo, \;p(a;), con lo cual obtenemos

3

P= IT(p) + Zaipi, con o € R,
=1

y asi se sigue que
@iPile; = (P — ITP)le; -
Lo anterior sugiere la eleccion de los siguientes grados de libertad para las funciones de

BR(T): los valores de p en cada vértice a; de T y el flujo de p a través de cada lado e; de

T. El préximo lema confirma la BR(7')—unisolvencia de estos grados de libertad.

Lema 1.2.1 Todo polinomio p de BR(T) queda tinicamente determinado por los valores:
p(ai), / p-n; Vie{l,2,3}.
e;

Demostracion. Ver Lema 2.1 en Capitulo II de [11].0

Ahora, utilizando los espacios locales de Bernardi-Raugel, podemos definir el siguiente

subespacio de elementos finitos para [Hf. (€1)]:

H), = {v e [C(Q))?: vlr €BR(T) YT €T, v =0 sobre rl},

donde 7; denota una triangulacién regular del dominio Qy y hy = max{hy : T € 71} con

hr el didmetro de T'. Luego, utilizando el operador de Clément (ver A.53 en [11]):
Ihl : [Hrl (Ql)]2 — [¢h1]27 (13)

con @, = {p € C(N) : ¢|r € Py VI' € T} N Hr, (), construimos el operador de

interpolacién de Bernardi-Raugel 1I; : [H%1 (21)]? — Hy,, el cual, es caracterizado por:

IIyv(a) =1Ip,v(a) V nodo a de 7,
/(Hlv—v)-nzo V lado e de Tq, (1.4)

e

resulta lineal y acotado con respecto a la norma de [H!(Q1)]%.

En el siguiente lema entregamos algunas propiedades del operador de Bernardi-Raugel.
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Lema 1.2.2 Supongamos que la triangulacion T, es reqular. Entonces, existe C > 0,

independiente de hy, tal que para m € {0,1} y k € {1,2} se tiene:

V= Vo, < CHEMvlg, W e [HFQ)

Ademas, se satisface que:

/ div(v—-1II1v) gdr =0 VqeLy,,
1971

donde Ly, = {q € L2(): qlr € Po(T) VT € Tl}
Demostracion. Ver Lema 2.2 en Capitulo IT de [11]0.



Capitulo 2

Analisis a priori de las

formulaciones continua y discreta

2.1. Formulacion continua

Definamos el conjunto 2 := Q; UT'9 U )y y los espacios:

@ = {aer@: [a=of,

[HE, (2)]2 = {v1 € [H (@) : v1 =0 sobre T,

H(div; Q) = {vQ € [L3(Q)]?: divvs € L2(Qg)}.
A su vez, introduzcamos los espacios producto
H = [H} ()P x Hdiv;Q) v Q := L(Q) x H/*(T),

dotados con las normas ||[v|[m = [|[vil{z1 ()2 + [IV2ll #@iv0,) Para todo v := (vi,va) €

H, vy [l(¢:9la = llallez@) + [I€llmzr,) para todo (¢,¢) € Q. También, denotamos

p1 en 1 . .
u = (uj,ug), p := , e introducimos el multiplicador de Lagrange
p2 en

Ai=py = —(o1(u,p1)v) v =p; — 2uv-e(u)v sobre T'y.
Luego, utilizando la férmula de integraciéon por partes:

/ v-dive(w) := —/ e(w):e(v)+ (v-v)(v-e(w)v)+ (v-t)(t-e(w)r)},
O 1

o

7
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y multiplicando por funciones apropiadas las ecuaciones (1.1) y la ley de Darcy, obtenemos
2/,1,/ e(ul) :e(vl)—i-ﬁ/ (ul-t)(vl-t)—/ pldiVV1+/ /\(Vl'I/) :/ fl'Vl, (21)
Ql K I'2 Ql I'y Ql
—/ gdivus = — foq, (2.2)
QQ Q2
/ (K uy) - vy —/ padiv vy — / Ave-v) =0, (2.3)
Qo Qo I

E{(ur-v) = (uz-v)} =0, (2.4)

1)
/ gdivu; = 0. (2.5)

951

Asi, de (2.1), (2.3), (2.2), (2.4) y (2.5), obtenemos la siguiente formulacién variacional
mixta de (1.1): Encontrar (u,(p,\)) € H x Q tal que

a(u,v) + b(v,(p,\)) = / f1-vq Vv:=(vy,vo) e H,
h (2.6)
bu8) == [ ha V@O eQ,
2
dondea: HxH —Ryb:H Xx Q — R son las formas bilineales definidas por
a(u,v) = 2pu / e(u):e(vy) + K / (up-t)(vy-t) + K luy- vy,
191 K T2 Qo

(2.7)

b(v, (¢, €)) = —/Q gdivv, — /Q gdivve + (Vv — Va0,
1 2

y (-, )1, denota la paridad dual de H='/2(T'y) y H'/?(T'3) con respecto al producto interior
de L2(T3).

2.2. Analisis de la formulaciéon continua

En lo que sigue empleamos la teoria cldsica de Babuska-Brezzi para probar que (2.6)
es un problema bien propuesto. Primero observamos que a y b son acotadas, lo cual se
sigue de una simple aplicacion de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y de la estimacién de
trazas en [H'()]? y H(div;Qg) (ver también Lema 2.1 y 3.1 en [16] para los detalles).

A continuacién, probamos la condicién inf-sup continua para b.
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Lema 2.2.1 Euxiste 3 > 0 tal que
b(v, (¢,¢))

sup ————>
vern  ||[v[|m
v#0

> B9l V(g€ €Q. (2.8)

Demostracion. Dados (¢,€) € Qy ¥ € H-Y2(T'y), sea ¢ € H' () la tinica solucién débil

del problema de valores de contornos:

1 0y

' |QQ| <Q/)7 >F2 €n 2 v Q/) sobre 2, /9280

Notar que, de acuerdo a la estimaciéon de dependencia continua, se cumple que
[l ey < clldllg-1zqr,) -

Entonces, definimos wo := V¢ y observamos que div wy = —ﬁ (Y, 1)p, en Qo y wo-v =

— 1) sobre I'y. Se sigue que wo € H(div;Qs) y

IWallz@ivies) < ClYlg-1200y) -
Asi, si hacemos w := (0,w3) € H encontramos que

b(v,(q,6) _ |b(w,(¢€)] [{&.&r: + @y . e Jo, ql

sup > =
ven  |[vllE [l w2l (aiv;0.)
v#0
¢7§ r
> c ST 2 llallzz) »

' H¢HH—1/2(F2)

con lo cual, observando que ¢ € H~1/2(T';) es arbitrario, obtenemos que

b(v,(4,¢))
RARSACTA VIS - . .
i;% HVHH = C1 ||§HH1/2(F2) C9 ||qHL2(Q) (2 9)

Por otro lado, dado que g € L3(Q), un resultado conocido (ver Corolario 2.4 en Capitulo
I de [11]) asegura la existencia de z € [H}(Q2)]? tal que divz=—qgen Q y |zl )2 <
cllgllz2(q)- Asi, definiendo w = (w1, w2) € H, con w; = z|g, para cada i € {1,2},

encontramos que wi - v = wy - v sobre I'y y [[w|lu < Clq||z2(q), con lo cual

qup P08 bW, (0.9)| _ Nalize)

> = > csllallrzg) - (2.10)
v vl [win [win “

A%

Finalmente, es facil ver que (2.9) y (2.10) implican (2.8) con [ dependiente de ¢1, c2, y c3.
O
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Lema 2.2.2 Sea V := {ve H: b(v,(q,8) = 0 V(q,&) € Q}. Entonces, existe
a > 0 tal que
a(v,v) > a|vli Vv e V. (2.11)

Demostracion. De acuerdo a la definicién de b vemos que v = (vi,vy) € V si y sélo si

/ gdiv vy +/ gdivvy = 0 Vqe LA(Q)
of) Qo

(vi-v—vy 1,8, =0 Ve HY2(D,). (2.12)

Entonces, notando que L?(Q2) = L(Q) @ R, y tomando ¢ € R en (2.12), se deduce que

/ gdiv vy +/ gdivvy = 0 Vqe L*(9Q).
Ql Q2

En particular, se sigue que divvy = 0 en {25, con lo cual, gracias a la desigualdad de Korn,
la desigualdad de Poincaré, y el hecho que K~! es una matriz simétrica y uniformemente
definida positiva, obtenemos que

a(v,v) = 2ulle(vi)|fzo,yzxe + % Ivi-tli72r,) +/Q K lva-vy > afvlff Yvev.
2

O

Teorema 2.2.1 Existe un unico (u,(p,\)) € H x Q solucion de (2.6). Ademds, existe

C > 0, dependiente de 3, o, y las constantes de acotamiento de a y b, tal que

1w, (0. W) g < é{ llzzane + 1 fallze@a) }

Demostracion. Gracias a los Lemas 2.2.1 y 2.2.2, y dado que el lado derecho de (2.6) define
funcionales lineales y acotados sobre H y Q respectivamente, la demostracién se sigue de

una aplicacion directa de la teoria de Babuska-Brezzi. O

Es importante observar que la demostracién del Teorema 2.2.1 también se obtiene,
usando una formulacién equivalente a (2.6), del analisis de [16] para el caso en que el
medio poroso no estd completamente inserto en el fluido (ver Remark 3.1 en [16]). Sin
embargo, dado que en [16] no se incluyen los detalles, hemos realizado la demostracién

anterior para entregar un analisis completo de nuestro problema acoplado.
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2.3. Formulacion de Galerkin

Sean 7 y 7y triangulaciones regulares de Q; y o, respectivamente, por tridngulos
T de didmetro hr, y asumamos que los vertices de 7; y 75 coinciden en la interfase I's.
Denotemos por N7 y Ay al conjunto de vértices de 7; y 75 respectivamente. Sea también,
h := méx{hy, ho}, donde h; := méx{hr: T € 7; } para cada i € {1,2}. Entonces, para
cada T' € T3 sea RT((T") el espacio local de Raviart-Thomas de orden 0, esto es

mo-({(0)(2)(2)})

donde x := ( ! ) en un vector genérico de R2. En lo que sigue, dado un entero no
T2

negativo k y un subconjunto S de R2, Py(S) denota al espacio de polinomios definidos
sobre S, de grado < k. Definamos asi, los siguientes subespacios de elementos finitos para

las velocidades y la presion:
vel[C@)]?: vlreBR(I) YT €T, v =0 sobre rl},

H,, = {veH(div;Qg): v|r € RTo(T) VTETQ},
{qeL2(Q): gl € Po(T) VTETlUTg},
Q

y Qh,o =
(2.13)

donde BR(T') es el conjunto definido en la Seccién 1.2. Adem4s, introducimos una particién

independiente {71, 72, ..., ¥m } de Iy, con
hoi=méx{|y]: je{l,..,m}},

y definimos el siguiente subespacio de elementos finitos para el multiplicador de Lagrange
€ HY2(Ty):

Q; = {ge C(Ta): &, €Pi(F,) Vje {1,...,m}}. (2.14)

Entonces, definiendo Hy, := Hy, x Hp, vy Q,, 7 = Qpo X Qj, nuestro esquema conforme

de Galerkin es: Encontrar (un, (pr, A;)) € Hi x Q,, j, tal que

a(up,v) + b(v,(pn, A;)) = / fi-vq Vv :=(vy,vy) € Hy,
Q1

b(up, (¢,¢)) = —/ f2q V(q,§) € Qh,ﬁ'

Qo

(2.15)
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En lo que sigue, asumimos que la particion independiente sobre I's es uniformemente
regular, lo cual significa que existe una constante C' > 0, independiente de iL, tal que
vl > C h para todo j € {1,...,m}. Sabemos que esta condicién implica la siguiente
desigualdad inversa para el espacio Qj, (ver, e.g. [2], [17]): para cualquier par de nimeros

reales s y t con 0 < s <t <1, existe C' > 0 tal que

1€llmery) < CR [ Elpsmryy  VEEQ;. (2.16)

También necesitamos las funciones polinomiales constantes a trozo sobre I's. Entonces, si
{71,772, -, Yn} €s la particién sobre I'y inducida por las triangulaciones 77 y 7o, y k es un

entero no negativo, definimos

Up={veL’T2): |y, €Pr(y;) Vje{l,...,n}}.

En particular, notemos que ¥ puede ser considerado también como la traza normal sobre
I’y de las funciones en Hj,. Ademads, asumimos que 73 es uniformemente regular cerca
de T'y, lo que significa que existe una constante C' > 0, independiente de ho, tal que
|vj| > Chy para todo j € {1,...,n}. Esta condicién implica la siguiente desigualdad
inversa para el espacio Wy, (ver, e.g. [2], [17]): para cualquier par de nimeros reales s y ¢

con —% <s<t<0, existe C > 0 tal que

[ lmersy < Chy™ [Gllasw,) Vo € Vi (2.17)

Por otro lado, se sabe (ver, e.g. [2]) que ¥ satisface la siguiente propiedad de aproximacién:

para todo s € (—%, %] y para todo z € H*(I'y), existe ¢ € ¥y tal que

Iz = Yl < CRS™? 2l ey - (2.18)

El siguiente lema establece un resultado técnico que involucra a los espacios Qj y Yo,
el cual serd usado en la Secciéon 2.4 para probar la condicién inf-sup discreta para b.
Observemos que la demostracion correspondiente, utiliza los mismos argumentos del Lema
3.3 en [3]. En particular, empleamos la propiedad de aproximacién (2.18) de ¥y, y la

desigualdad inversa (2.16) para Q;.

Lema 2.3.1 Ezisten constantes Cy € (0,1) y Cy > 0, independientes de hs y iL, tales que
para todo ha < Coh y para todo & € Qj, se cumple que

aup L(:E)rs|

11172
i IV

> C1 €l /2y (2.19)
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Demostracién. Dado & € Q;, sea ¢ € H' () la solucién de
—Ap+9=0 en Oy, =& sobre I'y.

Como Q; C H'(I'y), el resultado usual de regularidad sobre dominios poligonales (ver [12],
[13)) implica que ¢ € H™(Q) ¥ [lgllgsay) < ClIElli/asay, para todo 6 € [0,5),
donde 6§y := mln{Q, 551 ¥ w es el mayor angulo interior de Q. También, observamos que
la derivada normal de ¢ sobre I'y estd bien definida para todo § € [0,dp), y satisface la
de51gualdad 2|, € H-Y/249(T'5) con Hau - 1/2+5(p2) < Cllellgr+ea,) (ver Teorema 2.4
en [1]). En particular, para § = 0 tenemos que W|F2 e H1/2(I'y), y entonces, integrando

por partes y usando el teorema de traza, encontramos que

0 0 ~
<8—f,5>r2 - < 8¢,90> =1l 2 Ol (2.20)

Ahora, considerando un § € (0,dp) fijo y aplicando la propiedad de aproximacién (2.18),

deducimos que existe 1) € Uy tal que

- 3

b < Ch
v HH—l/Q(FQ) v

< Chyllellmrsyy < Cho Ellgersry) »
H=1/2+8(T3)

y en virtud de la desigualdad inversa (2.16), se tiene que

|5 -+l
ov H1/2(r)

_ (he\?
<C = 1€l er2r2ry) - (2.21)

Asi, se sigue que

ho

1 sr2ey < © (T

6
2) Nellrs + Clielnan < Clielngy Via <.

Ademas, obtenemos que

S 191 S 1) 1 I R 2 5) Y

Sty Tollvawy ~ Molgvegy — O T€lmaay

1 Oy > ‘<a¢ > }
> a3 (52.6)  — N3 ,
CH£||H1/2(F2) {<8U Iy T

y usando (2.20) y (2.21), lo anterior implica que

ap s Lo o (%) Vg,

vevo 19l =120, — C

De esta forma, tomando en particular Cy := (

9) con C := <.

1/5 _
) concluimos que para todo ho < Cyh
1 2C

= a’I@

y para todo § € Qj, se cumple la desigualdad
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O

Ahora, denotamos por Il : [H!(Q2)]?> — Hy,, al operador de interpolacién de Raviart-
Thomas que, gracias al Teorema 3.1 de [1], también puede definirse desde el espacio
[H®(Q)]2 N H(div; Q) a Hy, para todo § € (0,1). Ademds, segin el Teorema 3.16 en

[14], se cumple que

I =T (m)lzeap < CHS {7l sy + Idiv (Tl 2@y | V7 € [HO(Q)PNH (div; Q).

(2.22)
Recordemos también que, dado 7 € [H?(Q22)]2 N H(div;Qy), tenemos que
/HQ(T) ‘v o= /T ‘v para cada lado e de 73, (2.23)
€ €
y por lo tanto
/ ¢ div (TTy(r)) = / gdiv(r) Ve Q. (2.24)
QQ QQ

Equivalentemente, si Qs denota la proyeccién ortogonal de L?(£23) sobre la restriccién de

Qp a g, entonces la relacién (2.24) puede escribirse como

div(Iy(1)) = Qu(div(r)) V7 e [H(Q)]?N H(div; D). (2.25)

2.4. Analisis de la formulacion de Galerkin

Comenzamos con el siguiente Lema que establece el anédlogo discreto de (2.9).

Lema 2.4.1 Sea Cy € (0,1) la constante proporcionada por el Lema 2.3.1. Entonces exis-

ten Cp, Co > 0, independientes de hyi, ho, y h, tal que para todo he < Cyh y para todo
(¢:€) € Qs se cumple que

b(V> (qaf))
L T R R . .
VS%L Hv|| > Cl ||§H H1/2(Ty) 02 ||QHL2(Q) (2 26)

Demostracion. Dados (¢,§) € Q,; y ¥ € ¥, procedemos como en el Lema 2.2.1. Sea

¢ € H' () la tinica solucién débil del problema :

1 0y

—szmw,lm en (g, 8_1/:_¢ sobre I'y, /QQSOZO'

Dado que ¥y C L%(T'3), el resultado usual para dominios poligonales (ver [12], [13]) implica
ahora que ¢ € H1O(Qy) y lellats,) < ClYlg-1/245m,) Vd € [0,00), donde, al
igual que en la demostracién del Lema 2.3.1, §p := min{ %, 35} ¥ w es el mayor dngulo
interior de Qy. Es claro que Vi € [H?(Q2)]? y div (V) = —ﬁ (1, 1)r, en s, de donde
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Vi € [H%(2:)]? N H(div; ). Entonces, hacemos wy := IIy(Vyp) € Hy, y aplicamos
(2.25) para deducir que

1

—@W,Hrz en (o,

. . 1
divwy = Qafdiv (V) = @2 (= g (.10, ) =
de donde
[divwallr2(0,) < Cll¥llg-1/2r,) -
Ademas, utilizando (2.22), la desigualdad de regularidad antes mencionada para ¢, la
estimacion

[1div (V)2 < Clldllg-12r,)

y la desigualdad inversa (2.17) para ¥, obtenemos que
IWalli2@a)2 < [M2(Ve) = Vol + 1Vellize .2
< {1Vl + 14iv (VO)lay | + 90z

< Oh%{llsollm(%) - ||¢\|H_1/2(F2)} + el < ClYlg-12(y) -
y por lo tanto
||W2HH(div:Q2) < CYHQZ)HH—I/Q(FQ) .

Por otro lado, de acuerdo a (2.23) se cumple que fe Wo U = fe Ve - v en cada lado e de

75, v dado que Vi - v = — 1) sobre I'y, encontramos que wo - ¥ = — 9 sobre I's. De esta
forma, hacemos w := (0,w3) € Hj, y obtenemos que
qup PO (@0:8) - [bw (@.€)| _ [WOrs + o (4 s Jo, 4
ver, [vle 7 [wlm w2l (aiv;0.)
v#0
<¢7§>F
L . Ca llqllz2 () -

' ‘|¢||H—1/2(F2)

con lo cual, utilizando el hecho que ¥ € U es arbitrario, se tiene que

b V7 ) )
sup ( (q 5)) > ¢ sup | <1/} £>F2 ‘ — Oy ||QHL2(Q) )
ven, |vlm peTq H@bHH*l/?(Fg)
v#0 $#0
Esta desigualdad y (2.19) (cf. Lema 2.3.1) implican (2.26) y completan la demostracién.

O
Para lo que sigue, notemos que si Q1 denota la proyeccién ortogonal de L?(£2;) sobre la
restriccion de Qp a 4, entonces la relacién (1.6) del operador de Bernardi-Raugel puede

escribirse como
Q1(div (IT1(v1))) = Qi(div(vy)) Vvi € [H%l(Ql)]Q. (2.27)

La estimacion preliminar dada en el Lema 2.4.1 se complementa con el siguiente resultado.
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Lema 2.4.2 Ezisten C3, Cy > 0, independientes de hy, hy, y h, tales que para todo
(¢,§) € Qy, se cumple que

b(v, (g,
sup 2O o) — Ca By 1€ s e - (2.28)
S

Demostracién. Sea (q,€) € Q,, j- Dado que g € LE() existe z € [HJ ()] tal que
divza=—¢ en Q@ vy |zlmm@p < cldlze@- (2:29)

Luego, haciendo z; := z|q, para cada i € {1,2}, y observando que z; = z9 sobre I'y, las

relaciones (2.23) y (1.4) implican:

/ (Hl(Zl) - HQ(ZQ)) -v=20. (230)
1)
Asi, denotamos por ¢ € H'(£2s) la tinica solucién débil del problema:
dyp
—Ap =0 en Q, — = (II1(z1) — a(2z2)) - v sobre I'y, v =0, (2.31)
ov Qo
y definimos w := (w1, wsq) € Hy, con
W1 = Hl(Zl) Yy Wwga = HQ(ZQ) + HQ(VQO) . (232)

Dado que (I;(z1) — [a(z2)) - v € ¥y C L?(I'y), seguimos los mismos argumentos dados

en la demostracion del Lema 2.4.1 para deducir que

M2 (Vo)lrivie,) < C l(Hi(z1) — a(22)) - v g-1/2(ry) -

lo cual, usando la continuidad de la traza normal en H(div;Q) y H(div;Q2), y el hecho

que [H'(€1)]? estd incluido continuamente en H(div;€2;), se tiene que

T2 (Vo) i aiv s00) < C{Hﬂl(zl)H[Hl(m)P + ‘|H2(Z2)||H(div;92)}' (2.33)

Ahora, de (2.22) y (2.29) se sigue facilmente que

12 (z2) (22 < Cllz2llma)z < Cllallzea) s

y dado que
div (2(z2)) = Q2(div(z2)) = Qa(—¢q) = —¢ en

encontramos que

ITT2(22) | zr(aiv s00) < Cllallz2) - (2.34)
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Similarmente, usando que II; : [H%1 (1)]? — Hy, es acotado, y aplicando nuevamente la

estimacién (2.29), tenemos
1T (z) [z 002 < Cllallzz) - (2.35)
De esta forma, (2.32), (2.33), (2.34), y (2.35) implican
[wla < C{HHI(ZI)H[Hl(Ql)P + HH2(Z2)HH(div;Qg)} < Cllgllz2() - (2.36)
Por lo tanto, aplicando (2.25) y (2.27), y notando en particular que
div (IIx(Ve)) = Qa(div (V¢)) = Q2(0) =0 en o,
deducimos que

[ adivin)+ [ adiviw) = [ gdivia) = <l (2.37)
Q1 Q2 Q

Por otro lado, denotemos por Py la proyeccién ortogonal de L?(T'y) sobre ¥q. Aplicando
argumentos de dualidad y la estimacién ||z —Po(2)||r2(r,) < C hé/Q 12l gr1/2(r,) la cual es

vélida para todo z € H'/?(T'y), se puede probar que

Iz = Po) 120y < OB Nllzzey) V2 € LA(T). (2:38)
En efecto,
(z = Po(2), &), (z = Po(2),€ — Po(é))r,
Iz — PO(Z)HH—l/Q(Fg) = sup = u
ccH1/2(Iy) H£||H1/2(F2) ceH/2(Ty) HgHHI/Q(F?)
§#0 40

12 = Po(2)ll 2o 1€ = Po(€)ll 22 (ry)

<
ceH/2(1y) ||§HH1/2(F2)
££0

12l 2) 1€ ]| 172y )

< Chy = Chy? |2l 2y

§EH1/2(F2) ||§HH1/2(F2)
§#0
Observemos entonces que utilizando (2.38) obtenemos
[ (w1-v—wy-v, G, | = [((i(z1) — Ta(22) — 2(Ve)) - v, O, |
= (Vo v =Po(Ve - v),&)r, | = [(Ii(21) - v = Po(Ili(21) - v), E)ry |

< Mi(z1) - v = Po(li(z1) - V)l g-172(ry) [1€llg12ry)

IN

Chy/® Iy (21) - w2y 1€l o,y < C Ry () z2(ra)2 el grasnry)-
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Asi, usando la estimacién de traza en [H'(21))? y (2.35), se tiene que

[wi v —wo 1, En, | < ChY (€l Nl - (2.39)

Finalmente, podemos escribir

sup b(v,(4:€) _ [b(w,(q,9))|

vem, |VllE T [[wlm
v#0

‘—/ qdiv(wl)—/ gdiv (wa) + (w1 - v —wa -1, €)1,
Ql QQ

[we
lo cual, junto con (2.36), (2.37), y (2.39), implican (2.28) y completan la demostracion.
g

)

Enfatizamos aqui la importancia de la propiedad (1.4) satisfecha por el operador I1y, la
cual constituye la razén principal para usar el subespacio de Bernardi-Raugel en nuestro
esquema de elementos finitos mixtos (2.15). De hecho, es claro que (2.30), el cual se sigue
de (2.23) y (1.4), permite introducir el problema auxiliar de valores de contorno (2.31), y
por lo tanto, el término de correcién dado por Il (V) en (2.32). De esta forma, obtenemos
O(h;/ 2) en la estimacion (2.28), el cual segin mostramos a continuacién, cumple un rol

fundamental en la demostracién de la condicién inf-sup discreta para b.

Lema 2.4.3 Sea Cy € (0,1) la constante del Lema 2.3.1. Entonces, existen hy, 3 > 0,
independendientes de hyi, ho, y h, tales que para todo hy < min{hg, Cy il} y para todo

(¢,§) € Qy, se cumple que

b v, Quf 2
sup 2@ 5 g (2.40)
vem, |Vlm
v#0
Demostracion. Se sigue de las estimaciones (2.26) y é? .28) (ver Lemas 2.4.1 y 2.4.2, res-
pectivamente). En efecto, multiplicando (2.26) por oV sumando el resultado a (2.28),
2
obtenemos
C3> b(v,(¢,¢)) <C1 Cs >
14+ =] su > — Cy h
< 02 veHIi ||VHH 02 ‘|£||H1/2(F2)
v#0
105\
lo cual, tomando en particular ho < hg := , implica
205Cy

C3> b(v,(q,€)) _ C1Cs
1+ —| su > . 2.41
< Cy vEHIz HVHH = 20, ||§HH1/2(F2) ( )

v#0
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Luego, sumando (2.28) y (2.41), se obtiene

03> b(v,(¢,9))

2+ — ) sup ———>= > (! . 2.42

< s ve;ﬁ Ve = C3 H(JHL?(Q) ( )
v#0

De esta forma, (2.41) y (2.42) implican (2.40) con 3 que depende sélo de Cy, Cy, C3, y Cy.
O

La coercividad discreta de a se muestra a continuacion.

Lema 2.4.4 Sea Vj, := {v € H, : b(v,(¢,§) = 0 Y(q,§) € Q,;}. Entonces,
existe a > 0, independiente de hi, ho, y l~1, tal que

a(v,v) > a|v|i Vv € V. (2.43)

Demostracion. Anédloga a la demostracién del Lema 2.2.2 pero observando ahora que Qp =
Qro ® Ry que R C Q;.Omitimos los detalles restantes.

O

A continuacién, establecemos la existencia, unicidad y estabilidad del esquema de Ga-

lerkin (2.15) y proporcionamos la estimacién de error a priori respectiva.

Teorema 2.4.1 Sean Cy € (0,1) y hg > 0 las constantes dadas por los Lemas 2.3.1 y
2.4.3, respectivamente. Entonces, para todo he < min{hg, Cy il} existe una unica solucion
(up, (pn, Aj)) € Hy x Q7 de (2.15). Ademds, existe C > 0, que depende de (3, &, y de las

constantes de acotamiento de a y b, tal que
I G e < Illzsany + Ifel o |-

También, existe C' > 0, independendiente de hy, ho, y iL, tal que se cumple

u, (p, X)) — (up, (pn, Az < inf u, (p, A)—(vn, (qn, & .
I (9 ) o (A £ € ) =0 (00,63 e

Demostracion. Se sigue de los Lemas 2.4.3, 2.4.4, 2.2.1, y 2.2.2, y de la teoria de Babuska-
Brezzi.
O
Recordamos ahora las propiedades de aproximacién de los subespacios empleados en
la definicién del esquema de Galerkin (2.15) (ver, e.g. [2], [6], [7], [18]):

(APy,) Para todo vy € [H%(1)]?, se cumple que

[vi = Ih(vO)lliar @)z < Chalvilliazo.)? -
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(APy,) Para todo T € [H'(Q2)]? con divT € H'(£s), se cumple que
|7 = (M)l g@ivso,) < Che {17l @z + I1divTllgg,) } -
(AP}, o) Para todo ¢ € HY(Q) N LE(1), existe g, € Qp o tal que
lg — anllzzi@) < Chllallaiq) -
(APj) Para todo § € H3/2(T), existe &, € Qj, tal que
1€ — giLHHl/Q(Fg) < CBH£||H3/2(F2)'

El siguente teorema entrega el orden de convergencia de nuestro método de elementos

finitos mixtos.

Teorema 2.4.2 Sean Cy € (0,1) y hg > 0 las constantes proporcionadas por los Le-
mas 2.3.1 y 2.4.3, respectivamente, y sean (u,(p,\)) € H x Q, con u := (uj,uz), y
(up, (pn, Aj,)) € Hy x Qhﬁ las unicas soluciones de las formulaciones mixtas continua y
discreta (2.6) y (2.15), respectivamente. Asumamos que u; € [HF"(Q1)]?, uy € [H"(Q9)]?,
div (up) € H™(Qy), p € H(Q), y A € H™TY/2(Ty), para algin r € (0,1]. Entonces existe
C > 0, independiente de hyi, hs, y h, tal que para todo hy < min{hg, Co iL} se cumple que

[(a, (p,\) — (ap, (pr, M;))lHXQ < CR' { [willz+r @z + el .2

v sl (0z) + Iple(e) §+ C B 1Al ggrsas2(rsy -

Demostracion. Se sigue de la estimacion de Cea del Teorema 2.4.1, las propiedades de
aproximacién anteriores, y los teoremas de interpolacién respectivos para los espacios de
Sobolev involucrados.

O



Capitulo 3

Resultados numéricos del analisis

a priori

En esta seccion presentamos dos ejemplos que ilustran el buen funcionamiento de nues-
tro esquema conforme de elementos finitos mixtos (2.15) sobre un conjunto de triangula-
ciones uniformes del dominio. Comenzamos introduciendo algunas notaciones. La variable
N corresponde al ntimero de grados de libertad que definen los subespacios de elementos

finitos Hy, y Q,, 7, v los errores individuales se denotan por:

e(ur) = [l — ulJzH[Hl(m)]2 ;o e(ug) = [luz - u2,h||H(div;Qg) )
e(p) = |lp— ph||L2(Q) oy e(N) = A - )‘}}HHI/Q(Fg) )
donde uy, := (uyp,uz) € Hy. Experimentalmente, e()) se estima por

VIN =Xl oy 1A = A2y

Ademéds, r(uy), r(ug), r(p), y r(\) denotan los 6rdenes de convergencia experimentales

dados por
r(uy) = log(e(uy)/e'(uy)) r(uy) = log(e(uz)/e'(u2))
Y log(h/h') o log(h/h')
_ log(e(p)/e’(p)) _log(e(N)/e'(N))
"W Pty Y YT T

donde h y h' (resp. h y ' ) denotan dos tamanos de malla consecutivos con errores e y e’

A continuacién describimos los datos utilizados en los ejemplos. En ambos casos ele-

gimos =1, k = 1, y K = I, la matriz identidad de R?>*2. También, consideramos los

21
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dominios Q9 :=]—1/2,1/2[ x | —1/2,1/2] y Q; =] —1,1] x | — 1,1[\ Q2. Los datos f;

v fa se eligen de modo que las soluciones exactas estdan dadas, respectivamente, por:

20 (23 — D)4 (23 —1)% 20 (323 — 9) (23 — 1) (23 — 1)?

w (z1,22) = )
2021 (321 — ) (o] — 1) (2F — 3)* (23 — )" (23 — 1)?
7 sin(mw z2) cos(mxq)
(21, 22) = ;
7 sin(m 1) cos(mx2)
p(z1,22) = — sin(mz) sin(w x2),
y
7 sin?(mx1) cos*(mx1) sin(mxs) cos®(mas) (1 — 3 sin?(7a9))
u (21, 22) = ;
— 7 sin?(m x3) cos*(m x9) sin(w x1) cos®(m 1) (1 — 3 sin?(7 1))
[ @ - 1) @2a + 1) (2027 — 421 —1)
w(z1,22) = 1 )

— (222 — 1) (222 + 1) (2023 + 429 — 1)

1)° 1\
p(x1,20) = — (l‘% - Z) (—4z1+1) — <x% - Z) (—4zg — 1),
para los Ejemplos 1 y 2 respectivamente

Observemos que las soluciones de ambos ejemplos tienen comportamientos oscilantes.

Los resultados numéricos que se muestran a continuacién fueron obtenidos en un
computador Pentium Xeon con procesadores duales, usando un cédigo Matlab. De acuerdo
a la hipdtesis establecida en el Teorema 2.4.1 para los tamafnos de malla ho y h, a saber
hy < Coh, y dado que la constante C; € (0,1) no se conoce explicitamente, tomamos
un vértice de la particién independiente {~y1,72, -+ ,vm} cada dos vértices de 7 sobre I'g,
con lo cual aseguramos que hy < % h. Como veremos a continuacién, esta eleccién presen-
ta un buen comportamiento en ambos ejemplos. Ademds, no fue necesario tomar valores
de hy suficientemente pequenos (como sugiere técnicamente la desigualdad he < hg del
Teorema 2.4.1) dado que el esquema discreto obtenido resulta ser bien propuesto para los

grados de libertad empleados.

En las Tablas 3.1 y 3.2 presentamos la secuencia de errores de cada ejemplo con sus
respectivos ordenes de convergencia para un conjunto de triangulaciones uniformes del
dominio 2. Podemos observar que el error dominante en el Ejemplo 1 esta dado por e(us),

mientras que e(u;) y e(uz) lo son en el Ejemplo 2. Ademds, en el Ejemplo 2, e(p) tiene
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un decaimiento mas rapido que O(h) al comienzo, pero se estabiliza rapidamente en torno
al O(h). Observamos que los érdenes de convergencia O(h) y O(h) proporcionados por
el Teorema 2.4.2 (cuando r = 1) son alcanzados por las incégnitas correspondientes. Es
importante mencionar que la convergencia del multiplicador de Lagrange A en el Ejemplo 1,
la cual se muestra en la Tabla 3.1, presenta un perfecto O(ﬁ) Los 6rdenes de convergencia
experimentales se verifican graficamente en las Figuras 3.1 y 3.8 donde mostramos los
tamanos de malla h y los errores e(uy), e(uz), y e(p) vs. los grados de libertad N. En
particular, vemos en estas figuras que la curva de e(uy) estd por sobre las otras en el
Ejemplo 1, mientras que las curvas de e(u;) y e(ug) casi no se distinguen una de la otra en
el Ejemplo 2. También, de la Figura 3.2 ala 3.7 (de la Figura 3.9 a la 3.14, respectivamente)
exhibimos las soluciones aproximadas (para N = 53185) y exactas del Ejemplo 1 (resp.
Ejemplo 2). Podemos ver que en ambos ejemplos, las funciones constantes a trozo realizan
una buena aproximacion de la presién en el dominio €2, y que el subespacio de Bernardi-
Raugel proporciona una aproximacion perfecta de la velocidad en el fluido €2y, la cual no
se ve afectada por las fuertes oscilaciones de uy. Similarmente, el subespacio de Raviart-
Thomas realiza una muy buena reconstruccion de la velocidad en el medio poroso (2s.
Quizés, como podemos ver en las Figuras 3.12 y 3.13 en el Ejemplo 2, esta reconstruccion
es un poco menos exacta en aquellas regiones de alto gradiente. Sin embargo, esto puede
mejorarse aplicando un algoritmo de adaptatividad basado en un estimador de error a
posteriori conveniente. Finalmente, podemos ver de las Figuras 3.7 y 3.14, que las funciones

continuas y lineales a trozos aproximan de manera bastante exacta la traza A de la presion

en la interface I's.

En resumen, los resultados numéricos entregados ilustran el buen funcionamiento de
nuestro esquema de elementos finitos mixtos y confirman los 6rdenes de convergencia

tedricos.
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Tabla 3.1: grados de libertad, tamanos de malla, errores, y érdenes de convergencia

(EsEmPLO 1)

N h | elur) | r(w) || e(ug) | r(ug) | elp) | r(p) | h | () | r(N)
409 | 0.353 | 0.0794 | — | 26019 | — | 02663 | — [ 0.500 | 1.1220 | —
1649 | 0.176 || 0.0392 | 1.018 || 1.3117 | 0.988 | 0.1314 | 1.019 || 0.250 | 0.4995 | 1.043
13281 | 0.062 || 0.0151 | 0.917 || 0.4734 | 0.979 | 0.0463 | 1.003 || 0.125 | 0.2450 | 1.013
53185 | 0.031 | 0.0078 | 0.950 | 0.2369 | 0.997 || 0.0232 | 0.994 || 0.062 | 0.1202 | 1.004
106369 | 0.022 || 0.0056 | 0.960 || 0.1645 | 1.057 | 0.0164 | 1.005 || 0.031 | 0.0600 | 1.000

10 F—

0.01 F

0.001

Figura 3.1: tamanos de malla h y errores vs. grados de libertad N (EJEMPLO 1)

Figura 3.2: p, y p (EJEMPLO 1)

100000
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Figura 3.3: primera componente de u; , y u; (EJEMPLO 1)

Figura 3.4: segunda componente de u; , y u; (EJEMPLO 1)

-05 05 -05 05

Figura 3.5: primera componente de ug;, y ux (EJEMPLO 1)
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Figura 3.6: segunda componente de uyj, y us (EJEMPLO 1)

1
05 <
0 i
-05 : /
B
15
05
0

-05 05

Figura 3.7: \; y A (EJEMPLO 1)
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Tabla 3.2: grados de libertad, tamafios de malla, errores, y érdenes de convergencia

(EJEMPLO 2)

N b | o) | ) | ) [ro) | o) | re) | R ] e | r
409 0.353 || 1.7255 — 1.6828 — 1.7461 — 0.500 | 0.1504 —
1649 0.176 || 0.9305 | 0.890 | 0.8635 | 0.962 || 0.3951 | 2.143 || 0.250 | 0.0951 | 0.661
13281 | 0.062 || 0.3274 | 1.004 || 0.3059 | 0.998 || 0.1630 | 0.851 || 0.125 | 0.0423 | 1.168
53185 | 0.031 || 0.1637 | 0.997 || 0.1534 | 0.993 | 0.0796 | 1.031 || 0.062 | 0.0202 | 1.063
106369 | 0.022 || 0.1225 | 0.840 || 0.1088 | 0.996 || 0.0543 | 1.109 || 0.031 | 0.0108 | 0.903
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10 —

0.01 ] L
1000 10000 100000

Figura 3.8: tamanos de malla h y errores vs. grados de libertad N (EJEMPLO 2)

Figura 3.10: primera componente de uy 5 y u; (EJEMPLO 2)
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Figura 3.11: segunda componente de u; 5, y u; (EJEMPLO 2)

2 o3 04 05 2 o3 04 05

o
~ 01 0 01
05 4 03 02 O 05 W 0 02 01

-05 0 -05 0

Figura 3.12: primera componente de uyj y up (EJEMPLO 2)

Figura 3.13: segunda componente de uy;, y uz (EJEMPLO 2)
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Figura 3.14:
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y A (EJEMPLO 2)




Capitulo 4

Analisis de error a posteriori

4.1. Introduccién

Para garantizar una buena convergencia del método de elementos finitos mixtos (2.15) es
conveniente aplicar un algoritmo adaptativo basado en un estimador de error a posteriori,
que nos permita refinar aquellos elementos de la triangulacién en los que se comete un
mayor error. Para tal efecto, a continuacion desarrollamos un analisis de error a poste-
riori de nuestro esquema discreto. En lo que sigue se asume, mas generalmente, que las
condiciones de transmisién sobre la interfase I'y no son necesariamente homogéneas. En
otras palabras, supondremos que existen funciones g; € H /2(Ty), go € HY?*(I'y) y
g3 € L*(T'y), tales que

u-v-—ug-V:i=g en I'g,

—(o1(u,p1)v) v —p2:=go en I'g,

K
_;(Ul(ubpl)y)'t_ul‘t:293 en I's.

Se sigue que nuestras nuevas formulaciones mixtas continua y discreta, estan dadas, res-

pectivamente por: Encontrar (u, (p,\)) € H x Q tal que

/ f1'V1—/ 92(V1'V)—ﬁ/ g3(v1-t)
Ql F2 K F2

b(u,(¢,&)) = — ; feq+ i §qn (4.1)

a(u,v) +b(v,(p,A))

para todo v := (v, v2) € H, paratodo (¢,&) € Q, y: Encontrar (ug, (px, A;,)) € HpxQ,, 7
tal que

30
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a(up,v) + b(v, (o, \;)) = /Q fovi— / ga(vy -v) = & / g3(v1 - 1)
b(w,, (4,6) = - /Q fa+ | € (4.2)

para todo v := (vi,v2) € Hy, para todo (¢,§) € Q,,;, donde a y b son las formas
bilineales definidas en (2.7). El andlisis de existencia y unicidad de ambas formulaciones
es andlogo al desarrollado para el esquema (2.6), dado que los lados derechos de (4.1) y de
(4.2) definen funcionales lineales y acotados sobre H x Q y Hj, x Qh,iw respectivamente.

Introducimos a continuacién algunas notaciones. Denotamos por E(T') al conjunto de

lados de un tridngulo T' € 77 U 7. Ademas, se definen los conjuntos

Ew = |J E(T), En = J E(T), En:=En|JEn,
TeT TeTs

Eh(Fl) ::{€€EhZ€CF1} y Eh(rg)::{€€EhZ€CF2}.

Es claro que Ej = Ep, U Ep, U E}(I'1) U ER(I'2). Denotamos también por N(7') al con-
junto de vértices de un tridngulo T' € 7, y por N(e) al conjunto de vértices de un lado

e € Ej,. Entonces, definamos
wr = U T v we= U T.
N(T)NN(T")#£2 N(e)NN(T")#2

Finalmente, dado un triangulo 7" € 7 y un lado e € Ej, h. es la longitud de e, v el vector
normal unitario exterior a T', y v, el vector unitario normal a e, el cual coincide con v
para cada lado e € Ej(I'2). Luego, para todo A suficientemente regular, [Av.] denota el
salto de A sobre e, esto es [Av.] = A|rve — A|pv,, con e € E(T)NE(T").

4.2. El estimador de error a posteriori

El siguiente teorema nos entrega las propiedades de aproximacién del interpolante de

Clément Iy, las cuales se utilizardn posteriormente.

Teorema 4.2.1 Sea I, el interpolante de Clément definido en la Seccion 1.2. Entonces,
existe una constante C1 > 0 tal que para todo T € 17, y para todo I,m € N con 0 <[ <

m < 1, se tiene

v =L Vi < CLhE ! Vlgmupyz Vv € [H™(wr))?. (4.3)
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Ademds, existe una constante Co > 0 tal que para todo e C IT se tiene
v = T Vllga < CohY2 W gy Vv € [H (wr)] (1.4)

Dem: Ver [9]
Los siguientes lemas proporcionan resultado previos que seran utilizados en la demos-

tracién del teorema principal (ver Teorema 4.2.2).

Lema 4.2.1 Sealy, el interpolante de Clément definido en la Seccion 1.2. Eziste entonces

una constante C3 > 0 tal que para todo vy € [Hf: (€))% se tiene

1/2
Gi(v1) = a(u—uy, (v1,0)) +b((v1,0), (p—pr, A= X)) < C54 > nirp Ivllz )2
TeT

donde

U%,T = h7|Ifi + diVUl,h||[2L2(T)]2 + Z he H[Ul,h"e]||[2/;2(e)p

e€E(T)NEy,
2

+ Z heHal,hu'u—i-)\ﬁ—l—ngig(e)-l- Z he a’l,hu-t+%u17h-t+%gg‘L2()

e€EE(T)NEL(T2) e€EE(T)NE,(T2)
y o1n = 2pe(uyy) — pul.
Demostracion: Observemos que Ip, (v1) € Hy Vvy € [H%l(Q]L)]2 y luego, de (4.1) y (4.2)

se tiene que:

a(up, (In, (v1),0)) +b(In, (v1), (Pr, Ay)) = /Q fy - I, (v1)

—/FQ ggIhl(vl)J/—%/ g3In, (v1) - t. (4.5)

I'>

Luego, sumando y restando I, (v1) en G y considerando (4.5) obtenemos que:

Gl(vl):/Q fl-vl—Qu/Q e(uLh):e(vl)—%/F ((Wip-t)+gs}(v1-t)  (46)

—|—/Q2 ppdiv vy — /F2 (ATL +gz)(\71 'I/), (4.7)

donde v; = v; — I, (v1). Ahora, gracias a la simetria de e, es claro que

/91 e(uyp) :e(vy) = / e(uyp) : Vvy (4.8)

1971
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Ademas,

/ prdiv vy :/ prtr(e(vy)) :/ prl :e(vy) :/ ppl: Vvy, (4.9)
951 1921 1951 Q1

y asi, de (4.8) y (4.9), se sigue, integrando por partes, que

/ prdiv vy — 2/1/ e(uyp) 1 e(vy) = {prI —2pe(ui )} : Vvi
(921 951 951

=Y { /vl-div (pr — 2ue(ur 1)) +/8TV1 : ((phI—2ue(ul,h))VT)},

TeT

y por lo tanto

/ fl-v1—2,u/ e(ul,h):e(vl)—l—/ ppdivvy = Z/ (fi+divo ) vl—Z/ (o1 pvT)
Q1 Q1

TeTh TeTh

Z / (fi +divoyp) - v — Z /v1 (o1,nVe)] Z /v1 o1 pVe), (4.10)

TeT e€Ep, ecEL(T2)

con o1 = 2pe(uy ) —ppl. Ahora, separando v; en sus componentes normal y tangencial

en cada lado e € Fy(I'9) y recordando que v, = v en I's, obtenemos:

- > /v1 oiv)=— Y, /{ Vv + (V1 - t)t} - (o1 v)

e€Ep(T'2) e€FEp(I2)

Z /V1 v)(oipv-v) Z /V1 t) (o1 v - t),

e€FEp () ecER(T2)

con lo cual

Z /V1 O1,nV —E/F

e€FEp(2) 2

Z /V1 v{o1nv v+ +ge}— Z /Vlt o1pv-t+ = (ulh t) + 93}

e€FEp () e€Ep(T'2)

(Wip -+ gs)(¥1 - 6) — /F (s + ) (71 ).

(4.11)
De esta forma, de (4.10) y (4.11) se deduce que

G(v1) Z / (fi+div oy p)-vi— Z /v1 o1 V)] Z /v1 v){o - V—I—)\~+gg}

TeT e€Ep, ecEL(T2)

- Z /(Vl't){ Ul,hu-t—l—%(um-t)—i—%g?)},

e€Ep(T2) €
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Asi, utilizando las desigualdades (4.3) y (4.4), obtenemos finalmente que:

IG(v)| < C59 > hrlif + divey ey Vil w2
TeT)

+ 3 B lovavellipzee Vil ot >, kP lornvv+Ag+galirae Vil e
e€Ep, ecEy(I'2)

1/2 H I
Z he/ HO'LhV -t + E(ul’h . t) + Egg‘ L) ||V1||[H1(w5)}2
ecEy ()
1/2
Z U%,T Ivill @2
TeT
con
M = hzllfi + dive s + Y helllowardll?
1,7 7111 1,h [L2(T)]2 e 1,h%e [L2(e)]?
e€E(T)NEy,
2
+ D hdowwrtXtelihgt Y ‘ Loy O
e E(T)NEy(T'2) e€ E(T)NEp(T'2) ©)
Lema 4.2.2 Sea ¢y, € H'(Q2) tal que pp,(z) = X;(z) Vo € Ty N Ta. Entonces, existe
una constante Cy > 0 tal que:
1/2
Ga(va) = a(u—uy, (0,v2))+b((0,v2), (p—pn, A—lambdaz)) < Cs < Y 031 Vel (div 00)

TeT,

para todo vo € H(div,Qs), donde

W = K o+ Vonaldaer) + In = ol = > 15— ol

Ep(T2)NE(T)
Demostracion: De (4.1) y (4.2) se tiene que
Ga(ve) = — [ K lugy-ve+ / ppdiv ve + / A (ve - v). (4.12)
Qo Qo Iy

Luego, sumando y restando ¢y, al segundo término de (4.12) e integrando por partes se

tiene que:

Ga(ve) = —/Q (Kﬁlugvh + Vn,) - v +/Q (ph — ©n,)div va +/F (A7 = ny)(va - v)
2 2 2

=- ) / (K™ g+ Vin,) vat > /ph ony)divva+ Y /)\”_<Ph2 Vo V),

TET TET ecEp, (FQ
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y gracias a la continuidad de la traza de la componente normal, se sigue que:

IG(va)| < Caq > (K g s + Voo, lr2ery + lpn — @ llr2ry) IVl maiv 7y
TeT

+ Z 127 = enall 12 HV2HHdw )
Ep(2)NE(T)

1/2

Z U%,T HVQHH(div KOSE
TeT;

con
27 = K™ g n + Vo, |22y + 1on — @no 227y + 1% — @nall? D
2,1 2,h Phalip2(T) T IIPh = PhallL2(T) R Phallgiye gy
B, (D2)NE(T) o

Teorema 4.2.2 Sea @p, € H' (D) tal que on, = A;; Yo € T, N Ty, Entonces, existe una
constante Cs > 0, independiente de hy, ho y h tal que:
1/2

1, (2, 0) = (ns (on X)) e < G54 S @20+ Y @3,

TE'Tl h T€7-2 h

donde ©11 y O2 1 estan definidos, respectivamente por:

07 1 = hrllfi + diveoypl[Toep) + |divag ull72 ) + > hellloav]lZ2 )
¢€B(T)NE, (T2)

+ Y ke rtdteligt Y.

il e

e€E(T)NEj, (T2) € B(T)Ey, (T2)
(4.13)
+ > helloyn(un = gp) - v = g1l72()
e€B(T)Ey, (T2)
)
O3 = K uon + Vo, |72y + llon — emliery + Y. X— Phall 2 )
e€E(T)NEp(T2)
+||d1V Uz p — f2||%2(T) + Z ﬁe”‘jl,h(ul,h - u?,h) V- ng%Q(e)’ (414')
c€E(T)NEy, (T'2)

donde he = [7;| para e C7;, j € {1,..m}.
Demostracion: La dependencia continua dada por el Teorema 2.4.2 es equivalente a la

condicion inf-sup global para la formulaciéon continua, y por lo tanto, existe C' > 0 tal que:
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Iw, o i)lxq <€ sup fa(w,v) +b(v, (r, ) +b(w. (¢.€) ) (4.15)

(v,(¢,€)€HXQ
(v.(g:.6)<1

para todo (w, (r, 1)) € H x Q. En particular, para (w, (r, 1)) = (0 —up, (p — pnr, A — A3)),

se tiene:
[(0 = up, (p — prs A = A7) lExQ
<C sup |a(u—up,Vv)+b(v,(p—prA—2A;)) +bu—u(gf)) (4.16)
(v,(q,8)EHXQ
[I(v,(g,6)II<1

Luego, dado (v, (¢,£)) = ((v1,v2),(¢,€)) € Hx Q tal que |[(v, (¢, &))[mxq < 1, de los le-

mas anteriores se tiene que existe una constante C' > 0 tal que:

la(u —up, v) +b(v, (p = pn, A = A7) = |G1(v1) + Ga(v2)|
1/2 1/2

Z nir Vil 2 + Z T [vall rdiv 00)5 (4.17)
TeT TeTs

con G1 y Gy, las funciones dadas en los lemas anteriores. Por otro lado,

|b(u—uy, (¢,9))| ' / f2 Q-I-/ qdlvu1h+/ gdivugp — [ &(upp—ugp —g1)-v
Q1 Q2

T2

< Y e = divagllzeery lalreen
TeT;

+ > ldivugpll ey lallzzery + [ = van = g1) - vllg-v2ep lEllyors,  (418)
TeTh

y del Lemma 3.4 de [8] se tiene que

m
[(a1,n —ugp—g1)- VHH 12(ry) log(1+C) ZWJ\ [(a1,n —ugn — 91)'””%2(«,].), (4.19)

con C = {“% || li —j|l = 1}. Asi, de (4.16), (4.17), (4.18) y (4.19) obtenemos que
Vi

1/2

H(u7 (pv /\)) - (uh7(ph7)‘ﬁ))||H><T <Cs Z @ T+ Z @

TE'Tl h T€7-2 h

con @%’T y @%,T dados por (4.13) y (4.14), respectivamente. O



Capitulo 5

Resultados numéricos del analisis

a posteriori

En este capitulo consideramos cuatro ejemplos para ilustrar el buen funcionamiento del

estimador de error a posteriori
1/2

=< Y olr+ > 65y

Telfl,h TEIZ—Q’h

Denotamos por:
e = [e(ur)” + e(u2)” + e(p)* + e(A)’]'/?

al error global, donde e(u;), e(uz), e(p) y e(\) son los errores individuales definidos en el
Capitulo 3. Ademas, dadas dos triangulaciones consecutivas, con grados de libertad N y
N', y errores globales e y €, el orden de convergencia experimental se define por
/
o= 2o

Por otro lado, el algoritmo utilizado para el proceso de refinamiento de mallas es el si-
guiente:

1) Comenzar con una malla 7j,.

2) Resolver el problema discreto para la malla actual 7p,.

3) cacular la funcién auxiliar ¢y, .

4) Calcular ©7 para cada triangulo T € 7}, donde ©7 = ©; 7 cuando T' € T;, i = 1, 2.

5) Refinar cada T' € 7}, cuyo indicador ©r satisface O > %ma:c{@;p T eT}.

)

6) Definir la malla resultante como la actual e ir al paso 2.

37
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En la implementacién del estimador de error a posteriori, la funcién auxiliar ¢, €
H'(Qy) se define de la siguiente forma: ¢y, es la tnica funcién de C(€2) tal que @p, |7 €
P,(T), paratodo T € Ty y

> IT| palr
T VzeN,,

>_IT]

Pho (.1‘) = TEws

/\ﬁ(l‘) Vo € NoN Ty,
donde w, ={T' € Ty : z € N(T)}.
A continuacion se detallan las soluciones exactas de cada ejemplo y sus respectivos

dominios, eligiendo =1, k = 1, y K = I, la matriz identidad de R?*? para cada caso.

Ejemplo 1
11 11 ~
QQ :::|—§,§|:X:|—§,§|:, Ql ::]—1,1[><]—1,1[—Q2,
- 2. o lygoo 1o o5 1 ,
1 sin(me) sin(my)(e” = )°(y" = )7 (w(y” — ;eos(my) + Sysin(my))
v =3 1 1 1 ,
—sin(my)*sin(nz)(z? — Z)Q(y2 - 1)3(71'(3:2 - Z)cos(ﬂx) + 3zsin(nx))
6yx? _ Y
w— | @y +000)* (22 +y? +0,01)3
2 —x n 6y°x ’
(22 +9y240,01)3 (22 +y%2+0,01)*
T
p(x,y) = — 2 3
(x%2 +y*+40,01)
Ejemplo 2
11 11
QQ ::|—§ §|: :|—§72|:, Ql —]—11[]—11[ QQ,
1 1 (20042 —140) 40(y* 1) (y* =) (y—1)
w = (22 = 1)%(2® - Z) (v* = D(y* - Z) ( ((=— 1y (y 1)2+0,001) ~ ((z—1)2+(y—1)2 4+0 ,001)2 )
a 1 1 (20022 —140) 40(22-1) (22— 1)(a—1) ’
—(y* = 1)*(y* - 1)3(332 —1)(2? — Z)2 (((x71)2+(y71)2+0,001) T =D+ (y—1)2 ) J001)2 )
-1 (x+y+2)
0,6642269374
. @+ 2,000 192 " (w4200l +yp v
-1 2z +y +2) )
( + 2,001+ )2 ' (z+ 2,001+ y)3
2
p(z,y) = (T+Y+2) ) 5787385322 — 0,332113468742.

(42,001 + y)2
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Ejemplo 3
Oy =] — 1,1[x] = 1,1[—{[0,1] x [0,1]}, Qi :=] — 2,2[x] — 2,2[-Qy,
_ , 3m(cos(my) — cos(3my))  (3sin(wy) — sin(37y))y
= (8sin(nz) = sin(3rz)) < ?Ez(:c? +)y2 + 0,(01)2) )_ (8(3:2(—1— y)2 + 0,0(1)3 )))
o ) ) 3m(cos(mx) — cos(3mx)m 3sin(mz) — sin(3nx))x ’
—(3sin(wy) — sin(3wy)) ( BT 0017 81t 1001 )

—32% — 2
g = 2 5

p(z,y) = 23 4%+ a? — 4/3.

Ejemplo 4
Qy =] —0.8,-0.2[x] —0.3,0.3,  Q;:=]—1,1[x] —1,1[-{Q U [0,1] x [0,1]},
2 (2? = 122 + 2+ 5)*y(y® — D(y® — 0,09)%(12y* — 8,54y +0,18)
w - (22 + y2 +0,001)16/3

—2(y* — 1)%(y* — 0,09)32(2? — 1)(22 + 2 + 55)?(22° + 22° + 8,322* 4 523 — 5,6822 — 3z)

(@2 + 42 + 0,001)16/3

—322%y° (¢ — 1)*(y? — D)?(«® + = + 5)*(y* — 0,09)°
(22 4 2 + 0,001)19/3

—322%y°(¢® — 1)*(y? — D> («® + 2 + 5)*(y* = 0,09)° |~
(22 4 y? + 0,001)19/3

< —exp{z + y}(x +y) — exp{x + y} + 1,949386442x )
Uz = ;
—exp{z +y}(z +y) — exp{z +y}

4 2
p(z,y) = exp{x +y}(z+y) + ge:vp{—2} —1,675102260 + ge;rp{l} — 0,974693220822.

Los resultados numéricos que se muestran a continuacién fueron obtenidos en un
computador Pentium Xeon con procesadores duales, usando un cédigo Matlab.

En la Tablas 5.1 y 5.2 presentamos los errores, la eficiencia y la razén de convergencia
para el refinamiento uniforme y adaptativo del Ejemplo 1. En este caso, la funcién consi-
derada presenta una singularidad numérica en el punto (0,0), la cual es bien identificada
por el estimador como podemos ver en la Figura 5.2. Ademas, en la Figura 5.1 observamos

la clara diferencia entre los refinamientos uniforme y adaptativo. Vemos que el error global
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tiene un decaimiento mas rapido con el refinamiento adaptativo, y se obtiene un orden de
convergencia 6ptimo.

Los resultados numéricos del Ejemplo 2 se pueden ver en las Tablas 5.3 y 5.4. Aqui ob-
servamos dos singularidades numéricas, una de ellas presente en el punto (—1, —1) para la
presion y la velocidad en el medio poroso, y la otra en el punto (1,1) para la velocidad en
el fluido. Vemos en la Figura 5.4 que el estimador localiza de buena forma estas singulari-
dades, y que ademads detecta zonas de altos gradientes, cercanas al punto de singularidad.
En la Tabla 5.3 observamos también que el error global tiene un decaimiento mas rapido
que con el refinamiento uniforme, y que se obtiene un orden de convergencia 6ptimo.

En las Tablas 5.5 y 5.6 se muestran los errores, la eficiencia y la razén de convergencia
del error global para los refinamientos uniforme y adaptativo del Ejemplo 3. En este caso,
el punto de singularidad se encuentra en el punto (0,0), y estd presente en la velocidad
del fluido. Vemos de la Figura 5.6 que el estimador localiza el punto de singularidad, pero
ademas, detecta algunas zonas de altos gradientes en el dominio exterior. Estas zonas, se
presentan debido a la gran oscilaciéon de la funcién uy. De igual forma, en la Figura 5.5,
observamos que el decaimiento del error utilizando el refinamiento adaptativo es mas rapi-
do que en el refinamiento uniforme, y que el orden de convergencia del método es éptimo.
Finalmente, los resultados numéricos del Ejemplo 4, se pueden observar en las Tablas 5.7
y 5.8. Aqui, observamos el mal comportamiento de la convergencia del método utilizando
refinamiento uniforme, el cual se mejora ostensiblemente utilizando el refinamiento adap-
tativo. Esto se corrobora en Figura 5.7. También vemos que la singularidad presente en el
punto (0,0) es detectada eficientemente por el estimador, lo que se puede apreciar en la

Figura 5.8.
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Tabla 5.1: errores individuales, error total e, indice de eficiencia y orden de conver-

gencia para el refinamiento uniforme (EJEMPLO 1).

N e(uy) e(us) e(p) e()\) e r(e) © e/O
409 0.124E+2 || 0.261E+4 | 0.845E+2 || 0.166E+3 || 0.261E+4 | -~ 0.105E+4 || 2.50
1649 || 0.240E+41 || 0.662E+5 | 0.833E+2 || 0.342E+42 || 0.662E+5 | - 0.662E+5 || 1.00

13281 || 0.130E-1 || 0.429E+5 || 0.306E+2 || 0.466E+1 || 0.429E+5 | 0.42 || 0.429E45 | 0.99
53185 || 0.540E-1 || 0.291E+5 || 0.165E+2 || 0.235E+1 || 0.291E+5 | 0.56 || 0.291E+5 | 0.99
106369 || 0.410E-1 || 0.208E+5 || 0.117TE+2 || 0.157E+1 || 0.208E+5 | 0.97 || 0.2085E+5 || 0.99
Tabla 5.2: errores individuales, error total e, indice de eficiencia y orden de convergencia
para el refinamiento adaptativo (EJEMPLO 1).

N e(uy) e(ug) e(p) e(N) e r(e) © e/O
409 0.124E+2 || 0.261E+4 | 0.845E+2 || 0.166E+3 || 0.261E+4 | -~ 0.105E+4 || 2.50
549 0.159E+1 || 0.620E+4 | 0.833E+2 || 0.290E+2 || 0.662E+5 | - 0.662E+45 || 1.00
679 0.127E+1 || 0.824E+5 || 0.548E+2 || 0.195E+2 || 0.824E+5 | - 0.824E45 || 0.99
819 0.757E+0 || 0.467E+5 || 0.325E+2 || 0.174E+2 || 0.467E+5 | 6.05 || 0.467E+5 || 0.99
1114 || 0.953E+1 || 0.269E+5 | 0.330E+2 || 0.422E+2 || 0.269E+5 | 3.60 || 0.269E+5 || 0.99
1984 || 0.358E+1 || 0.184E+5 | 0.215E+2 || 0.239E+2 || 0.184E+5 | 1.31 || 0.185E+5 || 0.99
3584 || 0.133E+1 || 0.123E+5 || 0.139E+2 || 0.111E+2 || 0.123E+5 | 1.37 || 0.123E+5 || 0.99
4599 || 0.100E+1 || 0.991E+4 || 0.131E+2 || 0.151E+42 || 0.991E+4 | 1.74 || 0.996E+4 | 0.99
6099 || 0.614E40 || 0.850E+4 || 0.119E+2 || 0.142E+2 || 0.850E+4 | 1.09 || 0.856E+4 || 0.99
12044 || 0.552E+40 || 0.598E+4 || 0.105E+2 | 0.138E+2 || 0.598E+4 | 1.03 || 0.606E+4 || 0.98
17549 || 0.791E+40 || 0.487E+4 || 0.851E+1 | 0.140E+2 | 0.487E+4 | 1.09 || 0.500E+4 || 0.98

27244 || 0.773E+0 || 0.389E+4 || 0.770E+1 || 0.138E+2 || 0.389E+4 | 1.13 || 0.403E+4 || 0.97
42034 || 0.577TE+40 || 0.314E+4 || 0.695E+1 || 0.136E+2 || 0.314E+4 | 0.99 || 0.332E+4 || 0.95
58910 || 0.764E+0 || 0.262E+4 | 0.589E+1 || 0.128E+2 || 0.262E+4 | 1.06 || 0.283E+4 || 0.93
86737 || 0.504E+40 || 0.217TE+4 | 0.480E+1 || 0.114E+2 || 0.217E+4 | 0.99 || 0.240E+4 || 0.90
114838 || 0.303E+40 || 0.187TE+4 || 0.399E+1 | 0.926E+1 || 0.190E+4 | 1.05 || 0.212E+4 || 0.88
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Figura 5.1: e vs.N para ambos refinamientos (EJEMPLO 1)

Figura 5.2: mallas intermedias con 819 y 114838 grados de libertad (EJEMPLO 1)
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Tabla 5.3: errores individuales, error total e, indice de eficiencia y orden de conver-

gencia para el refinamiento uniforme (EJEMPLO 2)

N e(uy) e(us) e(p) e()\) e r(e) © e/O
409 0.232E+1 || 0.169E+0 || 0.170E+1 || 0.150E+0 || 0.289E+1 | - 0.480E+2 || 0.06
1649 | 0.314E+1 || 0.840E-1 | 0.143E+1 || 0.880E-1 || 0.345E+1 | - 0.210E+2 || 0.16
6625 || 0.226E+1 || 0.290E-1 | 0.700E+0 || 0.460E-1 | 0.236E+1 | 0.36 || 0.153E+2 || 0.16

26561 | 0.127E+1 || 0.150E-1 | 0.444E+0 || 0.260E-1 || 0.135E+1 | 0.81 || 0.856E+1 || 0.16
106369 || 0.806E4-0 || 0.100E-1 | 0.481E+0 || 0.150E-1 || 0.938E+0 | 1.04 || 0.563E+1 || 0.17
Tabla 5.4: errores individuales, error total e, indice de eficiencia y orden de convergencia
para el refinamiento adaptativo (EJEMPLO 2)

N e(up) e(ug) e(p) e()N) e r(e) ) e/O
409 || 0.232E+1 || 0.169E40 || 0.170E+1 || 0.150E+40 || 0.289E+1 | - 0.480E+2 || 0.06
457 || 0.313E+1 || 0.169E+40 || 0.149E+1 || 0.155E+40 || 0.348E+1 | - 0.213E+2 || 0.16
505 || 0.268E+1 || 0.169E+0 | 0.139E+1 || 0.152E40 || 0.303E+1 | 2.75 || 0.165E+2 | 0.18
660 | 0.185E+1 || 0.169E+0 | 0.753E+40 || 0.128E+40 || 0.201E+1 | 3.07 || 0.121E+42 || 0.17
944 || 0.119E+1 || 0.169E+0 | 0.645E+0 || 0.124E40 || 0.137TE+1 | 2.16 || 0.868E+1 | 0.16
1020 || 0.116E41 || 0.169E+40 | 0.598E+0 || 0.125E+40 || 0.132E+41 | 0.85 || 0.806E+1 || 0.16
1100 || 0.113E+41 || 0.169E+40 | 0.538E+0 || 0.124E+40 || 0.127E+41 | 0.99 || 0.758E+1 || 0.17
1285 || 0.102E+41 || 0.169E+40 | 0.377E+40 || 0.124E+40 || 0.111E+41 | 1.76 || 0.646E+1 || 0.17
2247 | 0.670E+0 || 0.169E+40 || 0.290E+0 | 0.112E+1 || 0.759E+0 | 1.36 || 0.437E+1 || 0.17
4691 | 0.467E+0 || 0.169E+0 | 0.201E+0 || 0.112E+1 | 0.550E+0 | 0.87 || 0.301E+1 | 0.18
6201 | 0.386E+0 || 0.169E+0 | 0.184E+0 || 0.124E4-0 || 0.476E+0 | 1.04 || 0.253E+1 | 0.19

13315 || 0.276E+0 || 0.106E+0 | 0.120E+0 || 0.880E-1 | 0.331E+0 | 0.95 || 0.175E+1 | 0.19
18441 || 0.229E+0 || 0.106E+-0 | 0.100E+0 || 0.890E-1 | 0.285E+0 | 0.91 || 0.146E+1 | 0.19
21351 || 0.209E+40 || 0.810E-1 | 0.930E-1 || 0.680E-1 || 0.252E40 | 1.67 || 0.134E+1 || 0.19
31314 || 0.176E+4+0 || 0.670E-1 || 0.770E-1 || 0.520E-1 || 0.210E40 | 0.95 || 0.113E+1 || 0.19
50822 || 0.140E+40 || 0.530E-1 | 0.620E-1 | 0.450E-1 || 0.168E40 | 0.93 || 0.928E40 || 0.19
78544 || 0.113E4-0 || 0.360E-1 | 0.4830E-1 || 0.310E-1 || 0.132E4-0 | 1.12 || 0.722E4-0 || 0.18
82133 || 0.109E+40 || 0.330E-1 || 0.470E-1 || 0.300E-1 || 0.127E40 | 1.77 || 0.696E40 || 0.18
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Figura 5.3: e vs.N para ambos refinamientos (EJEMPLO 2)

Figura 5.4: mallas intermedias con 944 y 82133 grados de libertad (EJEMPLO 2)
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Tabla 5.5: errores individuales, error total e, indice de eficiencia y orden de conver-

gencia para el refinamiento uniforme (EJEMPLO 3)

N e(uq) e(us) e(p) e(N) e r(e) ) e/©
820 0.202E+3 || 0.156E+2 || 0.181E+3 || 0.472E+2 || 0.276E+43 - 0.954E43 || 0.29
1665 || 0.218E+3 || 0.389E+2 || 0.181E+3 || 0.956E+2 || 0.302E+3 — 0.831E+3 || 0.36
8173 | 0.517E+2 || 0.253E+1 || 0.199E+2 || 0.581E+1 || 0.558E+2 | 2.12 || 0.245E+3 || 0.23

16349 || 0.414E+2 || 0.219E+1 | 0.164E+42 || 0.614E+1 || 0.449E+2 | 0.63 || 0.203E+3 || 0.22
32868 || 0.256E+2 || 0.481E40 || 0.532E+1 || 0.353E+1 || 0.264E+2 | 1.52 || 0.144E+3 || 0.18
82494 || 0.200E+1 || 0.156E40 || 0.453E+0 | 0.254E40 || 0.207E+1 | 0.93 || 0.120E+2 | 0.17
Tabla 5.6: errores individuales, error total e, indice de eficiencia y orden de convergencia
para el refinamiento adaptativo (EJEMPLO 3)

N e(uy) e(usg) e(p) e(N) e r(e) S) e/©
820 0.202E+3 || 0.156E+2 || 0.181E+3 || 0.472E+2 || 0.276E+43 - 0.954E+3 || 0.30
872 0.113E+3 || 0.146E+2 || 0.908E+2 | 0.320E+2 || 0.149E+43 | 19.99 || 0.506E+3 || 0.30
1067 || 0.542E+2 || 0.531E+1 || 0.294E+2 || 0.126E+2 || 0.632E+42 | 8.53 || 0.337E+3 | 0.18
1081 || 0.523E+2 || 0.365E+1 || 0.300E+42 || 0.852E+1 || 0.571E42 | 15.43 || 0.302E+3 | 0.19
1582 || 0.322E+2 || 0.213E+1 || 0.105E+42 || 0.463E+1 || 0.343E+4+2 | 2.69 | 0.202E+3 | 0.16
1967 || 0.267E+2 || 0.148E+1 | 0.750E+1 || 0.357E+1 || 0.280E+2 | 1.85 || 0.166E+43 || 0.17
3860 | 0.171E+42 || 0.150E+1 || 0.579E+1 || 0.248E+1 || 0.183E+2 | 1.26 || 0.109E+3 | 0.17
5848 | 0.134E+2 || 0.130E+1 || 0.535E+1 || 0.295E+1 || 0.148E+2 | 1.02 | 0.861E+2 || 0.17
9520 | 0.102E+42 || 0.115E+1 || 0.368E+1 || 0.148E+1 || 0.110E+2 | 1.22 || 0.658E+2 || 0.17
14937 || 0.812E+1 || 0.113E+1 || 0.253E+1 || 0.148E+1 || 0.870E+1 | 1.04 || 0.518E+2 || 0.17
18024 || 0.741E+1 || 0.111E+1 || 0.231E+1 | 0.131E+1 || 0.795E+1 | 0.97 || 0.467TE+2 | 0.17

24255 || 0.637TE+1 || 0.108E+1 || 0.194E+1 || 0.126E+1 || 0.686E+1 | 0.99 | 0.399E+2 || 0.17
36765 || 0.513E+1 || 0.804E+0 || 0.163E+1 || 0.149E+1 || 0.553E+1 | 1.04 || 0.327E+2 || 0.17
53633 || 0.416E+1 || 0.789E+0 || 0.128E+1 || 0.106E+1 || 0.454E+1 | 1.04 || 0.263E+2 || 0.17
69830 || 0.361E+1 || 0.750E+40 || 0.106E+1 || 0.929E+0 || 0.396E+1 | 1.05 || 0.228E+2 || 0.17
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Figura 5.6: mallas intermedias con 1081 y 69830 grados de libertad(EJEMPLO 3)
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Tabla 5.7: errores individuales, error total e, indice de eficiencia y orden de conver-

gencia para el refinamiento uniforme (EJEMPLO 4)

N e(up) e(ug) e(p) e()) e r(e) ) e/©
147 || 0.239E45 || 0.480E+40 || 0.119E+2 || 0.032E+42 || 0.239E+5 | - 0.773E+3 | —
6169 | 0.159E+6 || 0.210E+4 | 0.261E+6 || 0.320E+5 || 0.307TE+6 | — 0.206E47 || 0.15

15723 || 0.188E+6 || 0.250E+4 | 0.153E+46 | 0.270E+5 || 0.244E+6 | 0.49 || 0.118E+47 || 0.21
31039 || 0.174E+6 || 0.150E+4 || 0.116E+6 || 0.250E+5 || 0.211E+6 | 0.44 || 0.110E+6 || 0.19
62722 || 0.146E+6 || 0.200E+3 || 0.874E+5 || 0.350E+5 || 0.174E+6 | 0.54 | 0.766E+6 | 0.22

Tabla 5.8: errores individuales, error total e, indice de eficiencia y orden de convergencia
para el refinamiento adaptativo (EJEMPLO 4)

N e(uy) e(uz) e(p) e()\) e r(e) © e/O
147 || 0.239E46 || 0.480E+0 | 0.119E+42 || 0.321E+4+1 || 0.239E+4 | - 0.773E+3 -
188 || 0.112E+46 || 0.867E+2 | 0.310E+4 || 0.254E+4 || 0.112E+5 | - 0.124E46 || 0.90
195 || 0.996E+5 || 0.1602E+3 | 0.619E+4 || 0.460E+4 || 0.999E+5 | - 0.485E+6 || 0.21
298 || 0.141E+46 || 0.220E+2 | 0.112E+6 || 0.551E+5 || 0.189E+6 | — 0.180E+7 || 0.11
383 || 0.151E+6 | 0.985E+43 | 0.578E+5 || 0.226E+5 || 0.163E+6 | — 0.159E+7 || 0.10
429 || 0.167E+6 || 0.326E+43 || 0.218E46 || 0.434E+5 || 0.278E4+6 | - 0.128E47 || 0.22
592 || 0.106E+6 || 0.226E43 || 0.358E+5 || 0.561E+4 || 0.112E+6 | 5.67 || 0.686E+6 | 0.16
815 || 0.742E+5 || 0.393E+43 || 0.253E+5 || 0.665E+4 || 0.786E+5 | 2.19 | 0.487E+6 | 0.16
1187 || 0.594E+5 || 0.311E+2 | 0.164E+5 || 0.354E+3 || 0.616E+5 | 1.30 || 0.366E+6 || 0.17
1243 || 0.562E+5 || 0.453E+2 || 0.128E+5 || 0.868E+3 || 0.576E+5 | 2.87 || 0.334E+6 || 0.17
2322 || 0.388E+5 || 0.142E+2 | 0.966E+4 || 0.300E+42 || 0.400E+5 | 1.17 || 0.241E+46 || 0.17
2729 || 0.337E+5 || 0.103E+1 | 0.814E+4 || 0.949E+4 || 0.347E+5 | 1.77 || 0.2056E+6 || 0.17
3373 | 0.293E+5 | 0.196E+1 | 0.641E+4 || 0.414E+2 || 0.300E+5 | 1.36 || 0.179E+6 || 0.17
5973 || 0.219E45 || 0.837E+1 | 0.537E+4 || 0.166E+43 || 0.226E+5 | 0.99 || 0.135E+46 || 0.17
8216 | 0.182E+5 || 0.552E+1 | 0.426E+4 || 0.114E+3 || 0.187E+5 | 1.20 || 0.111E+6 || 0.17

14349 || 0.136E+5 || 0.566E+1 | 0.326E+4 || 0.124E+3 || 0.140E+5 | 1.03 || 0.832E+5 || 0.17
17820 || 0.119E+5 || 0.449E+1 | 0.270E+4 || 0.112E+3 || 0.122E+5 | 1.28 || 0.717E+5 || 0.17
27158 || 0.971E+4 || 0.348E+1 || 0.218E+4 || 0.904E+2 || 0.996E+44 | 0.96 || 0.589E+5 || 0.17
33617 || 0.862E+4 || 0.330E+1 || 0.192E+4 || 0.762E+42 || 0.883E+4 | 1.12 || 0.521E+5 || 0.17
48108 || 0.728E+4 || 0.271E+1 | 0.164E+4 || 0.516E+2 || 0.746E+4 | 0.94 || 0.442E+5 || 0.17
55566 || 0.669E+4 || 0.288E+1 || 0.150E+4 || 0.545E42 || 0.686E+4 | 1.16 || 0.406E+5 || 0.17
64176 || 0.616E+4 || 0.253E+1 || 0.135E+4 || 0.553E42 || 0.631E+4+4 | 1.17 || 0.372E+5 || 0.17
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Figura 5.7: e vs.N para ambos refinamientos (EJEMPLO 4)

Figura 5.8: mallas intermedias con 592 y 64176 grados de libertad (EJEMPLO 4)
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