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Resumen

En el presente trabajo se utiliza el método de elementos finitos mixtos para resolver
dos tipos de problemas en régimen armonico: el problema de Helmholtz proveniente
de la ecuacion de ondas actsticas y la ecuacién elastodinamica. Ambos problemas
tienen en comun que, al realizar la formulacién mixta-dual respectiva, una de las formas
bilineales no cumple con las hipétesis de la teoria de Babuska-Brezzi, especificamente
uno de los términos posee un signo “incorrecto” que causa la pérdida de coercitividad.
Este inconveniente se soluciona reescribiendo de manera adecuada las formas bilineales
y utilizando un resultado sobre inclusién compacta de espacios de Sobolev, lo cual
permite emplear la alternativa de Fredholm para analizar la existencia y unicidad tanto

de los esquemas continuos como de los esquemas discretos asociados.

En el primer capitulo se presentan las herramientas tedricas que permiten asegurar
la convergencia y estabilidad de los esquemas de Galerkin asociados a perturbaciones
compactas de operadores invertibles. En el segundo capitulo se aborda la ecuacion
de Helmholtz con condiciones de contorno de Dirichlet, utilizando como aproximacion
los espacios de Raviart-Thomas de orden cero. Luego, se realiza el analisis de error
a-posteriori respectivo mediante un estimador basado en la condicién inf-sup global
y una funciéon auxiliar conveniente. Finalmente, en el tercer Capitulo se estudia un
problema proveniente de la elastodinamica con condiciones de contorno de Dirichlet,

usando parte de los elementos PEERS como espacios de aproximacion.



Capitulo 1

Introduccion.

Aqui se sigue el anélisis presentado en el Capitulo 13 de [10] y se desarrollan los fun-
damentos tedricos que permiten asegurar la convergencia y estabilidad de los esquemas
de Galerkin asociados a perturbaciones compactas de operadores invertibles. Para este
efecto, sean (X, (-,-)x) e (Y, (-, )y) espacios de Hilbert sobre R, y sea A € L(X,Y) el

operador inducido por una forma bilineal y acotada A : X x Y — R, esto es:
(A(x),y)y = A(z,y) Vee X VyeY. (1.1)
Supongamos ahora que A es biyectivo. Esto significa que para cada F' € Y’ existe un
unico x € X tal que
Al) = Ry (), (1.2)

donde Ry : Y’ — Y es la aplicacién de Riesz. Equivalentemente, para cada F' € Y’

existe un unico z € X tal que

Alz,y)=F(ly) VyeY. (1.3)

Ahora, sean {X,, }nen ¥ {Yn tnen sucesiones de subespacios de dimension finita de X e

Y, respectivamente, y consideremos el esquema de Galerkin: Hallar z, € X, tal que
A(n, yn) = F(yn) Yy, € Y. (1.4)
Puesto que F(y,) = A(z,y,), (1.4) es equivalente a
(A(xn), yn)y = (A(@),yn)y  Vyn €Y (1.5)
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o bien: Hallar x,, € X, tal que

donde P, : Y — Y, es el proyector ortogonal. Definiendo A, := P,A|yx, podemos

escribir lo anterior como: Hallar x, € X, tal que
A, (z,) = PA(x). (1.7)
Definicién 1.1 Se dice que (1.7) es convergente para A si existe N € N tal que para

cada f € A(X), la ecuacion A, (x,) = P, f tiene una inica solucion x,, € X, Vn > N,

y ademds x,, — x cuando n — oo, donde x € X es el unico elemento tal que A(x) = f.
En otras palabras, se dice que (1.7) es convergente para A si existe N € N tal que
Vn > N el operador A, : X,, — Y, es biyectivo y

A 'P,A(r) — z, cuandon — oo Vz € X.

En general, se puede esperar convergencia de (1.7) si
dist(x, X,,) — Ocuandon — oo Vz € X,
lo cual se asume de ahora en adelante.

El siguiente lema da un resultado equivalente para la convergencia de (1.7).

Lema 1.2 El esquema (1.7) es convergente si y solo si existe N € N tal que para todo
n > N, el operador A, : X,, — Y, es biyectivo y el operador A;anA X — X es

uniformemente acotado, es decir, existe M > 0 tal que

|A'PLAl <M VYn>N.

Demostracién. Supongamos que (1.7) es convergente. Entonces, existe N € N tal
que para todo n > N el operador A,, es biyectivo y AP, A(z) -z Vz € X, cuando
n — oo. Luego, la sucesién {A 'P,A(x)},en es acotada para cada z € X, y por lo

tanto, aplicando el Teorema de Banach-Steinhaus, se deduce que existe M > 0 tal que

|A'P,A| <M ¥n>N.



Reciprocamente, supongamos que existen N € Ny M > 0 tales que Vn > N el operador
A, : X, — Y, es biyectivo y ||A1P,A| < M. Puesto que A, 'P,A(u,) = u, Vu, € X,
se sigue que Vr € X:

|z — AP A()| = [[(I—AL'PLA)(2)]
= ||(I = A'PLA) (2 —u,)|| Yu, € X,
< = A'PLA| |z — unl| Vu, € X,

de donde

lz = A PaA@)]| < (14 M) inf [z — ], (1.8)

Un n

es decir

|z — A '"PLA(z)|| < (14+ M) dist(z,X,) — 0, cuando n —oco. |

El resultado principal de este capitulo (ver Teorema 1.4) requiere del siguiente lema
previo. En lo que sigue, £(X,Y) y K£(X,Y) denotan los espacios de operadores lineales

acotados y compactos, respectivamente, desde el Banach X en el Banach Y.

Lema 1.3 Sea X un espacio de Banach y sean {B,},en, B € L(X, X) tales que

B, (z) — B(z) Vx € X. Entonces para todo operador compacto K se tiene que

n—oo

B, K — BK|| "= 0.

Demostraciéon. Supongamos, por el contrario, que existe ¢ > 0 tal que VN € N,
dn > N tal que
|IB, K — BK|| > e.

Asi, para N = 1, existe n; > 1 tal que ||B,,K — BK|| > e¢. Para N = ny, existe
ny > ny tal que ||B,,K — BK|| > €, y asi sucesivamente. Entonces, podemos construir

una subsucesién {IB%S)}%N C {B, }nen tal que
IBUK —BK|| >¢  VneN,
v luego, para todo n € N existe z) € X con ||x7(11)|| =1 tal que

IBLOK (2) — BK())]| > e. (1.9)



Dado que K es compacto, existen una subsucesion {xg)}neN - {xg)}neN y Z € X tales
que

K(z®) =% 7.

Ademas, notemos que para todo z € X, {B,(x)},en es acotada, por lo que, de acuerdo
al Teorema de Banach-Steinhaus, ||B,||,en es uniformemente acotada, es decir, existe
M > 0 tal que

IB.|| <M ¥neN.

Se sigue que
IBYK(2?) -BK ()| < |BYK(=D)-BLY ()] +[IBL (2) —B(Z) |+ |B(Z) -BK ()

n n

< MIK(z?) - 7] + B (2) - BE) | + [BIlIE — K@) = o,

n

lo que contradice (1.9). g

Teorema 1.4 Sean X y Y dos espacios de Hilbert sobre R y sean A € L(X,Y) y
Ke K(X,Y) tales que

i) A es biyectivo

ii) A+ K es inyectivo.

Sean { X, nen € {Yn}nen sucesiones de subespacios de dimension finita de X e Y,

respectivamente, tales que

iii) X, C X,y Vn €N

iv) UpenX, es densa en X.

Suponga que el esquema de Galerkin (1.7) es convergente para A. Entonces el esquema

de Galerkin (1.7) también es convergente para T := A + K.

Demostraciéon. Notemos primero, de acuerdo al teorema de la inversa acotada, que

A~! es lineal y acotado, y luego A™'K también lo es. También es facil ver de iii) y iv)



que para cada x € X, dist(x, X,,) — 0 cuando n — oo, y luego, la convergencia de

(1.7) para A asegura, de acuerdo al Lema 1.2, que existe M > 0 tal que

IATPA| <M Vn>N

AJ'PLA(2) 2 2 z e X.

Se sigue por el Lema 1.3 que

AP, K ™3 A7'K en £(X, X).

Notemos que (I+A7'K) = A~'(A+K) es biyectivo gracias a la alternativa de Fredholm
y al hecho que es inyectivo, pues A™' y A + K lo son.

Ahora, se tiene

I+A'P,K = T+A'K-A'K+A'P,K
= I+A'K{I+T+A'K)"HA'P, K- AT'K)},

y dado que A 'P, K "% A~'K, podemos elegir N € N suficientemente grande de
modo que

1
I(IT+ A™'K)H|||A ' P, K — A™K]| < 5 Vn=N.

Se sigue, de acuerdo al Teorema 2.8 de [10], que I+ (I+A~'K)~*(A,'P, K — A7'K) es
invertible y

1

T+ T+ATK) (A '"P,K—-ATK)] | < =2
1-1/2
De este modo, I+ A 'P,K también es invertible y
I+ AP K = {I+(I+ATK) (AP, K-ATK)} ' (I+A'K)™

< 2JI+AT'K)7Y| V>N

Resta ver que las condiciones del Lema 1.2 se satisfacen para T := A 4+ K. En efecto,

para n > N definimos T,, = P,,T y observemos que

T, = P,A+P,K=A, +P,K=A,I+A'P,K)
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es invertible, pues A, lo es y (I+ A 'P,K) también para n > N. A su vez,
T 'P,T, = (I+A'P,K)'A'P,(A+K)
= (I+A'P,K)'A'P, AT+ A'K),
de donde

T, " PuToll < [T+ AL PLK) YA, PLA][T+AT'K)|
< 2M[|T+ATK) T+ ATK)| Vo > N,

lo cual prueba el acotamiento uniforme de {T, P, T, } .en y completa la demostracién. g



Capitulo 2

Ecuacion de Helmholtz.

2.1 Introduccion.

La ecuacién de onda actstica describe la propagacién del sonido en un medio no viscoso,

compresible e irrotacional (aire, por ejemplo), el cual se conoce como fluido acustico.

En lo que sigue se considera un fluido acustico que ocupa una regién del plano
Q) C R2, cuya frontera I es Lipschitz-continua. En el caso de pequeiios desplazamientos,

se sabe que las ecuaciones de Navier-Stokes que gobiernan su comportamiento son:

ou
-— = 2.1
par TVP = T, (2.1)
1 0p . _
ga +p divu = O, (22)

donde c es la velocidad del sonido en el medio, u : 2 x Rt — R? representa la velocidad
de los desplazamientos en el medio, p es la densidad media del fluido, p : @ x Rt — R
corresponde a la presion y f es la fuerza externa que actia sobre el fluido. Eliminando
la velocidad u en las ecuaciones anteriores se obtiene la ecuacién de ondas escalar para

la presion p:

i Ap = —f. (2.3)

Ademas, se considera un valor prescrito de la presion p en la frontera I':
p=g en I. (2.4)

11
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Interesa buscar soluciones arménicas de la ecuacién (2.3), esto es en la forma

pla,t) = Re(p(a)e ™), (2.5)

donde w es la frecuencia de la onda. De este modo, asumiendo que f también tiene un
comportamiento armoénico y que las oscilaciones son pequenas, la ecuacion resultante

es:
Ap+rK’p = f en(, (2.6)
p = g enl,
donde x = ¥ se llama ntimero de onda. Se observa que este problema no tiene soluciéon
tinica si k2 es valor propio de —V.

En la siguiente seccién se introduce una formulacién mixta-dual de la ecuacion
(2.6), v se escribe de forma adecuada para poder garantizar la existencia y unicidad de
la solucién. Luego, se realiza la formulacion discreta asociada y se prueba su estabilidad

y convergencia.

2.2 Formulacion variacional continua.

Definamos la incégnita auxiliar o = Vp. Entonces (2.6) se reescribe:

dive +r’p = f enQ, (2.7)

p = g enl.

Testeando la ecuacién o = Vp con 7 € H(div;Q) y considerando de (2.7) que la
incognita auxiliar original p = %( f — div o), se tiene que una formulacién variacional
mixta de (2.6) se reduce a: Hallar o € H(div; Q) tal que
/o"‘r— L divedivr = (t-v,g)r — %/ fdivr V7 e H(div;Q2), (2.8)
0 Q

fi2 Q

donde (-, -)p denota la paridad dual entre H~'/2(T") y H'/?(I") con respecto al producto
interior de L*(T").



13

Ahora, consideremos el operador

P: H(div;Q) — H(div;Q) (2.9)
T — P(r):=Vz

donde z € Hj(f2) es la tinica solucién, garantizada por el Teorema de Lax-Milgram, del

problema:

Az=div T enQ, z2=0 enl. (2.10)

El resultado de dependencia continua para (2.10) indica que ||z]|1.0 < C||div 7||o.0-

Por otro lado, notemos que P es lineal, div P(7) =divr en Q y
1P () [iraivsey = |2[10 + ldiv 7Tl5.o < Clldiv 7[5q < Ol Tl @)
es decir

IP(T)la@ve) <CllTlla@ve V7 € H(div; ). (2.11)

Ademas, P es un proyector. En efecto, dado 7 € H(div; (), se tiene que P(P(7)) = VZ,

donde Z es la unica solucion de
Az=divP(r) enQ, Z=0enl.
Puesto que div P(7) = div 7 se sigue que P(P(7)) = Vz, es decir P%(1) = P(7).
De este modo, un resultado clasico de Analisis Funcional implica que
H(div; Q) =P(H(div;Q)) & (I — P)(H(div; Q)), (2.12)
y ademads existe C' > 0 tal que

IR ey + 1T = P)T) oy } < 17 ey (2.13)
<P ey + 1T = Py ¥ € H(div; )

Asi, el lado izquierdo de (2.8) se puede escribir como

/Qaw'—é QdiVO'diVT:/QP(O')-P(T)—l—/QP’(O')'(I—P)(T)
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1 . ,
+/Q(I —P)(o) -P(r)+ /Q(I —P)o) - I-P)(r)— E/lev P(o) div P(1),
con lo cual (2.8) es equivalente a: Hallar o € H(div; Q) tal que:
Alo,7)+ K(o,7) = F(r) VY7 e H(div; ), (2.14)

donde las formas bilineales A, K : H(div; ) x H(div;2) — R y el funcional lineal
F : H(div; Q) — R estan dados por

Ao, ) = —/QP(U)-P(T) - %/ﬂdivP(a) div P(r)
+ /Q(I —P)(o) - (I-P)(7), (2.15)

K(o,1)= Q/QP(O') -P(T)+ /QP(O') -(I-P)(7r)+ /(I —P)(o) -P(1), (2.16)

Q

1
F(r) = (T v,gr— — / fdiv T. (2.17)
K= Ja
Lema 2.1 FEl operador K asociado a la forma bilineal K es un operador compacto.

Demostracién. De acuerdo a resultados de regularidad clésicos (ver [7], [8]), se tiene
que existe € > 0 tal que la solucién z de (2.10) pertenece a H3/?+¢(Q) y 21| prs/24e () <

C|div 7||o.o- De esta manera,
P(T) S [H1/2+6(Q)]2 y HP(T)H[H1/2+6(Q)P S CHle THLQ(Q). (2.18)

Asi, usando la inclusién compacta [H/2+¢(Q)]2 <5 [L2(Q))? se sigue que P : H(div; Q) —
[L%(2)]? es un operador compacto, y por lo tanto su adjunto P* : [L*(Q)]* — H(div; )

también lo es.

Finalmente, dado o € H(div; ), el operador K : H(div;2) — H(div; ) inducido

por la forma bilineal K estd dado por la relacién
<K(U)7 T>H(div;Q) = K(0'7 7') V1 € H(le, 9)7

de donde K := 2P*P + (I — P)*P + P*(I — P). Luego, la compacidad de P y P* y el

acotamiento de (I — P) e (I — P)* implican que K es compacto. [
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Lema 2.2 FEmziste Cy > 0 tal que

A
sup AT > Cy||Tlaaivioy V7T € H(div; ), (2.19)
¢eH(div;) HCHH(div;Q)
¢#0
y ademds
sup  A(T,{) >0 V¢ e H(div;Q),¢ # 0. (2.20)
TEH (div;Q)

Demostraciéon. Consideremos el operador

S: H(div;Q) — H(div;Q)

(2.21)
T — S(1):=(1-2P)(7).

Usando que P es proyector se tiene que
PS(t)=-P(r) v I-P)S()=(I-P)(r) V7 e H(div;Q),
y por lo tanto, notando que div(I—P)(7) = 0 y aplicando la desigualdad (2.13), resulta
1
A(r,S(T)) = / P(r) -P(m)+ = / div P(7) div P(7) + /(I —P)(r)- I-P)(7)
Q Q Q
) 1
min {1, — b (IP(™) By + 1= PO e )

i 131
> min {1, — b2l F o (2.22)

v

Puesto que S es acotado, se sigue que

A(7,8(7)) = CillT |l n@vie) S(T) l@iviey - V7 € H(div; ),

y luego

v ATO L AESE)
cer(aivi)ezo ||Cll mivio) 1S(7) || (divi)

> Ch||T||m@ivioy VT € H(div; Q).
Por tltimo, de la simetria de A y de (2.19) se tiene (2.20). g

Teorema 2.3 Supongamos que el problema homogéneo asociado a (2.8) posee sélo la
solucion trivial. Entonces, dados f € L*(Q) y g € HY*(T), (2.8) tiene una tinica
solucion o € H(div;2). Ademds existe C > 0 tal que

ol < C{If ez + llgllim sz -
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Demostracién. Denotando por A : H(div; Q) — H(div;{2) al operador asociado a la

forma bilineal A, (2.14) es equivalente a: Hallar o € H(div; Q) tal que
(A+ K)o =T,
donde F € H(div;2) es el representante por Riesz de F.

Del Lema 2.2 se tiene que A es un isomorfismo y como K es compacto, de acuerdo a la
alternativa de Fredholm, se concluye que A + K es invertible. Ademas, del Teorema de

la Inversa Acotada, resulta

ooy < (A +K)IF) < Oz + lglvzqe

lo cual completa la demostracion. ]

2.3 Esquema de Galerkin.

Sea {7,}n>o una familia regular de triangulaciones del dominio 2, compuesta por
tridngulos 7' de didmetro hr, y denotemos h := max{hr : T € 7,}. Entonces, se

define el siguiente subespacio de H (div;2):
Hy = {71y € H(div; Q) : T4|7 € RT(T) VT € 7p,},

donde RTy(T') es el espacio de Raviart-Thomas local de orden cero, esto es:

RTo(T) := span { ( ; ) , ( (1) ) , ( il ) } C [PL(T))%. (2.23)

Dado § € (0, 1], consideremos el operador de interpolacién
En: [HY(Q))? N H(div; Q) — Hy,
caracterizado, para cada T € [H°(Q)]? N H(div; Q2), por

div &(1) = Pu(div (1)), (2.24)
/5h(7')1/ = /TV V lado e de 7y, (2.25)
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donde Py, es el proyector ortogonal de L?(Q2) sobre las constantes a trozos. Ademés, se

tiene que &, verifica las propiedades de aproximacién (ver Teorema 3.6 de [9]):

7 — En() | z2geyz < (Jhé{ 17 sz + || div THLzm)} (2.26)
Vr € [H°(Q)]? N H(div;Q), y si, ademas, div (1) € H°(f), entonces

7~ Eu(m sy < O {Iwllpasi + v 7l s, ). (227
Entonces, el problema discreto asociado a (2.8) es: Hallar o, € Hy, tal que

1 . . 1 .
/ o T — —2/ dive,divr, = (T -v,9)r — —2/ fdivT, V1, € Hy. (2.28)
Q K= Ja K= Ja

Equivalentemente, de acuerdo a (2.14): Hallar o, € Hy, tal que:

Alow, mh) + K(ow,mh) = F(Th) V7, € Hy,. (2.29)

Lema 2.4 Fuxisten hg > 0 y C; > 0 independientes de h, tales que para cada h < hg

ATy,
Ch€HR ”ChHH(div;Q)
¢h#0
y ademds
sup A(Ty,¢,) >0 V¢, € Hy, ¢ #0. (2.31)
ThEH

Demostracién. Dado que P(7) € [HY2+<(Q)]?N H(div; ), podemos definir, de forma

similar al caso continuo, el operador discreto

Shi Hh — Hh

(2.32)
Th — Sh(’Th) =ThH — 25h(P(Th))
Se sigue de (2.24) y de la definicién de P (cf. 2.9), que para cada 7, € Hj, :
div &, (P(71)) = Pr(div P(714)) = Pr(div 7p,) = div 7, (2.33)

porque div T, es constante a trozos en 7y, con lo cual:

div Sh<Th) = —div 1y, V1, € Hy,. (234)
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A su vez, usando (2.33), la propiedad de aproximacién (2.26) y la estimacién de regu-

laridad (2.18), se obtiene

1S(74)=Su(Tw)ll z(aivi) = 2| E(P(T1)) =P (Th) | m@ivie) = 2/|E(P(Tr)) =P (Th) li12(0)2

IN

CRYZL [P (7 lzvsavep + v Tallzzo) |
< ChY*™||div 74| 2(0) < CRY*T|| T4 r(aivin) - (2.35)

En particular, es claro de (2.35) y del acotamiento uniforme de S, que S, es uniforme-

mente acotado, es decir, existe C' > 0, independiente de h, tal que

[Sh(Tr)llH@ivie) < CllTallmdive)- (2.36)
Ademas, notemos que S;, es inyectivo. En efecto, si Sp,(75) = 0 entonces de (2.34) se
obtiene que div 7, = 0, de donde P(7}) = 0 y por lo tanto 7, = 2&,(P (7)) = 0.
Asi, usando (2.22), el acotamiento de A y (2.35), se deduce que para cada 7, € Hy:

A('Th, Sh(Th)) = A(Th, S(’Th)) — A(’Th, S(’Th) — Sh(Th))

= CHThH%(diV;Q) - Ch1/2+€HTh”12‘I(diV;Q)7
de donde, eligiendo hy > 0 suficientemente pequeno, se sigue que:
A(’Th, Sh(’Th)) > CHThH%I(div;Q) Y1), € Hh, Vh < ho. (237)

Finalmente, (2.36) y (2.37) implican (2.30), mientras que (2.31) es consecuencia de
(2.30) y la simetria de A. g

Para el siguiente teorema necesitamos el operador de proyeccion ortogonal Py, :
H(div; ) — Hy, donde, dado ¢, € H(div;Q), ¢ := Pr(p) es la mejor aproximacion

de ¢ por elementos de Hj,.

Teorema 2.5 Supongamos que A+K es inyectivo. Entonces existe hg > 0 tal que para
cada h < hg, (2.29) tiene solucion unica o, € Hy, la cual converge a o € H(div; ().

Ademds, dado 6 € (0,1] tal que o € [H°(Q)]? y div o € H°(Q), existe C > 0 tal que

lo = oull e < Ch{ ol + 14V ol }-
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Demostracién. La ecuacién de operadores asociada a (2.29) es: Hallar o, € Hy, tal

que
(Ah —+ Kh>a'h = Fh (238)

donde A, := PA, K, .= P,K y Fj, := P,F. Del Lema 2.4 se tiene que para h < hy,
Ay, es un isomorfismo. Ademads, Kj es compacto y acotado por lo que, aplicando el
Teorema 1.4 se obtiene la existencia, unicidad y convergencia de la soluciéon discreta.
Ademss, aplicando (1.8) y (2.27), para § € (0,1], o € [H°(Q))? y dive € H’(Q),
entonces existe C' > 0 tal que

o —onllu@ve < C inf o —7hu@ve) < Cllo— &) |nwve
ThEH)

< Cr{lollms@p + Idivelme}. o

2.4 Resultados Numeéricos.

En esta seccion se presentan algunos ejemplos que ilustran el comportamiento de la
solucién del esquema discreto (2.28) (equivalentemente (2.29)) utilizando un refinamiento
uniforme. Si o), € Hy, es la aproximacion de o € H(div;(2), entonces se define el error

de aproximaciéon como

e(0) = |0 — oull maive)-

Ademas, la tasa de convergencia experimental se define como

_ _ologle(a)/¢(a))
r(o):= -2 log(N/N')

donde e y ¢’ son los errores asociados a dos malla consecutivas con N y N’ grados de

libertad, respectivamente.

Los ejemplos que se muestran en esta seccién se resumen en la siguiente tabla:
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Ejemplo Q K
1 0, 1] 1 pa1, 9) = (a7 — x1) (25 — 22)
2 [0,1]? 20 (1, x2) —z1) (23 — 29)
3 [0, 1]2 1 p(xy1, 9) = sen(xy)sen(zy)
4 [_17 1]2 - [057 1]2 1 p(xb $2) =21 — 'I.%Z!(xg% - $2)
° 0.1 RS Rl Py ey e ER O
6 [—1,1]>—10,1)2 | 1 p(r,0) = r*3sin(2.T)

Tabla 2.1: Ejemplo, dominio €2, x y solucién exacta p

En los Ejemplos 1-5 se puede ver que o := Vp € [H(Q)]? y div o € H'(Q2), por lo

que se recupera el orden de convergencia tedrico dado por el Teorema 2.5 (ver Tablas

3.2-2.6). Por otro lado, en el Ejemplo 6 se prueba, debido a que las derivadas parciales

presentan una singularidad en el origen, que & := Vp € [H*?3(Q))? y ademés div o = 0,

con lo cual, de acuerdo al Teorema 2.5 la tasa de convergencia debe ser O(h?/3), lo que

se ve reflejado experimentalmente en la Tabla 2.7, en la cual r(o) oscila en torno a 2/3.

Las Figuras 2.1 a 2.15 muestran las componentes aproximadas y exactas de la

solucién para cada uno de los ejemplos. Alli se observa que en general o constituye

una muy buena aproximacion de o .

| N [eo) [ rlo) |

4617
9396
23274
46704
93225

0.0152
0.0107
0.0068
0.0048
0.0034

1.0032
0.9978
1.0095
0.9898

Tabla 2.2: Grados de libertad N, errores e(o) y tasas de convergencia r(o) (Ejemplo 1)
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| N [elo) | rlo) |
1617 | 0.1189 | -
9396 | 0.0476 | 2.5754
23274 | 0.0075 | 4.0658
46704 | 0.0050 | 1.1773
03225 | 0.0034 | 1.0767
155964 | 0.0027 | 1.0187

Tabla 2.3: Grados de libertad N, errores e(o) y tasas de convergencia r(o). (Ejemplo 2)

[ N [elo) [ o) |
1617 | 0.0160 | -
9396 | 0.0117 | 1.0236
23274 | 0.0074 | 1.0062
46704 | 0.0053 | 0.9946
93225 | 0.0037 | 1.0029

Tabla 2.4: Grados de libertad N, errores e(o) y tasas de convergencia r(o). (Ejemplo 3)

| N [elo) [ rlo) |
3513 | 00131 | -
6951 | 0.0093 | 1.0200
13959 | 0.0065 | 0.9997
35022 | 0.0041 | 0.9963
70164 | 0.0029 | 0.9856

Tabla 2.5: Grados de libertad N, errores e(o) y tasas de convergencia r(o). (Ejemplo 4)

[ N [elo) [ o) |
1617 | 32204 -
9396 | 2.0843 | 1.2247
23274 | 1.3632 | 0.9363
46704 | 0.9768 | 0.9571
93225 | 0.6841 | 1.0304

Tabla 2.6: Grados de libertad N, errores e(o) y tasas de convergencia r(o). (Ejemplo 5)
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| N | elo) | rlo) |

2841 | 0.0907 -
4713 | 0.0826 | 0.3685
14088 | 0.0557 | 0.7189
28161 | 0.0420 | 0.8195
46836 | 0.0361 | 0.5971
69660 | 0.0315 | 0.6881
93573 | 0.0276 | 0.8814
140100 | 0.0250 | 0.4895

Tabla 2.7: Grados de libertad N, errores e(o) y tasas de convergencia r(o). (Ejemplo 6)

o9

o.s

o.7

o.6

o.5

o.4

0.3

o2

o.1

o
o

Figura 2.1: o, para N = 93225. Izquierda:

(Ejemplo 1

o.6
o.5
o.4
0.3
0.2
o.1

o
o

Figura 2.2: o, para N = 93225. Izquierda:

(Ejemplo 1)
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Figura 2.3: Presién p(z,y) para N = 93225.

Solucién exacta (Ejemplo 1)
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Derecha:

Figura 2.4: o, para N = 93225. Izquierda: Aproximacion. Derecha: Solucién exacta

(Ejemplo 3)
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y) para N = 93225. Izquierda: Aproximacién. Derecha:
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Figura 2.8: o, para N = 70164. Izquierda:

(Ejemplo 4)

Figura 2.7: o, para N = 70164. Izquierda:
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Figura 2.9: Presién p(z,y) para N = 70164. Izquierda: Aproximacién. Derecha:
Solucién exacta (Ejemplo 4)

(-1 . 1

Figura 2.10: o, para N = 93573. Izquierda: Aproximacién. Derecha: Solucién exacta

(Ejemplo 5) “

Figura 2.11: o, para N = 93573. Izquierda: Aproximacién. Derecha: Solucién exacta
(Ejemplo 5)
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1
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Figura 2.12: Presion p(z,y) para N = 70164. Izquierda: Aproximacién. Derecha:
Solucién exacta (Ejemplo 5)

H

Figura 2.13: o, para N = 93573. Izquierda:

(Ejemplo 6) 6

Figura 2.14: o, para N = 93573. Izquierda: Aproximacién. Derecha: Solucién exacta
(Ejemplo 6)
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Figura 2.15: Presion p(z,y) para N = 70164. Izquierda: Aproximacién. Derecha:

Solucién exacta (Ejemplo 6)



Capitulo 3

Analisis de error A-posteriori.

En este capitulo se realiza el andlisis de error a-posteriori para la formulacion varia-
cional mixta de la ecuacion de Helmholtz estudiada en el capitulo anterior. Ademads, se

proporcionan ejemplos numéricos que avalan la eficiencia del estimador.

3.1 Construccion del estimador

Dado T € 7}, denotamos por E(T') al conjunto de los nodos de Ty por Ej, al conjunto de
todos los nodos de la triangulacion 7, es decir, Ej, = Urer, E(T'). Ademas, definimos

Eyl) :={ec E,:e CT}.

Lema 3.1 Supongamos que A+ K es inyectivo. Entonces, existe C' > 0, independiente

de h, tal que

Vo € H(div; ),

A o, T +K o, T
lo|lz@ive) < C sup (o,7) (o, 7)

TeH(div;Q) | 7'||H(diV;Q)
T#0

donde A y K son las formas bilineales definidas en (2.15) y (2.16).
Demostracion. Del Teorema 2.5, A+K es invertible por lo que, de acuerdo al Teorema
de la inversa acotada, existe C' > 0 tal que

ol n@ivie) < Cll(A +K)(o)||n@ve) Yo € H(div;Q),

28
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de donde

A+K)o), T -
lolla@ve < C  sup {( )0), T) H(divie)

TEH (div;QQ) HT H H(div;)
T#0

A K
= C sup (0.7) + K(9,7)

T€H (div;Q) ”THH(diV§Q)
T#0

Vo € H(div;Q2). g

Teorema 3.2 Sean o y oy las soluciones de los esquemas continuos y de Galerkin
(2.14) y (2.29), respectivamente. Ademds, sea p, = 5 Py(f — div o), donde Py es la
proyeccion de L*(Q) sobre las funciones constantes a trozos en cada tridngulo. Suponga-
mos que existe s > 2 tal que g € HY*(T) N W=Y*3(T) y sea @, € HY(Q) N Whs(Q)
tal que o (x) = g(x) para todo nodo x € T, de la frontera I'. Entonces, existe C' > 0,
independiente de h, tal que

1/2
lo = ol < CO = O{ ) e%} ,

TeT,
donde
07 = llon—Veullfrzmrye + pn — enlliz
1 . 2 2
+ F(f —divey) = pa + Z lg — gthHé({Q(e). (3.1)

LAT)  eeBM)NE(T)

Demostracién. Aplicando el Lema 3.1 a (6 — o) € H(div; () resulta

Aloc —op,7)+ K(o —op, T)

o — onllm@ve <C  sup (3:2)

TEH (div;Q) ||T || H(div;Q2)
T#0

Pero, de acuerdo a (2.14), (2.15), (2.16) y (2.17), se tiene

Alo —op,7)+ K(o— oy, 7) = <7-.,/,g>1,_/

1
G'h'T——Q/(f—diVO'h)diVT.
Q k™ Ja

Ademss, dado que ¢, € H(Q), podemos escribir

Alo —op, 1)+ K(o—op,7) = (T-u,g—gph)p—/

O'h-T—/phdiVT
Q Q

_ /Q{%(f —diveay) —ph}diV’T + (T v,pn)r,
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y aplicando integracién por partes a (T - v, @p)r se obtiene que

A(O'—O'hﬂ') + K(U—U'hﬂ'):<T‘V,9—90h>r—/(0'h—vs0h)‘7'
Q

_ /Q(ph—goh)diVT—/Q{%(f—diVO'h) —ph}diV’T,

de donde

|A(o —op,7) + K(o—op,7)| < C’{Hg - @h”?{l/Q(F) +llon — v90h||[2L2(Q)}2

2 1/2
} T
12(9)

(f—diVO'h) — Pn

9 1
+ lpn — enllz20) + 2

Asi, reemplazando la estimacién anterior en (3.2), resulta

2

1 .
Cllr=0ulieay < o=l o= onlFapsHin—nlyt | 57 -diven)-p,
L2(Q)

(f dive,)—ps

2
}+ S lo-nlo,
L2(T)

ecE(T)

+ Z ”g_SszH?{l/?(e)’

= Z {Hah V@hH[B(T)PJFHPh onll72 T)+'
TeTy

2
(f dive,)—ps

= 5" llow=VeulPyaryetHlpn— sohuLz(Tﬁ\

TET, LA(T)  ceB(M)NE(T)
es decir,
1/2
o — o Hgivio) < C{ Z 9%} ;
TeT),
con 607 dado por (3.1). [

A continuacion se detalla la construccion que proponemos para la funcién ¢y, con
el objeto de implementar el estimador . Para cada T € 7;, consideremos la tnica
funcién ¢y, 1 = ar + Brr1 + yrre + o7 (2 + x3) con ar, fr,yr vy or € R tal que:

1) V@h,T = a'h‘T-

ii) ¢n1(Z) = pn|r, donde & es el baricentro del triangulo 7.

Luego, se define ¢, € C(Q) como la tinica funcién que satisface las siguientes condi-

ciones:



31

a) on|r € Po(T) para todo T € Tp,.
b) pn(x) = g(x) para cada vértice  de 7;, en I'.

c) pn(x) es el promedio de los valores de ¢, () en cada triangulo T' que comparte

el nodo x de 7;,. Este promedio es relativo al drea de cada triangulo.

d) ¢n(x) es el promedio de los valores de ¢p, () en cada tridngulo 7' que comparte
el lado e del cual  es punto medio. Este promedio es relativo al area de cada

triangulo.

3.2 Resultados Numeéricos.

A continuaciéon se presentan ejemplos que muestran el comportamiento de la solucion
del esquema discreto (2.28) (equivalentemente (2.29)) utilizando un refinamiento adap-
tativo basado en el estimador (3.1). Si o}, € Hy, es la aproximacion de o € H(div; Q),

entonces se define el error de aproximacién como
e(o) = [lo — oullr@iva)-

Ademas, la tasa de convergencia experimental se define como

_los(elo)/(@))
)= g (NN

donde e y €’ son los errores asociados a dos mallas consecutivas con N y N’ grados de

libertad, respectivamente.

El algoritmo adaptativo utilizado en el refinamiento de la malla es el siguiente:

1. Comenzar con una malla gruesa.

2. Resolver el problema discreto (2.28) (equivalentemente (2.29)) para la actual

malla.

3. Calcular la funcion auxiliar ¢; de acuerdo a lo indicado en la seccién anterior.
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4. Evaluar el criterio de detencién y decidir si parar o continuar con el siguiente

paso.

5. Usar el procedimiento blue-green para refinar cada triangulo 7" € 7;, cuyo indi-
cador O satisfaga:
1
O > émaX{HT T e 771}

6. Definir la malla resultante como la malla actual y volver al paso 2.

Los ejemplos que se muestran son los siguientes:

Ejemplo Q K D
1 1,12 —1[0,12 | 1 p(r,0) = r*3sin(2T)
2 0,1]2 1 = -
0,1] p(a1,72) Z1+ 22+ 01
3 [0, 1] 1 p(x1,2) = (2F — x1) (23 — 22)
! [07 1]2 1 p(fﬁl,l’g) = ((ZL’ - 05)2 + (y - 0'5)2)3/4

Tabla 3.1: Ejemplo, dominio €2, k y solucion exacta p

Los Ejemplos 1 y 4 presentan singularidades en el origen y en el punto (0.5,0.5),
respectivamente. A su vez, el Ejemplo 3 es suave y el Ejemplo 2 muestra gradientes

ligeramente grandes en una vecindad del (0, 0).

El Ejemplo 1 fue considerado en la Secciéon 2.4 donde se observé que su orden
de convergencia es O(h%?). Ahora se puede ver en la Tabla 3.2 que utilizando un
refinamiento adaptativo se recupera el orden de convergencia O(h). Para los Ejemplos
2 vy 4 se aprecia en las Figuras 3.6 y 3.8, respectivamente, que el refinamiento se realiza
precisamente en los elementos cercanos a la singularidad. En la Figura 3.7, la cual
corresponde al Ejemplo 3, se ve como el refinamiento se propaga desde la frontera al
interior del dominio, debido a que los gradientes de presion son mayores en la frontera.
Por ultimo, se puede observar que en todos los ejemplos el indice de eficiencia permanece

constante.



| N el ]| 0 Je(a)d]| r(o) |
2841 | 0.0907 | 0.1457 | 0.6225 -
2979 | 0.0675 | 0.1270 | 0.5317 | 12.4638
3105 | 0.0548 | 0.1003 | 0.5469 | 10.0399
3231 | 0.0488 | 0.0866 | 0.5637 | 5.8648
3474 | 0.0446 | 0.0768 | 0.5808 | 2.4756
4056 | 0.0376 | 0.0671 | 0.5611 | 2.1920
5214 | 0.0319 | 0.0593 | 0.5379 | 1.3144
8211 | 0.0257 | 0.0493 | 0.5204 | 0.9593
14799 | 0.0194 | 0.0373 | 0.5210 | 0.9443
22086 | 0.0159 | 0.0309 | 0.5140 | 1.0149
35835 | 0.0126 | 0.0250 | 0.5043 | 0.9470
60489 | 0.0097 | 0.0192 | 0.5051 | 0.9963

Tabla 3.2: Grados de libertad N, errores e(o), estimador 6, indice de eficiencia e(o)/0

y tasa de convergencia r(o) (Ejemplo 1)

0.1 T T T

0.01

T

T T T T T T ]

Ref‘Unﬁane*Gﬁf:
Ref. Adapt. + - |

Nl S

10000

Figura 3.1: Errores refinamiento uniforme y adaptativo v/s grados de libertad N

(Ejemplo 1)

100000
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| N [ el [ 6 [e@)ff] ro) |
4617 | 26.2785 | 26.3372 | 0.9978 -
4653 | 14.7019 | 14.7470 | 0.9969 | 149.5479
4689 | 10.9801 | 11.0258 | 0.9959 | 75.7464
4959 | 6.6671 | 6.7027 | 0.9947 | 17.8224
5655 | 4.4863 | 4.5138 | 0.9939 | 6.0327
6501 | 3.4852 | 3.5097 | 0.9930 | 3.6224
9342 | 2.3551 | 2.3731 | 0.9924 | 2.1620
13428 | 1.7966 | 1.8124 | 0.9913 | 1.4922
25416 | 1.2081 | 1.2194 | 0.9907 | 1.2439
42651 | 0.9192 | 0.9289 | 0.9896 | 1.0558
91377 | 0.6170 | 0.6238 | 0.9892 | 1.0464
161478 | 0.4663 | 0.4718 | 0.9884 | 0.9839

Tabla 3.3: Grados de libertad N, errores e(o), estimador 6, indice de eficiencia e(o) /0
y tasa de convergencia r(o) (Ejemplo 2)

T T T T T { T T T T T T T T {
Lo Ref. Uniforme $— A
+ Ref. Adapt. + -
10 + -
+
4
+
o
-+
4
1k L .
4 ]
T
! ‘ ‘ L
10000 100000

Figura 3.2: Errores refinamiento uniforme y adaptativo v/s grados de libertad N
(Ejemplo 2)
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H N ‘ e(o) ‘ 0 ‘e(a’)/@\ r(o) H
4617 | 0.0152 | 0.0156 | 0.9788 -
7200 | 0.0122 | 0.0125 | 0.9813 | 0.9933
12105 | 0.0094 | 0.0097 | 0.9662 | 1.0236
26931 | 0.0064 | 0.0066 | 0.9662 | 0.9456
36690 | 0.0055 | 0.0057 | 0.9601 | 0.9910
86202 | 0.0037 | 0.0039 | 0.9577 | 0.9368
94710 | 0.0035 | 0.0036 | 0.9553 | 1.3167

Tabla 3.4: Grados de libertad N, errores e(o), estimador 6, indice de eficiencia e(o) /6
y tasa de convergencia (o) (Ejemplo 3)

‘ Ref. Uniforme $—
4 Ref. Adapt. + -

0.01

T

10000

Figura 3.3: Errores refinamiento uniforme y adaptativo v/s grados de libertad N
(Ejemplo 3)



H N \ e(o) \ 0 ‘6(0’)/9‘ r(o) H
4617 | 0.3260 | 0.3250 | 1.0032
4719 | 0.2486 | 0.2475 | 1.0043 | 24.8275
4827 | 0.1969 | 0.1956 | 1.0065 | 20.5891
4935 | 0.1651 | 0.1636 | 1.0093 | 15.9043
5043 | 0.1467 | 0.1450 | 1.0118 | 10.9406
5223 | 0.1304 | 0.1285 | 1.0144 | 6.7159
5571 | 0.1121 | 0.1101 | 1.0185 | 4.6802
6015 | 0.1002 | 0.0981 | 1.0222 | 2.9228
6813 | 0.0882 | 0.0859 | 1.0262 | 2.0624
7935 | 0.0782 | 0.0759 | 1.0306 | 1.5694
9669 | 0.0685 | 0.0661 | 1.0359 | 1.3443
12447 | 0.0597 | 0.0574 | 1.0400 | 1.0850
16305 | 0.0525 | 0.0503 | 1.0436 | 0.9535
23991 | 0.0439 | 0.0420 | 1.0461 | 0.9227
34521 | 0.0367 | 0.0353 | 1.0422 | 0.9825
48270 | 0.0311 | 0.0299 | 1.0390 | 0.9933
67110 | 0.0265 | 0.0255 | 1.0392 | 0.9704
97044 | 0.0222 | 0.0214 | 1.0396 | 0.9584
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Tabla 3.5: Grados de libertad N, errores e(o), estimador 6, indice de eficiencia e(o)/0
y tasa de convergencia r(o) (Ejemplo 4)

01 '+

Ref. Uniforme $— A
Ref. Adapt. +

Figura 3.4: Errores refinamiento uniforme y

(Ejemplo 4)
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Figura 3.5: Mallas adaptadas intermedias con 2979, 3105, 3231 y 3474 grados de libertad

(Ejemplo 1)
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(Ejemplo 2)
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Figura 3.7: Mallas adaptadas intermedias con 7200 y 12105 grados de
(Ejemplo 3)
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Figura 3.8: Mallas adaptadas intermedias con 4719, 4827,4935 y 5043 grados de libertad
(Ejemplo 4)



Capitulo 4
Ecuacion de Elastodinamica.

En este capitulo extendemos el analisis realizado para el problema de Helmholtz al caso

de una formulaciéon mixta-dual de una ecuacion proveniente de la elastodinamica.

4.1 Introduccion.

Se considera un solido elastico lineal e isotrépico de densidad p que ocupa una region
0 C R? de frontera I' Liptschitz-continua. Se sabe que la ecuacién que modela su

comportamiento a través del tiempo, considerando que sobre él actiia una fuerza externa

f,es:

) 0*u
—div(o) + Pop =6 (4.1)

donde u : Q — R? es el vector de desplazamientos, o : Q — R?*2 es el tensor de
esfuerzos y div es el operador divergencia que actia sobre las filas del tensor . Ademas,

la relacion entre el esfuerzo y los desplazamientos esta dada por la ley constitutiva:
o = Ce(u), (4.2)

donde
e(u) = 5(Vu+ (Vu))

41
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es el tensor de tensiones para pequenas deformaciones (o parte simétrica de Vu), V es

el tensor gradiente y el operador C esta dado por la ley de Hooke:
CC:= Mr(O)I+2uC V¢ € [LA(Q))*2, (4.3)
donde A y p son las constantes de Lamé.

De este modo, considerando que existen desplazamientos prescritos g en la frontera I,

las ecuaciones que gobiernan el comportamiento del sélido son:

2
—div(o) + paa—:; = f enQ,
o = Ce(u) en , (4.4)
u = g enl.

Por otro lado, sea w la frecuencia de vibraciéon del solido. Entonces, considerando que
f actia sobre el sélido con un comportamiento armoénico de frecuencia w y que las
oscilaciones que presenta son pequenas, las soluciones armonicas del problema estan

dadas por la siguiente ecuacién:

div(o)+ rk’u = —f en(,
o = Ce(u) en), (4.5)
u = g enl’

donde k := w,/p es el nimero de onda del sélido. Se observa que (4.5) tendra solucién

tnica si x2 no es valor propio del operador —div.

Por ltimo, se introducen las siguientes notaciones: I es la matriz identidad de R?*?
y, dado un tensor 7 := (7;;) € R**?  se define el tensor transpuesto 7! := (75;) y el
tensor desviador 7¢ == T — %tr(T)I, donde tr(T) = 21‘2:1 74. Ademds se define el

producto tensorial 7 : ¢ := Z?Zl Tij Cij.

4.2 Formulacion variacional continua.

Consideremos la rotacién v = 3(Vu — (Vu)') € [L*(Q)]2:>, como una incégnita
auxiliar, donde [L*(Q)]22, = {7 € [L*(Q)]*** : 7 + 7" = 0} es el espacio de los



43

tensores antisimétricos. De la segunda ecuacién de (4.5) se tiene que C'o = Vu — 7.

Asi, testeando con T € H(div,2) e integrando por partes esta expresién se obtiene
/C_lo' : T—l—/ u-div(T) = (T -v,g)r.
Q Q

1
Luego, considerando de la primera ecuacién de (4.5) que u = ——(f + div(o)), lo
K

anterior se transforma en:

K2

1 1
/C‘lo' 17— — [ div(e) - div(T) + / ~y:T={(T v,g)r+ —2/ f-div(7).
Q Q Q k™ Ja
Por otro lado, la simetria del tensor o se impone débilmente a través de la ecuacion:

[oin=0 vmep@pg,
Q

De este modo, la formulacién variacional mixta de (4.5) es: Hallar (o,7) € H(div, Q) x
[L2(Q)])2%2, tal que

asym

/Clo':‘r—i2 div(a)'div(‘r)—i-/'y:‘r = <T'V,g>r+i2/f‘div(7'),
Q K= Ja K* Ja

Q2 (4.6)
o:n = 0,
Q
Vir,m) € H(div,9) x [L3(Q)222,.
Ahora bien, dado que
= (O VC € (L) (47)
2p° Ap(A + p) ’
se sigue, luego de célculos algebraicos simples, que:
1 1
cle: :—/ d:d—i-—/tr tr VE, ¢ e [LA(Q))**%, (4.8
fereicmg [ehdte s [wem© vecepr@ @
y por lo tanto
_ 1 v
[eeez cleleape Ve QP (49)

Esta desigualdad se utilizara mas adelante.

Observemos ahora que H(div,Q2) = Hy(div,2) & RI, donde

Hy(div, Q) = {T € H(div, Q) /Qtr(T _ 0)}.
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Especificamente, para cada 7 € H(div,{2) existen unicos 79 € Hy(div,Q) y d =

% g tr(7) € R tales que 7 = 79 + dI y ademas

HTH?“{(div,Q) = ”TOH?J(div,Q) + 249 (4.10)

Lema 4.1 Euxiste Cy > 0 tal que para cada T € H(div, Q)

Cl||7'0||[2L2(Q)]2x2 < ||Td||[2L2(Q)]2x2 + ||diV(T)||[2L2(Q)]2' (4.11)
Demostracién. Ver Lema 3.1 en [2] o Proposicién 3.1 del Capitulo IV en [5]. g

Lema 4.2 Existe Cy > 0 tal que para cada T € Hy(div, Q)

02||TH[2L2(Q)]2><2 < ||Td||[2L2(Q)}2x2 + ||diV(T)||[2L2(Q)]2. (412)
Demostracion. Es consecuencia del Lema anterior. ]

Con el objeto de reescribir (4.6) como una perturbacién compacta de un operador
invertible, de manera similar a lo desarrollado en la Seccién 2.2, necesitamos introducir
el anédlogo al operador definido por (2.9). Para este efecto, dado 7 € H(div,),

consideramos el problema auxiliar: Hallar w tal que
div(e) = div(r) en,
o = Ce(u) en(, (4.13)
u = 0 enl,
cuya formulacién variacional mixta es: Hallar (o,%,%) € Hy(div,Q) x [L*(2)]**% x

[L2(Q))2%2, tal que

asym

=g}
N

a(e,7) + b(T,( ) = 0, 410
b(a,(v,m)) = /Qf)-div(‘r), '

Y

V(F,8,0) € Hy(div, Q) x [LX(Q)]2 x [L(Q)]22,, donde

Hy(div, Q) := {7‘ € H(div,Q) : /Qtr(T) — 0},

5= S(Va - (Va)),
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al6,7) = / cl6 7
o (o.2) = [ o-divie)+ [ o

Notemos que el hecho que @ se anule en la frontera permite buscar & € Hy(div, (), ya

que
/Qtr(&) =2(A+ p) /Qtr(e(ﬁ)) =2(A+p) /Q div(a) = 2(\ + /L)/F v =0.(4.15)

Se sabe que (4.14) tiene solucién tnica (ver [1]) y de acuerdo a resultados clésicos de
regularidad (ver [7], [8]) existe € > 0 tal que (o, a,7) € [H(Q)]**? x [H*¢(Q)]* x
[HE(Q)]**2. Ademas, existe C' > 0 tal que

HO-H[HS ]2><2 —+ HU’H[HH'G(Q ]2 —+ H’YH HG(Q)]zxz < CHle( )H[LQ(Q)]Q. (4.16)

De este modo, como Hy(div, ) C H(div,2), se puede definir el operador

P: H(div,Q) — H(div,Q) (4.17)

T — P(r):=o0,

donde & es parte de la solucién de (4.14).

Notemos que P(7) € [H(Q)]* 2y [|P(T)|[jge@yzx2 = |6 i@z < C||div(T) || 202
Ademés P = P2, por lo que

H(div,Q) = P(H(div,Q)) @ (I — P)(H(div, )),
y para cada T € H(div,(2) se tiene

17l @) < (PPl a@ive) + [(T=P)(7)]|#aive). (4.18)

Entonces, notando que div((I — P(7))) = div((I — P(o))) = 0, podemos escribir

/CO‘T——/le -div(T /ClP /C (I-P)(o):P(7)

+/Q Plo): I-P)(r )+/C I-P)o): I-P)(T )——/leV(P(O’))-diV(P(T)).

Q K2
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De este modo, (4.6) es equivalente a: Hallar (o,v) € H(div,Q) x [L*(Q)]2%2 tal que

asym

Alo,7)+ K(o,7)+ B(v,7) = F(1),

4.19
B(n, o) = 0, ( )

V(7,m) € H(div,Q) x [L?(Q)]?%2  donde

asym?

Alo.r) = — [ CP(): P(r) ~ [ div(Plo) - div(P(r)
+ [era-pesa-pim | [a@l{ e @)
Ko.r) == 2 [ C'Plo):P(r)+ [ 1 I-P)(): Plr)

+ /QZIP(U) (I-P)(7) — {/Qu(a)}{/gtrm} (4.21)

B(v, 1) := /Q'y T, (4.22)

1
F(r)=(r-v,g)r+ ?/ f-div(r). (4.23)
Q
Lema 4.3 FEl operador K asociado a la forma bilineal K es un operador compacto.

Demostracién. Recordemos primero que existe € > 0 tal que P(7) € [H(Q2)]***
para todo 7 € H(div;Q). De la inclusién compacta [H¢(Q)]**? —¢ [L?(Q)]?**? se
tiene que el operador P : H(div; ) — [L*(Q)]**? es compacto al igual que su adjunto
P* : [L2(Q)]*? — H(div;Q). Ademdés, utilizando el hecho que C™' es continuo, se
sigue que los operadores P*C™'P, (I-P)*C~'P y P*C~!(I—P) también son compactos.
Finalmente, dado o € H(div; (), el operador K inducido por la forma bilineal K esta
dado por
(K(o),7) := K(o,7) V7 € H(div, ),

de donde
K:=2PC"'"P+(I-P)C"'"P+P*C'I1-P) - { / tr(a)}I.
Q

Asi, es claro que K es un operador compacto. ]
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Lema 4.4 Sea V := {7‘ € H(div,Q) : B(n,7) =0 Vn € [L*(Q))*:2 } Entonces,

asym

existe C > 0 tal que

A ~
sup —(T’ <) > Ol a@ive VT EV (4.24)
¢ev 1€ Haiv,0)
¢#0
y ademas
sup A(T,¢) >0 V¢ EV,(#0. (4.25)

TEV

Demostracion. Notemos que V' = {T € H(div,Q) : T = Tt} y consideremos el

operador

S:V -V

(4.26)
T — S(1):=1-2P)(7).

Entonces, es claro que efectivamente para cada 7 € V, S(7) € V, yaque 7' = 17y
P(r)' = P(7). Ademss,

P(S(r))=-P(r) vy (I-P)S(r)={I-P)(7).
Ahora bien, dado 7 € V se tiene

A(r,S(T)) = /chP(T) P(m) + %/Qdiv(P(T)) -div(P (7))

+ [era-pmia-pim+{ [} [ase)
y ademas
[ s = [utr) =2 [ w®m) = [ -2 [ w@) = [ uw

Con esto, utilizando (4.9) y notando que div(P(7)) = div(7), se tiene que

A(T,S(T)) = /chP(T) P(m) + %/Qdiv(P(T)) -div(P(1))

4-Ky1a—mwwa—Pxﬂ+{Lnﬁﬁ2

. I 1 .
> min o oL IR e + iR e

1 .
; ZQM—PWﬂmmww+mWa—mww@m%

1, .. 2
T 52 2||d1V(T)||[2L2(Q)]2+{/tr(T)} :
K Q
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Dado que / tr(P(7)) = 0 (ver (4.15)), podemos aplicar los Lemas 4.1y 4.2 a (I — P)(7)e
Q
H(div,Q) y P(7) € Hy(div, ), respectivamente, con lo cual se deduce que

. [Cr 1 C
A, 8(r) 2 min{ £ oL PO Ryees + ST~ Pl

I 2%ﬁ“dlv( 2@ ]2+{/Qtr(7-)}2

. 4 &
> min{ gt o PO B + 5210~ PY Pl

w{f tr((I—P><r>>}2.

1
Ademés, se tiene que d = 370 / tr((I — P)(7)) y utilizando (4.10) se obtiene que
0

A, 8(r) 2 min{ 2o P B + 52T~ Pl
+ 4|Q)d
> min{ g, o P B
+ i { 22,200 b - Pl + 200)
= min {550 P B+ min § 52,2000 HI(T = PO By
> min{ gt o 02 20 P e + I~ PO B
Finalmente, usando (4.18) y dado que |[S(7)||#(aiv,0) < C||T || H(aiv,0), se tiene que
AT, S() 2 Clr ey 2 Ol v IS(F) i) (1.27)
de donde
T A(T,S(T ~ .
et v 2 o Ol ¥r & Hidvie),

De este modo se obtiene (4.24) y de la simetria de A se concluye (4.25). g

Lema 4.5 FExziste 3 > 0 al que

/T:n
sup 0

TcH(div,Q) ||7'HH(div,Q)
T#0

> ﬂ”’r]H[LQ(Q)Pw V’I] € [LQ(Q)]2X2 . (428)

asym
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Demostracién. De acuerdo al Lema 4.2 de [6] existe un operador lineal y acotado

T : [L*(Q))2:2 — H(div, Q) tal que

asym

T)w=0 e T y J(T(m)~Tm))=n ¥ne Q)

asym*

Entonces, dado 1 € [L*(2)]2%2  se tiene que

asym

/Qn:'n = /Qg(T(n)—T(n)t):n:%LT(n):"7—5/QT("7)t:n

Se sigue que

/QT:n N /QT(n):n N /Qn:n

sup 2 > > = Bl|nliz2(ayzx
rer@ies) |7\ H@iv.) 1T @y — 1Tl @) )
T#0
conﬁ:m. ]

Teorema 4.6 Supongamos que el problema homogéneo asociado a (4.19) posee sdlo la
solucion trivial. Entonces, dados f € [L*(Q))? y g € HY*(T'), (4.19) tiene una tinica
solucion (o,v) € H(div,Q) x [L*(Q)])?%2 . Ademds, existe C > 0 tal que

asym*

||(077)||H(div,(2)><[L2(Q)]?L§2m <C ||9||[H1/2(r)]2 + ||f||[L2(Q)]2 .
Y

Demostracién. El problema (4.19) es equivalente a: Hallar (o,v) € H(div,Q) x

[L2()]2%2  tal que
+[ 0]>[U]:[F] 2
00 o 0

(Alo), T) = Ao, 1), (K(o), ) = K(o,T) VT € H(div,Q),

donde

(B(o),m) = / o:n Vn € [L2(Q)]z§y2m y (F,7) = F(1) VT € H(div, Q).
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De acuerdo a los Lemas 4.4, 4.5 y a la Teoria de Babuska-Brezzi, el operador

- | A B
B O
es invertible. Ademas el operador
. K O
K:=

es compacto, ya que gracias al Lema 4.3, K lo es. De este modo, como el problema
homogéneo asociado a (4.19) posee s6lo la solucién trivial, el operador A+Kes inyectivo,

por lo que se concluye que A + K es biyectivo.
Por otro lado, del Teorema de la Inversa Acotada se tiene que

”(0'7’7)HH(div,Q)x[m(Q)]gz;m < H(A+K)AHH(E9)H[H(div,Q)]'x[[L2(Q)]3§y2my

F(r
< ClF|ig@ivoy =C  sup &
TGH(;iiv,ﬂ) HTHH(div,Q)
T7#0

C{HQ”[HU?(F)P + ||f||[L2(Q)P}' [

IN

4.3 Esquema de Galerkin.

Sea {7,}n>o una familia regular de triangulaciones del dominio 2, compuesta por
triangulos T de diametro hr, y denotamos por h al tamano de la malla definido por
:=max{hr : T € 7T,}. Entonces, se definen los siguientes subespacios de H(div, 2)

y [L*(Q)]2%,, respectivamente:

HY = {7y, € H(div,Q) : 7p4|r € RTo(T) ® curl’y, Vie {1,2}VT € T,},

0
z:={( ”Oh):nhec(m, mlr € Bi(T) \ffe%},
—Th

donde T es la i-ésima fila de 7j, RTy es el espacio Raviart-Thomas local de orden 0

o b
oy’ Oz /"

De este modo, el esquema de Galerkin asociado a (4.6) es: Hallar (op,7y),) € HZ x Q)

(ver (2.23)), by es la funcién burbuja usual del elemento T € T}, y curl’y, := (

tal que
1
/C‘lah CTh— =5 / div(o},) - div(Ty,) + / v T = F(7h),
Q k= Ja Q

ah:nhzoa
Q

(4.30)
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V(Th,my,) € HZ x QF, donde F estd definido en (4.23).

Por otro lado, consideremos los siguientes espacios:
EY = {7, € H(div,Q) : Thi|r € RTo(T) Vie {1,2}VT € T,},
QF = {v, € [L2 (V)] : vi|r € [Po(T))* VT € T},

y H&h = {ThEH;L’:/tr(Th):O}.
Q
Notar que HY x Q) x @ constituye el espacio de elementos finitos PEERS introducido

en [1]. Ahora, dado § € (0,1] consideremos el operador de interpolacién vectorial

& [H(Q)]22 N H(div, Q) — EZ (ver (2.24)), caracterizado por

div &, (1) = Pu(div(r)), (4.31)
/Sh(‘r)u = /TI/ V lado e de 7, (4.32)

e

donde Py, : [L*(Q2)]*> — Q¥ es el proyector ortogonal de [L?(2)]? sobre las constantes a
trozos. Como Ef C HY, podemos considerar que &,(7) también acttia de [H°(2)]>*2N
H(div,Q) en H?. Ademds, del Teorema 3.16 de [9] y de (2.27) se tiene que para todo
§ € (0,1] y para todo T € [H*(Q)]**? N H(div, ), &, satisface

||T - gh(T)H[L2(Q)]2X2 S Ch5{||T||[H6(Q)]2><2 + ||diV(T)”[L2(Q)]2} (433)
y si ademéas div(T) € [H°(Q)]?, entonces

||7' - gh(T)HH(div,Q) S Ch(s{HTH[H(S(Q)Pm + ||diV(’T)||[H6(Q)]2} (434)

También, se definen los operadores de proyeccién ortogonal Ry, : [L*(Q)]**? — Q) vy
Pr o [L*(Q)]* — Q. Entonces se tienen las siguientes propiedades de aproximacién

(ver[3], [5], [12]):
Para cada s € (0, 1] y para cada m € [H*(Q2)]**? N [L*(Q)]2X2, -

asym*

17 = Ru(m)li2(@)2x2 < CR* [l [ms @22 (4.35)

Para cada t € (0,1] y para cada v € [H'(Q)]*:

H’U — Ph<’v)||[L2(Q)]2 S ChtH’UH[Hs(Q)]Q (436)
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Por otro lado, dado 7 € H(div,(2), consideremos el problema discreto asociado a

(4.14): Hallar (61, un,5,) € HF), x Qp x Q) tal que

a(en, Th) + b(Th, (Wn,5,)) = 0,
W&, (B, i) = / By - div(r),

\V/(‘i‘h,'f)h,’f]h) S Hg X Q# X QZ

(4.37)

A continuacién mostraremos que (4.37) tiene solucién tnica.

Lema 4.7 Eziste C; > 0, independiente de h, tal que para cada (Vy,M;) € QF X Q) se
tiene

sup b(;’;ha ({)hv’f’h))

TheHF,, ||7:h||H(diV;Q)
Tr#0

> él”('f’ha f’h)“[LQ(Q)]?x[L?(Q)}“z : (4.38)

asym

Demostracién. Sea (v5,7;,) € QF x Q). Del Teorema 4.5 de [11] se sabe que existen

Ty, € HY y C > 0 tales que

b(Th, (On,73,)) > ||("~’h77~7h)H[L2(Q)]2X[L2(Q)}§;fm (4.39)
y
178 || H(aiv.0) < C||(Dn, ﬁh)||[2L2(9)12X[L2(Q)}gsxy2m- (4.40)
. . . N 1 .
Como 7, € HY, entonces T, = To, + dl con 7oy, € HF), y d = m / tr(7y). Luego,
Q
b(Ton, (Vn, M) = / vy, - div(To) + / Toh My
Q Q
- /qsh-div(+h)+/+h:ﬁh—d/1:ﬁ
Q Q Q
= /’E)hdiv(‘f'h)+/‘7’h’f]h
Q Q
= b(Thv (vha T’h))
> H(’bh’If’h)||[2L2(Q)]2><[L2(Q)}§§yzm‘
Ademas,

ITonlliiaieey = I17n — ALz (g + |div(Th — dD)|[f2 g2

||7-hH[2L2(Q)]2X2 —2d%Q] + ||div(7-h)||[2L2(Q)]2

IN

H7~'h|‘[2L2(Q)]2X2 + ||div(7-h)||[2L2(Q)]2

= I7ullFraiv.)-
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Asi se tiene que

[ Tonllr@ive) < 1Tnllm@iv.e) < OO M) lequ <o - (4.41)
Finalmente,
b(':l;h, <6h7’f’h>) b(%O h» (rbh7(f’h)) 1 ~ ~
sup — > - > —=|(vn, M 2x2
meng, |1 Thllmve) 7ol a@ivey — C 1@, ) a2 e 2@z
170
lo cual completa la demostracion. |

Lema 4.8 Sea V}, := {7, € HSy, = b(Th, (00, 7,)) = 0 Y(0n,7,) € QF x Q). En-

tonces, existe a > 0, independiente de h, tal que para cada 7, € Vj,, se tiene
a(Th, Tn) > aH%hH?{(div,Q)' (4.42)
Demostracién. Notemos primero que div(7;) € Q} V7, € Hg),. Luego:
Vi: = {%h € Hg), /Qf;h -div(Ty) —I—/Q‘T'h :n, =0 V(op,m,) € QF X QZ}
= {%h € Hyp, »  div(Ty) =0, /Qi'h :n, =0 VﬁhQZ}.

Asi, dado 7, € V},, utilizamos (4.9) y el hecho que Jo tr(71) = 0, para obtener

o 1 . . 1 5 .
ol ) 2 5 s = @{nrznawxg T Hle(Th)||[2L2(Q)]2}-

Finalmente, aplicando el Lema (4.2) resulta la desigualdad (4.42). [

Teorema 4.9 Dado T € H(div,2), existe una tnica solucion (o n, an,,) € HF), X

Qy x Q) de (4.37). Ademds, existen C, C > 0, independientes de h, tales que

|G n | H(aiv.o) + |@nlliz2@e + 1TRlliz2@pexe < Clldiv(T) |22 )2 (4.43)

| — anllraiv.e) + 1@ — a2z + 17 — Yalliz2@)2xe

< C{I@ = &)(0)lraivey + (X = Pu)(@) |2 + (T = Ri)(3)llz2i@pee }, (444)

donde (o, w,5) € Hy(div,Q) x [L*(Q)]? x [L*(Q)]2X2, es la tinica solucién de (4.14).

asym
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Demostracién. Utilizando los Lemas 4.7 y 4.8, la existencia y unicidad de (4.37) es
consecuencia de la Teoria de Babuska-Brezzi, al igual que la condicién de estabilidad

(4.43). Por otro lado, de la estimacién de Cea se tiene que

o — 0‘h||H(d1vQ + ||lu — uhHL2 2“‘“’)’ ')’hH[L2 0))2x2

SC‘{ inf H&_%h”H(div’Q)—F mf HU—UhH[L2 ]2—|— mf ny nH[Lz(Q]zxz}(445)

o~ o
ThEHO,h

Ahora, dado que £(&) € HY, podemos escribir £(&) = £(6)y + dI, donde £(6) =
o1
(&) € HE, v d— —— / tr(£(&)). Luego
’ 219 Jo
”&_5(&)0H%{(div,ﬂ) = |lo—¢&(o )+d1||§{(div,ﬂ)
(o) + JIH[QLQ(Q)]QXQ + [|div(e — £(6)) 1722
= 16— £ anen =24 [ tr(E@) + 2219
(o)

H?{(div;ﬂ) - 2d2’Q’ < H& - 8(&)‘|%{(dlv,9)

Se sigue que,

_ ienlfv o — Tulla@ive) < [l —E(0)olla@iv.a) < o —E(0)| H@iv0)- (4.46)
Th&Hon

Ademas, es claro que

’Ullelf2 Hu — 'Uh”[LQ 0))2 < Hu Ph( )H[L2(Q)]2 (4.47)
y
mf ||")’ T]H L2 2><2 S H:)’ — Rh(’)’)H[LQ(Q)]?X?- (448)
nhth
Asi, sustituyendo (4.46), (4.47) y (4.48) en (4.45) se obtiene el resultado. |
Con todo el analisis previo podemos definir, en forma analoga al caso continuo, el
operador

P, : H(div,Q)) — HY (4.49)

T — Ph<T> = &h,

donde &, es la tnica solucién de (4.37). Se sigue del Teorema (4.9) que Py, es lineal y

acotado.
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Lema 4.10 Sea € > 0 el pardmetro que define la reqularidad de la solucion de (4.16).

Entonces, existe C' > 0, independiente de h, tal que

HP(’Th) — Ph(Th)HH(div;Q) S ChGHdIV(Th)H[LQ(Q)}Q V’Th c H;lr (450)
Demostracién. Anélogo a la demostracion del Lema 5.3 de [6]. [

Lema 4.11 Eziste 3 > 0, independiente de h, tal que para cada M, € Q) se tiene

sup B(Th, M) = Blnnlljz2zz, - (4.51)
ThEHg
Tr#0

Demostracién. De la demostracion del Teorema 4.5 de [11], se tiene que existe &, €

HY tal que
el < Cllmleeapes,
Yy
B(6n,my,) = B(ny,,n,)-
Asi,
B(Th,m4) B m,) _ 1
§ e > Tonlnaws > C M@, .

Lema 4.12 Sea V; = {Th € HY : fQ Th:m, =0 Vnm, € QZ} Entonces, existen
C, ho > 0, independientes de h, tales que para todo h < hy se tiene
A(Th7 Ch)

sup > él‘ThHH(div,Q) V1 e Vy. (452)
¢ueVi 1Cnll maiv.o)
Ch#0
y ademas
sup A(7h,Cy) >0 V¢, € Vi, ¢, #0. (4.53)
ThEVH
Demostracién. Consideremos el operador lineal Sy, := (I — 2Py,) : HY — Hf. Del

Lema 4.10 se tiene, para cada 1, € Hf, que

1S(T1h) = Su(Tr)lH@iviey = 2[P(Th) = Pu(Th)lm@ivio)
Ch€||diV(Th>H[L2(Q)]2 S ChEHThHH(div,Q)- (454)

A
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Notar que (4.54) y el acotamiento de S implican que los operadores {Sy,},~0 son uni-

formemente acotados.
A su vez, de la estimacion (4.54) y de (4.27) se tiene que

A(Th, Sn(Th))

A(Th, S(Th)) — A(’Th, S(Th) — Sh(Th))

> C||"'h||§{(div,ﬂ) - ChEHThH?{(div,Q)
> (C—=Ch) ||7'h||12q(div,9)
2 OH"'hH%{(div,Q) Vh < hy,

con hg > 0 suficientemente pequeno.

Ahora bien, dado Ty, € V', es claro que Sy (71) € V. En efecto, para cadan, € Q)

/QS;Z(T;Z) n, = —2/QPh(7'h) S M

y tomando v, = 0 en la segunda ecuacién de (4.37) resulta / Pu(th) :m, =0, con lo

Q
cual

/QSh(Th) :m, = 0.

De este modo, usando el acotamiento uniforme de Sy, resulta

A(Th,Cp) > A(Th, Sh(Th))

sup > > éHThHH div,Q)>
ey [Cullaa) = 1S1(m) lane) -
h
y en virtud de la simetria de A se obtiene (4.53). [

Teorema 4.13 Supongamos que el problema homogéneo asociado a (4.19) posee sélo la
solucion trivial. Entonces, existen C, hg > 0, independientes de h, tales que para todo

h < hg el esquema de Galerkin (4.30) tiene una tnica solucion (on,~,) € HF x QF, y

[(e,7) = (on,71) ||H(div,Q)><[L2(Q) 2x2

]asym

< C inf o, — (Th, . o . 4.55
=Y e HE x QY (e 7) = (T 1) | s (aiv. ) < (L2222, (4.55)

Ademds, si o € [H°(Q)]?*2, div(e) € [H? ()] y~ € [H*(Q)]**2, para algin § € (0,1],

entonces existe C > 0, independiente de h, tal que

[(e,7) = (on,71) ||H(div,Q)><[L2(Q) 2x2

]asy'm
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< P {||o | ype + [14iv (o) |y + 1Vl }- (4.56)

Demostracién. De los Lemas 4.11 y 4.12 se tiene que el esquema de Galerkin (4.30)
es convergente para A, por lo que, aplicando el Teorema 1.4 se concluye que el esquema
de Galerkin también es convergente para A+ K. Ademas de (1.8) se tiene la estimacién
(4.55).  Por tltimo (4.56) es consecuencia de la estimacién de Cea (4.55) y de las

propiedades de los operadores de interpolacion £ y R dadas en (4.34) y (4.35). [

4.4 Resultados Numéricos.

En esta seccion se presentan algunos ejemplos que ilustran el comportamiento de la

solucién del esquema de Galerkin (4.30) utilizando un refinamiento uniforme.

Si (oh,7v,) € HY x Q7 es la aproximacién de (o,v) € H(div,Q) x [L*(Q)]2%2

asym)

entonces se definen, respectivamente, los errores de aproximacién para o y < como

e(o) = |lo—oullu@iv.o):
e(y) = [lv =l
y el error global

e=+/e(o)?+e(v)>2

Ademas se definen las tasas de convergencia experimental respectivas:

log(e(a)/¢'(a))

G T VA

o)/ ()

T P N
. o los(e/e)
log(N/N')

donde e y €’ son los errores asociados a dos malla consecutivas con grados de libertad

N y N’ dados por los subespacios H7 y xQ.

Los ejemplos que se muestran son los siguientes:



Ejemplo Q K|A|v u = (ug,us)
1 0, 1) 1| 1[1]u =uy=sen(rx;)sen(rrs)
2 LA =012 | 1| 1| 1] w =u=r"3in(3%")
3 [—1L12—[0,12 [ 1 | 1 | 1 | uy = uy = sen(mx)sen(my)
4 [0,1]2 1111 |u=uy= (l‘1+$2—|—0.1)71
5 (0,12 = [0.5, 1> | 1 | 1 | 1 | uy = ug = sen(mzy)sen(mxs)

Tabla 4.1: Ejemplo, dominio €2, k, A, v y solucién exacta u

o8

Se puede demostrar, para el Ejemplo 2, que o € [H*3(Q)]>**? debido a que las

segundas derivadas parciales tienen una singularidad en el origen. Ademads, div es del

orden O(r~'/3) y por lo tanto, de acuerdo al Teorema 4.13, el orden de convergencia

tedrico es O(h?/?). Esto se reafirma experimentalmente en la Tabla 4.3 donde se observa

que la tasa de convergencia r oscila en torno a 2/3. En los otros ejemplos se puede ver

que la regularidad de las funciones permite, en virtud del Teorema 4.13, que las tasas

de convergencia sean O(h).

Las Figuras 4.6 a 4.20 muestran las componentes aproximadas y exactas de la

solucién para cada uno de los ejemplos. Alli se observa que en general (o, 7y,,) consti-

tuye una muy buena aproximacién de (o, 7).

| N [ elo) [rlo) [ et) [r0) [ e | v |
8578 | 1.2020| — [ 0.0959] — [ 12067] -

17401 | 0.8326 | 1.0404 || 01217 | — | 0.8414 | 1.0195
42967 || 0.5316 | 0.9926 | 0.0721 | 1.1602 | 0.5365 | 0.9959
86006 || 0.3745 | 1.0097 | 0.0506 | 1.0182 || 0.3779 | 1.0099

Tabla 4.2: Grados de libertad N, errores y tasas de convergencia (Ejemplo 1)
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0.15—}—“““““‘ . ]

10000

Figura 4.1: Grados de libertad N vs. errores (Ejemplol)

| N [elo) [rlo) [ e) [r¥) [ e | v |
5310 | 0.7100 | — [ 0.0690] — [o07133] -
8793 | 0.6220 | 0.5247 | 0.0638 | 0.3117 | 0.6253 | 0.5226
26078 | 0.4571 | 0.5673 | 0.0532 | 0.3348 | 0.4600 | 0.5645
51988 | 0.4179 | 0.2502 | 0.0510 | 0.1207 | 0.4210 | 0.2570
86290 | 0.3355 | 0.8664 | 0.0500 | 0.0744 | 0.3392 | 0.8521

Tabla 4.3: Grados de libertad N, errores y tasas de convergencia (Ejemplo 2)

| N [ ele) [rlo) [ e) [r¥) [ e | v |
5310 | 4.6611| - [ 04049| — | 46786] -
8793 | 3.6577 | 0.9612 | 0.3140 | 1.0073 | 3.6712 | 0.9616
26078 | 2.0989 | 1.0218 | 0.1604 | 1.2356 | 2.1050 | 1.0232
51988 | 1.4965 | 0.9806 | 0.1110 | 0.8421 | 1.5013 | 0.9798
86290 | 1.1573 | 1.0147 | 0.0859 | 1.3191 | 1.1604 | 1.0165

Tabla 4.4: Grados de libertad N, errores y tasas de convergencia (Ejemplo 3)
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Figura 4.2: Grados de libertad N vs. errores (Ejemplo2)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

10000

Figura 4.3: Grados de libertad N vs. errores (Ejemplo 3)



| N | o) [rlo) [e) [rl) [ e |
S578 || 1105600 | — | 2.6346 | — | 1105900 | -
17401 | 78.7300 | 0.9600 | 1.7372 | 1.1776 | 78.7490 | 0.9601
42967 | 46.3800 | 1.1708 | 0.8749 | 1.5176 | 46.3880 | 1.1710
95711 | 29.4750 | 1.1320 | 0.4408 | 1.7120 | 29.4780 | 1.1322

Tabla 4.5: Grados de libertad N, errores y tasas de convergencia (Ejemplo4)

T

100

10;

10000

Figura 4.4: Grados de libertad N vs. errores (Ejemplo 4)

| N

| elo) | (o) | e(v) [ r(v) |

e |

6569
12923
25843
64586

1.0190
0.7141
0.5008
0.3166

1.0510
1.0239
1.0009

0.0815
0.0747
0.0402
0.0259

0.2579
1.7897
0.9555

1.0222
0.7179
0.5024
0.3177

1.0443
1.0303
1.0006

Tabla 4.6: Grados de libertad N, errores y tasas de convergencia (Ejemplo 5)
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0.1

10000

Figura 4.5: Grados de libertad N vs. errores (Ejemplo 6)

Figura 4.6: o1 para N = 86006. Izquierda: Aproximacion. Derecha: Solucién exacta
(Ejemplo 1)

Figura 4.7: o5 para N = 86006. Izquierda: Aproximacion. Derecha: Solucién exacta
(Ejemplo 1)
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Figura 4.8: ~,, para N = 86006. Izquierda: Aproximacién. Derecha: Solucion exacta

(Ejemplo 1)

Figura 4.9: o9 para N = 51988. Izquierda:
(Ejemplo 2)

Figura 4.10: o5 para N = 51988. Izquierda:

(Ejemplo 2)

Aproximaciéon. Derecha: Solucion exacta

Aproximacién. Derecha: Solucién exacta
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Figura 4.11: ~,, para N = 51988. Izquierda:
(Ejemplo 2)

Figura 4.12: o9 para N = 86290. Izquierda: Aproximacién. Derecha: Solucion exacta
(Ejemplo 3)

Figura 4.13: o9 para N = 86290. Izquierda: Aproximacién. Derecha: Solucion exacta
(Ejemplo 3)



Figura 4.14: ~,, para N = 86290. Izquierda:
(Ejemplo 3)
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—200
—250

—300

Figura 4.15: o1, para N = 64586. Izquierda:
(Ejemplo 4)

—20
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—60
—80
—100
—1z0
—14a0
—160

—180

Figura 4.16: o1 para N = 64586. Izquierda:
(Ejemplo 4)
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Aproximacién. Derecha: Solucién exacta



Figura 4.17:

(Ejemplo 4)

Figura 4.18:
(Ejemplo 5)

Figura 4.19:
(Ejemplo 5)

o.o is

10

—10

—a1s

Y12 para N = 64586. Izquierda

o9 para N = 64586

o091 para N = 64586. Izquierda
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: Aproximacién. Derecha

: Solucién exacta

: Solucion exacta

: Aproximacién. Derecha

: Solucion exacta



67

Figura 4.20: ~,, para N = 64586. Izquierda: Aproximacién. Derecha: Solucién exacta
(Ejemplo 5)
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