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RESUMEN

En esta tesis se realiza un análisis de error a posteriori de las formulaciones completamente

mixtas de los problemas de Stokes y Stokes-Darcy evolutivos. Para ello, primero se analiza

el esquema semi-discreto, el cual consiste en fijar un tiempo y discretizar el espacio mediante

el método de elementos finitos mixtos, y luego se discretiza el intervalo temporal usando el

método de Euler regresivo. Esto último se conoce como el esquema completamente discreto.

Con el propósito de obtener las estimaciones deseadas, para los dos enfoques descritos en

el párrafo anterior, se usa la técnica de las reconstrucciones eĺıpticas, de tal manera que el

error se divide en dos contribuciones, lo cual permite recurrir a los residuos del problema

mixto asociado. Una de estas contribuciones es un problema evolutivo en forma mixta, de

tal manera que las estimaciones se deducen usando un argumento estándar para proble-

mas parabólicos en términos de la norma de la enerǵıa y la integración en el tiempo. Esta

estimación quedará en términos de las condiciones iniciales y la derivada temporal de la

segunda componente de la incógnita. Además, en el esquema completamente discreto apare-

cen términos que dependen de la aproximación temporal y de los cambios de malla en cada

tiempo. Por otra parte, la segunda contribución del error es un problema estacionario, y por

lo tanto las estimaciones se deducen a partir de lo hecho en el análisis a posteriori de los

problemas eĺıpticos asociados.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Propósito de este trabajo

El estudio de las aproximaciones numéricas de las soluciones de las ecuaciones diferen-

ciales parciales en mecánica de fluidos es bastante amplio y versátil. En particular, nuestro

interés radica en los problemas de Stokes y de Stokes-Darcy, ambos en su forma comple-

tamente mixta y en su versión evolutiva. El problema de Stokes modela un fluido viscoso

incompresible que se mueve en cierto medio acotado, y el problema de Stokes-Darcy modela

un fluido viscoso incompresible actuando sobre un medio poroso a través de cierta frontera

común entre el fluido y el medio poroso. Existen varios trabajos que establecen que estos

problemas en su versión estacionaria están bien definidos con sus respectivos análisis de

error a posteriori (cf. [11], [12], [13]).

En lo que respecta a problemas parabólicos, esto es, el estudio de ecuaciones diferenciales

parciales evolutivas en forma de divergencia, existen varios enfoques de estudio. Dentro de las

formulaciones mixtas, en [2] podemos hallar un análisis de error a priori bajo formulaciones

generales, con las t́ıpicas hipótesis que se deben pedir a los problemas mixtos para que

estén bien definidos. En el desarrollo de los análisis de error a posteriori para formulaciones

mixtas de problemas evolutivos, podemos mencionar el aporte que se hace en [19], que

introducen la técnica de las reconstrucciones eĺıpticas, que consiste en separar el error en

dos constribuciones. Una de ellas puede ser deducida usando los t́ıpicos argumentos de la

norma de la enerǵıa, usual en problemas parabólicos, y la otra se puede deducir gracias al

trabajo en los problemas eĺıpticos asociados, usando los estimadores de error a posteriori de

los problemas estacionarios ya estudiados en esta contribución del error. Hay varios trabajos

basados en esta idea (cf. [1],[16], [17]). En [18] además se aplicó la idea del post-procesamiento

de la solución para obtener las estimaciones, usando elementos de Raviart-Thomas en el
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espacio y Euler regresivo para el tiempo. No obstante, sólo se consideró una malla estática

respecto al tiempo.

En este proyecto de tesis se extiende la idea de las reconstrucciones eĺıpticas para deducir

estimadores de error a posteriori para las formulaciones completamente mixtas de los prob-

lemas de Stokes y de Stokes-Darcy evolutivos, siguiendo la idea desarrollada en [20]. Ésta

consiste en analizar primero el esquema semi-discreto, el cual fija un tiempo y discretiza

el espacio, y posteriormente se trabaja con el esquema completamente discreto, esto es, se

discretiza el intervalo temporal. La ventaja de esto es que para el esquema completamente

discreto se obtiene de manera muy simple la contribución estacionaria del error gracias a

lo hecho en el esquema semi-discreto. Finalmente, usando la desigualdad triangular se ob-

tiene el error final, y los estimadores pueden ser expresados en términos de las condiciones

iniciales, del error producido por los cambios de malla y aproximaciones temporales, de los

estimadores de los problemas eĺıpticos asociados y la versión temporal de estos estimadores

eĺıpticos.

La tesis se organiza como sigue: En el Caṕıtulo 2 se establecen y definen ambos problemas

modelos y las definiciones con las que se trabajarán en los caṕıtulos posteriores. En el

Caṕıtulo 3 se realiza el análisis de error a posteriori para ambos problemas en el caso semi-

discreto y en el Caṕıtulo 4 se realiza el análisis de error a posteriori respectivo para sus

esquemas completamente discretos.

1.2. Notación

Se termina este caṕıtulo introduciendo las notaciones esenciales que se usarán a lo largo

de esta tesis. En lo que sigue, R2×2 se entenderá como el espacio de las matrices cuadradas

de orden 2 con entradas reales, I := (δij) es la matriz identidad de R2×2, y dados τ := (τij),

η := (ηij) de R2×2, escribimos

τ t := (τji), tr τ :=

2∑
i=1

τii, τ d := τ − 1

2
tr τ I, y τ : η :=

2∑
i,j=1

τijηij ,

que corresponden, respectivamente, a la transpuesta, la traza y el desviador de un tensor τ ,

y al producto tensorial entre τ y η. A su vez, en lo que sigue utilizaremos la terminoloǵıa

simplificada estándar para los espacios de Sobolev y las normas. En particular, si O es un

dominio, S una curva Lipschitz y r ∈ R definimos:

Hr(O) := [Hr(O)]2, Hr(O) := [Hr(O)]2×2, Hr(S) := [Hr(S)]2.
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Sin embargo, cuando r = 0, se escribe usualmente L2(O), L2(O) y L2(S) en vez de H0(O),

H0(O) y H0(S) respectivamente. Las normas correspondientes de estos espacios se denotan

por ||·||r,O (para Hr(O), Hr(O) y Hr(O)) y ||·||r,S (para Hr(S), Hr(S) y Hr(S)). En general,

dado un espacio de Hilbert H, se usa H y H para denotar a [H]2 y [H]2×2 respectivamente.

Además, se usa 〈·, ·〉S para denotar la paridad dual entre H−1/2(S) y H1/2(S), y entre

H−1/2(S) y H1/2(S). Además, denotando por div al operador de divergencia usual, se tiene

el espacio de Hilbert

H(div;O) := {w ∈ L2(O) : div w ∈ L2(O)},

el cual aparece en el contexto de los problemas mixtos (cf. [5], [15]). El espacio de las fun-

ciones matricialmente valuadas cuyas filas pertenecen a H(div;O) se denota por H(div ;O),

donde div se entiende como la acción del operador divergencia en cada fila del tensor.

Las normas en estos espacios se denotará indistintamente por || · ||div,O. Notar que si

τ ∈ H(div ;O), entonces div τ ∈ L2(O). Finalmente, usaremos 0 para denotar cualquier

vector genérico nulo, incluyendo los funcionales y operadores nulos.

Finalmente, a lo largo de esta tesis, dado un intervalo temporal [0, T ] con T > 0, al tomar

un valor fijo pero arbitrario t ∈ [0, T ], se asume que se está tomando en todo el intervalo

salvo un subconjunto de medida nula, es decir, se omite por razones prácticas el enunciado

“para casi todo” t ∈ [0, T ], asumiendo que siempre se está tomando de esta manera.
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Caṕıtulo 2

Los problemas modelo

2.1. El problema de Stokes evolutivo

Sea Ω ⊆ R2 un conjunto abierto, acotado y simplemente conexo con frontera de Lipschitz

continua Γ, con vector normal exterior ν y sea T > 0. El problema de Stokes evolutivo

consiste en hallar un campo de velocidades u : [0, T ] → L2(Ω) y un campo de presiones

p : [0, T ]→ L2
0(Ω) tal que para cada t ∈ [0, T ], se cumpla:

du(t)

dt
− µ∆u(t) +∇p(t) = f(t) en Ω,

div u(t) = 0 en Ω,

u(t) = 0 sobre Γ,

u(0) = u0 en Ω,

(2.1)

donde µ > 0 es la viscosidad cinemática del fluido, f : [0, T ]→ L2(Ω) y u0 ∈ L2(Ω) denotan

la fuerza externa y la velocidad inicial, respectivamente. Para cada t ∈ [0, T ], se introduce

el tensor de deformación

σ(t) := µ∇u(t)− p(t)I.

Aśı, se tiene que (2.1) puede re-escribirse como

σ(t) = µ∇u(t)− p(t)I en Ω,
du(t)

dt
− divσ(t) = f(t) en Ω,

div u(t) = 0 en Ω,

u(t) = 0 sobre Γ,

u(·, 0) = u0 en Ω.

(2.2)
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2.1.1. Formulación completamente mixta

Notando que la primera y la tercera ecuación de (2.2) son equivalentes a

σ(t) = µ∇u(t)− p(t)I y p(t) +
1

2
trσ(t) = 0 in Ω,

y usando este hecho para eliminar la presión, se obtiene que (2.2) se reduce a

σd(t) = µ∇u(t) en Ω,
du(t)

dt
− divσ(t) = f(t) en Ω,

u(t) = 0 sobre Γ,

u(·, 0) = u0 en Ω.

(2.3)

En lo que sigue, se asume que (2.3) admite una única solución débil

(σ,u) ∈ L2(0, T ;H0(div ; Ω))× L∞(0, T ; H1
0(Ω)),

donde

H0(div ; Ω) :=

{
τ ∈ H(div ; Ω)} :

∫
Ω

tr τ = 0

}
.

De aqúı en adelante se define H0 := H0(div ; Ω) y Q := L2(Ω). La formulación variacional

de (2.3) se lee como sigue: Para t ∈ [0, T ], hallar (σ(t),u(t)) ∈ H0 ×Q tal que

a(σ(t), τ ) + b(τ ,u(t)) = F (τ ) ∀τ ∈ H0,

−
∫

Ω

du(t)

dt
· v + b(σ(t),v) = G(v) ∀v ∈ Q,

u(0) = u0,

(2.4)

donde, para cada t ∈ [0, T ], a : H0 × H0 → R y b : H0 × Q → R son formas bilineales

continuas definidas por

a(σ(t), τ ) :=
1

µ

∫
Ω
σd(t) : τ d

y

b(τ ,u(t)) :=

∫
Ω

u(t) · div τ .

A su vez, los funcionales F : H0 → R y G : Q→ R se definen como

F (τ ) = 0 ∀τ ∈ H0
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y

G(v) := −
∫

Ω
f(t) · v ∀v ∈ Q.

Por otro lado, en este contexto, se tiene el siguiente resultado, útil para obtener algunas

estimaciones deseadas:

Lema 2.1 Existe C1 > 0, que depende sólo de Ω, tal que

||τ ||20,Ω ≤ C1

{
||τ d||20,Ω + ||div τ ||20,Ω

}
∀τ ∈ H0 (2.5)

Demostración: cf. [21].�

Sean {H0,h}h>0 ⊆ H0 y {Qh}h>0 ⊆ Q sucesiones de subespacios de dimensión finita de H0 y

Q, respectivamente. El esquema de Galerkin de (2.4) se formula como: para cada t ∈ [0, T ],

hallar (σh(t),uh(t)) ∈ H0,h ×Qh tal que

a(σh(t), τ h) + b(τ h,uh(t)) = F (τ h) ∀τ h ∈ H0,h,

−
∫

Ω

duh(t)

dt
· vh + b(σh(t),vh) = G(vh) ∀vh ∈ Qh,

uh(0) = Phu0,

(2.6)

donde Ph : Q → Qh es el proyector ortogonal, esto es, dado w ∈ Q, Ph está caracterizado

por la siguiente condición de ortogonalidad:∫
Ω
Ph(w) · vh =

∫
Ω

w · vh ∀vh ∈ Qh.

Finalmente, sea | · |a,1 la seminorma inducida por la forma bilineal a, esto es,

|τ |a,1 := a(τ , τ )1/2 ∀τ ∈ H0.

2.2. El problema de Stokes-Darcy evolutivo

El problema de Stokes-Darcy evolutivo consiste en un fluido viscoso incompresible ocu-

pando una región ΩS ⊂ R2 que fluye desde un medio poroso que vive en otra región ΩD a

través de una interfaz común Σ = ∂ΩD, la cual se asume como Lipschitz continua. La parte

restante de la frontera de ΩS , ΓS , también se asume que es Lipschitz continua. Para efectos

prácticos asumimos que ΓS y Σ son curvas poligonales. El vector normal unitario n sobre las
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fronteras es escogido de modo que apunta hacia afuera de ΩS (y por lo tanto apunta hacia

adentro de ΩD cuando se mira sobre Σ). Sobre Σ además se considera un vector unitario

tangente t en cualquier orientación fija de esta curva cerrada (mirar Figura 2.1 abajo)

Figura 2.1: Geometŕıa del problema de Stokes-Darcy

Sea t ∈ [0, T ]. Las ecuaciones en ΩS son las del problema de Stokes, las que son escritas en

la formulación velocidad-presión-pseudoesfuerzo:

σS(t) = ν∇uS(t)− pS(t)I y
duS(t)

dt
− div (σS(t)) = fS(t) en ΩS ,

div(uS(t)) = 0 en ΩS , uS(t) = 0 sobre ΓS ,

uS(0) = u0 en ΩS ,

(2.7)

donde ν > 0 es la viscosidad del fluido, T > 0 y para cada t ∈ [0, T ], uS(t) es la velocidad

del fluido, pS(t) es la presión y σS(t) es el tensor pseudoesfuerzo. Los datos fS(t) ∈ L2(ΩS)

y u0 ∈ L2(ΩS) son la fuerza externa y la velocidad inicial en el dominio de Stokes respecti-

vamente.

Por otra parte, las ecuaciones de flujo en ΩD son las del modelo linealizado de Darcy:

uD(t) = −K∇pD(t) ,
dpD(t)

dt
− div(uD(t)) = fD(t) en ΩD,

pD(0) = p0 en ΩD,

(2.8)

donde para cada t ∈ [0, T ], las incógnitas son la presión pD(t) y el flujo uD(t). Además,

el término fuente fD(t) ∈ L2(ΩD) satisface

∫
ΩD

fD(t) = 0 y p0 ∈ L2
0(ΩD) es la condición

inicial para la presión en ΩD. La función matricial K, la cual describe la permeabilidad de
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ΩD dividida por la viscosidad ν, es simétrica, sus entradas son L∞(ΩD) y es uniformemente

eĺıptica. Además asumiremos que K es suficientemente suave y que existen α1, α2 > 0 tal

que

(K−1v,v)D ≥ α1||v||20,ΩD ∀v ∈ L2(ΩD) (2.9)

y

||K−1v||0,ΩD ≤ α2||v||0,ΩD ∀v ∈ L2(ΩD). (2.10)

Finalmente, las condiciones de transmisión en Σ están dadas por

uS(t) · n = uD(t) · n sobre Σ

σS(t)n + νκ−1(uS(t) · t)t = −pD(t)n sobre Σ,
(2.11)

donde κ =

√
(νKt)t

α
es el coeficiente de fricción, y α es un parámetro positivo determinado

experimentalmente. La primera ecuación en (2.11) corresponde a la conservación de la masa

en Σ, mientras que las componentes normal y tangencial constituyen el balance de fuerzas

normales y la ley de Beavers-Joseph-Saffman, respectivamente. A lo largo de esta tesis

asumiremos, sin pérdida de generalidad, que κ es una constante positiva.

2.2.1. Formulación completamente mixta

Para t ∈ [0, T ] fijo pero arbitrario, se definen las incógnitas globales

σ(t) := (σS(t),uD(t),φ(t), λ(t))

y

u(t) := (uS(t), pD(t)),

donde φ(t) y λ(t) son las trazas φ(t) = −uS(t)|Σ y λ(t) = pD(t)|Σ. Además, siguiendo lo

hecho en [12] y [13], donde se analizó el correspondiente problema estacionario, se consideran

los siguientes espacios producto:

X = H0(div ; ΩS)×H(div ; ΩD)×H1/2(Σ)×H1/2(Σ)

y

M = L2(ΩS)× L2
0(ΩD)
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dotados de las normas producto respectivas, esto es

||τ ||X = ||τS ||div,ΩS + ||vD||div,ΩD + ||ψ||1/2,Σ + ||ξ||1/2,Σ ∀τ = (τS ,vD, ψ, ξ) ∈ X

y

||v||M = ||vS ||0,ΩS + ||qD||0,ΩD ∀v = (vS , qD) ∈M.

La formulación completamente mixta del problema de Stokes-Darcy se lee como sigue:

Para t ∈ [0, T ], hallar (σ(t),u(t)) ∈ X×M tal que

A(σ(t), τ ) + B(τ ,u(t)) = F(τ ) ∀τ ∈ X,

−D(u(t),v) + B(σ(t),v) = G(v) ∀v ∈M,

u(0) = u0 := (u0, p0) ∈M,

(2.12)

donde

F(τ ) = 0, G(v) = −(fS(t),vS)S − (fD(t), qD)D,

y A y B son las formas bilineales acotadas definidas por

A(σ(t), τ ) :=a((σS(t),uD(t)), (τS ,vD)) + b((τS ,vD), (φ(t), λ(t)))

+ b((σS(t),uS(t)), (ψ, ξ))− c((φ(t), λ(t)), (ψ, ξ)),
(2.13)

con

a((σS(t),uD(t)), (τS ,vD)) := ν−1(σdS(t), τ dS)S + (K−1uD(t),vD)D,

b((τS ,vD), (φ(t), λ(t))) := 〈τSn,φ(t)〉Σ − 〈vD · n, λ(t)〉Σ,

c((φ(t), λ(t)), (ψ, ξ)) := νκ−1〈φ(t) · t,ψ · t〉Σ + 〈φ(t) · n, ξ〉Σ − 〈ψ · n, λ(t)〉Σ,

B(σ(t),v) := (divσS(t),vS)S − (div uD(t), qD)D (2.14)

y
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D(u(t),v) :=

(
duS(t)

dt
,vS

)
S

+

(
dpD(t)

dt
, qD

)
D

. (2.15)

De ahora en adelante se usa para cada ? ∈ {S,D} las siguientes notaciones:

(u, v)? :=

∫
Ω?

uv, (u,v)? :=

∫
Ω?

u · v, (σ, τ )? :=

∫
Ω?

σ : τ

para cada u, v ∈ L2(Ω?), u,v ∈ L2(Ω?), y σ, τ ∈ L2(Ω?), donde σ : τ = tr(τ tσ).

2.2.2. El esquema de Galerkin

Sean T Sh y T Dh triangulaciones de los dominios ΩS y ΩD respectivamente, formadas por

triángulos K de diámetro hK , y asumamos que T Sh y T Dh coinciden en Σ, de tal manera que

la unión de ellas es una triangulación de ΩS∪Σ∪ΩD. Para cada K ∈ T Sh ∪T Dh , consideremos

el espacio de Raviart-Thomas local de orden 0, definido como

RT0(T ) = P0(K)⊕ P (K)x,

donde P0(K) indica el espacio de polinomios constantes y x ∈ R2. Para cada ? ∈ {S,D} se

definen los espacios globales

Hh(Ω?) :=

{
vh ∈ H(div; Ω?) : vh|K ∈ RT0(K) ∀K ∈ T ?h

}
,

y

Lh(Ω?) :=

{
qh : Ω? → R : qh|K ∈ P0(K) ∀K ∈ T ?h

}
.

Desde ahora, dado un entero no negativo k y un subconjunto S de R2, Pk(S) se enten-

derá como el espacio de polinomios sobre S de grado menor o igual a k. En lo que sigue,

sea Σh la partición de Σ que proviene desde T Sh (o T Dh ), y asumamos sin perder generalidad

que el número de arcos en Σh es par. El caso de un número impar de arcos se puede reducir

fácilmente a un número par de arcos (cf. [12]). Aśı, sea Σ2h una partición de Σ que se for-

ma juntando pares de arcos adyacentes de Σh. Notar que como Σh proviene de una de las

triangulaciones interiores, se tiene que automáticamente es de variación acotada (esto es, el

cuociente entre las longitudes de los arcos adyacentes es acotada) y por lo tanto, también

lo es Σ2h. Usando las notaciones de arriba se definen:

H(ΩS) := {τ : ΩS → R2×2 : ctτ ∈ Hh(ΩS) ∀c ∈ R2},
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Lh(ΩS) := Lh(ΩS)× Lh(ΩS),

Lh,0(ΩD) := Lh(ΩD) ∩ L2
0(ΩD),

Ξh(Σ) := {ξh ∈ C(Σ) : ξh|e ∈ P1(e) ∀arco e ∈ Σ2h},

Ξ(Σ) = Ξh(Σ)× Ξh(Σ),

y los espacios producto:

Xh := H(ΩS)×Hh(ΩD)×Ξ(Σ)× Ξh(Σ), Mh := Lh(ΩS)× Lh,0(ΩD).

De esta manera, el esquema de Galerkin asociado (2.12) se lee como sigue: Hallar (σh(t),uh(t)) ∈
Xh ×Mh tal que

A(σh(t), τ h) + B(τ h,uh(t)) = F(τ h) ∀τ h ∈ Xh,

−D(uh(t),vh) + B(σh(t),vh) = G(vh) ∀vh ∈Mh,

uh(0) = Ph u0 ∈Mh,

(2.16)

donde σh(t) := (σS,h(t),uD,h(t),φh(t), λh(t)) ∈ Xh, uh(t) := (uS,h(t), pD,h(t)) ∈ Mh y

Ph : M→Mh es el operador definido por

∀(w, z) ∈M : Ph(w, z) := (PSh w,PDh z),

donde PSh : L2(ΩS)→ Lh(ΩS) y PDh : L2
0(ΩD)→ Lh,0(ΩD) son los proyectores ortogonales,

esto es,

∫
ΩS

PSh w · vS,h =

∫
ΩS

w · vS,h ∀vS,h ∈ Lh(ΩS),

∫
ΩD

PDh (z) qD,h =

∫
ΩD

z qD,h ∀qD,h ∈ Lh,0(ΩD).

Además, definimos la derivada temporal de los elementos de los espacios producto X y M,

aplicando la derivada temporal a cada componente, esto es,

d

dt
(τS ,vD,ψ, ξ) :=

(
d

dt
τS ,

d

dt
vD,

d

dt
ψ,

d

dt
ξ

)
∀(τS ,vD,ψ, ξ) ∈ X,
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d

dt
(vS , qD) :=

(
d

dt
vS ,

d

dt
qD

)
∀(vS , qD) ∈M.

Finalmente definimos la seminorma inducida por la forma bilineal A como sigue:

|τ |a,2 := A(τ , τ )1/2 ∀τ ∈ X.
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Caṕıtulo 3

Análisis de error a posteriori de los

esquemas semi-discretos

3.1. El problema de Stokes evolutivo

Sean, para cada t ∈ [0, T ], los errores eu(t) = uh(t)− u(t) y eσ(t) = σh(t)− σ(t). Comen-

zamos esta Sección definiendo dos importantes funcionales llamados residuos, los cuales son

útiles para obtener las estimaciones de error a posteriori usando la técnica de las reconstruc-

ciones eĺıpticas anunciada en la introducción.

Definición 3.1 Se definen los residuos R1 y R2 como

R1(τ ) := −a(σh, τ )− b(τ ,uh) ∀τ ∈ H0 (3.1)

y

R2(v) :=

∫
Ω

duh(t)

dt
· v − b(σh(t),v)−G(v) ∀v ∈ Q. (3.2)

Notar que, usando (2.6), se tiene que R1(τ h) = 0 ∀τ h ∈ H0,h y R2(vh) = 0 ∀vh ∈ Qh. A

su vez, de (2.4) y (2.6) se obtiene

a(eσ(t), τ ) + b(τ , eu(t)) = −R1(τ ) ∀τ ∈ H0

−
∫

Ω

deu(t)

dt
· v + b(eσ(t),v) = −R2(v) ∀v ∈ Q

(3.3)

A continuación, se definen las reconstrucciones eĺıpticas mixtas û y σ̂, las cuales serán de

utilidad para obtener las estimaciones de error a posteriori, separando el error como
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eu(t) = (û− u)(t)− (û− uh)(t) (3.4)

y

eσ(t) = (σ̂ − σ)(t)− (σ̂ − σh)(t), (3.5)

para cada t ∈ [0, T ].

Definición 3.2 Dado (σh(t),uh(t)) ∈ H0,h × Qh solución de (2.6), para cada t ∈ [0, T ],

se definen las reconstrucciones eĺıpticas mixtas (σ̂(t), û(t)) como la solución de la siguiente

formulación variacional mixta: : Hallar (σ̂(t), û(t)) ∈ H(div ; Ω)×Q tal que

a(σ̂(t), τ ) + b(τ , û(t)) = 0 ∀τ ∈ H(div ; Ω)

b(σ̂(t),v) =

∫
Ω

(
duh(t)

dt
− f(t)

)
· v ∀v ∈ Q

(3.6)

La formulación variacional mixta (3.6) está bien definida en H0×Q (cf. [14, Teorema I.4.1],[5,

8,Chapter 2]) y además, aplicando una simple modificación a los argumentos presentados en

[3, Página 147] se obtiene además que û ∈ H1(Ω). El punto clave en el análisis subsiguiente

es el hecho que (σ̂ − σ, û − u) y (σ̂ − σh, û − uh) satisfacen respectivamente, para cada

t ∈ [0, T ]:

(S1)

 a((σ̂ − σ)(t), τ ) + b(τ , (û− u)(t)) = 0 ∀τ ∈ H0,

−
∫

Ω

d

dt
(û− u)(t) · v + b((σ̂ − σ)(t),v) = −

∫
Ω

d

dt
(û− uh)(t) · v ∀v ∈ Q,

(3.7)

y

(S2)

{
a((σ̂ − σh)(t), τ ) + b(τ , (û− uh)(t)) = R1(τ ) ∀τ ∈ H0,

b((σ̂ − σh)(t),v) = R2(v) ∀v ∈ Q,
(3.8)

Notar que (S1) es un problema evolutivo mixto y (S2) es un problema estacionario mixto

los cuales definen las dos componentes que contribuyen al error (eσ(t), eu(t)).

3.1.1. Primera contribución: (σ̂ − σ, û− u)

El propósito de esta Subsección es establecer estimaciones a posteriori deseables para û −
u y σ̂ − σ. Comenzamos con el siguiente resultado, el cual establece estimaciones para

||(û− u)(t)||0,Ω y

∫ t

0
|(σ̂ − σ)(s)|2a,1 ds.
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Lema 3.1 Sea H1 : [0, T ]→ R+ definida por

H1(t) := ||(û− u)(t)||20,Ω + 2

∫ t

0
|(σ̂ − σ)(s)|2a,1 ds.

Entonces, existe C2 > 0 tal que la siguiente desigualdad se cumple para t ∈ [0, T ]:

H1(t) ≤ C2

{
||(û− u)(0)||20,Ω +

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

}
. (3.9)

Demostración: Se adoptará una técnica similar a la usada en [20, Lema 2.3]. Tomando para

cada s ∈ [0, T ], τ = σ̂(s) − σ(s) y v = û(s) − u(s) en (S1) (cf. (3.7)) y restando ambas

ecuaciones se obtiene

1

2

d

dt
||(û− u)(s)||20,Ω + |(σ̂ − σ)(s)|2a,1 =

∫
Ω

d

dt
(û− uh)(s) · (û− u)(s), (3.10)

de donde, integrando con respecto a s en [0, t], 0 < t ≤ T , y usando la desigualdad de

Cauchy-Schwarz se llega a

||(û− u)(t)||20,Ω + 2

∫ t

0
|(σ̂ − σ)(s)|2a,1ds

≤ ||(û− u)(0)||20,Ω + 2

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

||(û− u)(s)||0,Ωds.
(3.11)

Por otra parte, sea t∗ ∈ [0, t], con 0 < t ≤ T , tal que

H1(t∗) := máx
s∈[0,t]

H1(s),

y observando que

||(û− u)(s)||0,Ω ≤ H1/2
1 (t∗) ∀s ∈ [0, t]. (3.12)

Ahora, para t = t∗, usando (3.12), se tiene que (3.11) implica

H1(t) ≤

(
||(û− u)(0)||0,Ω + 2

∫ t∗

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

)
H1/2

1 (t∗)

≤

(
||(û− u)(0)||0,Ω + 2

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

)
H1/2

1 (t∗),

Y luego, como t∗ ∈ [0, t], se llega a
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H1/2
1 (t) ≤ H1/2

1 (t∗) ≤ ||(û− u)(0)||0,Ω + 2

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

.

Aśı, elevando al cuadrado y escogiendo C2 := máx{2, 4t} > 0, se obtiene (3.9). �

El siguiente resultado nos dará una cota para |(σ̂ − σ)(t)|a,1:

Lema 3.2 Para cada t ∈ [0, T ] se tiene:

|(σ̂ − σ)(t)|2a,1 +

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− u)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

≤ |(σ̂ − σ)(0)|2a,1 +

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds.

(3.13)

Demostración: Derivando la primera ecuación de (S1) (ec. (3.7)) con respecto a t, obtenemos

a

(
d

dt
(σ̂ − σ)(t), τ

)
+ b

(
τ ,

d

dt
(û− u)(t)

)
= 0 ∀τ ∈ H0. (3.14)

Tomando τ = (σ̂ − σ)(t) en (3.14), v =
d

dt
(û − u)(t) en la segunda ecuación de (S1) (cf.

(3.7)) y restando ambas expresiones se obtiene para cada t ∈ [0, T ]:

1

2

d

dt
|(σ̂ − σ)(t)|2a,1 +

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− u)(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

=

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

·
∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− u)(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

dx

(3.15)

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (3.15) e integrando de 0 a t se llega a

|(σ̂ − σ)(t)|2a,1 + 2

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− u)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

≤ |(σ̂ − σ)(0)|2a,1 + 2

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− u)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

ds.

(3.16)

Ahora, usando la desigualdad 2ab ≤ a2 + b2 para a, b ≥ 0 en el último sumando del lado

derecho de (3.16) y simplificando términos semejantes se llega a (3.13).�

Se observa que del lado derecho de (3.9) y (3.13) que aún falta por estimar la expresión:
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∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds,

la cual será estimada en la siguiente Sección (segunda contribución del error).

Por otro lado, para acotar

∫ t

0
||div (σ̂ − σ)(s)||2div,Ω ds , primero se debe estimar∫ t

0
||div (σ̂ − σ)(s)||20,Ω ds. Al respecto, tenemos el siguiente Lema:

Lema 3.3 Para cada t ∈ [0, T ] se tiene:

∫ t

0
||div (σ̂ − σ)(s)||20,Ω ds ≤ 2|(σ̂ − σ)(0)|2a,1 + 4

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds (3.17)

Demostración: De la segunda ecuación de (S1) (cf. (3.7)) se tiene que

div (σ̂ − σ)(t) =
d

dt
(û− u)(t)− d

dt
(û− uh)(t),

y por lo tanto

||div (σ̂ − σ)(t)||0,Ω ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− u)(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

+

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

, (3.18)

lo cual implica, usando la monotońıa de la integral y (3.13), que:

∫ t

0
||div (σ̂ − σ)(s)||20,Ω ds ≤ 2

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− u)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds+ 2

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

≤ 2

{
|(σ̂ − σ)(0)|2a,1 +

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

}
+ 2

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

= 2|(σ̂ − σ)(0)|2a,1 + 4

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds,

(3.19)

concluyendo aśı la prueba. �

Ahora estamos listos para establecer una estimación para

∫ t

0
||div (σ̂ − σ)(s)||2div,Ω ds.

Teorema 3.1 Existe C3 > 0 tal que
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∫ t

0
||(σ̂ − σ)(s)||2div;Ω

ds

≤ C3

{
||(û− u)(0)||20,Ω + |(σ̂ − σ)(0)|2a,1 +

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

}
.

(3.20)

Demostración: Aplicando los lemas 2.1 (cf. (2.5)), 3.1 (cf. (3.9)) y 3.3 (cf. (3.17)) y notando

que ||τ ||20,Ω = µ|τ |2a,1 ∀τ ∈ H0, se tiene

∫ t

0
||(σ̂ − σ)(s)||2div;Ω

ds

≤ C1µ

∫ t

0
|(σ̂ − σ)(s)|2a,1ds+ (C1 + 1)

∫ t

0
||div (σ̂ − σ)(s)||20,Ωds

≤ C1µC2

{
||(û− u)(0)||20,Ω +

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

}

+ (C1 + 1)

{
2|(σ̂ − σ)(0)|2a,1 + 4

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

}
.

Por lo tanto, agrupando términos semejantes y escogiendo C3 := máx{C1C2µ,C1C2µ +

4(C1 + 1), 2(C1 + 1)} > 0, concluimos la demostración. �

Nuevamente notamos que nos queda por estimar la expresión

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds,

la cual será estimada en la siguiente Sección.

Finalmente, tenemos una cota para

∫ t

0
||(û− u)(s)||20,Ω ds.

Lema 3.4 Se tiene para cada t ∈ [0, T ] que

∫ t

0
||(û− u)(s)||20,Ω ds ≤ 2

{
t||(uh − u)(0)||20,Ω +

∫ t

0
||(û− uh)(s)||20,Ω ds

}
. (3.21)

Demostración: Se sigue directamente de [20, Remark 2.1]. �

La expresión

∫ t

0
||(û− uh)(s)||20,Ωds, será estimada también en la próxima Sección.
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3.1.2. Segunda contribución: (σ̂ − σh, û− uh)

Comenzamos esta Subsección introduciendo varias notaciones. Sea {Th}h>0una familia

de triangulaciones regulares de Ω , compuesta por triángulos K de diámetro hK tal que

Ω = ∪{K : K ∈ Th} y sea h := máx{hK : K ∈ Th}. Dado un entero k ≥ 0 y un subconjunto

S de R2, sea Pk(S) y P̂k(S) los espacios de polinomios de grado a lo más k en S y exactamente

k en S, respectivamente. Se define el espacio de Raviart-Thomas local de orden k como

RTk(K) := Pk(K)⊕ P̂k(K)x ∀K ∈ Th,

donde x ∈ R2 es un vector genérico. Se define el espacio global RTk(Th) como

RTk(Th) =

{
τ ∈ H(div ,Ω) : (τi1, τi2)t ∈ RTk(K), ∀i ∈ {1, 2}, ∀K ∈ Th

}
De esta manera, podemos definir el correspondiente subespacio de elementos finitos de H0

como:

H0,h :=

{
τ ∈ RTk(Th) :

∫
Ω

tr τ = 0

}
,

y sea Qh ⊆ Q definido como

Qh :=

{
vh ∈ Q : vh|K ∈ [Pk(K)]2 ∀K ∈ Th

}
.

Sea Πk
h : H1(Ω)→ RTk(Th) el operador de equilibrio usual (cf. [21]), el cual, dado τ ∈ H1(Ω),

se caracteriza a través de las siguientes identidades:

∫
e

Πk
hτν · r ds =

∫
e
τν · r ds ∀ lado e ∈ Th, ∀r ∈ [Pk(e)]2. cuando k ≥ 0, (3.22)

y

∫
K

Πk
hτ : r ds =

∫
K
τ : r ds ∀ K ∈ Th, ∀r ∈ [Pk−1(K)]2×2. cuando k ≥ 1. (3.23)

Es fácil ver, usando (3.22) y (3.23), que

div Πk
hτ = Pkhdiv τ ,
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donde Pkh : Q → Qh es el proyector ortogonal sobre el espacio de funciones polinomiales a

trozos de grado menor o igual a k. Es bien conocido (cf. [7]) el hecho que para v ∈ Hm(Ω),

con 1 ≤ m ≤ k + 1, se cumple

||v − Pkhv||0,K ≤ C hmK |v|m,K ∀K ∈ Th (3.24)

A su vez, se puede extender este resultado a todo Ω, con m = 1 como

||v − Pkhv||0,Ω ≤ C h|v|1,Ω ∀v ∈ H1(Ω). (3.25)

Además, se tienen las siguientes propiedades de aproximación (cf. [21]):

||τ −Πk
Kτ ||0,K ≤ C hmK |τ |m,K ∀K ∈ Th, (3.26)

para cada τ ∈ Hm(Ω), con 1 ≤ m ≤ k + 1, y

||τν −Πk
hτ ν||0,e ≤ Ch1/2

e ||τ ||1,Ke ∀arco ∈ Th, (3.27)

para cada τ ∈ H1(Ω), donde Ke ∈ Th contiene e en su frontera. Por otra parte, se tiene

además que (cf. [10, Teorema 3.16]) Πk
h puede definirse como un operador lineal y acotado

desde el espacio Hδ(Ω) ∩ H(div ; Ω) hacia H0,h para todo δ ∈ (0, 1], y tal que en este caso

se satisface la siguiente estimación

||τ −Πk
hτ ||0,K ≤ C hδK{||τ ||δ,K + ||div (τ )||0,K} ∀K ∈ Th (3.28)

Por otra parte, consideraremos Eh como el conjunto de todos los arcos de la triangulación

Th, y dado K ∈ Th, definimos E(K) como el conjunto de todos sus lados. Aśı, podemos

escribir Eh = Eh(Ω) ∪ Eh(Γ), donde Eh(Ω) := {e ∈ Eh : e ⊆ Ω} y Eh(Γ) := {e ∈ Eh : e ⊆ Γ}.
En lo que sigue, he se entenderá como el largo de e. A su vez, para cada arco e ∈ Eh, fijamos

un vector normal unitario νe = (ν1, ν2)t, y mientras no exista confusión, simplemente lo

denotaremos por ν en vez νe. Dado e ∈ Eh, definimos te := −(ν2, ν1)t el correspondiente

vector unitario tangente a e. Aśı, dado e ∈ Eh(Ω) y τ ∈ L2(Ω), tal que τ |K ∈ [C(K)]2×2 en

cada K ∈ Th, sea [τ se] el correspondiente salto sobre e, esto es, [τ se] := (τ |K − τ |K′)|ese,
donde K y K ′ son triángulos de Th que tienen a e como lado común. Haciendo abuso de

notación, cuando e ∈ Eh(Γ), también escribiremos [τ se] := τ |ese. Usaremos definiciones

similares para los saltos tangenciales de campos escalares v ∈ L2(Ω) tal que vK ∈ C(K)

en cada K ∈ Th. Mientras no haya confusión, simplemente escribiremos s en vez de se.

Dados un campo escalar, vectorial y tensorial v, φ = (φ1, φ2) y τ := (τ ij) respectivamente,
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definimos

curl(v) :=


∂v

∂x2

− ∂v

∂x1

 , curlφ =

(
curl(φ1)t

curl(φ2)t

)
, and rot (τ ) =


∂τ12

∂x1
− ∂τ11

∂x2

∂τ22

∂x1
− ∂τ21

∂x2

 (3.29)

Usamos la siguiente notación para el estimador de error para la contribución estacionaria:

Θ1(t) :=

∑
K∈Th

θ2
K(t)

1/2

, (3.30)

donde, para cada K ∈ Th y para cada t ∈ [0, T ],

θ2
K(t) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣duh(t)

dt
− div (σh(t))− f(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

+ h2
K

∣∣∣∣∣∣∣∣rot

{
1

µ
σdh(t)

}∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

+ h2
K

∣∣∣∣∣∣∣∣∇uh(t)− 1

µ
σdh(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

+
∑

e∈E(K)∩Eh(Ω)

he

∣∣∣∣∣∣∣∣[ 1

µ
σdh(t) s

]∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

+
∑

e∈E(K)∩Eh(Γ)

he

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1µσdh(t) s

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

.

(3.31)

A su vez definimos el siguiente estimador de error, el cual se usará para estimar la derivada

temporal de la velocidad:

Θ̃1(t) :=

∑
K∈Th

∂tθ
2
K(t)

1/2

, (3.32)

donde, para cada K ∈ Th y para cada t ∈ [0, T ],

∂tθ
2
K(t) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣ d2

dt2
uh(t)− div

(
d

dt
σh(t)

)
− df(t)

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

+ h2
K

∣∣∣∣∣∣∣∣rot

{
1

µ

d

dt
σdh(t)

}∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

+ h2
K

∣∣∣∣∣∣∣∣∇{ d

dt
uh(t)

}
− 1

µ

d

dt
σdh(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

+
∑

e∈E(K)∩Eh(Ω)

he

∣∣∣∣∣∣∣∣[ 1

µ

d

dt
σdh(t) s

]∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

+
∑

e∈E(K)∩Eh(Γ)

he

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1µ d

dt
σdh(t) s

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

.

(3.33)
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Con el fin de obtener las estimaciones de error para la segunda contribución, debemos es-

tablecer un resultado que se sigue del análisis de error a posteriori del problema estacionario

de Stokes. La formulación variacional mixta del problema estacionario de Stokes es: Hallar

(σ,u) ∈ H0 ×Q tal que

a(σ, τ ) + b(τ ,u) = 0 ∀τ ∈ H0

b(σ,v) = −
∫

Ω
f · v ∀v ∈ Q.

(3.34)

Es sabido que este problema está bien definido y además que la solución depende continua-

mente de los datos. En (cf. [11, Teorema 2.1]) se encuentran mayores detalles. Se tienen los

dos siguientes resultados técnicos, uno ya anunciado, donde debemos usar la dependencia

continua de la solución del problema estacionario, y el otro permitirá establecer la estimación

deseada para la segunda contribución.

Lema 3.5 Sean (σ̂(t), û(t)) ∈ H0×Q y (σh(t),uh(t)) ∈ H0,h×Qh las soluciones únicas de

(3.6) y (2.6) respectivamente y sea R1 el residuo definido en (3.1). Entonces, existe C > 0,

independiente de h, tal que para todo t ∈ [0, T ] se cumple

C||((σ̂ − σh)(t), (û− uh)(t))||H0×Q

≤ sup
τ∈H0\{θ}

R1(τ )

||τ ||div,Ω
+

∣∣∣∣∣∣∣∣duh(t)

dt
− divσh(t)− f(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

(3.35)

Demostración: Notamos que, pasando la derivada temporal al lado derecho en la segunda

ecuación de (2.6), este sistema se puede ver como el esquema de Galerkin asociado a (3.6),

por lo tanto el resultado se tiene de manera trivial siguiendo lo desarrollado en [11, Lema

4.1]. �

Lema 3.6 Existe C > 0, independiente de h, tal que

|R1(τ )| ≤ C

∑
K∈Th

θ2
1,K(t) + θ2

2,K(t)

1/2

||τ ||div,Ω ∀τ ∈ H0,

donde, para todo K ∈ Th y para cada t ∈ [0, T ],
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θ2
1,K(t) = h2

K

∣∣∣∣∣∣∣∣rot

{
1

µ
σdh(t)

}∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

+
∑

e∈E(K)∩Eh(Ω)

he

∣∣∣∣∣∣∣∣[ 1

µ
σdh(t) s

]∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

+
∑

e∈E(K)∩Eh(Γ)

he

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1µσdh(t) s

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

(3.36)

y

θ2
2,K(t) = h2

K

∣∣∣∣∣∣∣∣∇uh(t)− 1

µ
σdh(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

(3.37)

Demostración: Se sigue directamente de [11, Lemas 4.3, 4.4]. �

Finalmente tenemos la estimación de error para la segunda contribución, que se sigue

trivialmente de los lemas 3.5 y 3.6:

Teorema 3.2 Sean (σ̂(t), û(t)) ∈ H0×Q y (σh(t),uh(t)) ∈ H0,h×Qh las soluciones únicas

de (3.6) y (2.6) respectivamente. Entonces, existe C4 > 0, independiente de h, tal que

||(σ̂ − σh)(t), (û− uh)(t)||H0×Q ≤ C4 Θ1(t) (3.38)

3.1.3. Estimaciones para ||d(û−uh)(t))
dt

||0,Ω

Del análisis de la primera constribución, en la Subsección 3.1.1, espećıficamente en las expre-

siones (3.9), (3.13) y (3.20), es claro que aún nos falta estimar

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds.

Notar que en las formulaciones variacionales mixtas, se testea a través de las funciones

τ ∈ H0 y v ∈ Q y por lo tanto estas funciones no debeŕıan ser afectadas por las derivadas

temporales si es que derivamos ambas ecuaciones de la formulación variacional mixta. De

esta manera, derivando ambas ecuaciones de (S2)(cf. (3.8)) respecto a t, obtenemos

a

(
d

dt
(σ̂ − σh)(t), τ

)
+ b

(
τ ,

d

dt
(û− uh)(t)

)
= R1,t(τ ) ∀τ ∈ H0

b

(
d

dt
(σ̂ − σh)(t),v

)
= R2,t(v) ∀v ∈ Q,

(3.39)

donde

R1,t(τ ) :=
d

dt
R1(τ ) = − 1

µ

∫
Ω

dσdh(t)

dt
: τ d −

∫
Ω

duh(t)

dt
· div τ ∀τ ∈ H0

y
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R2,t(v) :=
d

dt
R2(v) =

∫
Ω

(
d2uh(t)

dt2
− div

(
dσh(t)

dt

)
− df(t)

dt

)
· v ∀v ∈ Q.

Por lo tanto, para estimar

∣∣∣∣∣∣∣∣d(û− uh)(t))

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

, debemos hacer el mismo análisis hecho en la

Subsección anterior, reemplazando los respectivos términos. Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.3 Existe C5 > 0 tal que

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

≤
∣∣∣∣∣∣∣∣( d

dt
(σ̂ − σh)(t),

d

dt
(û− uh)(t)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
H0×Q

≤ C5 Θ̃1(t), (3.40)

Demostración: Basta ver que se sigue directamente de la cota a priori de (3.39). �

3.1.4. Estimación de error a posteriori para (σh − σ,uh − u)

Se define |||(·, ·)|||1 : H0 ×Q→ R+
0 como

|||(τ ,v)|||1 := |τ |a,1 + ||v||0,Ω ∀(τ ,v) ∈ H0 ×Q.

Usando las estimaciones obtenidas en las secciones anteriores, podemos obtener una esti-

mación de error a posteriori del error total. Además, notar que las expresiones

||(û− uh)(0)||0,Ω y |(σ̂ − σh)(0)|a,1

son calculables, pues de (3.38) obtenemos

máx

{
||(û− uh)(0)||0,Ω, |(σ̂ − σh)(0)|a,1

}
≤ C4Θ1(0). (3.41)

Las estimaciones de error a posteriori para (σh − σ,uh − u) están establecidas en los

siguientes dos Teoremas:

Teorema 3.4 Sean (σ,u) ∈ H0 × Q y (σh(t),uh(t)) ∈ H0,h × Qh la solución de (2.4) y

(2.6) respectivamente. Entonces, existe C6 > 0 independiente de h, tal que para t ∈ [0, T ]:
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∫ t

0
||(σ(s),u(s))− (σh(s),uh(s))||2H0×Q ds

≤ C6

{
||(u− uh)(0)||20,Ω + |(σ − σh)(0)|2a,1 + Θ2

1(0) +

∫ t

0
Θ̃2

1(s) ds+

∫ t

0
Θ2

1(s) ds

}
,

(3.42)

Demostración: Aplicando desigualdad triangular sobre las descomposiciones (3.4) y (3.5), y

usando la monotońıa de la integral llegamos a

∫ t

0
||(σ(s),u(s))− (σh(s),uh(s))||2H0×Qds

≤ 2

∫ t

0
||((σ̂ − σ)(s), (û− u)(s))||2H0×Qds

+ 2

∫ t

0
||((σ̂ − σh)(s), (û− uh)(s))||2H0×Qds

(3.43)

Ahora, nos fijamos sobre el primer sumando del lado derecho de (3.43). Notar que, aplicando

las estimaciones (3.20) y (3.21) obtenemos

∫ t

0
||((σ̂ − σ)(s), (û− u)(s))||2H0×Qds

≤ 2

∫ t

0
||(σ̂ − σ)(s)||2div,Ωds+ 2

∫ t

0
||(û− u)(s)||20,Ωds

≤ 2C3

{
||(û− u)(0)||20,Ω + |(σ̂ − σ)(0)|2a,1 +

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

}

+ 4

{
t||(uh − u)(0)||20,Ω +

∫ t

0
||(uh − u)(s)||20,Ωds

}
.

(3.44)

Por otra parte, usando (3.38), el segundo término del lado derecho de (3.43) se puede estimar

usando que

2

∫ t

0
||((σ̂ − σh)(s), (û− uh)(s))||2H0×Qds ≤ 2

∫ t

0
Θ2

1(s)ds. (3.45)

Aśı, reemplazando (3.44) y (3.45) en (3.43), y usando la estimación (3.40), las desigualdades

||(û− u)(0)||0,Ω ≤ ||(u− uh)(0)||0,Ω + ||(û− uh)(0)||0,Ω

y

|(σ̂ − σ)(0)|a,1 ≤ |(σ − σh)(0)|a,1 + |(σ̂ − σh)(0)|a,1,
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con lo cual, junto con (3.41) llegamos a (3.42). �

Teorema 3.5 Sean (σ(t),u(t)) ∈ H0 × Q y (σh(t),uh(t)) ∈ H0,h × Qh las soluciones de

(2.4) y (2.6) respectivamente. Entonces, existe C7 > 0 independiente de h tal que para

t ∈ [0, T ] se tiene

|||(σ(t),u(t))− (σh(t),uh(t))|||21

≤ C7

{
||(u− uh)(0)||20,Ω + |(σ − σh)(0)|2a,1 + Θ2

1(0) +

∫ t

0
Θ̃2

1(s) ds+ Θ2
1(t)

}
.

(3.46)

Demostración: Aplicando desigualdades conocidas, tenemos que

|||(σ(t),u(t))− (σh(t),uh(t))|||21
≤ 2|||(σ̂ − σ)(t), (û− u)(t)|||21 + 2|||(σ̂ − σh)(t), (û− uh)(t)|||21

(3.47)

Usando la definición de ||| · |||1 y las estimaciones (3.13) y (3.9), el primer sumando puede

ser acotado como

|||(σ̂ − σ)(t), (û− u)(t)|||21 ≤ 2|(σ̂ − σ)(t)|2a,1 + 2||(û− u)(t)||20,Ω

≤ 2

{
|(σ̂ − σ)(0)|2a,1 +

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

}

+ 2C2

{
||(û− u)(0)||20,Ω +

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− u)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

}
.

(3.48)

Por otra parte, usando (3.38), el segundo término del lado derecho de (3.47) puede ser

estimado como sigue

|||(σ̂ − σh)(t), (û− uh)(t)|||21 ≤ 2|(σ̂ − σh)(t)|2a,1 + ||(û− uh)(t)||20,Ω
≤ 2||(σ̂ − σh)(t)||2div,Ω + 2||(û− uh)(t)||20,Ω
≤ 2||(σ̂ − σh)(t), (û− uh)(t)||2H0×Q

≤ 2C2
4 Θ2

1(t).

(3.49)

Insertando (3.48) y (3.49) dentro de (3.47), usando la desigualdad triangular en las condi-
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ciones iniciales (3.41), juntando términos semejantes y las notaciones establecidas a lo largo

de esta Sección, llegamos a (3.46), concluyendo la demostración. �

3.2. El problema de Stokes-Darcy evolutivo

En esta Sección omitiremos por conveniencia el argumento temporal “(t)”, siempre y cuando

no de lugar a confusión. Todos los resultados de esta Sección son la extensión natural de

los resultados de la Sección 3.1. Sean los errores eu = uh − u y eσ = σh − σ. Comenzamos

definiendo los residuos como sigue:

Definición 3.3 Definimos los residuos R3 y R4 para el problema de Stokes Darcy, como

R3(τ ) := −A(σh, τ )− B(τ ,uh) ∀τ ∈ X (3.50)

y

R4(v) := D(uh,v)− B(σh,v) + G(v) ∀v ∈M. (3.51)

Notar que R3(τ h) = 0 ∀τ h ∈ Xh y R4(uh) = 0 ∀u ∈ Mh y que usando (2.12) y (2.16)

podemos escribir

A(eσ, τ ) + B(τ , eu) = −R3(τ ) ∀τ ∈ X,

−D(eu,v) + B(eσ,v) = −R4(v) ∀v ∈M.
(3.52)

Descomponemos los errores como

eu = (û− u)− (û− uh)

y

eσ = (σ̂ − σ)− (σ̂ − σh),

donde û = (ûS , p̂D) y σ̂ = (σ̂S , ûD, φ̂, λ̂) con φ̂ = −ûS |Σ y λ̂ = p̂D|Σ son las reconstrucciones

eĺıpticas mixtas que se definen en este contexto como sigue:

Definición 3.4 Sea (σh,uh) ∈ Xh ×Mh la solución de (2.16). Se definen las reconstruc-

ciones eĺıpticas mixtas (σ̂, û) = ((σ̂S , ûD, φ̂, λ̂), (ûS , p̂D)) ∈ X ×M como la solución única

de la siguiente formulación variacional mixta

A(σ̂, τ ) + B(τ , û) = 0 ∀τ ∈ X,

B(σ̂,v) = D(uh,v) + G(v) ∀v ∈M.
(3.53)
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Aplicando una modificación simple a los argumentos usados en [3, Página 147], podemos

obtener que û ∈ M̃ := H1(ΩS)×H1(ΩD). Notamos además que las reconstrucciones eĺıpticas

mixtas satisfacen los siguientes problemas:

(S3)

{
A(σ̂ − σ, τ ) + B(τ , û− u) = 0 ∀τ ∈ X,
−D((û− u),v) + B(σ̂ − σ,v) = −D(û− uh,v) ∀v ∈M,

(3.54)

y

(S4)

{
A(σ̂ − σh, τ ) + B(τ , û− uh) = R3(τ ) ∀τ ∈ X,

B(σ̂ − σh,v) = R4(v) ∀v ∈M.
(3.55)

Notar que (S3) es un problema evolutivo mixto y (S4) es un problema estacionario mixto,

las cuales definen las dos componentes que contribuyen al error (eσ, eu).

3.2.1. Primera contribución

Con el fin de obtener estimaciones de error para la primera contribución, primero se debe

demostrar el siguiente resultado técnico

Lema 3.7 La siguiente desigualdad se satisface:

D(û− uh, û− u) ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)

∣∣∣∣∣∣∣∣
M
||û− u||M (3.56)

Demostración: Usando la definición de D, la desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre los pro-

ductos internos (·, ·)S y (·, ·)D, y después de ello, desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre R2

obtenemos

D(û− uh, û− u) =

(
d(ûS − uS,h)

dt
, ûS − uS

)
S

+

(
d(p̂D − pD,h)

dt
, p̂D − pD

)
D

≤
∣∣∣∣∣∣∣∣d(ûS − uS,h)

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,ΩS

||ûS − uS ||0,ΩS +

∣∣∣∣∣∣∣∣d(p̂D − pD,h)

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,ΩD

||p̂D − pD||0,ΩD

≤

√∣∣∣∣∣∣∣∣d(ûS − uS,h)

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,ΩS

+

∣∣∣∣∣∣∣∣d(p̂D − pD,h)

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,ΩD

√
||ûS − uS ||20,ΩS + ||p̂D − pD||20,ΩD ,

de donde se sigue la demostración.�

Los dos siguientes lemas establecen estimaciones a posteriori deseadas para la primera

contribución, esto es, estimaremos ||(û− u)(t)||M en el Lema 3.8 y

∫ t

0
|(σ̂ − σ)(s)|2a,2ds en

el Lema 3.9. Ambas se siguen de los resultados de la Sección anterior.
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Lema 3.8 Sea H2 : [0, T ]→ R+ definida por

H2(t) =
1

2
||(û− u)(t)||2M + 2

∫ t

0
|(σ̂ − σ)(s)|2a,2ds.

Luego, existe C9 > 0 tal que la siguiente estimación de error se cumple para cada t ∈ [0, T ]

H2(t) ≤ C9

{
||(û− u)(0)||2M +

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
M
ds

}
. (3.57)

Demostración: Tomando τ = σ̂ − σ y v = û− u en (S1) (cf. (3.54)) y sustrayendo ambas

ecuaciones obtenemos

D(û− u, û− u) + |σ̂ − σ|2a,2 = D(û− uh, û− u). (3.58)

Notar, por un lado, que se satisface

D(û− u, û− u) =
1

2

d

dt

{
||ûS − uS ||20,ΩS + ||p̂D − pD||20,ΩD

}
.

Ahora, integrando (3.58) sobre ]0, t[, con 0 < t ≤ T , usando el lema previo y la observación

anterior, obtenemos:

(||(ûS − uS)(t)||20,ΩS + ||(p̂D − pD)(t)||20,ΩD) + 2

∫ t

0
|(σ̂ − σ)(s)|2a,2ds

≤ ||(ûS − uS)(0)||20,ΩS + ||(p̂D − pD)(0)||20,ΩD + 2

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)

∣∣∣∣∣∣∣∣
M
||û− u||M,

(3.59)

de lo cual se sigue que

1

2
||(û− u)(t)||2M ≤ (||(ûS − uS)(t)||20,ΩS + ||(p̂D − pD)(t)||20,ΩD) (3.60)

y

||(ûS − uS)(0)||20,ΩS + ||(p̂D − pD)(0)||20,ΩD ≤ ||(û− u)(0)||2M. (3.61)

Aśı, reemplazando (3.60) y (3.61) en (3.59) obtenemos

H2(t) ≤ ||(û− u)(0)||2M + 2

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣
M
||(û− u)(s)||M ds. (3.62)

Finalmente, seguimos la misma idea desarrollada en el Lema 3.1 para concluir la estimación

directamente. �
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El siguiente resultado nos da una cota para |(σ̂ − σ)(t)|a,2:

Lema 3.9 La siguiente estimación de error se satisface para c.t.p. t ∈ [0, T ]

|(σ̂ − σ)(t)|2a,2 ≤ |(σ̂ − σ)(0)|2a,2 +

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
M
ds (3.63)

Demostración: Se sigue directamente de la idea desarrollada en el Lema 3.2 . �

Análogamente al caso del esquema semi-discreto para el problema de Stokes, de los

Lemas 3.8 y 3.9 podemos ver que nos queda estimar aún la expresión

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
M
ds,

la cual se efectuará en la siguiente Subsección. Finalmente tenemos una estimación para∫ t

0
||(û− u)(s)||2M ds que se sigue directamente de [20, Remark 1].

Lema 3.10 Para cada t ∈ [0, T ] se tiene:

∫ t

0
||(û− u)(s)||2M ds ≤ 2

{
t||(uh − u)(0)||2M +

∫ t

0
||(û− uh)||2M ds

}
. (3.64)

3.2.2. Segunda contribución

En esta Subsección introducimos notaciones similares a la Subsección 3.1.2, pero contextu-

alizadas al problema de Stokes-Darcy, es decir, se abusará de notación a menos que haya

confusión. Para cada K ∈ T Sh ∪ T Dh , sea E(K) el conjunto de lados de K, y denotaremos

por Eh el conjunto de lados de T Sh ∪ T Dh , esto es,

Eh := Eh(ΓS) ∪ Eh(ΩS) ∪ Eh(ΩD) ∪ Eh(Σ),

donde Eh(ΓS) := {e ∈ Eh : e ⊆ ΓS}, Eh(Ω?) := {e ∈ Eh : e ⊆ Ω?} para cada ? ∈ {S,D}, y

Eh(Σ) := {e ∈ Eh : e ⊆ Σ}. Notar que Eh(Σ) es el conjunto de lados que definen la partición

Σh. Analogamente, sea Σ2h el conjunto de los arcos dobles que definen la partición Σ2h. En

lo que sigue, he se entiende como el largo del lado e ∈ Eh ∪ E2h. Ahora, sea ? ∈ {S,D} y sea

q ∈ [L2(Ω?)]
m, con m ∈ {1, 2}, tal que q|K ∈ [C(K)]m para cada K ∈ T ?h . Entonces, dado

e ∈ Eh(Ω?), denotamos por [q] el salto de q a través de e, esto es [q] := (q|K′ )|e − (q|K′′ )|e,
donde K

′
y K

′′
son triángulos de T ?h que tienen como lado común a e. A su vez, fijaremos

un vector normal unitario ne := (n1, n2)t en el lado e, con puntos fuera de K
′

o dentro

de K
′′
, y sea te := −(n2, n1)t el vector unitario tangente sobre e. De esta manera, dados
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v ∈ L2(Ω?) y τ ∈ L2(Ω?) tal que v|K ∈ [C(K)]2 y τ |K ∈ [C(K)]2×2, respectivamente, para

cada K ∈ T ?h , definimos [v · te] y [τ te] los saltos tangenciales de v y τ que cruzan e, esto

es, [v · te] := {(v|K′ )|e − (v|K′′ )|e} · te y [τ te] := {(τ |K′ )|e − (τ |K′′ )|e}te, respectivamente.

En lo que sigue, mientras no haya confusión, simplemente escribiremos t y n en vez de te

y ne, respectivamente. Finalmente, dados un campo escalar, vectorial y tensorial q,v :=

(v1, v2)t, τ := (τij)2×2, respectivamente, definimos:

curl v :=


∂v1

∂x2
− ∂v1

∂x1

∂v2

∂x2
− ∂v2

x2

 , curl q :=

(
∂q

∂x2
,− ∂q

∂x1

)t
,

rot v :=
∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2
, y rot τ :=

(
∂τ12

∂x1
− ∂τ11

∂x2
,
∂τ22

∂x1
− ∂τ21

∂x1

)t
Se tienen los siguientes resultados útiles que provienen del respectivo análisis de error del

problema estacionario. La formulación completamente mixta del problema de Stokes-Darcy

se lee como sigue: Hallar (σ,u) ∈ X×M tal que

A(σ, τ ) + B(τ ,u) = F(τ ) ∀τ ∈ X,

B(σ,v) = G(v) ∀v ∈M.
(3.65)

Es sabido que este problema está bien propuesto y que la solución depende continuamente

de los datos. Ver [12, Teorema 3.1] para más detalles. La dependencia continua de (3.65) es

equivalente a la condición inf-sup global, la cual establece la existencia de C > 0, indepen-

dendiente de h, tal que

||(p,w)||X×M ≤ C sup
(τ ,v)∈X×M\{θ}

A(p, τ ) + B(τ ,w) + B(p,v)

||(τ ,v)||X×M
(3.66)

Aplicando esta estimación a (p,w) = (σ̂−σh, û−uh) ∈ X×M y usando (S4) (cf. (3.55)),

obtenemos:

||(σ̂ − σh, û− uh)||X×M ≤ C sup
(τ ,v)∈X×M\{θ}

|R3(τ )|+ |R4(v)|
||(τ ,v)||X×M

(3.67)

Por otra parte, de acuerdo a las definiciones de los residuos (3.50) and (3.51) y las definiciones

de A and B ((2.13),(2.14)), se tiene que para cualquier (τ ,v) = ((τS ,vD,ψ, ξ), (vS , qD)) ∈
X×M, podemos escribir

R3(τ ) = R1
3(τS) +R2

3(vS) +R3
3(ψ) +R4

3(ξ)
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y

R4(v) = R1
4(vS) +R2

4(qD),

donde (ver también [13, Sección 3.1])

R1
3(τS) = −ν−1

∫
ΩS

σdS,h : τ dS −
∫

ΩS

uS,h · div τS − 〈τSn,φh〉Σ, (3.68)

R2
3(vS) = −

∫
ΩD

K−1uD,h · vD +

∫
ΩD

pD,h div vD + 〈vD · n, λh〉Σ, (3.69)

R3
3(ψ) = −〈σS,hn,ψ〉Σ − 〈ψ · n, λh〉Σ +

ν

κ
〈ψ · t,φh · t〉Σ, (3.70)

R4
3(ξ) = 〈uD,h · n, ξ〉Σ + 〈φh · n, ξ〉Σ, (3.71)

R1
4(vS) = −

∫
ΩS

vS ·
(
duS,h
dt

+ divσS,h + fS

)
(3.72)

y

R2
4(qD) = −

∫
ΩD

qD

(
dpD,h
dt
− div uD,h + fD

)
. (3.73)

De esta manera, el supremo en (3.67) puede ser acotado en términos de Ri3, i ∈ {1, . . . , 4}
y Rj4, j ∈ {1, . . . , 2}, esto es:

||(σ̂ − σh, û− uh)||X×M

≤

{
sup

τ∈H(div ;ΩS)\{0}

|R1
3(τS)|

||τ s||div,ΩS

+ sup
vD∈H(div;ΩD)\{0}

|R2
3(vD)|

||vD||div,ΩD

+ sup
ψ∈H1/2(Σ)\{0}

|R3
3(ψ)|

||ψ||1/2,Σ
+ sup
ξ∈H1/2(Σ)\{0}

|R4
3(ξ)|

||ξ||1/2,Σ
+ sup

vS∈L2(ΩS)\{0}

|R1
4(vS)|

||vS ||0,ΩS

+ sup
qD∈L2

0(ΩD)\{0}

|R2
4(qD)|

||qD||0,ΩD

}
.

(3.74)

Los siguientes lemas establecen cotas deseables para cada supremo del lado derecho de

(3.74).

Lema 3.11 Existe C9 > 0, independiente de h, tal que
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sup
τ∈H(div ;ΩS)\{0}

|R1
3(τS)|

||τ s||div,ΩS
≤ C9

 ∑
K∈T Sh

Θ̂2
S,K


1/2

, (3.75)

donde, para cada K ∈ T Sh :

Θ̂2
S,K := h2

K ||rotσdS,h||20,K + h2
K ||σdS,h||20,K +

∑
e∈E(K)∩Eh(ΩS)

he||[σdS,ht]||20,e

+
∑

e∈E(K)∩Eh(ΓS)

he||σdS,ht||20,e +
∑

e∈E(K)∩E(Σ)

{
he||ν−1σdS,ht +∇φht||20,e + he||uS,h + φh||20,e

}
.

Demostración: Ver [13, Lema 3.8]. �

Lema 3.12 Existe C10 > 0, independiente de h, tal que

sup
vD∈H(div;ΩD)\{0}

|R2
3(vD)|

||vD||div,ΩD
≤ C10

 ∑
K∈T Sh

Θ̂2
D,K


1/2

, (3.76)

donde, para cada K ∈ T Dh ,

Θ̂2
D,K := h2

K || rot(K−1uD,h)||20,K + h2
K ||K−1uD,h||20,K +

∑
e∈E(K)∩Eh(ΩD)

he||[K−1uD,h · t]||20,e

+
∑

e∈E(K)∩E(Σ)

{
he

∣∣∣∣∣∣∣∣K−1uD,h · t +
dλh
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

+ he||pD,h − λh||20,e

}

Demostración: Ver [13, Lema 3.9]. �

Lema 3.13 Existe C12, C13 > 0, independiente de h, tal que

sup
ψ∈H1/2(Σ)\{0}

|R3
3(ψ)|

||ψ||1/2,Σ
≤ C12

 ∑
e∈Eh(Σ)

he

∣∣∣∣∣∣σS,hn + λhn−
ν

κ
(φh · t)t

∣∣∣∣∣∣2
0,e


1/2

, (3.77)

y

sup
ξ∈H1/2(Σ)\{0}

|R4
3(ξ)|

||ξ||1/2,Σ
≤ C13

 ∑
e∈Eh(Σ)

he||uD,h · n + φh · n||20,e

 (3.78)
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Demostración: Ver [13, Lema 3.2]. �

Finalmente, una aplicación directa de la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos entrega la

siguientes estimaciones:

Lema 3.14 Se tiene que:

sup
vS∈L2(ΩS)\{0}

|R1
4(vS)|

||vS ||0,ΩS
≤
∣∣∣∣∣∣∣∣duS,hdt

+ divσS,h + fS

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,ΩS

=

 ∑
K∈T Sh

∣∣∣∣∣∣∣∣duS,hdt
+ divσS,h + fS

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

1/2 (3.79)

y

sup
qD∈L2

0(ΩD)\{0}

|R2
4(qD)|

||qD||0,ΩD
≤
∣∣∣∣∣∣∣∣dpD,hdt

− div uD,h + fD

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,ΩD

=

 ∑
K∈T Dh

∣∣∣∣∣∣∣∣dpD,hdt
− div uD,h + fD

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

1/2

.

(3.80)

Antes de establecer las estimaciones a posteriori de la contribución estacionaria, definimos

el estimador de error para esta contribución, Θ2 : [0, T ]→ R+, como sigue:

Θ2 :=

 ∑
K∈T Sh

Θ2
S,K +

∑
K∈T Dh

Θ2
D,K


1/2

, (3.81)

donde, para cada K ∈ T Sh ,

Θ2
S,K :=

∣∣∣∣∣∣∣∣duS,hdt
+ divσS,h + fS

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,ΩS

+ h2
K ||rotσdS,h||20,K + h2

K ||σdS,h||20,K

+
∑

e∈E(K)∩Eh(ΩS)

he||[σdS,ht]||20,e +
∑

e∈E(K)∩Eh(ΓS)

he||σdS,ht||20,e +
∑

e∈E(K)∩E(Σ)

he||uS,h + φh||20,e

∑
e∈E(K)∩E(Σ)

{
he

∣∣∣∣∣∣σS,hn + λhn−
ν

κ
(φh · t)t

∣∣∣∣∣∣2
0,e

+ he||ν−1σdS,ht +∇φht||20,e
}

y para cada K ∈ T Dh ,
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Θ2
D,K :=

∣∣∣∣∣∣∣∣dpD,hdt
− div uD,h + fD

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

+ h2
K || rot(K−1uD,h)||20,K + h2

K ||K−1uD,h||20,K

+
∑

e∈E(K)∩Eh(ΩD)

he||[K−1uD,h · t]||20,e +
∑

e∈E(K)∩E(Σ)

he

∣∣∣∣∣∣∣∣K−1uD,h · t +
dλh
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

+
∑

e∈E(K)∩E(Σ)

{
he||uD,h · n + φh · n||20,e + he||pD,h − λh||20,e

}
.

Finalmente, usando (3.67) y los lemas 3.11, 3.12, 3.13 y 3.14, se obtiene directamente una

estimación de error a posteriori para la contribución estacionaria del error

Teorema 3.6 Existe C14 > 0, independiente de h, tal que

||(σ̂ − σh, û− uh)||X×M ≤ C14 Θ2 (3.82)

3.2.3. Estimación de error para la derivada temporal de la segunda com-

ponente del error

Del análisis hecho para la primera contribución, es claro que nos queda establecer cotas de-

seables para
∣∣∣∣ d
dt(û− uh)

∣∣∣∣
M. Procederemos de manera similar a la Sección 3.1.3. Aplicamos

derivada temporal a ambas ecuaciones de (S4) (cf. 3.55), obteniendo:

A
(
d

dt
(σ̂ − σh), τ

)
+ B

(
τ ,

d

dt
(û− uh)

)
= R3,t(τ ) ∀τ ∈ X

B
(
d

dt
(σ̂ − σh),v

)
= R4,t(v) ∀v ∈M

(3.83)

donde

R3,t(τ ) = −A
(
dσh
dt

, τ

)
− B

(
τ ,
duh
dt

)
∀τ ∈ X

y

R4,t(v) = Gt(v)−D
(
duh
dt

,v

)
− B

(
dσh
dt

,v

)
∀v ∈M,

con

Gt(v) := −
(
dfS
dt
,vS

)
S

−
(
dfD
dt

, qD

)
D

∀v ∈M.

Aśı, para obtener la estimación deseada se aplica el mismo análisis anterior reemplazando

los correspondientes términos con derivada temporal. Antes de anunciar el resultado, sea el
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siguiente estimador de error:

Θ̃2 :=

 ∑
K∈T Sh

∂tΘ
2
S,K +

∑
K∈T Dh

∂tΘ
2
D,K

1/2

, (3.84)

donde, para cada K ∈ T Sh ,

∂tΘ
2
S,K :=∣∣∣∣∣∣∣∣d2uS,h
dt2

+ div

(
dσS,h
dt

)
+
dfS
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,ΩS

+ h2
K

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣rot

(
dσdS,h
dt

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

0,K

+ h2
K

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣dσdS,hdt

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

0,K

+
∑

e∈E(K)∩Eh(ΩS)

he

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
dσdS,h
dt

t

]∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

0,e

+
∑

e∈E(K)∩Eh(ΓS)

he

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣dσdS,hdt

t

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

0,e

+
∑

e∈E(K)∩E(Σ)

he

∣∣∣∣∣∣∣∣duS,hdt
+
dφh
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

+
∑

e∈E(K)∩E(Σ)

he
∣∣∣∣∣∣∣∣dσS,hdt

n +
dλh
dt

n− ν

κ

(
dφh
dt
· t
)

t

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

+ he

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ν−1

dσdS,h
dt

t +∇
{
dφh
dt

}
t

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

0,e

 ,

y para cada K ∈ T Dh ,

∂tΘ
2
D,K :=∣∣∣∣∣∣∣∣d2pD,h
dt2

− div

(
duD,h
dt

)
+
dfD
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

+ h2
K

∣∣∣∣∣∣∣∣rot

(
K−1duD,h

dt

)∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

+ h2
K

∣∣∣∣∣∣∣∣K−1duD,h
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

+
∑

e∈E(K)∩Eh(ΩD)

he

∣∣∣∣∣∣∣∣[K−1duD,h
dt

· t
]∣∣∣∣∣∣∣∣2

0,e

+
∑

e∈E(K)∩E(Σ)

he

∣∣∣∣∣∣∣∣K−1duD,h
dt

· t +
d

dt

dλh
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

+
∑

e∈E(K)∩E(Σ)

{
he

∣∣∣∣∣∣∣∣duD,hdt
· n +

φh
dt
· n
∣∣∣∣∣∣∣∣2

0,e

+ he

∣∣∣∣∣∣∣∣dpD,hdt
− dλh

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

}
.

A continuación se presenta el resultado anunciado:

Teorema 3.7 Existe C15 > 0 independiente de h tal que∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)

∣∣∣∣∣∣∣∣
M
≤
∣∣∣∣∣∣∣∣( d

dt
(σ̂ − σh),

d

dt
(û− uh)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
X×M

≤ C15 Θ̃2, (3.85)

Demostración: Se procede de manera similar a la demostración del Teorema 3.3 �
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3.2.4. Estimación de error a posteriori para (σh − σ,uh − u)

Definimos |||(·, ·)|||2 : X×M como

|||(τ ,v)|||2 := |τ |2a,2 + ||v||M ∀(τ ,v) ∈ X×M.

A su vez, notamos que las expresiones

||(û− uh)(0)||M and |(σ̂ − σh)(0)|a,2

son ambas calculables, ya que de (3.82) podemos obtener

máx

{
||(û− uh)(0)||M, |(σ̂ − σh)(0)|a,2

}
≤ C6Θ2(0). (3.86)

Los siguientes dos teoremas establecen las estimaciones de error a posteriori para el

problema de Stokes-Darcy en su versión semi-discreta.

Teorema 3.8 Sean (σ,u) ∈ X×M y (σh,uh) ∈ Xh×Mh las soluciones de (2.12) y (2.16)

respectivamente. Luego, existe C16 > 0 independendiente de h y para cada t ∈ [0, T ]:

∫ t

0
|||(σ,u)− (σh,uh)|||22ds ≤ C16

{
||(uh − u)(0)||2M + Θ2

2(0) +

∫ t

0
Θ̃2

2(s)ds+

∫ t

0
Θ2

2(s)ds

}
.

Demostración: Aplicando definiciones y desigualdades conocidas obtenemos:

∫ t

0
|||(σ − u)− (σh − uh)|||2ds

≤ 2

∫ t

0
|||(σ̂, û)− (σ,u)|||2ds+ 2

∫ t

0
|||(σ̂, û)− (σh,uh)|||2ds

(3.87)

Nos fijamos ahora en el primer sumando del lado derecho de (3.87). Aplicando las estima-

ciones (3.57) y (3.64) obtenemos
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∫ t

0
|||(σ̂, û)− (σ,u)|||2ds

≤ 2

∫ t

0
|σ̂ − σ|2a,2ds+ 2

∫ t

0
||û− u||2Mds

≤ 2C1

{
||(û− u)(0)||2M +

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(û− uh)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
M
ds

}
+ 4

{
t||(uh − u)(0)||2M +

∫ t

0
||û− uh||2M

}
(3.88)

Por otro lado, usando (3.82), el segundo término puede ser estimado como

2

∫ t

0
|||(σ̂, û)− (σh,uh)|||2ds

≤ 2

∫ t

0
(2|σ̂ − σh|2a,2 + 2||û− uh||2M)ds

≤ 4C

∫ t

0
(2||σ̂ − σh||2X + 2||û− uh||2M)ds

≤ 4C

∫ t

0
||(σ̂ − σh, û− uh)||2X×Mds

≤ 4CC2
5

∫ t

0
Θ2

2(s)ds,

(3.89)

donde en esta demostración C > 0 indica una constante convenientemente escogida tal que

|τ |2a,2 ≤ C||τ ||2X, ∀τ ∈ X. Insertando (3.88) y (3.89) dentro de (3.87), notando que ||û−uh||2M
puede ser estimada usando (3.82), y luego usando (3.86) y juntando términos semejantes,

concluimos directamente la demostración �

Teorema 3.9 Sean (σ,u) ∈ X×M y (σh,uh) ∈ Xh×Mh las soluciones de (2.12) y (2.16)

respectivamente. Entonces, existe C17 > 0 independiente de h tal que para cada t ∈ [0, T ]:

|||(σ(t),u(t))− (σh(t),uh(t))|||22

≤ C17

{
||(u− uh)(0)||2M + |(σ − σh)(0)|2a,2 + Θ2

2(0) +

∫ t

0
Θ̃2

2(s)ds+ Θ2
2(t)

}
.

Demostración: Se sigue de manera directa, aplicando la misma idea desarrollada en la de-

mostración del Teorema 3.5 �
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Caṕıtulo 4

Análisis de error a posteriori de los

esquemas completamente discretos

4.1. El problema de Stokes evolutivo

Ahora se realiza un análisis de error a posteriori para el esquema completamente discreto,

basado en el método de Euler regresivo. Se particiona el intervalo temporal como 0 = t0 <

t1 < . . . < tN = T y para cada n ∈ {0, . . . , N}, sean el paso de tiempo τn := tn − tn−1

y Tn un refinamiento de una macrotriangulación, la cual es una triangulación del dominio

espacial Ω, de manera tal que satisfaga los supuestos de regularidad usuales en cada uno de

sus refinamientos (cf. [4]). Para cada x ∈ Ω, sea

hn(x) := diam(K) dondeK ∈ Tn y x ∈ K.

Se define la derivada discreta como

∆tφn :=
1

τn
(φn − φn−1),

donde la notación φn, para cualquier función φ, indica φ(tn), n ∈ {0, . . . , N}. Dado k ≥ 0,

consideraremos Hn
0,h y Qnh definidos sobre las triangulaciones Tn como los subespacios de

elementos finitos de H0 := H0(div ; Ω) y Q := L2(Ω), definidos como

Hn
0,h := RTk(Tn) ∩H0

y

Qnh := {vh ∈ Q : vh|K ∈ [Pk(K)]2 ∀K ∈ Tn}
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respectivamente. Dadas dos triangulaciones compatibles Tn−1 y Tn, esto es, que son ambas

refinamientos de la misma macrotriangulación, definimos T̂n como el más fino engrosamiento

común de Tn−1 y Tn, cuyo tamaño de la malla está determinado por ĥn := máx{hn, hn−1},
y sea P̂nh : Q→ Qnh ∩Q

n−1
h la proyección-L2 relativa a este más fino engrosamiento común

T̂n de Tn y Tn−1 tal que satisface la siguiente propiedad de aproximación:

||v − P̂nhv||0,Ω ≤ C18ĥn||∇v||0,Ω ∀v ∈ H1(Ω). (4.1)

Además, sea Pnh : Q → Qnh la proyección-L2 definida como (Pnhv, φ) = (v, φ) ∀φ ∈ Qnh
tal que satisface la siguiente propiedad de aproximación:

||v − Pnhv||0,Ω ≤ C19hn||∇v||0,Ω ∀v ∈ H1(Ω) (4.2)

El esquema completamente discreto se define como sigue: Dado U0 = P0
hu0, hallar

{(Σn,Un)}n∈{0,...,N} con (Σn,Un) ∈ Hn
0,h ×Qnh tal que

a(Σ0, τ ) + b(τ ,U0) = 0 ∀τ ∈ H0
0,h, (4.3)

y para n ∈ {1, . . . , N},

a(Σn, τ ) + b(τ ,Un) = 0 ∀τ ∈ Hn
0,h,

−(∆tUn,v)0,Ω + b(Σn,v) = −(fn,v)0,Ω ∀v ∈ Qnh.
(4.4)

Dada una sucesión de valores discretos {Un}, {Σn}, n ∈ {0, . . . , N}, asociamos dos

funciones continuas del tiempo a través de interpolantes lineales continuos a trozos U(t),

Σ(t) , t ∈ [0, T ], como

U(t) =
tn − t
τn

Un−1 +
t− tn−1

τn
Un

= Un−1 + (t− tn−1)∆tUn, tn−1 < t ≤ tn, n = 1, . . . , N,

Σ(t) =
tn − t
τn

Σn−1 +
t− tn−1

τn
Σn

= Σn−1 + (t− tn−1)∆tΣn, tn−1 < t ≤ tn, n = 1, . . . , N.

Notar que la derivada temporal de U restringida a ]tn−1, tn] es

dU(t)

dt
= ∆tUn ∀t ∈]tn−1, tn]. (4.5)

Sean los errores eu(t) = U(t)−u(t) y eσ(t) = Σ(t)−σ(t). Tal como se hizo en el análisis
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para el problema semidiscreto, se debe definir un concepto análogo al de los residuos pero en

el contexto completamente discreto. Este concepto será de utilidad, tal como en la sección

anterior, para encontrar las cotas deseadas para el error a posteriori.

Definición 4.1 Se define para n ≥ 1, los residuos discretos como sigue:

Rn1 (τ ) := −a(Σn, τ )− b(τ ,Un) ∀τ ∈ H0,

Rn2 (v) := (Pnh (∆tUn),v)0,Ω − b(Σn,v)− (fn,v)0,Ω ∀v ∈ Q,

y para n = 0 se define R0
1(τ ) := − 1

µ

(
Σd

0, τ
d
)

0,Ω
− (U0,div τ )0,Ω y R0

2(v) := 0.

Notar que Rn1 (τn) = 0 ∀τn ∈ Hn
0,h y Rn2 (vn) = 0 ∀vh ∈ Qnh. Además, para cada

t ∈]tn−1, tn], n ∈ {1, . . . , N}, se satisface:

a(eσ(t), τ ) + b(τ , eu(t)) = −Rn1 (τ ) + a(Σ(t)−Σn, τ ) + b(τ ,U(t)−Un) ∀τ ∈ H0,

−
(
deu(t)

dt
,v

)
0,Ω

+ b(eσ(t),v) = −Rn2 (v) + b(Σ(t)−Σn,v) + (f(t)− fn,v)0,Ω

+
1

τn
(PnhUn−1 −Un−1,v)0,Ω ∀v ∈ Q.

(4.6)

Siguiendo la misma idea desarrollada en el esquema semi-discreto, se definen las recon-

strucciones eĺıpticas mixtas en el nivel t = tn como sigue:

Definición 4.2 Para cada n ∈ {0, . . . , N}, dados Σn y Un, se definen las reconstrucciones

eĺıpticas mixtas (Σ̂n, Ûn) como la solución de la formulación variacional mixta: Hallar Σ̂n ∈
H0(div ; Ω) y Ûn ∈ L2(Ω) tal que

a(Σ̂n −Σn, τ ) + b(τ , Ûn −Un) = Rn1 (τ ) ∀τ ∈ H0, n = 0, . . . , N,

b(Σ̂n −Σn,v) = Rn2 (v) ∀v ∈ Q, n = 0, . . . , N.
(4.7)

Se sabe que se puede probar además que Ûn ∈ H1(Ω) (cf. [3, Página 147]). Dada una

sucesión de valores discretos {Σ̂n}n∈{0,...,N} y {Ûn}n∈{0,...,N} se definen respectivamente los

interpolantes lineales continuos a trozos Σ̂(t) y Û(t) como

Û(t) = Ûn−1 + (t− tn−1)∆tÛn tn−1 < t ≤ tn, n = 1, . . . , N,
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Σ̂(t) = Σ̂n−1 + (t− tn−1)∆tΣ̂n tn−1 < t ≤ tn, n = 1, . . . , N.

Notar que la derivada temporal de Û(t) con t restringida a ]tn−1, tn] es

dÛ(t)

dt
= ∆tÛn ∀t ∈]tn−1, tn]. (4.8)

Con el fin de obtener las estimaciones deseadas, para cada t ∈ [0, T ] se descompone el

error en dos contribuciones:

eu(t) = (Û− u)(t)− (Û−U)(t), (4.9)

y

eσ(t) = (Σ̂− σ)(t)− (Σ̂−Σ)(t). (4.10)

Insertando (4.7) dentro de (4.6) y considerando las definiciones (4.9) y (4.10) se obtiene,

para cada t ∈]tn−1, tn], n ∈ {1, . . . , N}:

a((Σ̂− σ)(t), τ ) + b(τ , (Û− u)(t)) = a(Σ̂(t)− Σ̂n, τ ) + b(τ , Û(t)− Ûn) ∀τ ∈ H0,

−
(
d

dt
(Û− u)(t),v

)
0,Ω

+ b((Σ̂− σ)(t),v) = −
(
d

dt
(Û−U)(t),v

)
0,Ω

+ b(Σ̂(t)− Σ̂n,v)

+ (f(t)− fn,v)0,Ω

+
1

τn
(PnhUn−1 −Un−1,v)0,Ω ∀v ∈ Q.

(4.11)

No obstante, debemos escribir algunos términos de (4.11) de una manera deseable para

obtener las cotas. Nos fijamos en el segundo término del lado de derecho de la segunda

ecuación de (4.11). Con respecto a este término, se tiene el siguiente resultado:

Lema 4.1 La siguiente expresión se satisface para cada t ∈]tn−1, tn]:

b(Σ̂(t)−Σ̂n,v) = (div (Σ̂(t)−Σ̂n),v)0,Ω = (t−tn)

{
(div ∆tΣn,v)0,Ω + ∆tRn2 (v)

}
∀v ∈ Q.

(4.12)

Demostración: Notamos que de la definición de la reconstrucción eĺıptica se tiene

(div Σ̂n,v)0,Ω = (div Σn,v)0,Ω +Rn2 (v) (4.13)
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Por otra parte, es fácil chequear que de la definición de Σ̂ se cumple que

Σ̂(t)− Σ̂n = (t− tn)∆tΣ̂n.

Entonces, se tiene, usando (4.13),

(div (Σ̂(t)− Σ̂n),v)0,Ω = (t− tn)(div ∆tΣ̂n,v)0,Ω = (t− tn)τ−1
n (div Σ̂n − div Σ̂n−1,v)0,Ω

= (t− tn)τ−1
n

{
{(div Σn,v)0,Ω +Rn2 (v)} − {(div Σn−1,v)0,Ω +Rn−1

2 (v)}
}

= (t− tn)τ−1
n

{
(div (Σn −Σn−1),v)0,Ω + (Rn2 −Rn−1

2 )(v)

}
= (t− tn)

{
(div (∆tΣn),v)0,Ω + ∆tRn2 (v)

}
concluyendo la demostración. �

Además, por otra parte, es fácil ver que

a(Σ̂(t)− Σ̂n, τ ) + b(τ , Û(t)− Ûn) = 0 ∀τ ∈ H0. (4.14)

Aśı, usando (4.12) y (4.14), se tiene que el sistema (4.11) se reduce a

(S5)



a((Σ̂− σ)(t), τ ) + b(τ , (Û− u)(t)) = 0 ∀τ ∈ H0,

−
(
d

dt
(Û− u)(t),v

)
0,Ω

+ b((Σ̂− σ)(t),v)

= −
(
d

dt
(Û−U)(t),v

)
0,Ω

+ (t− tn){(div ∆tΣn,v)0,Ω + ∆tRn2 (v)}

+(f(t)− fn,v)0,Ω +
1

τn
(PnhUn−1 −Un−1,v)0,Ω ∀v ∈ Q,

(4.15)

con t ∈]tn−1, tn], n ∈ {1, . . . , N}. Por otro lado, de las definiciones de Û y Σ̂, y desde

(4.7) tenemos el siguiente sistema para cada t ∈]tn−1, tn], n ∈ {1, . . . , N}:

(S6)

{
a(Σ̂(t)−Σ(t), τ ) + b(τ , Û(t)−U(t)) = [R̂1(τ )](t) ∀τ ∈ H0,

b(Σ̂(t)−Σ(t),v) = [R̂2(v)](t) ∀v ∈ Q,
(4.16)

donde R̂1(τ) y R̂2(v) son los interpolantes continuos a trozos de Rn1 (τ) y Rn2 (v) respec-

tivamente, esto es,
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[R̂1(τ )](t) :=
tn − t
τn
Rn−1

1 (τ ) +
t− tn−1

τn
Rn1 (τ ) ∀τ ∈ H0 ∀t ∈]tn−1, tn]

y

[R̂2(v)](t) :=
tn − t
τn
Rn−1

2 (v) +
t− tn−1

τn
Rn2 (v) ∀v ∈ Q ∀t ∈]tn−1, tn].

Notar que en el nivel t = tn, con n ∈ {1, . . . , N}, se tiene

[R̂1(τ )](tn) = Rn1 (τ ) (4.17)

y

[R̂2(v)](tn) = Rn2 (v). (4.18)

Además notar que las respectivas derivadas temporales quedan como

d

dt
[R̂1(τ )](t) = ∆tRn1 (τ ) ∀t ∈]tn−1, tn] (4.19)

y

d

dt
[R̂2(v)](t) = ∆tRn2 (v) ∀t ∈]tn−1, tn]. (4.20)

Notar también que de la definición de las reconstrucciones eĺıpticas mixtas y de σd(t) =

µ∇u(t) (ec. (2.3)), podemos obtener fácilmente

1

µ
(Σ̂(t)− σ(t))d = ∇(Û(t)− u(t)). (4.21)

Con el fin de obtener las estimaciones deseadas, se tienen los siguientes resultados pre-

liminares, y siguiendo la misma idea desarrollada en el esquema semi-discreto, debido al uso

de las reconstrucciones eĺıpticas mixtas, el error se divide en dos contribuciones. La primera

es referida al sistema (S5) (cf. (4.15)) y la segunda es referida al sistema (S6) (cf. (4.16)).

4.1.1. Primera contribución: (Σ̂− σ, Û− u)

Los términos que nos interesan acotar son ||(Û − u)(tm)||0,Ω y |(Σ̂ − σ)(tm)|a,1, con

m ∈ {1, . . . , N}. Por conveniencia, antes de establecer los resultados, se definen las siguientes

expresiones, para cada n ∈ {1, . . . , N}:

Fn1 := τ3
n(||∆tΣn||20,Ω + ||C18ĥn∆tRn2 ||20,Ω), (4.22)
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Fn2 := τn||hn(I − Pnh )Un−1||20,Ω, (4.23)

Fn3 :=

∫ tn

tn−1

||f(s)− fn||20,Ω ds, (4.24)

Fn4 := τ3
n

{
||div (∆tΣn)||20,Ω + ||∆tRn2 ||20,Ω

}
, (4.25)

Fn5 :=

{
||τ−1
n hn(I − Pnh )Un−1||20,Ω si n = 1 o n = m

τ2
n||ĥn∆t(τ

−1
n (Pnh − I)Un−1)||20,Ω si n ∈ {2, . . . ,m− 1},

(4.26)

Además, definimos para cada m ∈ {1, . . . , N} la siguiente cantidad que expresa un error,

el cual aparecerá en los siguientes resultados:

Em(Σ̂− σ) :=

{∫ tm

0
|(Σ̂− σ)(s)|2a,1ds

}1/2

. (4.27)

Ahora bien, para obtener las cotas para ||(Û− u)(tm)||0,Ω, con m ∈ {1, . . . , N}, se debe

antes establecer dos lemas técnicos previos que serán de utilidad en la demostración del

teorema que establece esta cota. El siguiente lema tiene que ver con el segundo término del

lado derecho de la segunda ecuación de (S5)(cf. (4.15)) y con la cantidad Fn1 previamente

definida.

Lema 4.2 Existe C20 > 0 tal que, para cada m ∈ {1, . . . , N}, la siguiente estimación de

error se satisface:

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

(tn−s)
{

(div ∆tΣn, Û− u)0,Ω + ∆tRn2 (Û− u)

}
ds ≤ C20

{
m∑
n=1

Fn1

}1/2

Em(Σ̂−σ).

(4.28)

Demostración: Integrando por partes, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (4.21)

obtenemos

(div ∆tΣn, Û− u)0,Ω = −(∆tΣn,∇(Û− u))0,Ω

≤ ||∆tΣn||0,Ω||∇(Û− u)||0,Ω ≤ ||∆tΣn||0,Ω |Σ̂− σ|a,1
(4.29)

Por otra parte, como (Rn2 −R
n−1
2 )(wh) = 0 para todo wh ∈ Qnh ∩Q

n−1
h , tenemos que

∆tRn2 (v) = ∆tRn2 (v −wh) ∀v ∈ Q ∀wh ∈ Qnh ∩Qn−1
h . (4.30)
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Luego, usando v = Û − u ∈ Q y wh = P̂nh (Û − u) ∈ Qnh ∩ Q
n−1
h dentro de (4.30), la

estimación (4.1) y la identidad (4.21) obtenemos

∆tRn2 (Û− u) = ∆tRn2 ({Û− u} − P̂nh (Û− u)) ≤ ||∆tRn2 ||0,Ω||{Û− u} − P̂nh (Û− u)||0,Ω

≤ ||∆tRn2 ||0,ΩC18ĥn||∇(Û− u)||0,Ω = ||C18ĥn∆tRn2 ||0,Ω|Σ̂− σ|a,1
(4.31)

Luego, usando desigualdad de Cauchy-Schwarz y desigualdades triangulares obtenemos

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

(tn − s)[(div ∆tΣn, Û− u)0,Ω + ∆tRn2 (Û− u)]ds

≤
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

|tn − s|(||∆tΣn||0,Ω + ||C18ĥn∆tRn2 ||0,Ω)|(Σ̂− σ)(s)|a,1ds

≤

{
2

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

|tn − s|2(||∆tΣn||20,Ω + ||C18ĥn∆tRn2 ||20,Ω)ds

}1/2{ m∑
n=1

∫ tn

tn−1

|(Σ̂− σ)(s)|2a,1ds

}1/2

=
√

2

{
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

|tn − s|2(||∆tΣn||20,Ω + ||C18ĥn∆tRn2 ||20,Ω)ds

}1/2

Em(Σ̂− σ)

(4.32)

Finalmente, usando el hecho que (||∆tΣn||20,Ω+||C18ĥn∆tRn2 ||20,Ω) no depende de s ∈]tn−1, tn]

y |tn − s| ≤ τn para todo s ∈]tn−1, tn] se tiene

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

|tn − s|2(||∆tΣn||20,Ω + ||C18ĥn∆tRn2 ||20,Ω)ds

=

m∑
n=1

{∫ tn

tn−1

|tn − s|2ds

}
(||∆tΣn||20,Ω + ||C18ĥn∆tRn2 ||20,Ω)

≤
m∑
n=1

{∫ tn

tn−1

τ2
nds

}
(||∆tΣn||20,Ω + ||C18ĥn∆tRn2 ||20,Ω)

=

m∑
n=1

τ3
n(||∆tΣn||20,Ω + ||C18ĥn∆tRn2 ||20,Ω).

Reemplazando esta última expresión arriba concluimos la demostración con C20 :=
√

2 > 0.

�

El Lema que se presenta a continuación tiene que ver con el último término del la-

do derecho de la segunda ecuación de (S5)(cf. (4.15)) y con la cantidad Fn2 previamente
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definida.

Lema 4.3 Existe C21 > 0 tal que la siguiente desigualdad se satisface para cada m ∈
{1, . . . , N}:

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

1

τn
((I − Pnh )Un−1, Û− u)0,Ωds ≤ C21

{
m∑
n=1

Fn2

}1/2

Em(Σ̂− σ) (4.33)

Demostración: Usando la definición del proyector ortogonal Pnh , se tiene

1

τn

(
(I − Pnh )Un−1, Û− u

)
0,Ω

=
1

τn

(
(I − Pnh )Un−1, Û− u− Pnh (Û− u)

)
0,Ω

(4.34)

Entonces, usando (4.34), la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la estimación (4.2) y la identi-

dad (4.21) llegamos a

1

τn

(
(I − Pnh )Un−1, Û− u

)
0,Ω
≤ 1

τn
||(I − Pnh )Un−1||0,ΩC19hn||∇(Û− u)||0,Ω

=
1

τn
||C19hn(I − Pnh )Un−1||0,Ω |Σ̂− σ|a,1

(4.35)

Aśı, integrando (4.35) entre 0 a tm, con m ∈ {1, . . . , N} y aplicando Cauchy-Schwarz nueva-

mente, obtenemos directamente (4.33) concluyendo la demostración con C21 :=
√
C19 > 0.

�

A continuación, a partir de los dos lemas anteriores, se establece el teorema que nos

entrega la cota deseada:

Teorema 4.1 Para cualquier t ∈ [0, T ], sea (σ(t),u(t)) ∈ H0×Q la solución de (2.4), sean

Σ̂ y Û las reconstrucciones eĺıpticas mixtas definidas arriba y sea H3 : [0, T ]→ R+ definida

por

H3(t) := ||(Û− u)(t)||20,Ω + 2

∫ t

0
|(Σ̂− σ)(s)|2a,1ds.

Entonces, para cada m ∈ {1, . . . , N}, la siguiente desigualdad se satisface:

H3(tm) ≤ C22

{
||(Û− u)(0)||20,Ω +

∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds+
3∑
i=1

m∑
n=1

Fni

}
, (4.36)
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donde C22 > 0 es una constante independiente de hm, m ∈ {1, . . . , N}.

Demostración: Tomando τ = (Σ̂−σ)(t) y v = (Û−u)(t) en (S5) (ec. (4.15)) y sustrayendo

ambas ecuaciones se obtiene:

1

2

d

dt
||(Û− u)(t)||20,Ω + |(Σ̂− σ)(t)|2a,1 =

(
d

dt
(Û−U)(t), (Û− u)(t)

)
0,Ω

+ (tn − t)
{

(div ∆tΣn, (Û− u)(t))0,Ω + ∆tRn2 ((Û− u)(t))

}
+ (fn − f(t), (Û− u)(t))0,Ω +

1

τn
((I − Pnh )Un−1, (Û− u)(t))0,Ω

(4.37)

Integrando (4.37) respecto al tiempo, de 0 a tm, con m ∈ {1, . . . , N}, llegamos a

H3(tm) ≤ Am(Û− u; Û− u) + 2Bm(Û− u) + 2Cm(Û− u), (4.38)

de donde, para cada m ∈ {1, . . . , N} se define:

Am(Û− u; Û−U) := ||(Û− u)(0)||20,Ω + 2

∫ tm

0

(
d

dt
(Û−U)(s), (Û− u)(s)

)
0,Ω

ds

+ 2

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

(fn − f(s), Û− u)0,Ωds,

Bm(Û− u) :=

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

(tn − s)
{

(div ∆tΣn, (Û− u)(s))0,Ω + ∆tRn2 ((Û− u)(s))

}
ds,

y

Cm(Û− u) :=
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

1

τn
((I − Pnh )Un−1, (Û− u)(s))0,Ωds.

Sea t∗m ∈ [0, tm] tal que

H3(t∗m) := máx
0≤t≤tm

H3(t).

Además, notar que

||(Û− u)(t)||0,Ω ≤ H1/2
3 (t∗m) ∀t ∈ [0, tm] (4.39)
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y

{∫ tm

0
|(Σ̂− σ)d(s)|2a,1ds

}1/2

=: Em(Σ̂− σ) ≤ H1/2
3 (t∗m). (4.40)

De esta manera, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (4.38) podemos estimar el

primer término del lado derecho de (4.38) como sigue:

Am(Û− u; Û−U)

≤ ||(Û− u)(0)||20,Ω + 2

∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

||(Û− u)(s)||0,Ωds

+ 2

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

||fn − f(s)||0,Ω||(Û− u)(s)||0,Ωds

≤

{
||(Û− u)(0)||0,Ω + 2

∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

ds+ 2
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

||fn − f(s)||0,Ω

}
×H1/2

3 (t∗m)

(4.41)

Por otra parte, usando el lema 4.2 (cf. (4.28)) y el lema 18 (cf. (4.33)) y la observación (4.40),

obtenemos directamente estimaciones para el segundo y tercer término del lado derecho de

(4.38):

Bm(Û− u) ≤ C10

{
m∑
n=1

Fn1

}1/2

H1/2
3 (t∗m) (4.42)

y

Cm(Û− u) ≤ C11

{
m∑
n=1

Fn2

}1/2

H1/2
3 (t∗m). (4.43)

Luego, se reemplaza (4.41), (4.42) y (4.43) dentro de (4.38), y que el resultado es válido

también para t = t∗m, para aśı cancelar uno de los términos de ambos lados para poder usar

H1/2
3 (tm) ≤ H1/2

3 (t∗m). Elevando al cuadrado a ambos lados y usando la notación (4.24) para

el término
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

||fn − f(s)||20,Ω, concluimos la demostración.�

Notar que nos queda estimar la expresión

∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds,
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la cual se hará en la próxima Sección.

El otro objetivo de esta Sección es obtener una cota para |(Σ̂−σ)(tm)|a,1. Para ello, es

necesario antes establecer un resultado que se usará en la demostración de la cota deseada,

el cual se enuncia a continuación y tiene que ver con la cantidad Fn5 previamente definida

en (4.26).

Lema 4.4 La siguiente expresión se satisface para cada m ∈ {2, . . . , N}:

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

1

τn

(
(I − Pnh )Un−1,

d

dt
(Û− u)(s)

)
0,Ω

ds

= −(τ−1
1 (I − P1

h)U0, (Û− u)(t0))0,Ω + (τ−1
m (I − Pmh )Um−1, (Û− u)(tm))0,Ω

+

m∑
n=2

τn(∆t(τ
−1
n (Pnh − I)Un−1), (Û− u)(tn−1))0,Ω

(4.44)

Demostración: Integrando
d

dt
(Û− u) desde tn−1 a tn dentro de la sumatoria se obtiene

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

1

τn

(
(I − Pnh )Un−1,

d

dt
(Û− u)

)
0,Ω

ds

=

m∑
n=1

1

τn

(
(I − Pnh )Un−1, (Û− u)(tn)− (Û− u)(tn−1)

)
0,Ω

= (τ−1
1 (I − P1

h)U0, (Û− u)(t1)− (Û− u)(t0))0,Ω

+ (τ−1
m (I − Pmh )Um−1, (Û− u)(tm)− (Û− u)(tm−1))0,Ω

+

m−1∑
n=2

1

τn

(
(I − Pnh )Un−1, (Û− u)(tn)− (Û− u)(tn−1)

)
0,Ω

(4.45)

Notar que la sumatoria del lado derecho de (4.45) se puede reescribir como

m−1∑
n=2

1

τn

(
(I − Pnh )Un−1, (Û− u)(tn)− (Û− u)(tn−1)

)
0,Ω

= (τ−1
2 (I − P2

h)U1, (Û− u)(t2))0,Ω − (τ−1
2 (I − P2

h)U1, (Û− u)(t1))0,Ω

+ (τ−1
3 (I − P3

h)U2, (Û− u)(t3))0,Ω − (τ−1
3 (I − P3

h)U2, (Û− u)(t2))0,Ω

+ . . .+

(τ−1
m−1(I − Pm−1

h )Um−2, (Û− u)(tm−1))0,Ω − (τ−1
m−1(I − Pm−1

h )Um−2, (Û− u)(tm−2))0,Ω

(4.46)
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Consideramos los lados derechos de las expresiones (4.45) y (4.46). Juntando el término

(τ−1
1 (I − P1

h)U0, (Û− u)(t1))0,Ω

de (4.45) con

−(τ−1
2 (I − P2

h)U1, (Û− u)(t1))0,Ω

de (4.46), se forma el término

τ2(∆t(τ
−1
2 (P2

h − I)U1), (Û− u)(t1))0,Ω.

De la misma manera se obtiene

τm(∆t(τ
−1
m (Pmh − I)Um−1), (Û− u)(tm−1))0,Ω,

y aśı, los otros términos de la sumatoria se agrupan de manera similar (argumento telescópi-

co), obteniendo (4.44) y concluyendo la demostración.�

Ahora se establece el otro resultado anunciado para Σ̂− σ:

Teorema 4.2 Para cualquier t ∈ [0, T ], sean (σ(t),u(t)) ∈ H0 × Q la solución de (2.4),

Σ̂ y Û las reconstrucciones eĺıpticas mixtas definidas previamente y sea H4 : [0, T ] → R+

definida por

H4(t) := |(Σ̂− σ)(t)|2a,1 + 2

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û− u)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds.

Entonces, para cada m ∈ {1, . . . , N}, la siguiente desigualdad se satisface:

H4(tm) ≤ C23

{
|(Σ̂− σ)(0)|2a,1 +

∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds+

5∑
i=3

m∑
n=1

Fni

}
, (4.47)

donde C23 > 0 es una constante independiente de hm, m ∈ {1, . . . , N}.

Demostración: Derivando la primera ecuación de (S5) (cf. (4.15)) respecto a t se tiene

a

(
d

dt
(Σ̂− σ)(t), τ

)
+ b

(
τ ,

d

dt
(Û− u)(t)

)
= 0 ∀τ ∈ H0 (4.48)

Ahora, tomando τ = (Σ̂ − σ)(t) en (4.48) y v =
d

dt
(Û − u)(t) en la segunda ecuación de

(S5) (cf. (4.15)) y sustrayendo ambas expresiones se llega a
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1

2

d

dt
|(Σ̂− σ)(t)|2a +

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û− u)(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

=

(
d

dt
(Û−U)(t),

d

dt
(Û− u)(t)

)
0,Ω

+ (tn − t)

{(
div ∆tΣn,

d

dt
(Û− u)(t)

)
0,Ω

+ ∆tRn2
(
d

dt
(Û− u)(t)

)}

+

(
fn − f(t),

d

dt
(Û− u)(t)

)
0,Ω

+
1

τn

(
(I − Pnh )Un−1,

d

dt
(Û− u)(t)

)
0,Ω

(4.49)

Integrando (4.49) de 0 a tm, con m ∈ {1, . . . , N} obtenemos

H4(tm) = Ã0(Σ̂− σ) + 2B̃m(Û−U, Û− u) + 2C̃m(Û− u), (4.50)

donde

Ã0(Σ̂− σ) := |(Σ̂− σ)(0)|2a,1,

B̃m(Û−U, Û− u)

:=
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

(
d

dt
(Û−U)(s),

d

dt
(Û− u)(s)

)
0,Ω

ds

+
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

(tn − s)

{(
div ∆tΣn,

d

dt
(Û− u)(s)

)
0,Ω

+ ∆tRn2
(
d

dt
(Û− u)(s)

)}
ds

+
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

(
fn − f(s),

d

dt
(Û− u)

)
0,Ω

ds,

y

C̃m(Û− u) :=

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

1

τn

(
(I − Pnh )Un−1,

d

dt
(Û− u)(s)

)
0,Ω

ds.

Sea t∗∗m ∈ [0, tm] tal que

H4(t∗∗m ) := máx
0≤t≤tm

H4(t).

Primero notar que el primer término del lado derecho de (4.50) se puede estimar como
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Ã0 := |(Σ̂− σ)(0)|2a,1 ≤ |(Σ̂− σ)(0)|a,1H1/2
4 (t∗∗m ). (4.51)

Además notar que, usando Cauchy-Schwarz podemos estimar de manera directa el segundo

término del lado derecho de (4.50) como

B̃m(Û−U, Û− u)

≤


(

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û− u)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

)1/2

+

(
1

3

m∑
n=1

τ3
n(||div ∆tΣn||20,Ω + ||∆tRn2 ||20,Ω)

)1/2

+

(
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

||fn − f ||20,Ωds

)1/2

(∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û− u)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

)1/2

≤


(

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û− u)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

)1/2

+

(
1

3

m∑
n=1

τ3
n

{
||div ∆tΣn||20,Ω + ||∆tRn2 ||20,Ω

})1/2

+

(
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

||fn − f ||20,Ωds

)1/2
H1/2

4 (t∗∗m )

(4.52)

Por otro lado, para el último término de (4.50), usamos el lema previo (cf. (4.44)) y las

proyecciones Pnh sobre las mallas temporales extremas (n = 0 y n = m) y las proyecciones

P̂nh sobre las mallas temporales internas (2 ≤ n ≤ m− 1) con el fin de obtener

C̃m(Û− u) = −(τ−1
1 (I − P1

h)U0, (Û− u)(t0)− P0
h((Û− u)(t0)))0,Ω

+ (τ−1
m (I − Pmh )Um−1, (Û− u)(tm)− Pmh ((Û− u)(tm)))0,Ω

+
m∑
n=2

τn(∆t(τ
−1
n (Pnh − I)Un−1), (Û− u)(tn−1)− P̂n−1

h ((Û− u)(tn−1)))0,Ω

(4.53)

Por lo tanto, usando (4.68), (4.2) y Cauchy-Schwarz dentro de (4.53) obtenemos

C̃m(Û− u) ≤ ||τ−1
1 h1(I − P1

h)U0||0,Ω||∇((Û− u)(t0))||0,Ω

+ ||τ−1
m hm(I − Pmh )Um−1||0,Ω||∇((Û− u)(tm))||0,Ω

+
m∑
n=2

τn||ĥn∆t(τ
−1
n (Pnh − I)Un−1)||0,Ω||∇((Û− u)(tn−1))||0,Ω

(4.54)

Usando (4.21) dentro de (4.54) en conjunto con la definición de H4(t∗∗m ), llegamos a:
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C̃m(Û− u) ≤
{
||τ−1

1 h1(I − P1
h)U0||0,Ω + ||τ−1

m hm(I − Pmh )Um−1||0,Ω

+
m∑
n=2

τn||ĥn∆t(τ
−1
n (Pnh − I)Un−1)||0,Ω

}
H1/2

4 (t∗∗m ).

(4.55)

Finalmente, sustituyendo (4.51), (4.52) y (4.55) dentro de (4.50) después de reemplazar tm

por t∗∗m , elevando al cuadrado y usando las notaciones (4.24), (4.25) y (4.26) obtenemos

(4.47) y de esta manera concluimos la demostración.�

Notar que de la misma manera que en el teorema anterior, queda por acotar la expresión

∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds,

la cual será estimada en la próxima Sección.

4.1.2. Segunda contribución: (Σ̂−Σ, Û−U)

Notamos que el sistema (S6) (cf. (4.16)) es similar en forma al sistema (S2)(cf. (3.8)),

luego, podemos proceder de manera análoga a la Sección 3.1.2, ya que en cada tiempo

t0, . . . , tN se tiene una discretización del espacio y de esta manera podemos tener una esti-

mación para ||((Σ̂ − Σ)(tm), (Û −U)(tm))||H0×Q, con m ∈ {1, . . . , n}. Definimos las sigu-

ientes notaciones para los estimadores de esta segunda contribución del error, para cada

m ∈ {1, . . . , N}:

Θ1,m :=

( ∑
K∈Tm

θ2
K,m

)1/2

, (4.56)

Θ̃1,m :=

( ∑
K∈Tm

∂tθ
2
K,m

)1/2

, (4.57)

donde, para cada K ∈ Tm se tiene
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θ2
K,m := ||Pmh (∆tUm)− div Σm − fm||20,K + h2

m

∣∣∣∣∣∣∣∣rot

{
1

µ
Σd
m

}∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

+ hm

∣∣∣∣∣∣∣∣∇Um −
1

µ
Σd
m

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

+
∑

e∈E(K)∩Eh(Ω)

hm

∣∣∣∣∣∣∣∣[ 1

µ
Σd
m s

]∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

+
∑

e∈E(K)∩Eh(Γ)

hm

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1µΣd
m s

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

y

∂tθ
2
K,m :=||∆t(Pmh (∆tUm))− div ∆tΣm −∆tfm||20,K + h2

m

∣∣∣∣∣∣∣∣rot

{
1

µ
∆tΣ

d
m

}∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

+ hm

∣∣∣∣∣∣∣∣∇(∆tUm)− 1

µ
∆tΣ

d
m

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,K

+
∑

e∈E(K)∩Eh(Ω)

hm

∣∣∣∣∣∣∣∣[ 1

µ
∆tΣ

d
m s

]∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

+
∑

e∈E(K)∩Eh(Γ)

hm

∣∣∣∣∣∣µ−1∆tΣ
d
m s
∣∣∣∣∣∣2

0,e
.

El próximo resultado sigue la misma idea desarrollada en el Teorema 3.2 (cf. (3.38))

Teorema 4.3 La siguiente desigualdad se satisface para cada m ∈ {1, . . . , N}:

||((Σ̂−Σ)(tm), (Û−U)(tm))||H0×Q ≤ C24Θ1,m, (4.58)

donde C24 > 0 es independiente de hm.

Demostración: Gracias a la dependencia continua de la solución de (S6) (cf. (4.16)), tenemos

la condición inf-sup global para la solución ((Σ̂−Σ)(tm), (Û−U)(tm)) ∈ H0 ×Q, esto es,

existe C > 0 tal que

C||(Σ̂−Σ)(tm), (Û−U)(tm)||H0×Q

≤ sup
(τ ,v)∈H0×Q\{θ}

a((Σ̂−Σ)(tm), τ ) + b(τ , (Û−U)(tm)) + b((Σ̂−Σ)(tm),v)

||(τ ,v)||H0×Q

Usando (S6) (cf. (4.16)) conjunto con (4.17) y (4.18) (con el correspondiente cambio de

ı́ndice n = m aqúı) obtenemos
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C||((Σ̂−Σ)(tm), (Û−U)(tm))||H0×Q ≤ sup
(τ ,v)∈H0×Q\{θ}

[R̂1(τ )](tm) + [R̂2(v)](tm)

||(τ ,v)||H0×Q

≤ sup
(τ ,v)∈H0×Q\{θ}

Rm1 (τ ) +Rm2 (v)

||(τ ,v)||H0×Q

≤ sup
τ∈H0

Rm1 (τ )

||τ ||div,Ω
+ ||Rm2 ||0,Ω

(4.59)

Debido a que Rm1 (τ ) es similar a R1(τ ), se pueden seguir los mismos argumentos desarrol-

lados en [11, Lemas 4.3,4.4] con el fin de obtener:

|Rm1 (τ )| ≤ C̃

( ∑
K∈Tm

θ2
1,K(tm) + θ2

2,K(tm)

)1/2

||τ ||div,Ω

con C̃ > 0, y θ2
1,K y θ2

2,K definidos como en (3.36) y (3.37) pero con Σ en vez de σh y

U en vez de uh. Por otro lado, es claro que

||Rm2 ||0,Ω =

( ∑
K∈Tm

||Pmh (∆tUm)− div Σm − fm||20,K

)1/2

.

Siguiendo ambas observaciones y reemplazándolas en (4.59) llegamos directamente a (4.58),

concluyendo la demostración. �

Ahora, del teorema 3.1.3 (ec. (3.40)), se tiene la estimación de error para la derivada temporal
d

dt
(Û−U):

Lema 4.5 La siguiente estimación de error se satisface para cada m ∈ {1, . . . , N}:∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(tm)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

≤ C25Θ̃1,m, (4.60)

donde C25 > 0 no depende de hm.

Demostración: Siguiendo la misma ĺınea desarrollada a lo largo de la Subsección 3.1.3,

basaremos nuestro análisis tomando derivadas temporales a ambas ecuaciones del sistema

(S6)(cf. (4.16)). Entonces, derivando ambas ecuaciones respecto a t, y usando (4.19) y

(4.20), en el nivel t = tm obtenemos:
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a

(
d

dt
(Σ̂−Σ)(tm), τ

)
+ b

(
τ ,

d

dt
(Û−U)(tm)

)
= ∆tRm1 (τ )

b

(
d

dt
(Σ̂−Σ)(tm),v

)
= ∆tRm2 (v),

(4.61)

donde

∆tRm1 (τ ) := − 1

µ
(∆tΣ

d
m, τ

d)0,Ω − (∆tUm,div τ )0,Ω

y

∆tRm2 (v) := (∆t(Pmh (∆tUm))− div (∆tΣm)−∆tfm,v)0,Ω.

De (4.61), se tiene que existe C > 0 tal que

C

∣∣∣∣∣∣∣∣( d

dt
(Σ̂−Σ)(tm),

d

dt
(Û−U)(tm)

)∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ sup
τ∈H0

∆tRm1 (τ )

||τ ||div,Ω
+ ||∆tRm2 ||0,Ω.

Siguiendo las mismas ideas del teorema anterior, y del Teorema 3.7, usando además el hecho

que ∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(tm)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Ω

≤
∣∣∣∣∣∣∣∣( d

dt
(Σ̂−Σ)(tm),

d

dt
(Û−U)(tm)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
H0×Q

,

obtenemos directamente (4.60) terminado la prueba. �

Sin embargo, del análisis de la primera contribución, espećıficamente de los Teoremas

4.1 y 4.2, notamos que en el lado derecho de ambas estimaciones, aparece el término∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds, el cual no ha sido estimado. Esto se resuelve en el siguiente

teorema.

Teorema 4.4 La siguiente desigualdad se satisface para cada m ∈ {1, . . . , N}:

∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

≤ C2
15

m∑
n=1

τnΘ̃2
1,n (4.62)

Demostración: Usando (4.5) y (4.8) obtenemos

d

dt
(Û−U)(t) = ∆t(Ûn −Un) ∀t ∈]tn−1, tn] ∀n ∈ {1, . . . , N},

esto es, d
dt(Û−U) es constante a lo largo de cada intervalo ]tn−1, tn], n ∈ {1, . . . , N}. Luego,

usando (4.60) obtenemos:
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∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds =
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

=
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(tn)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds

≤ C2
15

m∑
n=1

τnΘ̃2
1,n,

concluyendo la demostración. �

4.1.3. Estimación de error a posteriori para (Σ− σ,U− u)

Ahora se usan los resultados de las secciones anteriores para dar lugar a una estimación a

posteriori para (Σ−σ,U−u). Recordamos la definición de |||(·, ·)|||1 : H0×Q→ R+
0 , dada

en la Sección 3.1.4, la cual estaba dada como sigue:

|||(σ,v)|||1 := |σ|a,1 + ||v||0,Ω ∀(σ,v) ∈ H0 ×Q.

Notamos que al igual que en el esquema semi-discreto, espećıficamente en la Sección 3.1.4,

las expresiones ||(Û − U)(0)||0,Ω y |(Σ̂ − Σ)(0)|a,1, usando el Teorema 4.3 (cf. (4.58)) se

pueden estimar como

máx

{
||(Û−U)(0)||0,Ω, |(Σ̂−Σ)(0)|a,1

}
≤ C24 Θ1,0 (4.63)

Damos paso al resultado principal de toda esta Sección:

Teorema 4.5 Para todo t ∈ [0, T ], sean (σ(t),u(t)) ∈ H0×Q y (Σ,U) la solución de (2.4)

y (4.4) respectivamente. Entonces, para cada m ∈ {1, . . . , N}, se tiene:

|||(Σm,Um)− (σ(tm),u(tm))|||21

≤ C26

{
||(U− u)(0)||20,Ω + |(Σ− σ)(0)|2a,1 + Θ2

1,0 +
5∑
i=1

m∑
n=1

Fni +
m∑
n=1

τnΘ̃2
1,n + Θ2

1,m

}
(4.64)

donde C26 > 0 indica una constante independiente de hm.

Demostración: Aplicando desigualdades conocidas llegamos a:
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|||(Σm,Um)− (σ(tm),u(tm))|||21
≤ 2|||(Σ̂− σ)(tm), (Û− u)(tm)|||21 + 2|||(Σ̂(tm)−Σm, Û(tm)−Um)|||21

(4.65)

Usando la definición de ||| · |||1 y las estimaciones (4.47) y (4.36), el primer sumando se puede

estimar como:

|||(Σ̂− σ)(tm), (Û− u)(tm)|||21
≤ 2|(Σ̂− σ)(tm)|2a,1 + 2||(Û− u)(tm)||20,Ω

≤ 2C23

{
|(Σ̂− σ)(0)|2a,1 +

∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds+
5∑
i=3

m∑
n=1

Fni

}

+ 2C22

{
||(Û− u)(0)||20,Ω +

∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

ds+

3∑
i=1

m∑
n=1

Fni

}
.

(4.66)

Por otra parte, usando desigualdades conocidas y la estimación (4.58), podemos estimar el

segundo término del lado derecho de (4.65) como

|||(Σ̂(tm)−Σm), (Û(tm)− um)|||21 ≤ 2|(Σ̂−Σ)(tm)|2a,1 + ||(Û−U)(tm)||20,Ω
≤ 2||(Σ̂−Σ)(tm)||2div,Ω + 2||(Û−U)(tm)||20,Ω
≤ 2||((Σ̂−Σ)(tm), (Û−U)(tm))||2H0×Q

≤ 2C2
14Θ2

1,m

(4.67)

Insertando (4.66) y (4.67) dentro de (4.65), usando la desigualdad triangular en conjunto con

(4.63) sobre las condiciones iniciales, la estimación (4.62) y juntando términos semejantes

llegamos a (4.64), lo que concluye la demostración.�

4.2. El problema de Stokes-Darcy evolutivo

En esta Sección se realizará un análisis de error a posteriori para el esquema completa-

mente discreto mixto del problema de Stokes-Darcy, basado en el método de Euler regresivo.

Todos los resultados en esta Sección se desprenden naturalmente siguiendo las mismas ideas

desarrolladas en la Sección 4.1, para el problema de Stokes, por lo cual se omitirán los

detalles de las demostraciones en donde la estructura subyacente de las expresiones sea la
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misma.

Sea la partición 0 = t0 < t1 < . . . < tN = T y para cada n ∈ {0, . . . , N}, sean τn := tn−tn−1

y Tn := T Sh,n ∪ T Dh,n donde T Sh,n y T Dh,n son refinamientos de una macrotiangulación que es

triangulación de los dominios espaciales ΩS y ΩD respectivamente que satisfacen las hipótesis

de regularidad usuales (cf. [4]). Dado que ΩS y ΩD coinciden en Σ, Tn es un refinamiento

de una macrotriangulación de ΩS ∪ Σ ∪ ΩD. Sea, para todo x ∈ Ω,

hn(x) := diam(K) dondeK ∈ Tn y x ∈ K.

Se define la derivada discreta como

∆tφ?,n :=
1

τn
(φ?,n − φ?,n−1) ∀? ∈ {S,D,Σ},

donde la notación φ?,n, para cualquier función φ?, indica φ?(tn), ? ∈ {S,D,Σ}. Para los

elementos de los espacios producto, definimos su derivada discreta sobre cada componente,

esto es,

∆t(τS,n,vD,n,ψΣ,n, ξΣ,n) := (∆tτS,n,∆tvD,n,∆tψΣ,n,∆tξΣ,n) ∀(τS,n,vD,n,φΣ,n, ξΣ,n) ∈ X

y

∆t(vS,n, qD,n) := (∆tvS,n,∆tqD,n) ∀(vS,n, qD,n) ∈M.

Para cada n ∈ {0, . . . , N}, consideraremos Xnh y Mn
h definidos sobre las triangulaciones Tn

como los subespacios de elementos finitos de X y M respectivamente, definidos como sigue:

Xnh := Hn(ΩS)×Hn
h(ΩD)×Ξn(Σ)× Ξnh(Σ)

y

Mn
h := Lnh(ΩS)× Lnh,0(ΩD),

donde,

Hn(ΩS) := {τ : ΩS → R2×2 : ctτ ∈ Hn
h(ΩS) ∀c ∈ R2},

Lnh(ΩS) := Lnh(ΩS)× Lnh(ΩS),
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con

Hn
h(Ω?) := {vh ∈ H(div; Ω?) : vh|K ∈ RT0(K) ∀K ∈ T ?h,n}, ∀? ∈ {S,D},

Lnh(Ω?) := {qh : Ω? → R : qh|K ∈ P0(K) ∀K ∈ T ?h,n} ∀? ∈ {S,D},

y

Lnh,0(ΩD) := Lnh(ΩD) ∩ L2
0(ΩD).

Además, para cada n ∈ {0, . . . , N}, podemos definir Σ2h,n de manera similar que en la

Sección 2.2.2, y asi podemos definir los siguientes espacios:

Ξnh(Σ) := {ξh ∈ C(Σ) : ξh|e ∈ P1(e) ∀arco e ∈ Σ2h,n}

y

Ξn(Σ) = Ξnh(Σ)× Ξnh(Σ).

Dados dos refinamientos de la misma macrotriangulación T ?h,n−1 y T ?h,n, con ? ∈ {S,D},
definimos T̂ ?h,n como el mejor engrosamiento común de ellos, cuyo tamaño de malla está dado

por ĥn := máx{hn, hn−1} y sea P̂n
h : M → Mn

h ∩Mn−1
h como el operador vectorial definido

como P̂n
h(vS , qD) = (P̂nh,SvS , P̂nh,D qD) para todo (vS , qD) ∈ M, donde P̂nh,S y P̂nh,D son las

proyecciones relativas a los mejores engrosamientos comunes T̂ Sh,n de T Sh,n y T Sh,n−1 y T̂ Dh,n de

T Dh,n y T Dh,n−1 respectivamente, y que satisfacen las siguientes propiedades de estabilidad:

||vS − P̂nh,SvS ||0,ΩS ≤ C27ĥn||∇vS ||0,ΩS ∀vS ∈ H1(ΩS),

||qD − P̂nh,S qD||0,ΩD ≤ C28ĥn||∇qD||0,ΩD ∀qD ∈ H
1(ΩD).

(4.68)

También definimos Pn
h : M→Mn

h como el operador vectorial dado por

Pn
h(vS , qD) := (Pnh,SvS ,Pnh,DqD),

donde Pnh,D y Pnh,S son las proyecciones ortogonales definidas como

(Pnh,SvS ,ψ)S = (vS ,ψ)S ∀ψ ∈ Lnh(ΩS)
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y

(Pnh,D qD, φ)D = (qD, φ)D ∀φ ∈ Lnh,0(ΩD),

y que satisfacen las siguientes propiedades de estabilidad:

||vS − Pnh,SvS ||0,Ω ≤ C29hn||∇vS ||0,Ω ∀vS ∈ H1(ΩS)

||qD − Pnh,D qD||0,Ω ≤ C30hn||∇qD||0,Ω ∀qD ∈ H1(ΩD).
(4.69)

El esquema completamente discreto se lee como sigue: Dado U0 = P0
hu0, hallar

{(Σn,Un)}n∈{0,...,N},

con

(Σn,Un) := ((ΣS,n,UD,n,ΨΣ,n,ΛΣ,n), (US,n, PD,n)) ∈ Xnh ×Mn
h,

tal que

A(Σ0, τ ) + B(τ ,U0) = 0 ∀τ ∈ X0
h, (4.70)

y para cada n ∈ {1, . . . , N},

A(Σn, τ ) + B(τ ,Un) = 0 ∀τ ∈ Xnh,

−Dn(Un,v) + B(Σn,v) = Gn(v) ∀v ∈Mn
h,

(4.71)

donde

Dn(Un,v) := (∆tUS,n,vS)S + (∆tpD,n, qD)D ∀v = (vS , qD) ∈M

y

Gn(v) := −(fS,n,vS)S − (fD,n, qD)D ∀v = (vS , qD) ∈M.

Dadas dos sucesiones de valores discretos {Un}, {Σn}, n ∈ {0, . . . , N}, asociamos dos

funciones temporales a través de interpolantes continuos a trozos U(t), Σ(t), con t ∈ [0, T ],

como

U(t) =
tn − t
τn

Un−1 +
t− tn−1

τn
Un

= Un−1 + (t− tn−1)∆tUn, tn−1 < t ≤ tn, n = 1, . . . , N,
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Σ(t) =
tn − t
τn

Σn−1 +
t− tn−1

τn
Σn

= Σn−1 + (t− tn−1)∆tΣn, tn−1 < t ≤ tn, n = 1, . . . , N.

Notar que la derivada temporal de U restringida a ]tn−1, tn] queda como

dU(t)

dt
= ∆tUn ∀t ∈]tn−1, tn]. (4.72)

Sean eu(t) = U(t)−u(t) y eσ(t) = Σ(t)−σ(t). Tal como en el caso semidiscreto y para

el problema de Stokes en la Sección anterior, debemos definir los residuos discretos como

sigue:

Definición 4.3 Para cada n ≥ 1, se definen los residuos discretos como:

Rn3 (τ ) := −A(Σn, τ )− B(τ ,Un) ∀τ ∈ X,

Rn4 (v) := (Pnh,S(∆tUS,n),vS)S+(Pnh,D(∆tPD,n), qD)D−B(Σn,v)+Gn(v) ∀v = (vS , qD) ∈M,

y para n = 0 fijamos R0
3(τ ) := −A(Σ0, τ )− B(τ ,U0) y R0

4(v) := 0.

Además notamos que Rn3 (τn) = 0 ∀τn ∈ Xnh y Rn4 (vn) = 0 ∀vn ∈ Mn
h y que para todo

t ∈]tn−1, tn], n ∈ {1, . . . , N}, se satisface el siguiente sistema mixto:

A(eσ(t), τ ) + B(τ , eu(t)) = −Rn3 (τ ) +A(Σ(t)−Σn, τ ) + B(τ ,U(t)−Un) ∀τ ∈ X,

−Dn(eu(t),v) + B(eσ(t),v) = −Rn4 (v) + B(Σ(t)−Σn,v) + (G − Gn)(v)

+
1

τn

(
Pnh,SUS,n−1 −US,n−1,vS

)
S

+
1

τn

(
Pnh,D PD,n−1 − PD,n−1, qD

)
D
∀v = (vS , qD) ∈M.

(4.73)

Como es usual, debemos definir las reconstrucciones eĺıpticas mixtas en el nivel t = tn

como sigue:

Definición 4.4 Para cada n ∈ {0, . . . , N}, dados Σn y Un, se definen las reconstrucciones

eĺıpticas mixtas

(Σ̂n, Ûn) := ((Σ̂S,n, ÛD,n, Ψ̂Σ,n, Λ̂Σ,n), (ÛS,n, P̂D,n))
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como la solución de la siguiente formulación variacional mixta: Hallar Σ̂n ∈ X y Ûn ∈ M
tal que

A(Σ̂n −Σn, τ ) + B(τ , Ûn −Un) = Rn3 (τ ) ∀τ ∈ X, n = 0, . . . , N,

B(Σ̂n −Σn,v) = Rn4 (v) ∀v ∈M, n = 0, . . . , N.
(4.74)

Se puede probar además que Ûn ∈ M̃ := H1(ΩS)×H1(ΩD) (cf. [3, Página 147]). Dada

una sucesión de valores discretos {Σ̂n}n∈{0,...,N} y {Ûn}n∈{0,...,N} definimos respectivamente,

Σ̂(t) y Û(t) como sus interpolantes continuos a trozos, esto es,

Û(t) = Ûn−1 + (t− tn−1)∆tÛn tn−1 < t ≤ tn, n = 1, . . . , N

Σ̂(t) = Σ̂n−1 + (t− tn−1)∆tΣ̂n tn−1 < t ≤ tn, n = 1, . . . , N,

Notamos que la derivada temporal de Û(t) con t restringido a ]tn−1, tn] es

dÛ(t)

dt
= ∆tÛn ∀t ∈]tn−1, tn]. (4.75)

Para obtener las estimaciones de error, separamos los errores en dos contribuciones:

eu = (Û− u)− (Û−U), (4.76)

y

eσ = (Σ̂− σ)− (Σ̂−Σ). (4.77)

Insertando (4.74) en (4.73) y considerando las definiciones (4.76) y (4.77) obtenemos,

para cada t ∈]tn−1, tn], n ∈ {1, . . . , N}, el sistema

A(Σ̂(t)− σ(t), τ ) + B(τ , Û(t)− u(t)) = A(Σ̂(t)− Σ̂n, τ ) + B(τ , Û(t)− Ûn),

−D(Û(t)− u(t),v) + B(Σ̂(t)− σ(t),v) = −D(Û(t)−U(t),v) + B(Σ̂(t)− Σ̂n,v)

+ (Gn − G)(v) +
1

τn

(
Pnh,SUS,n−1 −US,n−1,vS

)
S

+
1

τn

(
Pnh,D PD,n−1 − PD,n−1, qD

)
D
.

(4.78)

Debemos escribir algunos términos de (4.78) en una forma deseable con el fin de obtener

una cota a posteriori. Nos fijamos sobre el segundo término del lado derecho de la segunda
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ecuación de (4.78). Con respecto a este término, se tiene el siguiente resultado:

Lema 4.6 La siguiente expresión se satisface para t ∈]tn−1, tn], con n ∈ {1, . . . , N}:

B(Σ̂− Σ̂n,v) = (t− tn)

{
B(∆tΣn,v) + ∆tRn4 (v)

}
∀v ∈M (4.79)

Demostración: Se sigue la misma idea desarrollada en la demostración del Lema 4.1. �

Por su parte, no es dif́ıcil ver que

A(Σ̂− Σ̂n, τ ) + b(τ , Û− Ûn) = 0 ∀τ ∈ X. (4.80)

De esta manera, usando (4.79) y (4.80), se tiene que (4.78) se reduce a:

(S7)



A(Σ̂− σ, τ ) + B(τ , Û− u) = 0 ∀τ ∈ X,
−D(Û− u,v) + B(Σ̂− σ,v) = −D(Û−U,v) + (t− tn)[B(∆tΣn,v) + ∆tRn4 (v)]

+(Gn − G)(v) +
1

τn

(
Pnh,SUS,n−1 −US,n−1,vS

)
S

+
1

τn

(
Pnh,D PD,n−1 − PD,n−1, qD

)
D
∀v ∈ Q.

(4.81)

Por otro lado, de las definiciones de Σ̂ y Û, y de (4.74), se tiene que el siguiente sistema

se satisface para cada t ∈]tn−1, tn], n ∈ {1, . . . , N}

(S8)

{
A(Σ̂(t)−Σ(t), τ ) + B(τ , Û(t)−U(t)) = [R̂3(τ )](t) ∀τ ∈ X,

B(Σ̂(t)−Σ(t),v) = [R̂4(v)](t) ∀v ∈M,
(4.82)

donde R̂3(τ ) y R̂4(v) son los interpolantes continuos a trozos de Rn3 (τ ) y Rn4 (v) respec-

tivamente, esto es,

[R̂3(τ )](t) :=
tn − t
τn
Rn−1

3 (τ ) +
t− tn−1

τn
Rn3 (τ ) ∀τ ∈ X ∀t ∈]tn−1, tn]

y

[R̂4(v)](t) :=
tn − t
τn
Rn−1

4 (v) +
t− tn−1

τn
Rn4 (v) ∀v ∈M ∀t ∈]tn−1, tn].

Notar que en el nivel t = tn, con n ∈ {1, . . . , N}, se tiene

[R̂3(τ )](tn) = Rn3 (τ ) (4.83)
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y

[R̂4(v)](tn) = Rn4 (v). (4.84)

Además notar que las derivadas temporales quedan como

d

dt
[R̂3(τ )](t) = ∆tRn3 (τ ) ∀t ∈]tn−1, tn] (4.85)

y

d

dt
[R̂4(v)](t) = ∆tRn4 (v) ∀t ∈]tn−1, tn]. (4.86)

Comenzamos con la primera contribución del error, referido al sistema (S7):

4.2.1. Primera contribución

En esta Sección nos basaremos en el sistema (S7) (cf. (4.81)). Las estimaciones que nos

interesan son ||(Û − u)(tm)||M y |(Σ̂ − σ)(tm)|a,2, con m ∈ {1, . . . , N}. Por conveniencia,

antes de establecer los resultados que nos conducirán a las cotas deseadas, definimos las

siguientes expresiones para cada n ∈ {1, . . . , N}:

Fn6 := τ3
n(||∆tΣS,n||20,ΩS + ||∆tUD,n||20,ΩD + ||(C27 + C28)ĥn∆tRn4 ||2M), (4.87)

Fn7 := τn [||hn(US,n−1 − Ph,SUS,n−1)||20,ΩS + ||hn(PD,n−1 − Pnh,DPD,n−1)||20,ΩD ], (4.88)

Fn8 :=

∫ tn

tn−1

{||fS − fS,n||20,ΩS + ||fD − fD,n||20,ΩD} ds (4.89)

Fn9 := τ3
n(||div (∆tΣS,n)||20,ΩS + ||div(∆tUD,n)||20,ΩD + ||∆tRn4 ||2M), (4.90)

Fn10 :=

{
||τ−1
n hn(I − Pnh,S)US,n−1||20,ΩS if n = 1 or n = m

τ2
n||ĥn∆t(τ

−1
n (Pnh,S − I)US,n−1)||20,ΩS if n ∈ {2, . . . ,m− 1},

(4.91)
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Fn11 :=

{
||τ−1
n hn(I − Pnh,D)PD,n−1||20,ΩD if n = 1 or n = m

τ2
n||ĥn∆t(τ

−1
n (Pnh,D − I)PD,n−1)||20,ΩD if n ∈ {2, . . . ,m− 1},

(4.92)

Con el fin de obtener las cotas deseadas, notamos que si seguimos la demostración del Lema

3.7 (cf. (3.56)), podemos deducir directamente la siguiente estimación:

D(Û−U, Û− u) ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)

∣∣∣∣∣∣∣∣
M
||Û− u||M. (4.93)

A su vez notar que de la definición de las reconstrucciones eĺıpticas mixtas y de (2.7)-(2.8)

se tiene

∇(ÛS − uS) = ν−1(Σ̂S − σS)d (4.94)

y

∇(P̂D − pD) = K−1(ÛD − uD). (4.95)

Además, será necesario establecer el siguiente resultado:

Lema 4.7 Existe C31 > 0 tal que

máx

{
||ν−1(Σ̂S − σS)d||0,ΩS , ||K

−1(ÛD − uD)||0,ΩD
}
≤ C31|Σ̂− σ|a,2. (4.96)

Demostración: Tomando τ = Σ̂−σ en la primera ecuación de (S7) (ec. (4.81)) obtenemos,

aplicando integración por partes en ΩS y ΩD y las expresiones (4.94) y (4.95),

A(Σ̂− σ, Σ̂− σ) = −B(Σ̂− σ, Û− u)

= −(div Σ̂S − σS , ÛS − uS)S + (div(ÛD − uD), P̂D − pD)D

= (Σ̂S − σS ,∇(ÛS − uS))S + (ÛD − uD,∇(P̂D − pD))D

= (Σ̂S − σS , ν−1(Σ̂S − σS)d)S + (ÛD − uD,K
−1(ÛD − uD))D

(4.97)

Sea c > 0 tal que 0 < c < ν. Luego, se cumple

(Σ̂S − σS , ν−1(Σ̂S − σS)d)S ≥ c||ν−1(Σ̂S − σS)d||20,ΩS . (4.98)
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Por otra parte, usando (2.9) y (2.10) obtenemos

||K−1(ÛD − uD)||20,ΩD ≤
α2

2

α1
(K−1(ÛD − uD), (ÛD − uD))D,

o equivalentemente,

(K−1(ÛD − uD), (ÛD − uD))D ≥
α1

α2
2

||K−1(ÛD − uD)||20,ΩD . (4.99)

Reemplazando (4.98) y (4.99) en (4.97) llegamos a

|Σ̂− σ|2a,2 ≥ c||ν−1(Σ̂S − σS)d||20,ΩS +
α1

α2
2

||K−1(ÛD − uD)||20,ΩD ,

lo cual implica

máx

{
||ν−1(Σ̂S − σS)d||0,ΩS , ||K

−1(ÛD − uD)||0,ΩD
}
≤ C14|Σ̂− σ|a,2,

con C14 :=
√

1

mı́n

{
c,
α1
α22

} > 0, concluyendo la demostración. �

Además, definimos para cada m ∈ {1, . . . , N} la siguiente expresión que expresa un

error, el cual aparecerá en los siguientes resultados:

Em(Σ̂− σ) :=

{∫ tm

0
|(Σ̂− σ)(s)|2a,2ds

}1/2

. (4.100)

Ahora bien, para obtener las cotas para ||(Û − u)(tm)||0,ΩD , con m ∈ {1, . . . , N}, se debe

antes establecer dos lemas técnicos previos que nos servirán en la demostración del teorema

que establece esta cota. El siguiente lema tiene que ver con el segundo término del lado

derecho de (S7) (ec. (4.81)) y con la cantidad Fn6 previamente definida.

Lema 4.8 Existe C32 > 0 tal que para cada m ∈ {1, . . . , N} se satisface la siguiente esti-

mación:

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

(tn−s)[B(∆tΣn, Û−u)+∆tRn4 (Û−u)]ds ≤ C32

{
m∑
n=1

Fn6

}1/2

Em(Σ̂−σ) (4.101)

Demostración: Se procede de manera similar al Lema 4.2 y para acotar se debe usar nece-

sariamente el Lema 4.7 (cf. (4.96)), con lo cual se tendrá que la constante C32 dependerá de

la constante C31 obtenida en el Lema anterior. �
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El Lema que viene a continuación, tiene que ver con los dos últimos términos del lado derecho

de la segunda ecuación de (S7) (ec. (4.81)) y con la cantidad Fn7 previamente definida.

Lema 4.9 Existe C33 > 0 tal que m ∈ {1, . . . , N}, la siguiente estimación se satisface

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

{
1

τn
(US,n−1 − Pnh,SUS,n−1, ÛS − uS)S +

1

τn
(PD,n−1 − Pnh,D PD,n−1, P̂D − pD)D

}
ds

≤ C32

{
m∑
n=1

Fn7

}1/2

E(Σ̂− σ)

(4.102)

Demostración: Se sigue la misma idea desarrollada en el Lema 4.3, y para acotar también

se usa el Lema 4.7 (ec. (4.96)), con lo cual se tiene que la constante C33 dependerá de la

constante C31, y por la naturaleza de los términos involucrados, de las constantes C29 y C30.

�

Finalmente, llegamos al resultado que establece la cota para Û− u anunciada:

Teorema 4.6 Para cualquier t ∈ [0, T ], sean (σ(t),u(t)) ∈ H0 ×Q la solución de (2.12) y

Σ̂ con Û las reconstrucciones eĺıpticas mixtas definidas previamente y sea H5 : [0, T ]→ R+

definida por

H5(t) :=
1

2
||(Û− u)(t)||2M + 2

∫ t

0
|(Σ̂− σ)(s)|2a,2 ds

Entonces, para cada m ∈ {1, . . . , N}, la siguiente estimación de error se satisface:

H5(tm) ≤ C34

{
||(Û− u)(0)||2M +

∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û− u)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
M
ds+

8∑
i=6

m∑
n=1

Fni

}
. (4.103)

donde C34 > 0 es una constante positiva convenientemente escogida y que es independiente

de hm, m ∈ {1, . . . , N}.

Demostración: Se sigue la misma idea desarrollada en la demostración del Teorema 4.1 (cf.

(4.36)) con las debidas modificaciones en este contexto.�

Notar que queda por estimar la expresión
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∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
M
ds,

la cual será estimada en la siguiente Sección.

Ahora se establece el otro resultado deseado para esta sección, esto es, la cota para

|(Σ̂− σ)(tm)|a,2, con m ∈ {1, . . . , N},

Teorema 4.7 Para todo t ∈ [0, T ], sean (σ(t),u(t)) ∈ H0 × Q la solución de (2.12) y Σ̂

con Û las reconstrucciones eĺıpticas mixtas definidas previamente y sea H6 : [0, T ] → R+

definida por

H6(t) := |(Σ̂− σ)(t)|2a,2 +

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û− u)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
M
ds

Entonces, para cada m ∈ {1, . . . , N}, la siguiente estimación de error se satisface:

H6(tm) ≤ C35

{
|(Σ̂− σ)(0)|2a,2 +

∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
M

+
11∑
i=8

m∑
n=1

Fni

}
, (4.104)

donde C35 > 0 es una constante independiente de hm, m ∈ {1, . . . , N}.

Demostración: Se sigue la misma idea desarrollada en la demostración del Teorema 4.2 (cf.

(4.47)) con las debidas modificaciones en este contexto. Además, dentro de la demostración,

se deberá seguir la misma idea desarrollada en el Lema 4.4 (cf. (4.44)) para poder establecer:

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

1

τn

(
(I − Pnh,S)US,n−1,

d

dt
(ÛS − uS)

)
S

ds = −(τ−1
1 (I − P1

h,S)US,0, (ÛS − uS)(t0))S

+ (τ−1
m (I − Pmh,S)US,m−1, (ÛS − uS)(tm))S

+

m∑
n=2

τn(∆t(τ
−1
n (Pnh,S − I)US,n−1), (ÛS − uS)(tn−1))S

y
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m∑
n=1

∫ tn

tn−1

1

τn

(
(I − Pnh,D)Pn−1,

d

dt
(P̂D − pD)

)
D

ds = −(τ−1
1 (I − P1

h,D)P0, (P̂D − pD)(t0))0,Ω

+ (τ−1
m (I − Pmh,D)Pm−1, (P̂D − pD)(tm))D

+
m∑
n=2

τn(∆t(τ
−1
n (Pnh,D − I)PD,n−1), (P̂D − pD)(tn−1))D.

y aśı poder acotar acorde a la idea desarrollada en la demostración del Teorema 4.2 y obtener

(4.104). �

Notar que, de la misma manera que en el teorema anterior, queda por estimar

∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
M
ds,

la cual, como hab́ıamos adelantado, será estimada en la próxima Sección.

4.2.2. Segunda contribución

Notamos que (S8) (cf. (4.82)) tiene una estructura similar a (S4) (cf. (3.55)), con lo cual

podemos usar las ideas desarrolladas en la Sección 3.2.2 para obtener las estimaciones de-

seadas. Para cada m ∈ {1, . . . , N}, definimos el siguiente estimador de error:

Θ2,m :=


∑

K∈T Sh,m

Θ2
S,K,m +

∑
K∈T Dh,m

Θ2
D,K,m


1/2

, (4.105)

donde, para cada K ∈ T Sh,m, se tiene que

Θ2
S,K,m

:= ||Pmh,S(∆tUS,m) + div ΣS,m + fS,m||0,ΩS + h2
m||rot Σd

S,m||20,K + h2
m||Σd

S,m||20,K
+

∑
e∈E(K)∩Eh(ΩS)

he||[Σd
S,mt]||20,e +

∑
e∈E(K)∩Eh(ΓS)

he||Σd
S,mt||20,e +

∑
e∈E(K)∩E(Σ)

he||US,m + ΨΣ,m||20,e

∑
e∈E(K)∩E(Σ)

{
he

∣∣∣∣∣∣ΣS,mn + ΛΣ,mn− ν

κ
(ΨΣ,m · t)t

∣∣∣∣∣∣2
0,e

+ hm||ν−1Σd
S,mt +∇ΨΣ,mt||20,e

}

y para cada K ∈ T Dh,m,
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Θ2
D,K,m

:= ||Pmh,D(∆tPD,m)− div UD,m + fD,m||20,K + h2
m|| rot(K−1UD,m)||20,K + h2

m||K−1UD,m||20,K

+
∑

e∈E(K)∩Eh(ΩD)

he||[K−1UD,m · t]||20,e +
∑

e∈E(K)∩E(Σ)

hm

∣∣∣∣∣∣∣∣K−1UD,m · t +
dΛΣ,m

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

+
∑

e∈E(K)∩E(Σ)

{
he||UD,m · n + ΨΣ,m · n||20,e + he||PD,m − ΛΣ,m||20,e

}
.

El siguiente resultado sigue la misma idea del Teorema 3.6 (ec. (3.82))

Teorema 4.8 La siguiente estimación de error a posteriori se satisface para cada m ∈
{1, . . . , N}:

||(Σ̂−Σ, Û−U)(tm)||X×M ≤ C36Θ2,m, (4.106)

donde C36 > 0 es independiente de hm, m ∈ {1, . . . , N}.

Demostración: La buena definición del problema estacionario de Stokes-Darcy, es equivalente

a la condición inf-sup global (3.66), la cual implica, usando el sistema (S8)(ec. (4.82)), (4.83)

y (4.84) (con el correspondiente cambio de ı́ndice n = m acá), que se satisface

C||(Σ̂−Σ, Û−U)(tm)||X×M ≤ sup
(τ ,v)∈X×M\{θ}

|Rm3 (τ )|+ |Rm4 (v)|
||(τ ,v)||X×M

(4.107)

Siguiendo la misma idea de la deducción de la estimación de error a posteriori para la

segunda contribución en el esquema semi-discreto, podemos descomponer Rm3 y Rm4 como

Rm3 (τ ) = Rm,13 (τS) +Rm,23 (vS) +Rm,33 (φ) +Rm,43 (ξ)

y

Rm4 (v) = Rm,14 (vS) +Rm,24 (qD),

donde Rm,i1 , i ∈ {1, . . . , 4} y Rm,j2 , j ∈ {1, 2} están definidas como (3.68), (3.69), (3.70),

(3.71), (3.72) y (3.73), pero, con ΣS,m en vez de σS,h, UD,m en vez uD,h, ΨΣ,m en vez de

φh, ΛΣ,m en vez de λh, US,m en vez de uS,h y PD,m en vez de pD,h. Usando los Lemas 3.11,

3.12 y 3.13 en este contexto para estimar Rm3 y el Lema 3.14 en este contexto para estimar

Rm4 , se concluye directamente la demostración. �
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De la Sección 4.2.1, sabemos que nos queda por estimar la expresión∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
M
ds,

la cual aparece en los lados derechos de (4.103) y (4.104). Para ello, primero debemos

estimar

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(tm)

∣∣∣∣∣∣∣∣
M

, que se sigue directamente del teorema previo. Para cada m ∈

{1, . . . , N}, definimos el siguiente estimador de error:

Θ̃2,m =

 ∑
K∈T Sh,m

∂tΘ
2
S,K,m +

∑
K∈T Dh,m

∂tΘ
2
D,K,m


1/2

. (4.108)

donde, para cada K ∈ T Sh,m,

∂tΘ
2
S,K,m :=

∣∣∣∣∆t(Pmh,S(∆tUS,m)) + div ∆tΣS,m + ∆fS,m
∣∣∣∣

0,ΩS
+ h2

m

∣∣∣∣∣∣rot ∆tΣ
d
S,h

∣∣∣∣∣∣2
0,K

+ h2
m

∣∣∣∣∣∣∆tΣ
d
S,h

∣∣∣∣∣∣2
0,K

+
∑

e∈E(K)∩Eh(ΩS)

hm

∣∣∣∣∣∣[∆tΣ
d
S,mt

]∣∣∣∣∣∣2
0,e

+
∑

e∈E(K)∩Eh(ΓS)

hm

∣∣∣∣∣∣∆tΣ
d
S,ht

∣∣∣∣∣∣2
0,e

+
∑

e∈E(K)∩E(Σ)

hm ||∆tUS,h + ∆tΨΣ,m||20,e

+
∑

e∈E(K)∩E(Σ)

{
hm

∣∣∣∣∣∣∆tΣS,mn + ∆tΛΣ,mn− ν

κ
(∆tΨΣ,m · t) t

∣∣∣∣∣∣2
0,e

+hm

∣∣∣∣∣∣ν−1∆tΣ
d
S,mt +∇{∆tΨΣ,m} t

∣∣∣∣∣∣2
0,e

}
y para cada K ∈ T Dh,m,

∂tΘ
2
D,K

:=
∣∣∣∣∆t(Pmh,D(∆tPD,m))− div (∆tUD,h) + ∆tfD,m

∣∣∣∣2
0,K

+ h2
m

∣∣∣∣rot
(
K−1∆UD,m

)∣∣∣∣2
0,K

+ h2
m

∣∣∣∣K−1∆tUD,m

∣∣∣∣2
0,K

+
∑

e∈E(K)∩Eh(ΩD)

hm
∣∣∣∣[K−1∆tUD,m · t

]∣∣∣∣2
0,e

+
∑

e∈E(K)∩E(Σ)

hm

∣∣∣∣∣∣∣∣K−1∆tUD,m · t + ∆t
dΛΣ,m

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,e

+
∑

e∈E(K)∩E(Σ)

{
hm ||∆tUD,h · n + ∆tΨΣ,m · n||20,e + hm ||∆tPD,m −∆tΛΣ,m||20,e

}
.

Ahora, siguiendo la misma idea que expresa el Teorema 3.7 (cf. (3.85)) para el caso
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semi-discreto, se tiene la siguiente estimación de error para d
dt(Û−U):

Lema 4.10 La siguiente estimación se satisface para cada m ∈ {1, . . . , N}:∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(tm)

∣∣∣∣∣∣∣∣
M
≤ C37Θ̃2,m, (4.109)

donde C37 > 0 es independiente de hm.

Demostración: Se sigue la misma ĺınea argumentativa de la demostración del Lema 4.5. �

Ahora damos el resultado anunciado

Teorema 4.9 La siguiente estimación se satisface para cada m ∈ {1, . . . , N}:

∫ tm

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddt(Û−U)(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
0,Ω

≤ C2
37

m∑
n=1

τnΘ̃2
2,n (4.110)

Demostración: Se sigue la misma idea desarrollada en el Teorema 4.4 �

4.2.3. Estimación de error a posteriori para (Σ− σ,U− u)

Ahora se usarán los resultados de las secciones previas para obtener una estimación de

error a posteriori para (Σ−σ,U−u). Recordamos la definición de |||(·, ·)|||2 : X×M→ R+
0 :

|||(σ,v)|||2 := |σ|a,2 + ||v||M ∀(σ,v) ∈ X×M.

De la misma manera que en el caso semi-discreto (Sección 3.2.4) las expresiones

||(Û−U)(0)||M y |(Σ̂−Σ)(0)|a,2 son calculables pues de (4.106) deducimos que

máx

{
||(Û−U)(0)||M, |(Σ̂−Σ)(0)|

}
≤ C36Θ2,0 (4.111)

Ahora damos el resultado anunciado y final de esta tesis:

Teorema 4.10 Para todo t ∈ [0, T ], sean (σ(t),u(t)) ∈ X × M y (Σ,U) la solución de

(2.12) y (4.71) respectivamente. Entonces, para cada m ∈ {1, . . . , N}, se tiene:

|||(Σm,Um)− (σ(tm),u(tm))|||22

≤ C38

{
||(U− u)(0)||2M + |(Σ− σ)(0)|2a,2 + Θ2,0 +

11∑
i=6

m∑
n=1

Fni +
m∑
n=1

τnΘ̃2
2,n + Θ2

2,m

}
,

(4.112)

donde C38 > 0 indica una constante que no depende de hm, m ∈ {1, . . . , N}.
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Demostración: Se sigue la misma idea desarrollada en la demostración del teorema 4.5

aplicada a este contexto. �
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y posibles extensiones

En esta tesis se demostró que existe una metodoloǵıa que permite obtener estimadores

de error a posteriori confiables para las formulaciones completamente mixtas de problemas

evolutivos de interés en mecánica de fluidos, a saber, los problemas de Stokes y Stokes-Darcy.

Esta metodoloǵıa consiste en ayudarse de las reconstrucciones eĺıpticas para separar el error

en dos contribuciones, una evolutiva, en la cual para ser acotada se aplican técnicas estándar

en problemas parabólicos, y otra estacionaria en donde el acotamiento es mediado gracias

a lo que se conoce en los respectivos análisis de error a posteriori de los problemas eĺıpticos

asociados.

No obstante, el trabajo hecho aqúı está incompleto. Por una parte, se deben realizar

los experimentos numéricos adecuados, como aśı también, demostrar que los estimadores

de error a posteriori son eficientes. Se presume que esta eficiencia es complicada de hacerla

anaĺıticamente, por lo cual se sugiere demostrar la eficiencia de estos estimadores de manera

numérica.

Además, puede ser interesante extender este trabajo para los casos no homogéneo y no

lineal. Para el caso no homogéneo quizás se deba usar otras técnicas de acotamiento debido

a que en el esquema completamiente discreto, la aparición del término que depend́ıa de la

frontera haćıa que se sobreestimara la cota, razón por la cual se trabajó sólo con el caso

homogéneo. Para el caso no lineal, se debeŕıa pensar en una manera similar de separar el

error de modo tal de aprovechar lo ya realizado en los análisis de error a posteriori para los

problemas no lineales asociados.
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