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RESUMEN

En esta tesis se realiza un analisis de error a posteriori de las formulaciones completamente
mixtas de los problemas de Stokes y Stokes-Darcy evolutivos. Para ello, primero se analiza
el esquema semi-discreto, el cual consiste en fijar un tiempo y discretizar el espacio mediante
el método de elementos finitos mixtos, y luego se discretiza el intervalo temporal usando el
método de Euler regresivo. Esto ultimo se conoce como el esquema completamente discreto.
Con el propésito de obtener las estimaciones deseadas, para los dos enfoques descritos en
el parrafo anterior, se usa la técnica de las reconstrucciones elipticas, de tal manera que el
error se divide en dos contribuciones, lo cual permite recurrir a los residuos del problema
mixto asociado. Una de estas contribuciones es un problema evolutivo en forma mixta, de
tal manera que las estimaciones se deducen usando un argumento estdndar para proble-
mas parabdlicos en términos de la norma de la energia y la integracion en el tiempo. Esta
estimacién quedara en términos de las condiciones iniciales y la derivada temporal de la
segunda componente de la incognita. Ademas, en el esquema completamente discreto apare-
cen términos que dependen de la aproximacién temporal y de los cambios de malla en cada
tiempo. Por otra parte, la segunda contribucién del error es un problema estacionario, y por
lo tanto las estimaciones se deducen a partir de lo hecho en el andlisis a posteriori de los

problemas elipticos asociados.

II1



Indice general

(1. Introduccionl 1
[1.1. Propodsito de este trabajo| . . . . . . . .. .. .. oo oo 1
....................................... 2

[2. Los problemas modelo| 4
[2.1. El problema de Stokes evolutivo|. . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 4

[2.1.1.  Formulacion completamente mixtal . . . . . . . . ... ... ... ... )
[2.2. El problema de Stokes-Darcy evolutivol. . . . . . . ... ... ... ...... 6
[2.2.1.  Formulacion completamente mixtal . . . . . . . ... ... ... .. .. 8
[2.2.2. El esquema de Galerkin| . . . . .. ... ... o 00000 10

[3. Analisis de error a posteriori de los esquemas semi-discretos| 13

[3.1. EIl problema de Stokes evolutivo]. . . . . . . ... ... ... .. ........ 13
[3.1.1. Primera contribucién: (¢ —o,a—u)l. . . .. .. ... ... ... 14
[3.1.2.  Segunda contribucion: (¢ —op,u—up)| . . . . ... 19
|3.1.3. Estimaciones para ||WHO,@| .................... 23
[3.1.4. Estimacién de error a posteriori para (o, —o,up, —u)[. . . . . . . .. 24

13.2. El problema de Stokes-Darcy evolutivol. . . . . . ... ... ... ... .... 27
8.2.1. Primera contribucionl. . . . . . . . ... oo 28
[3.2.2. Segunda contribucion| . . . . ... ... oL oo 30
[3.2.3.  Estimacion de error para la derivada temporal de la segunda compo- |

[ nente del error] . . . . . . .. 35

[3.2.4. Estimacion de error a posteriori para (gp—cg,up—u)| . . . . . . . . .. 37

. Analisis de error a posteriori de los esquemas completamente discretos| 39

|4.1. El problema de Stokes evolutivo|. . . . . . . . . . ... ... ... .. ... .. 39
[4.1.1. Primera contribucién: (X —o, U—u)| . . . . ... ........... 44
[4.1.2. Segunda contribucién: (X -2, U—-U)| . ... ... ... ....... 54

I\Y



[4.1.3.  Estimacion de error a posteriori para (X —o, U —u)[. . . . . ... ..

|4.2. El problema de Stokes-Darcy evolutivo| . . . . . . . .. ... .. ... .....

[6. Conclusiones y posibles extensiones|




Capitulo 1

Introduccion

1.1. Propédsito de este trabajo

El estudio de las aproximaciones numéricas de las soluciones de las ecuaciones diferen-
ciales parciales en mecdnica de fluidos es bastante amplio y versatil. En particular, nuestro
interés radica en los problemas de Stokes y de Stokes-Darcy, ambos en su forma comple-
tamente mixta y en su versién evolutiva. El problema de Stokes modela un fluido viscoso
incompresible que se mueve en cierto medio acotado, y el problema de Stokes-Darcy modela
un fluido viscoso incompresible actuando sobre un medio poroso a través de cierta frontera
comun entre el fluido y el medio poroso. Existen varios trabajos que establecen que estos
problemas en su versién estacionaria estan bien definidos con sus respectivos analisis de
error a posteriori (cf. [11], [12], [13]).

En lo que respecta a problemas parabdlicos, esto es, el estudio de ecuaciones diferenciales
parciales evolutivas en forma de divergencia, existen varios enfoques de estudio. Dentro de las
formulaciones mixtas, en [2] podemos hallar un anélisis de error a priori bajo formulaciones
generales, con las tipicas hipdtesis que se deben pedir a los problemas mixtos para que
estén bien definidos. En el desarrollo de los andlisis de error a posteriori para formulaciones
mixtas de problemas evolutivos, podemos mencionar el aporte que se hace en [19], que
introducen la técnica de las reconstrucciones elipticas, que consiste en separar el error en
dos constribuciones. Una de ellas puede ser deducida usando los tipicos argumentos de la
norma de la energia, usual en problemas parabdlicos, y la otra se puede deducir gracias al
trabajo en los problemas elipticos asociados, usando los estimadores de error a posteriori de
los problemas estacionarios ya estudiados en esta contribucion del error. Hay varios trabajos
basados en esta idea (cf. [1],[16], [I7]). En [I8] ademads se aplicé la idea del post-procesamiento

de la solucién para obtener las estimaciones, usando elementos de Raviart-Thomas en el



espacio y Euler regresivo para el tiempo. No obstante, sélo se consideré una malla estatica
respecto al tiempo.

En este proyecto de tesis se extiende la idea de las reconstrucciones elipticas para deducir
estimadores de error a posteriori para las formulaciones completamente mixtas de los prob-
lemas de Stokes y de Stokes-Darcy evolutivos, siguiendo la idea desarrollada en [20)]. Esta
consiste en analizar primero el esquema semi-discreto, el cual fija un tiempo y discretiza
el espacio, y posteriormente se trabaja con el esquema completamente discreto, esto es, se
discretiza el intervalo temporal. La ventaja de esto es que para el esquema completamente
discreto se obtiene de manera muy simple la contribucién estacionaria del error gracias a
lo hecho en el esquema semi-discreto. Finalmente, usando la desigualdad triangular se ob-
tiene el error final, y los estimadores pueden ser expresados en términos de las condiciones
iniciales, del error producido por los cambios de malla y aproximaciones temporales, de los
estimadores de los problemas elipticos asociados y la versién temporal de estos estimadores
elipticos.

La tesis se organiza como sigue: En el Capitulo 2 se establecen y definen ambos problemas
modelos y las definiciones con las que se trabajardan en los capitulos posteriores. En el
Capitulo 3 se realiza el andlisis de error a posteriori para ambos problemas en el caso semi-
discreto y en el Capitulo 4 se realiza el analisis de error a posteriori respectivo para sus

esquemas completamente discretos.

1.2. Notacion

Se termina este capitulo introduciendo las notaciones esenciales que se usaran a lo largo
de esta tesis. En lo que sigue, R?>*? se entenderd como el espacio de las matrices cuadradas
de orden 2 con entradas reales, I := (;;) es la matriz identidad de R**?, y dados T := (1),

n = (n;;) de R**2, escribimos

2 2
1
Thi=(151), tr7T:= E T, Tl =T — §tr I, vy 7:m:= g TijNij
i=1 ij=1

que corresponden, respectivamente, a la transpuesta, la traza y el desviador de un tensor T,
y al producto tensorial entre 7 y 1. A su vez, en lo que sigue utilizaremos la terminologia
simplificada estandar para los espacios de Sobolev y las normas. En particular, si O es un

dominio, § una curva Lipschitz y r € R definimos:

H'(0) = [H"(0)]?, H'(0):=[H"(O)]***, H'(S):=[H"(S)*.



Sin embargo, cuando r = 0, se escribe usualmente L2(0), L2(O) y L?(S) en vez de H°(0O),
H°(0) y HY(S) respectivamente. Las normas correspondientes de estos espacios se denotan
por ||l (para H(O), H(O) y H'(O)) y |||ls (para H"(S), H'(S) y (). En general,
dado un espacio de Hilbert H, se usa H y H para denotar a [H]? y [H]?*? respectivamente.
Ademds, se usa (-,-)s para denotar la paridad dual entre H~Y/2(S) y H'/?(S), y entre
H~/2(S) y H/2(S). Ademés, denotando por div al operador de divergencia usual, se tiene

el espacio de Hilbert

H(div; 0) := {w € L?(0) : divw € L*(0)},

el cual aparece en el contexto de los problemas mixtos (cf. [5], [15]). El espacio de las fun-
ciones matricialmente valuadas cuyas filas pertenecen a H(div; O) se denota por H(div ; O),
donde div se entiende como la acciéon del operador divergencia en cada fila del tensor.
Las normas en estos espacios se denotard indistintamente por || - ||giv,0. Notar que si
T € H(div;O), entonces divr € L?(0). Finalmente, usaremos 0 para denotar cualquier
vector genérico nulo, incluyendo los funcionales y operadores nulos.

Finalmente, a lo largo de esta tesis, dado un intervalo temporal [0,7] con T' > 0, al tomar
un valor fijo pero arbitrario ¢ € [0,T], se asume que se estd tomando en todo el intervalo
salvo un subconjunto de medida nula, es decir, se omite por razones practicas el enunciado

“para casi todo” t € [0,T], asumiendo que siempre se estd tomando de esta manera.



Capitulo 2

Los problemas modelo

2.1. El problema de Stokes evolutivo

Sea €2 C R? un conjunto abierto, acotado y simplemente conexo con frontera de Lipschitz

continua I', con vector normal exterior v y sea T" > 0. El problema de Stokes evolutivo

consiste en hallar un campo de velocidades u :

p:[0,T] = L3(9) tal que para cada t € [0, 7], se cumpla:

du(t)
dt

— pAu(t) + Vp(t) = £(2)
divu(t) =0 en Q,
u(t) =0 sobrel,
u(0) =up

en (2,

en 2,

[0,7] — L%(Q) y un campo de presiones

(2.1)

donde u > 0 es la viscosidad cinemética del fluido, f : [0,T] — L?(Q) y ug € L%(2) denotan

la fuerza externa y la velocidad inicial, respectivamente. Para cada ¢ € [0, 7], se introduce

el tensor de deformacion

o(t) == puVu(t) — p(t)L

Asi, se tiene que (2.1) puede re-escribirse como

dcrgt; = pVu(t) — p(t)I
u(t

Tl divo(t) = £(t)

divu(t) =0

u(t) =0

u( 70) = Uo

(2.2)



2.1.1. Formulacién completamente mixta

Notando que la primera y la tercera ecuacién de (22.2]) son equivalentes a

1
o(t) =puVu(t) —pt)I y p(t)+ 3 tro(t) =0 in Q,
y usando este hecho para eliminar la presién, se obtiene que (2.2)) se reduce a
du(t)

TR divo(t) =f(t) en (,

En lo que sigue, se asume que (2.3]) admite una tnica solucién débil
(o,u) € L*(0,T; Hy(div; Q)) x L>=(0,T; HL(Q)),

donde
Ho(div ;) := {'r € H(div;Q)} : / tr1r = ()}.
Q

De aqui en adelante se define Hy := Hy(div;) y Q := L%(Q). La formulacién variacional
de (2.3)) se lee como sigue: Para t € [0, 7], hallar (o(t),u(t)) € Hy x Q tal que
a(o(t),7) +b(r,u(t)) = F(r) V1 € Hy,
du
- [ v o) = G wea 2.9
o dt
u(0) = uy,

donde, para cada t € [0,T], a : Hy x Hy - Ry b : Hy x @ — R son formas bilineales

continuas definidas por

N R VI
a(o(t), ) = M/Q (t):

b(r,u(t)) = /Q u(t) - div 7.

A su vez, los funcionales F': Hy - Ry G : @ — R se definen como

F(r)=0 V7€ H,



G(v) ::—/Qf(t)-v Vv e Q.

Por otro lado, en este contexto, se tiene el siguiente resultado, 1til para obtener algunas

estimaciones deseadas:

Lema 2.1 Existe Cy > 0, que depende sdlo de €, tal que

IrlRe < {lITRa +Ildivria} ¥re Ho (2.5)
Demostracion: cf. [21].1

Sean {Ho p}r>0 € Ho y {Qn}h>0 C @ sucesiones de subespacios de dimensién finita de Hy y
Q, respectivamente. El esquema de Galerkin de (2.4]) se formula como: para cada t € [0, 7],
hallar (op,(t), un(t)) € Hop % Qp tal que

a(on(t), Th) + (T, un(t)) = F(Tr) V74 € Hop,

_/ duc};t(t) -vp 4+ b(on(t),vy) = G(vy) Yvi € Qp, (2.6)
Q

uy(0) = Pruy,

donde Py, : Q — @, es el proyector ortogonal, esto es, dado w € @), Py, estd caracterizado

por la siguiente condicién de ortogonalidad:

/Ph(w)-vh:/w-vh Vv € Qp.
Q Q

Finalmente, sea | - |1 la seminorma inducida por la forma bilineal a, esto es,

|T]a1 = a(T,T)1/2 V1 € Hy.

2.2. El problema de Stokes-Darcy evolutivo

El problema de Stokes-Darcy evolutivo consiste en un fluido viscoso incompresible ocu-
pando una regién Qg C R? que fluye desde un medio poroso que vive en otra regién Qp a
través de una interfaz comun X = 9{)p, la cual se asume como Lipschitz continua. La parte
restante de la frontera de 2g, I'g, también se asume que es Lipschitz continua. Para efectos

practicos asumimos que I'g y 3 son curvas poligonales. El vector normal unitario n sobre las



fronteras es escogido de modo que apunta hacia afuera de g (y por lo tanto apunta hacia
adentro de Qp cuando se mira sobre ¥). Sobre ¥ ademds se considera un vector unitario

tangente t en cualquier orientacién fija de esta curva cerrada (mirar Figura 2.1 abajo)

n

Figura 2.1: Geometria del problema de Stokes-Darcy

Sea t € [0,T]. Las ecuaciones en g son las del problema de Stokes, las que son escritas en

la formulacién velocidad-presion-pseudoesfuerzo:

os(t) = v9us(t) ~psO1 v U div (o5(0)) = £5(0) en 0,
div(ug(t)) =0 en g, ug(t) =0 sobreI'g, (2.7)

us(0) =up en Qg,

donde v > 0 es la viscosidad del fluido, T' > 0 y para cada ¢ € [0,T], ug(t) es la velocidad
del fluido, pg(t) es la presién y os(t) es el tensor pseudoesfuerzo. Los datos fg(t) € L?(Q2s)
y ug € L?(Qg) son la fuerza externa y la velocidad inicial en el dominio de Stokes respecti-
vamente.

Por otra parte, las ecuaciones de flujo en 2 son las del modelo linealizado de Darcy:

dpczl)t(t) —div(up(t)) = fp(t) en Qp, (2.8)

pp(0) =po en Qp,

UD(t) = _KVPD(t) ;

donde para cada t € [0,7], las incognitas son la presién pp(t) y el flujo up(t). Ademas,
el término fuente fp(t) € L%(Q2p) satisface fot) =0y po € L& Qp) es la condicién
Qp

inicial para la presién en (2p. La funcion matricial K, la cual describe la permeabilidad de



Qp dividida por la viscosidad v, es simétrica, sus entradas son L>°({2p) y es uniformemente
eliptica. Ademéds asumiremos que K es suficientemente suave y que existen ay,as > 0 tal

que

(K~ lv,v)p > a1]|v||aQD vv € L%(Qp) (2.9)

K~ Vilo.0p < azlivllog, ¥ € LA(Qp). (2.10)

Finalmente, las condiciones de transmisién en > estan dadas por

us(t)-n=up(t) -n sobre ¥ 2.11)
os(t)n + vk (ug(t) - t)t = —pp(t)n sobre X,

vKt)t
Q es el coeficiente de friccidén, y « es un pardmetro positivo determinado

donde k =
experimentalme(flte. La primera ecuacién en corresponde a la conservacion de la masa
en Y, mientras que las componentes normal y tangencial constituyen el balance de fuerzas
normales y la ley de Beavers-Joseph-Saffman, respectivamente. A lo largo de esta tesis

asumiremos, sin pérdida de generalidad, que s es una constante positiva.

2.2.1. Formulacién completamente mixta

Para ¢ € [0, 7] fijo pero arbitrario, se definen las incégnitas globales

a(t) = (os(t), up(t), ¢(t), A(t))

=

(t) == (us(t), pp (1)),

donde ¢(t) y A(t) son las trazas ¢(t) = —ug(t)|s y A(t) = pp(t)|s. Ademads, siguiendo lo
hecho en [12] y [13], donde se analiz6 el correspondiente problema estacionario, se consideran

los siguientes espacios producto:

X = Hy(div; Qg) x H(div;Qp) x HY2(2) x H/2(%)

M = L?(Qg) x L3(Qp)



dotados de las normas producto respectivas, esto es

|zllx = [I7sllaiv.es + [[vDllav.ap + [¥ll2s + [[Elly2x VZ=(T5,vD,9,§) € X

¥l = [vsllo.os + llapllo.op V¥ = (vs,qp) € M.

La formulacién completamente mixta del problema de Stokes-Darcy se lee como sigue:
Para t € [0, 7], hallar (a(t),u(t)) € X x M tal que

A(a(t), ) + B(z,u(t)) = F(r) Vr €X,
—D(u(t),v) + B(a(t),v) = G(v) YveM, (2.12)

19

u(0) = u, = (ug, po) € M,
donde

F(r)=0, G(v)=—(fs(t),vs)s — (fp(t),ap)D;

y Ay B son las formas bilineales acotadas definidas por

Alg(t),z) :==al(as(t),up(t)), (Ts,vD)) + b((Ts, VD), (P(1), A(1)))

(2.13)
+b((os(t),us(t)), (¥,€)) — c((@(t), A?)), (¥,)),
a((os(t),up(t)), (t5,vp)) == v H(a§(t), 7)s + (K 'up(t), vp)p,
b((Ts,vD), (¢(1), A1) := (Tsm, @(t))x — (vD - n, A(t))x;,
c((D(t), A1), (,€)) := v~ Hp(t) - t,9 - ) + (B(1) - 1, E)s — (¢ -, A(1))s,
B(a(t),v) = (dives(t),vs)s — (divup(t),qp)p (2.14)
y



De ahora en adelante se usa para cada x € {S, D} las siguientes notaciones:

(u,v)*::/*uv, (1, v), ::/*u~v, (0, 7). ::/*U:T

para cada u,v € L?(%), u,v € L2(%), y o, 7 € L?(€%), donde o : T = tr(rto).

2.2.2. El esquema de Galerkin

Sean 7;LS y 7;LD triangulaciones de los dominios €2g y 2p respectivamente, formadas por
tridngulos K de didmetro hg, y asumamos que 7715 y ﬁZD coinciden en Y, de tal manera que
la unién de ellas es una triangulacién de Qg UXUQp. Para cada K € 7;LS UTP, consideremos

el espacio de Raviart-Thomas local de orden 0, definido como

RTy(T) = Po(K) & P(K)x,

donde Py(K) indica el espacio de polinomios constantes y x € R?. Para cada x € {S, D} se

definen los espacios globales

H;(Q,) = {Vh € H(div; Q) : vi|x € RTH(K) VK € 7%*},

2@ 1= {0, R gl € Bo(k) VK €T3}

Desde ahora, dado un entero no negativo k y un subconjunto S de R2, Py(S) se enten-
derd como el espacio de polinomios sobre S de grado menor o igual a k. En lo que sigue,
sea Xj, la particién de ¥ que proviene desde 7715 (o 7#) ), y asumamos sin perder generalidad
que el nimero de arcos en ¥, es par. El caso de un ntimero impar de arcos se puede reducir
facilmente a un nimero par de arcos (cf. [12]). Asi, sea ¥o; una particién de ¥ que se for-
ma juntando pares de arcos adyacentes de Y. Notar que como ¥ proviene de una de las
triangulaciones interiores, se tiene que automaticamente es de variacién acotada (esto es, el
cuociente entre las longitudes de los arcos adyacentes es acotada) y por lo tanto, también

lo es ¥9;,. Usando las notaciones de arriba se definen:
H(Qs) := {7 : Qs — R*?: 't € H,(Qs) Ve € R?},

10



Lh(QS) = Lh(Qs) X Lh(Qs),
Lno(Q2p) := Lp(Q2p) N L§(2p),

En(X) :={& € C(2) : &ule € Pi(e) Varcoe € Yo},

v los espacios producto:

Xh = H(Qs) X Hh(QD) X E(E) X Eh(E), Mh = Lh(Qs) X Lh,O(QD>-

De esta manera, el esquema de Galerkin asociado (2.12)) se lee como sigue: Hallar (g, (t), u,,(t)) €
X}, x My, tal que

Al (t), T) + Bz, u,(t)) = F(z,,) VT, € X,
—D(uy(t),vp) + B(ay(t),vy,) = G(vy) Vv, € My, (2.16)
u,(0) =Ppru, € M,
donde a,(t) = (asn(t), upn(t), dn(t), A\n(t)) € Xn, wp(t) == (usn(t),ppalt)) € My y
Py : M — My, es el operador definido por

V(w,2)eM: Pp(w,z2):=(P;w,PP2),

donde Py : L2(Qs) — Ly (Qs) y PP : LE(2p) — Ly o(2p) son los proyectores ortogonales,

esto es,

s
Pow-vsn= [ wW-vgy Vvgy € Lp(Qs),
Qg Qg

PP () ap,n :/ 2qpn Yap,n € Lpo(Qp).
Qp Qp
Ademsds, definimos la derivada temporal de los elementos de los espacios producto X y M,

aplicando la derivada temporal a cada componente, esto es,

d d d

d d
a(TSUva/‘.bug) s <dtTS7 avDy %dju dt5> V(TSaVDaw)f) € X;

11



d d d

%(VS,QD) = <dtvs’ dt‘]D) V(vs,qp) € M.

Finalmente definimos la seminorma inducida por la forma bilineal A como sigue:

1T]ao = A(r,7)V/? VreX

12



Capitulo 3

Analisis de error a posteriori de los

esquemas semi-discretos

3.1. El problema de Stokes evolutivo

Sean, para cada t € [0, 7], los errores e,(t) = up(t) — u(t) y e,(t) = op(t) — o(t). Comen-
zamos esta Seccién definiendo dos importantes funcionales llamados residuos, los cuales son
utiles para obtener las estimaciones de error a posteriori usando la técnica de las reconstruc-

ciones elipticas anunciada en la introduccién.

Definicion 3.1 Se definen los residuos R y Ro como

Ri(T) := —alop, ) = b(T,up) V1T € Hy (3.1)

Ra(v) = /Q d“(;‘t(t) v —blon(t),v) — G(v) Vv EQ. (3.2)

Notar que, usando (2.6), se tiene que Ri(71) = 0 V1), € Hop vy Ra(vp) = 0 Vv, € Qp. A
su vez, de (2.4)) y (2.6) se obtiene

aleys(t), )+ b(T,eu(t)) = —Ri(7) V7T € Hy

_/ de;(t) v+ bey(t),v) = —Ra(v) Vv eQ (3.3)
Q t

A continuacion, se definen las reconstrucciones elipticas miztas 1 'y &, las cuales serdn de

utilidad para obtener las estimaciones de error a posteriori, separando el error como

13



eu(t) = (0 —u)(t) — (& —up)(t) (3-4)

ey (t) = (6 = o)(t) — (6 —an)(D), (3.5)
para cada t € [0, 7.

Definicién 3.2 Dado (o, (t),un(t)) € Hop x Qp solucion de (2.6), para cada t € [0,T],
se definen las reconstrucciones elipticas miztas (6 (t),a(t)) como la solucion de la siguiente

formulacion variacional mizta: : Hallar (6(t),a(t)) € H(div;Q) x Q tal que

a(6(t),7) +b(r,a(t)) =0  Vr e H(div;Q)

b6 (1), v) = /Q (dugt(t) —f(t)) v WeQ

(3.6)

La formulacién variacional mixta (3.6|) estd bien definida en Hyx @ (cf. [14, Teorema I1.4.1],[5,
8,Chapter 2]) y ademads, aplicando una simple modificacién a los argumentos presentados en
[3, Pagina 147] se obtiene ademas que & € H!(Q). El punto clave en el analisis subsiguiente

es el hecho que (6 — o,i1 —u) y (6 — o), 0 — uy) satisfacen respectivamente, para cada
te[0,7T):

a((6 —o)(t), )+ b(T,(—u)(t) =0 VT € Hy,

(81) —/th(ﬁ—u)(t) -V+b((&—a')(t),v)=—/Q(fl—uh)(t) Vo WeQ,

(S2) { a((6 —o1)(t),T) +b(T, (0~ up)(t)) = Ra(7) V7 € Hp, (3.8)

b((& — on)(£),v) = Ra(v) W € Q,
Notar que (S1) es un problema evolutivo mixto y (S2) es un problema estacionario mixto
los cuales definen las dos componentes que contribuyen al error (e, (t),e,(t)).

3.1.1. Primera contribucién: (6 — o, u — u)

El propdsito de esta Subseccién es establecer estimaciones a posteriori deseables para . —

uy 6 — o. Comenzamos con el siguiente resultado, el cual establece estimaciones para

@ = w®lloay [ 16 =o)L ds

14



Lema 3.1 Sea H;y :[0,T] — R definida por

Ha(t) = [|(a - u) ()50 + 2/0 (6 —o)(s)]7.1 ds.

Entonces, existe Co > 0 tal que la siguiente desigualdad se cumple para t € [0,T]:

t 2
Hi(t) < Cy {H(ﬁ— w)(0)ll5.0 +/O o dS}- (3.9)

Demostracion: Se adoptard una técnica similar a la usada en [20, Lema 2.3]. Tomando para
cada s € [0,T], 7 = 6(s) —o(s) y v=1u(s) —u(s) en (S1) (cf. (3.7)) y restando ambas

ecuaclones se obtiene

d, .
-

3l WOl I@ -k = [ Za-w)E - @-we, 0

de donde, integrando con respecto a s en [0,¢], 0 < t < T, y usando la desigualdad de

Cauchy-Schwarz se llega a

@ wOl30+2 [ 16— o)) ads
g (3.11)
<[l(@ =)0+ 2/ Z@—w))l|  I(@—u)s)llogds.
0 0,0
Por otra parte, sea t* € [0,t], con 0 <t < T, tal que
Hl(t*) = Srél[%,)lf} Hl(S),
y observando que
(= u)(s)|Jo.0 < HI2(t*) Vs € 0,4 (3.12)
Ahora, para t = t*, usando (3.12)), se tiene que (3.11]) implica
t* d . .
Ha(t) < <|< u)(0) / Zp(0 = u)(s) )Hi/%)
0 0,9
. “Ild . 1/2
< | [(@—=u)(0) (0 —uyp)(s) Hy (),

Y luego, como t* € [0, ], se llega a
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d

R0 <10 < @0 Oloa+2 [ || G@— w0

0,2

Asi, elevando al cuadrado y escogiendo Cy := max{2,4t} > 0, se obtiene (3.9)). H

El siguiente resultado nos dara una cota para [(6 — o)(t)|q,1:

Lema 3.2 Para cada t € [0,T] se tiene:

t 2
G-+ [ || Ga-we)|| d
0 o8 , (3.13)
<@ -+ [ || 5E=m) L

Demostracion: Derivando la primera ecuacién de (S1) (ec. (3.7))) con respecto a t, obtenemos

a<5t(é'—0')() >+b< ;(A u)(t))zO Wr € Ho. (3.14)

d
Tomando 7 = (6 — o)(t) en (3.14), v = &(ﬁ —u)(t) en la segunda ecuacién de (S1) (cf.
(3.7)) y restando ambas expresiones se obtiene para cada t € [0, T]:

2
1d)6 +H

0.2 (3.15)

d d
dt(u_Uh)(t) 0,0 Hdt(u_u)(t) o,de

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (3.15)) e integrando de 0 a t se llega a

t d 2
(6 o) t)ia+2 | ||Z@—w(s)|| ds
/O a 0 ) ] (3.16)
<16 - O, +2 /O (= w)(s) . (@ w)(s) Ll

Ahora, usando la desigualdad 2ab < a? 4 b? para a,b > 0 en el tltimo sumando del lado
derecho de (3.16)) y simplificando términos semejantes se llega a (3.13)).H

Se observa que del lado derecho de (3.9) y (3.13) que ain falta por estimar la expresion:
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2

ds,
0,0

26— uy)(s)

[

la cual serd estimada en la siguiente Seccién (segunda contribucién del error).

t
Por otro lado, para acotar / [|div (6 — U)(S)H(Qﬁvﬂ ds , primero se debe estimar
0

t
/ ||div (6 — o-)(s)||37Q ds. Al respecto, tenemos el siguiente Lema:
0

Lema 3.3 Para cada t € [0,T] se tiene:

t t d 2
[ ldiv@ - )s)Eads < 2@ - )0, +4 [ || Ga-ue)|| ds @7)
0 ’ ’ o |ldt 0,0
Demostracion: De la segunda ecuacién de (S1) (cf. (3.7))) se tiene que
div (&~ )(1) = (0 —w)(1) — (0 —w) (1)
iv(6—-o)t)= - (d—u o (@ —u)(@),
y por lo tanto
N d, . d,.
ldiv(e —o)Olla < || Ta-wm|| +||Ta-wo| . @)
0,2 0,2
lo cual implica, usando la monotonia de la integral y (3.13)), que:
t t d 2 t 2
/ div (6 — o)(s)|2 ¢ ds < 2/ L | 2/ La—us)||  ds
t d 2 t d 2
<2116 - o)(0)2, +/ L@ w)s)||  ds +2/ L@ w)s)|| ds
dt 0,0 0 dt 0,0
t 2
—20(6 - O, +4 [ || @ w)e)]| ds
' o ||dt 0.0
(3.19)

concluyendo asi la prueba. B

t
Ahora estamos listos para establecer una estimacién para / ||div (6 — a’)(s)H?hv’Q ds.
0

Teorema 3.1 Existe C3 > 0 tal que
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t
[ 16 = )l yads
0

Cs {!(ﬁ ~w) (0[50 + (& —a)(0)

d, .
@)

9 (3.20)
ds} .
Q

07

t
a,1+/
0

Demostracion: Aplicando los lemas 2.1 (cf. (2.5))), 3.1 (cf. (3.9)) y 3.3 (cf. (3.17)) y notando

que ||T||(%Q = ,u|7'|371 VT € Hy, se tiene

t
< Cm/ (6 —0)(s)]21ds + (C1 + 1)/ |div (6 — &)(s)|[5 ods
0 0

2

ds
0,0
2

ds .
0,0

Por lo tanto, agrupando términos semejantes y escogiendo Cs := max{CiCau, C1Cop +
4(C1 +1),2(C1 + 1)} > 0, concluimos la demostracién. B

< C1uCy {Il(f1 ~u)(0)ll0 +/0 — (0 —uy)(s)

(G 1) {2|(& O+ [ || G-

Nuevamente notamos que nos queda por estimar la expresiéon

[

la cual sera estimada en la siguiente Seccién.

2

ds,
0,0

d
(=) (s)

t
Finalmente, tenemos una cota para / l|(a— u)(s)H%Q ds.
0

Lema 3.4 Se tiene para cada t € [0,T] que

/H bmw<2&mm—ux\bg+/n >@%Qm}. (3.21)

Demostracion: Se sigue directamente de [20, Remark 2.1]. W

La expresion / (& — up)(s)|[5 ods, serd estimada también en la préxima Seccién.
0
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3.1.2. Segunda contribucién: (6 — o, 0 — uy)

Comenzamos esta Subseccién introduciendo varias notaciones. Sea {7 }n~ouna familia
de triangulaciones regulares de 2 , compuesta por tridngulos K de didmetro hx tal que
Q=U{K :K €T} yseah:=méax{hg : K € T;}. Dado un entero k > 0 y un subconjunto
S de R, sea P(S) y Py(S) los espacios de polinomios de grado a lo més k en S y exactamente

k en S, respectivamente. Se define el espacio de Raviart-Thomas local de orden k& como

RTy(K) := Pi(K) ® Py(K)x VK €T,

donde x € R? es un vector genérico. Se define el espacio global RT(7;,) como

RTk(ﬁL) = {‘T S H(diV,Q) : (Tz‘l,Tig)t S RTk(K), Vi e {1,2}, VK € E}

De esta manera, podemos definir el correspondiente subespacio de elementos finitos de Hy

COmo:

Hyp = {T € RTy(Ty) : / trr = 0} ,
Q

y sea @ C @ definido como
Qp = {UhEQ: Uh|K€ [[P’k(K)]Q VKEE}.

Sea ITF : H!(2) — RTx(Ts) el operador de equilibrio usual (cf. [21]), el cual, dado 7 € H'(Q2),

se caracteriza a través de las siguientes identidades:

/HﬁTV ‘rds = /TV -rds Ylado e € T, Vr € [Pg(e)]?. cuando k >0, (3.22)

€ €

/Kﬂﬁf ‘rds = /KT irds VK €Ty, Vre[Ppi(K)*? cuando k>1.  (3.23)

Es facil ver, usando (3.22) y (3.23]), que

divIlir = Prdiv T,
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donde P,’j : @ — @ es el proyector ortogonal sobre el espacio de funciones polinomiales a
trozos de grado menor o igual a k. Es bien conocido (cf. [7]) el hecho que para v € H™(Q),

con 1 <m < k+1, se cumple

v — Pivl|or < ChEVImKx VK €T (3.24)

A su vez, se puede extender este resultado a todo €2, con m = 1 como

||[v — Piv|joq < Chlvlia YveHY(Q). (3.25)

Ademads, se tienen las siguientes propiedades de aproximacién (cf. [21]):

|7 — 57| ok < CRE|T|mix VK € Th, (3.26)

para cada 7 € H™(2),con 1 <m <k+1,y

lTv — i T v|jo. < CAY? 7|1k, Varco € Tp, (3.27)

para cada 7 € H!(2), donde K. € T} contiene e en su frontera. Por otra parte, se tiene
ademds que (cf. [10, Teorema 3.16]) Hfl puede definirse como un operador lineal y acotado
desde el espacio H°(Q) N H(div ;) hacia Hpj, para todo § € (0,1], y tal que en este caso

se satisface la siguiente estimacién

I = Wrllox < ChidlIrllsx + IIdiv (P)llox} VK €T (3.28)

Por otra parte, consideraremos &, como el conjunto de todos los arcos de la triangulacion
Tn, y dado K € Ty, definimos £(K) como el conjunto de todos sus lados. Asi, podemos
escribir &, = EL(Q) UEL(T), donde Ex(Q) :={e € &, : e CQ y E(T) i={e €&, e C T}
En lo que sigue, h. se entenderd como el largo de e. A su vez, para cada arco e € &y, fijamos
un vector normal unitario v, = (v1,12)!, y mientras no exista confusién, simplemente lo
denotaremos por v en vez v.. Dado e € &, definimos t. := —(v2,v1)! el correspondiente
vector unitario tangente a e. Asi, dado e € £,(Q) y T € L?(Q2), tal que 7|x € [C(K)]**? en
cada K € Tp, sea [T s.| el correspondiente salto sobre e, esto es, [T s¢] := (T|x — T|k7)|eSe,
donde K y K’ son tridngulos de 7;, que tienen a e como lado comin. Haciendo abuso de
notacién, cuando e € & ('), también escribiremos [Ts¢] := T|¢Se. Usaremos definiciones
similares para los saltos tangenciales de campos escalares v € L*(Q) tal que vg € C(K)
en cada K € 7T,. Mientras no haya confusién, simplemente escribiremos s en vez de s,.

Dados un campo escalar, vectorial y tensorial v, ¢ = (¢1,¢2) y T := (74;) respectivamente,
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definimos

ov

ov 8712 _ 87’11
Oxo 1 ¢ o1 A

curl(v) := , curlp = (cur (¢1)t> ,androt (1) = (3.29)
_ﬁ curl(g:) OT22 _ [Py
ox1 0x1 0x9

Usamos la siguiente notacién para el estimador de error para la contribucién estacionaria:

KeTy

1/2
O (t) == (Z 6%((15)) , (3.30)

donde, para cada K € T, y para cada t € [0, T,

2

2 dup(t) .. 2 Iy 2
0% (t) := —div (op(t)) — £(t) + hi ||rot < —of (1)

dt 0,K K 0,K

2 PNk L 4 ?
H 0K ece(K)NEL(Q) H Ose

1 2
+ ) he||-on(b)s
ecE(K)NEL(T) H Oe

A su vez definimos el siguiente estimador de error, el cual se usard para estimar la derivada
temporal de la velocidad:

1/2
O1(t) == | Y_ avk®)| (3.32)
KeTy,
donde, para cada K € T, y para cada t € [0, T,
> d ae(t) ||? 1d 2
00 % (t) Hdt2uh(t) iv <dt0'h(t)> 5 07K+hK ro udtah(t) ok
d 1d 2 1d 2
+ 3 'V {dtuh(t)} - —aaﬁil(t) + Z he [dtaﬁ(t) s]
0K ceg(K)nen(@) K Oe
1d 2
+ Z he ,udtah(t)s ;
ecE(K)NER(T) €
(3.33)
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Con el fin de obtener las estimaciones de error para la segunda contribucién, debemos es-
tablecer un resultado que se sigue del analisis de error a posteriori del problema estacionario
de Stokes. La formulacién variacional mixta del problema estacionario de Stokes es: Hallar

(o,u) € Hy x @Q tal que

a(o, )+ b(t,u) =0 V1 € Hy

3.34
b(a,v):—/Qf'v Vv e Q. (334

Es sabido que este problema estd bien definido y ademaés que la solucién depende continua-
mente de los datos. En (cf. [I1, Teorema 2.1]) se encuentran mayores detalles. Se tienen los
dos siguientes resultados técnicos, uno ya anunciado, donde debemos usar la dependencia
continua de la solucién del problema estacionario, y el otro permitirad establecer la estimacién

deseada para la segunda contribucién.

Lema 3.5 Sean (6(t),u(t)) € Hox Q y (on(t),un(t)) € Hop x Qn las soluciones inicas de

(13.6) v (2.6) respectivamente y sea Rq el residuo definido en (3.1)). Entonces, existe C' > 0,
independiente de h, tal que para todo t € [0,T] se cumple

Cll((e = an)(t), (@ = un) ()| Hoxe

< Rl (T) ‘
< sup
rem\{oy ITlldiv.o

duh(t) (335)

dt

—divo,(t) — £(t)

0,0

Demostracion: Notamos que, pasando la derivada temporal al lado derecho en la segunda
ecuaciéon de , este sistema se puede ver como el esquema de Galerkin asociado a ,
por lo tanto el resultado se tiene de manera trivial siguiendo lo desarrollado en [I1], Lema
4.1]. 1

Lema 3.6 Existe C' > 0, independiente de h, tal que

1/2

Ru(m)<C| D Bx®+B.®) ] rllave Ve Ho,
KeT,

donde, para todo K € Ty, y para cada t € [0,T],
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2 2

‘9%,1((75) = h¥

rot {;aﬁ(t)}

+ > he

0K ece(K)nEL(Q)

Lt

0,e

, (3.36)
Lodio)s
+ he ||—0
> miglCE
cc€(K)NER(T) :
Yy
1 2
02 (1) = HVuhu) e (3.37)
K 0K

Demostracion: Se sigue directamente de [I1, Lemas 4.3, 4.4]. B
Finalmente tenemos la estimacién de error para la segunda contribucién, que se sigue

trivialmente de los lemas 3.5 y 3.6:

Teorema 3.2 Sean (6(t),u(t)) € HyxQ y (op(t), un(t)) € Hop x Qp las soluciones tnicas

de (3.6) y (2.6) respectivamente. Entonces, existe Cy > 0, independiente de h, tal que
(6 = ap)(t), (@ —up)(t)|[Hoxq@ < CaO1(t) (3.38)
d(a— uh

3.1.3. Estimaciones para || HOQ

Del anélisis de la primera constribucion, en la Subseccién 3.1.1, especificamente en las expre-

t 2
d
siones ([3.9)), (3.13)) y (3.20)), es claro que ain nos falta estimar / — (@ —uyp)(s) ds.

dt 07Q
Notar que en las formulaciones variacionales mixtas, se testea a través de las funciones

T € Hyy v € Q y por lo tanto estas funciones no deberian ser afectadas por las derivadas
temporales si es que derivamos ambas ecuaciones de la formulacién variacional mixta. De

esta manera, derivando ambas ecuaciones de (S2)(cf. (3.8))) respecto a ¢, obtenemos

(@ =)+ (. Ga—w)0)) = Ruur) vr € o .

b (5@ - a@.v) =Rav) e,

dt
donde
d 1 [ dodt) duy,(t)
= — = —— N — N d. H
Ri.(T) dtRl(T) . /Q pn T /Q o ivr V7T e H
Yy
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Rast) = gt = [ (St - () - GL) v e

d(a — t
(uduth)()) , debemos hacer el mismo analisis hecho en la
0,Q

Subseccién anterior, reemplazando los respectivos términos. Se tiene el siguiente resultado:

Por lo tanto, para estimar

Teorema 3.3 Existe Cs > 0 tal que

<||(Ge-ane. fa-mm)

Demostracion: Basta ver que se sigue directamente de la cota a priori de (3.39)). B

< C501(t),  (3.40)
HQXQ

H u—uh

3.1.4. Estimacién de error a posteriori para (o, — o, u;, — u)

Se define |||(-,)||]1 : Ho x @ — R como

eVl = I lan + [[vlloo  ¥(7,v) € Hox Q.

Usando las estimaciones obtenidas en las secciones anteriores, podemos obtener una esti-

macion de error a posteriori del error total. Ademads, notar que las expresiones

(@ =un)O0)lfo.e v [(6=0on)(0)]an

son calculables, pues de (3.38) obtenemos

max {H(ﬁ — uh)(())Hg’Q, ](& — O'h)(O) a,l} S 6491(0). (3.41)

Las estimaciones de error a posteriori para (o, — o,u; — u) estdn establecidas en los

siguientes dos Teoremas:

Teorema 3.4 Sean (o,u) € Hy x Q y (op(t),un(t)) € Hop % Qp la solucion de (2.4) y
(2.6) respectivamente. Entonces, existe Cg > 0 independiente de h, tal que para t € [0,T):
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t
/0 1(e(s), u(s)) = (an(s), un(s))l|Hq ds

§C6{|I(uuh)(0)||3,g+l(0crh)( 0)|2,1 +©%(0) /@2 ds+/ 0i(s }
(3.42)

Demostracion: Aplicando desigualdad triangular sobre las descomposiciones (3.4)) y (3.5), y

usando la monotonia de la integral llegamos a

/0 1(e(s),uls)) = (a(s), wn ()7 xds
< 2/ 1((6 = a)(s), (@ — w)(s))l| 7, x s (3.43)
0
+ 2/0 1((6 = an)(s), (@ = u) (5))l [y ol

Ahora, nos ﬁjamos sobre el primer sumando del lado derecho de (3.43)). Notar que, aplicando

las estimaciones (3.20]) y (3.21)) obtenemos

/0 1((& = a)(s), (& — u)(5))[[71, x s

<2/ e Hdwgdsm/ (8 — u)(s)] 2 s

<20y {H(ﬁ —w)(O)[Bo +1(6 - )02, + /0 6~ up)s)

dt
+4{t\|<uh ~WOlRa+ [ i —u><s>||3,gds}.

) (3.44)
ds}
Q

0,

Por otra parte, usando (3.38)), el segundo término del lado derecho de ([3.43)) se puede estimar

usando que

2 /0 106 = on) (), (8 — wp) ()] By s < 2 /0 03 (s)ds. (3.45)

Asi, reemplazando (3.44]) y (3.45)) en (3.43)), y usando la estimacién (3.40)), las desigualdades

(@ =uw)(0)]lo.e < [[(w—up)(0)][o.q + [[(@ = uxn)(0)[fo.0

(6 = 0)(0)]ay < (0 =01)(0)lax +[(6 = n)(0)]a1,
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con lo cual, junto con (3.41) llegamos a ((3.42)). B

Teorema 3.5 Sean (o(t),u(t)) € Hyo x Q y (op(t),un(t)) € Hop X Qp las soluciones de
(2.4) y (2.6) respectivamente. Entonces, existe C7 > 0 independiente de h tal que para
t €10, se tiene

(e (t)u(t) = (on(t), un(®))l[[F

<7 {H(u —w)(0)[[§o + (o — ) (02, +©1(0) +/0 Oi(s)ds + @?(t)} :

(3.46)
Demostracion: Aplicando desigualdades conocidas, tenemos que
(e (t), u(t)) = (on(t), un(®)||f} (3.47)
<2l[(6 — o)1), (a—w)Of + 2ll(6 —an)), (& — )@}
Usando la definicién de ||| - |||1 y las estimaciones (3.13) y (3.9), el primer sumando puede

ser acotado como

[(6 = o)), (@ = w)®)If <2/(6 — o) (®)]7 + 2//(a - w)®)[§ o

s2{|<&—a><o> Z,1+/0

+202{|r<ﬁ—u><o>\|%,g+/o

2

0.0 d‘s} (3.48)

2
ds p .
0,0

Por otra parte, usando (3.38]), el segundo término del lado derecho de (3.47) puede ser

estimado como sigue

G-

116 —on)(t), (@ —un)@IF < 2/(6 — an) B2 + (@ —un)B)][§ g
< 2[[(& — o) ()[div.0 + 2/ (@ — u) (O] 0

(3.49)
t), (ﬁ - uh)(t)H%foXQ

(
<2[[(6 —an)(

< 2C3 ©3(t).

Insertando (3.48) y (3.49) dentro de (3.47)), usando la desigualdad triangular en las condi-
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ciones iniciales (3.41)), juntando términos semejantes y las notaciones establecidas a lo largo

de esta Seccién, llegamos a ([3.46)), concluyendo la demostracién. B

3.2. El problema de Stokes-Darcy evolutivo

En esta Seccién omitiremos por conveniencia el argumento temporal “(t)”, siempre y cuando
no de lugar a confusién. Todos los resultados de esta Seccién son la extensién natural de
los resultados de la Seccién 3.1. Sean los errores e, =u;, —uy e, = g; — o. Comenzamos

definiendo los residuos como sigue:

Definicion 3.3 Definimos los residuos Rs y R4 para el problema de Stokes Darcy, como

R3(1) := —Algy,,T) - B(t,u,) VreX (3.50)

Ra(v) :=D(uy, v) — B(ay,v) +G(v) Vv eM. (3.51)

Notar que R3(7),) = 0 V1, € Xp, v Ra(uy,) = 0 Yu € My, y que usando (2.12)) y (2.16])

podemos escribir

Ale,,T) +B(T,e,) = —R3(t) VT X,

B (3.52)
_D(§u7!) + 8(9072) — _R4(X) VX S M.
Descomponemos los errores como
e, =(@—u)—(a—uy)
y
e, =(@—0a)—(6—a)
donde u = (ug,pp)y o = (65, up, (Aﬁ, 5\) con & =—uglyy A= Pp|s son las reconstrucciones

elipticas mixztas que se definen en este contexto como sigue:

Definicién 3.4 Sea (o),u;) € X x My, la solucion de (2.16). Se definen las reconstruc-
ciones elipticas miztas (&,0) = ((65,0p, d,\), (s, pp)) € X x M como la solucién inica
de la siguiente formulacion variacional mizta

(3.53)

B(e,v) =D(u,,v) +G(v) Vv eM.
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Aplicando una modificacién simple a los argumentos usados en [3, Pdgina 147], podemos
obtener que 1 € M := H'(Qg) x H'(Qp). Notamos ademas que las reconstrucciones elipticas

mixtas satisfacen los siguientes problemas:

(83){ A& —o,7) +B(r,a—u) =0 VT € X, (350
—D((@—u),v)+B(6—0c,v)=-D@—u,v) VveM,
y
(54) { A(e — oy, 7) +B(T,a—u,) =R3(t) VreX (3.55)
B(g —0o,v) = Ry4(v) Vv eM.

Notar que (S3) es un problema evolutivo mixto y (S4) es un problema estacionario mixto,

las cuales definen las dos componentes que contribuyen al error (e, ,e,).

3.2.1. Primera contribucion

Con el fin de obtener estimaciones de error para la primera contribucién, primero se debe

demostrar el siguiente resultado técnico

Lema 3.7 La siguiente desigualdad se satisface:

Pl - w < || G- )|l -l (3.56)

.
Demostracion: Usando la definicién de D, la desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre los pro-
ductos internos (-,-)s v (-,+)p, y después de ello, desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre R?

obtenemos

d(tg — d(pp —
Dl — 1y i — ) = <<usus,h>,ﬁs_us> N <<mpm>,ﬁD_pD>
S D

dt dt
d(ts —ugy . d(pp — PD,h .
< H(dt) [is —uslos + (dt) l1pp — ppll0,0p
0,Qg 0,Q2p
d(tig —ugp) ||* d(p —ppa)||? N "
< \J|[ Qs s Ao —poa) [* e gz + 50— poliRg
dt 0.0 dt 0.0 nes WeD

nes WeD

de donde se sigue la demostracién.ll

Los dos siguientes lemas establecen estimaciones a posteriori deseadas para la primera

t
contribucién, esto es, estimaremos ||(G1 — u)(¢)||m en el Lema 3.8 y / (e — g)(s)\zgds en
0

el Lema 3.9. Ambas se siguen de los resultados de la Seccién anterior.
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Lema 3.8 Sea Hy : [0,T] — R definida por

L.
Halt) = 33— 0O+ 2 [ (6~ o)) .

Luego, existe Cy > 0 tal que la siguiente estimacion de error se cumple para cada t € [0,T]

u—uy)

t 2
m@sa{wmﬂmw@+/ = M%} (3.57)

Demostracion: Tomandor =6 —ocyv=1u—

u en (S1) (cf. (3.54)) y sustrayendo ambas

ecuaciones obtenemos

Di—-ud-u)+|6—oli, =Dl —1u,0—u). (3.58)
Notar, por un lado, que se satisface

. . 1d R .
D(i—u,a—u) = 37 {Hus —ug|[§ . + PD _PDHg,QD}-

Ahora, integrando (3.58]) sobre ]0,¢[, con 0 < ¢t < T, usando el lema previo y la observacién

anterior, obtenemos:

(1(as = us) (Dl 0s + 10 = P)DIl50,) + 2/0 (& —2)(s)|3 205

< [l(as — us)(0)l[§ o5 + 112D — pD)(O)[5.0)y + 2/ @ =) [ =,
M
(3.59)
de lo cual se sigue que
%Il(ﬁ w)(®)|lfr < ([[(as —us)()l5.05 + 1G> — 20) D)3 0,) (3.60)
y
(s — us)(0)[13 05 + 1D — PD)(0)[[5.0,, < 11(& — w)(0)|[fs- (3.61)
Asi, reemplazando (3.60) y (3.61) en (3.59) obtenemos
tld
a—u 2 a—u a—u(s s. .
alt) < @ = wOf+2 [ || @m0 6wl (3.62)

Finalmente, seguimos la misma idea desarrollada en el Lema 3.1 para concluir la estimacion

directamente. H
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El siguiente resultado nos da una cota para |(& — &)(t)|a,2:

Lema 3.9 La siguiente estimacidn de error se satisface para c.t.p. t € [0, T

2

o up)(s)

y ds (3.63)

K&—wamg<u&—wwmg+A

M

Demostracion: Se sigue directamente de la idea desarrollada en el Lema 3.2 . B

Andlogamente al caso del esquema semi-discreto para el problema de Stokes, de los

Lemas 3.8 y 3.9 podemos ver que nos queda estimar atin la expresién

[

la cual se efectuard en la siguiente Subseccién. Finalmente tenemos una estimacién para

2

ds,
M

d ..
@(E—Eh)

t
/ ||(t — u)(s)]|3; ds que se sigue directamente de [20, Remark 1].
0

Lema 3.10 Para cada t € [0,T) se tiene:

Aum—ummﬁws2&WWeumw&+AHm—wm&w}. (3.64)

3.2.2. Segunda contribucion

En esta Subseccién introducimos notaciones similares a la Subseccién 3.1.2, pero contextu-
alizadas al problema de Stokes-Darcy, es decir, se abusard de notacién a menos que haya
confusién. Para cada K € T;° U TP, sea £(K) el conjunto de lados de K, y denotaremos

por & el conjunto de lados de 7;LS U 7;LD, esto es,

Ep = Ep(Ts) U &ER(Qs) U EL(lp) U ER(X),

donde &,(T'g) :={e € & : e CTg}, En(Qy) :={e € &, : e CQ,} para cada x € {S, D}, y
En(X) :={e €&, e CX}. Notar que &,(X) es el conjunto de lados que definen la particién
3n. Analogamente, sea Yy, el conjunto de los arcos dobles que definen la particién ;. En
lo que sigue, h, se entiende como el largo del lado e € &, U Eyy,. Ahora, sea x € {S, D} y sea
q € [L*()]™, con m € {1,2}, tal que q|x € [C(K)]™ para cada K € T;*. Entonces, dado
e € &,(§L), denotamos por [g] el salto de g a través de e, esto es [q] := (q|x/)]e — (q]x7)]es
donde K’ y K" son tridngulos de T que tienen como lado comun a e. A su vez, fijaremos
un vector normal unitario n, := (nl,ng)t en el lado e, con puntos fuera de K " o dentro

1" . .
de K, y sea t. := —(n2,n1)" el vector unitario tangente sobre e. De esta manera, dados
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v e L2(Q) y 7 € L2() tal que v|x € [C(K)]? v 7|k € [C(K)]**?, respectivamente, para
cada K € T, definimos [v - t.] y [Tt.] los saltos tangenciales de v y T que cruzan e, esto
es, [v-te] == {(Vlg)le = (Vg )le} - te v [Tte] := {(T]x)]e = (T[g)le}te, Tespectivamente.
En lo que sigue, mientras no haya confusién, simplemente escribiremos t y n en vez de t.
Vv ne, respectivamente. Finalmente, dados un campo escalar, vectorial y tensorial ¢, v :=

(v1,v2)!, T := (7Tij)2x2, respectivamente, definimos:

v Ou
Oxa  Oxy g g t
curl v := , curl g := 92 9pl )
vy _ 9 v
8%2 X9
rot v := % — % rot T := AEE — Ory Ora — Om1 \'
o 81‘1 QJIQ’ Y o 8:1:1 &EQ ’ 8:61 8.7:1

Se tienen los siguientes resultados ttiles que provienen del respectivo andlisis de error del
problema estacionario. La formulacién completamente mixta del problema de Stokes-Darcy

se lee como sigue: Hallar (o, u) € X x M tal que

Ao, )+ B(t,u) = F(r) VT X,

(3.65)
B(o,v) =G(v) Vv € M.

Es sabido que este problema esta bien propuesto y que la solucién depende continuamente
de los datos. Ver [12, Teorema 3.1] para més detalles. La dependencia continua de (3.65) es
equivalente a la condicién inf-sup global, la cual establece la existencia de C' > 0, indepen-

dendiente de h, tal que

H(Ea E)HXXM S C sup — Ll
(T.v)eXxM\{6} (7, v) [l

(3.66)

Aplicando esta estimacién a (p,w) = (& — ), 0 —1u;,) € X x My usando (S4) (cf. (3.55)),

obtenemos:

5 - Rs(T)| + |Ra(v
[[(& —ap,t—u,)|lxxm < C sup [Rs(z)] + [Ra(v)l
Tvexxm\{or (T ¥)||xxm

Por otra parte, de acuerdo a las definiciones de los residuos (3.50) and (3.51)) y las definiciones
de A and B ((2.13)),(2.14)), se tiene que para cualquier (7,v) = ((7s,vp,¥,£),(vs,qp)) €

X x M, podemos escribir

(3.67)

Rs(r) = R3(Ts) + R3(vs) + Ry () + R3(E)
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Ra(v) = Ri(vs) + Ri(ap),

donde (ver también [I3] Seccién 3.1])

Ri(Ts) = —1/_1/ U%,h : T% — / ugy - divrg — (Tsn, ¢y)y, (3.68)
Qg Qs
'R%(VS) = — K_luD,h -VD +/ pp,p divvp + (Vvp -m, \p)y, (3.69)
QD QD
v
Ry(Y) = —(osan, ¥)s — (¥ -0, \p)s + (Y-t 9t (3.70)
R5(&) = (upy -1, &)x + (P, -0, &)s, (3.711)
1 dugp, .
Ry(vs) = — Vs |~ +divogy +fs (3.72)
Qg
y
R2 _ dppn ..
4(qD) = — qp I — lellD7h + fD . (3.73)
Qp

De esta manera, el supremo en (3.67) puede ser acotado en términos de RS, i € {1,...,4}
y Ri, j€{l,...,2}, esto es:

||(Q—£haﬁ—ﬂh)HXXM

1 2
< sup [Rs(rs)l | sup R3(vp)|
Ten(divio\ o} | Tsllaves v erdiviap) oy VD llaiv.ap
3 4 1 3.74
+ sw [R5l sup [R5 sup Rilvs)  (3.74)

pemzmpnioy Wll2s  cemrmnoy llEllzs  veerz@ongor [IVslloas

2
s Rl
aperz@p)foy lapllogp

Los siguientes lemas establecen cotas deseables para cada supremo del lado derecho de
(13.74)).

Lema 3.11 Euxiste Cg > 0, independiente de h, tal que
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1/2

< Cy Z O% K ; (3.75)

KeT?S

Rl
sup R3(Ts)l
TeH(div;05)\{0} ||Tsl|divs

donde, para cada K € 7;LS:

o+ Y helllo@utllle
ecE(K)NER(Ns)

Y hllebatlRer Y {hellv T ot + Vel + el s + @l )
ecE(K)NEL(Ts) ecE(K)NE(D)

é%,K := hi||rot O'flg,hHg,K + h%(”‘jg,h

Demostracion: Ver [13, Lema 3.8]. B

Lema 3.12 Ezxiste Ciy > 0, independiente de h, tal que

1/2

R2 .
sup 1Rs(vp)l. < Cio Z @%,K , (3.76)
VDGH(diV§QD)\{O} ||VDHdiU’QD K€7;IS

donde, para cada K € T,7,

0Dk = hicllrot (K~ up ) g s + Wil K upalli e+ D0 hellK  upy, - t]I3,
GEE(K)ﬂgh(QD)
A,

K1 R R 1
upp-t+ 7t

2
+ herD,h - /\h|(2),e}
0,e

+ Y {he
(®)

e€€(K)NE

Demostracion: Ver [13, Lema 3.9]. B

Lema 3.13 Eziste C12,C13 > 0, independiente de h, tal que

1/2
R3 2
sup IRs() < Cr2 Z he ||spn + Apn — K(¢h 't)t) , (3.77)
pem 2oy [Pl s 8 o
Y
R4
sup 1R5(O1 <Ci3 Z hellupp-n+ @y, - an,e (3.78)
cem/2z)\(oy lEll/25 €& (%)
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Demostracion: Ver [13, Lema 3.2]. B
Finalmente, una aplicacién directa de la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos entrega la

siguientes estimaciones:

Lema 3.14 Se tiene que:

R d
sup ‘ 4(VS)’ < I us,n 4 div osh +fS
vser2(Qe)\{o} |[Vslloos dt 0.0
1/2 3.79
dugp, 2 ( )
= Z —— +divogy + fs
dt ’ 0,K
KeT? '
)
R32 d
sup [Rilap)| < H PDh divup + fp
qDEL(z)(QD)\{O} ||qDH0aQD dt O,QD
1/2 3.80
dppn .. 2 (350
= Z : —dlqu7h+fD
KeT/P 0.K

Antes de establecer las estimaciones a posteriori de la contribucién estacionaria, definimos

el estimador de error para esta contribucién, ©s : [0, 7] — R, como sigue:

1/2

O2:=14 Y O%x+ > Ohgr (3.81)

s D
KeT, KeT,

donde, para cada K € 7;15 ,

dU—S,h . d d
O% ¢ = ’ 7 +divog) + fs +h%(HrOtUS,hH(%,K+h%(|‘US,hH(2),K
0,025
d d
+ E hell[crs,ht]l%,e + E hello§ 815, + E hellus,y + @5
c€E(K)NER(Qs) c€E(K)NER(Ts) ceE(K)NE(E)

2 -1 _.d 2
el Tonld )

3y {he ag7hn+)\hn—%(¢h~t)t’

ecE(K)NE(D)

y para cada K € T,°,
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dppn . 2 _ _
Oaci= || L2~ divup -+ fo| -+ il ot up )l + K wal
0,K
-1 2 -1 dAp ?
+ > hel K ups-tlllee+ D, he|K Uppt+ oo ,
ecE(K)NER(QD) ecE(K)NE(T) €
+ Y Ahellupp-n+ by, -nllg, + hellpps — Anlld. )
cc(K)NE(D)

Finalmente, usando (3.67)) y los lemas 3.11, 3.12, 3.13 y 3.14, se obtiene directamente una

estimacién de error a posteriori para la contribucién estacionaria del error

Teorema 3.6 Eziste C14 > 0, independiente de h, tal que

(@ —ap, 0 —u)|[xxm < C14 02 (3.82)
3.2.3. Estimacion de error para la derivada temporal de la segunda com-
ponente del error

Del analisis hecho para la primera contribucién, es claro que nos queda establecer cotas de-
seables para H%(g —uy) ’ ‘M. Procederemos de manera similar a la Seccién 3.1.3. Aplicamos
derivada temporal a ambas ecuaciones de (S4) (cf. , obteniendo:

A(G@-anz)+8(n fa-w) =Ra) vzex

(3.83)
d, .
B (dt(a — Uh),V> =Rui(v) VWweM
donde
dgh dgh
——A( =) - =h X
Rs(T) «4< o ﬂ') B<7-, — > VT €
y
_ duy, doy,
Rat(v) =G (v) —D (dt’v) B (dt’v> Vv e M,
con ;
__(ds 4fp
Gi(v) :== < 7 ,VS>S < 0 ,QD>D Vv € M.

Asi, para obtener la estimacion deseada se aplica el mismo analisis anterior reemplazando

los correspondientes términos con derivada temporal. Antes de anunciar el resultado, sea el
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siguiente estimador de error:

1/2
Ori=| > a0k + > aOhk| (3.84)
KeT? KeT/P
donde, para cada K € T,°,
3,5@%’K =
2
Pug ), dosy\  dfs ) dof,
: di : — h t :
’ dt2+lv<dt>+dt AL S b
»"es 0,K
2 2
dod dod
h2 S,h he S’ht
TR T 2 dt
0,K EES(K)ﬁgh(Qs) 0,e
dog, dugy, | doy||?
+ 2. he a T >, he a
e€E(K)NER(Ts) 0, ecE(K)NE(T) Oe
2
FS A ||fesy Py V(90 T s TP KL A
A at dt K\ dt 0 ¢ dt dt
ecE(K)NE(Y) € 0,e
y para cada K € 77?,
00% i =
&*pp,p (duDh> do|l* s < 1duDh) 2 ‘ 1dupp||?
— —di +— +hK rot (| KT ——=— + hi || K™
‘ dt? dt dt dt 0.K dt 0.K
_ dU—D h 2 duD h d d)\h
e K ! — -t e ! — -
+zh{dt}+zhdt
ecE(K)NEL(p) 0 ece(K)NE(R)
dupp o ? dppn  dh||”
he T he — = — .
> { a Mta M| T at dt
ecE(K)NE(X) Oe 0,e
A continuacién se presenta el resultado anunciado:
Teorema 3.7 Eziste C15 > 0 independiente de h tal que
Hd(u u H( o d(ﬁ u)) < (156 (3.85)
—uy) —0y) u-—u, < C15 92, .

Demostracion: Se procede de manera similar a la demostracién del Teorema 3.3 H
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3.2.4. Estimacidén de error a posteriori para (o, —o,u, — u)

Definimos |||(+, )|||2 : X x M como

(T |2 = 7|20 + I¥]lm V(r,v) € X x M.

A su vez, notamos que las expresiones

(@ —u;,)(0)[|pe and [(& = ,)(0)[a2

son ambas calculables, ya que de (3.82) podemos obtener

ma@mrum@WMW—mmwm}s%%m» (3.56)

Los siguientes dos teoremas establecen las estimaciones de error a posteriori para el

problema de Stokes-Darcy en su version semi-discreta.

Teorema 3.8 Sean (o,u) € XxM y (o,,1;) € X, x M, las soluciones de (2.12)) y (2.16))
respectivamente. Luego, existe Cig > 0 independendiente de h y para cada t € [0,T):

lAWWm%ﬁmmMﬁ@SCm“WvﬂM®%+9%D+Aéﬂﬂk+/9%%%-

0

Demostracion: Aplicando definiciones y desigualdades conocidas obtenemos:

[ e -w - (e~ wllPas
’ (3.87)

szA|mmﬁwwmumﬁm+2érmmﬁwwammme

Nos fijamos ahora en el primer sumando del lado derecho de (3.87)). Aplicando las estima-
ciones (3.57)) y (3.64) obtenemos
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t
[ @0~ @ wiipds
0

t t
<2 [ o aluds+2 [ lia-ulfds
0 0

t 2 t
s2a{Wﬁ—mmm&+A 4w, d%+4{mwh—mwm&+é|m—um&}
M
(3.88)
Por otro lado, usando (3.82)), el segundo término puede ser estimado como
! 2
2 [ 1) ~ (@ m) s
t
<2 [ (e anll, + 20— wlfds
0
t
<10 [ @lla - ol + 218 - wf)ds (3.59)
0

t
s4cAHw—amﬁ—%MaMw
t
<4002 / ©3(s)ds,
0

donde en esta demostracién C > 0 indica una constante convenientemente escogida tal que

I7]2 5 < C|lz|[%, VT € X. Insertando (3.88) y (3.89) dentro de (3.87), notando que ||[a—uy] |3,

puede ser estimada usando (3.82)), y luego usando (3.86) y juntando términos semejantes,

concluimos directamente la demostraciéon W

Teorema 3.9 Sean (o,u) € XxM y (o,,1;,) € X, x M, las soluciones de (2.12)) y (2.16))

respectivamente. Entonces, existe Ci7 > 0 independiente de h tal que para cada t € [0,T):

(), u(t) = (g,), uy(O)]II3

<Cn{!l(u—uh)(())\lﬁrr!(a—ah)(O)\i,ﬁ@%(O)Jr/o é%(S)der@%(t)}-

Demostracion: Se sigue de manera directa, aplicando la misma idea desarrollada en la de-

mostracién del Teorema 3.5 W
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Capitulo 4

Analisis de error a posteriori de los

esquemas completamente discretos

4.1. El problema de Stokes evolutivo

Ahora se realiza un analisis de error a posteriori para el esquema completamente discreto,
basado en el método de Euler regresivo. Se particiona el intervalo temporal como 0 = ty <
t1 < ...<ty =Ty para cadan € {0,...,N}, sean el paso de tiempo 7, := t,, — t,—1
y T, un refinamiento de una macrotriangulacién, la cual es una triangulaciéon del dominio
espacial €2, de manera tal que satisfaga los supuestos de regularidad usuales en cada uno de

sus refinamientos (cf. [4]). Para cada x € ), sea

hn(x) ;= diam(K) donde K € 7, y x € K.
Se define la derivada discreta como

1
Aipy, = 7(¢n - ¢nfl)a

n
donde la notacién ¢, para cualquier funcién ¢, indica ¢(t,,), n € {0,..., N}. Dado k > 0,
consideraremos Hy;, y @} definidos sobre las triangulaciones 7, como los subespacios de

elementos finitos de Hy := Hy(div;Q) y Q := L2(Q), definidos como

Hy'p, == RTy(T,) N Ho

QZ = {Vh c Q : Vh|K € [Pk(K)]Q VK € 77@}
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respectivamente. Dadas dos triangulaciones compatibles 7,_1 y T, esto es, que son ambas
refinamientos de la misma macrotriangulacién, definimos 7,, como el mds fino engrosamiento
comain de Tp_1 y T, cuyo tamaiio de la malla estd determinado por hy, = max{hn, hn-1},
y sea 75,? Q= QN Qz_l la proyeccién-L? relativa a este mds fino engrosamiento comain
7, de T,, y Tr_1 tal que satisface la siguiente propiedad de aproximacién:
v — Ppvllog < Cisha|[VV]jog Vv € HY(Q). (4.1)
Ademads, sea Pl : Q — QF la proyeccién-L? definida como (Ppv, o) = (v,0) Vo € QF
tal que satisface la siguiente propiedad de aproximacion:
HV — P}TLLVHQQ < ClghnHVVHQQ Vv € Hl(Q) (4.2)
El esquema completamente discreto se define como sigue: Dado Uy = P,?uo, hallar
{(zna Un)}ne{O,...,N} con (Zna Un) € H(?,h X Qz tal que
a(Xo,7) + b(r,Ug) =0 V7 € Hy, (4.3)
y paran € {1,..., N},

a(Zn, T) +b(T,Uyp) =0 V1 € Hy),
—(AUp, V)00 +b(X,,v) =—(f,,v)on Vv e Q}.

(4.4)

Dada una sucesién de valores discretos {U,}, {£,}, n € {0,..., N}, asociamos dos
funciones continuas del tiempo a través de interpolantes lineales continuos a trozos U(t),

3(t) , t € 0,77, como

t, —t t—tn—
Ult)=2—U,_1 + 7711[;”
Tn Tn
:Un—1+(t_tn—1)AtUn7 th1 <t <tnp,n= 17"'7N7
th, —t t—tnh—
Z(t) = Y1+ 7711271
Tn Tn

:2n_1+(t—tn_1)Ath, tho1 <t<ty,,n=1,...,N.

Notar que la derivada temporal de U restringida a |t,,—1,t,] es

dU(t
df) = AU, Yt €ty 1, ). (4.5)

Sean los errores e,(t) = U(t) —u(t) y e,(t) = X(t) — o (t). Tal como se hizo en el anélisis
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para el problema semidiscreto, se debe definir un concepto anédlogo al de los residuos pero en
el contexto completamente discreto. Este concepto sera de utilidad, tal como en la seccién

anterior, para encontrar las cotas deseadas para el error a posteriori.

Definicion 4.1 Se define para n > 1, los residuos discretos como sigue:

RYUT) = —a(X,,T) — b(T,U,) V1 € Hy,

R (v) :== (Pr(AUR), V)oa — b(Xn,v) — (f,, V)00 Vv EQ,
1
y para n = 0 se define RY(T) := “ (Ed,rd)o o— (Up,divT)oa y RY(v) := 0.
Notar que Ry(rn) = 0Vr, € Hy), y Ry(vy) = 0Vv, € Q). Ademds, para cada
t €Jtn_1,tn], n € {1,..., N}, se satisface:

ales(t), )+ b(1,eu(t) = —RI(7)+a(X(t) — 2,,7) + b(7,U(t) — U,) V7 € Hy,
B <deu(t)

. ,v> +ben(t),v) = —REV) + b(B(t) — X, v) + (£(E) — £, V)0
0,92

1
+ ? (P]?Un—l - Un—lav)O,Q Vv e Q
. (4.6)

Siguiendo la misma idea desarrollada en el esquema semi-discreto, se definen las recon-

strucciones elipticas miztas en el nivel ¢ = ¢, como sigue:

Definicién 4.2 Para cadan € {0,...,N}, dados %, y U, se definen las reconstrucciones
elipticas mixtas (Efn, ﬁn) como la solucion de la formulacion variacional mizta: Hallar 3, €

Hy(div; Q) y U, € L2(Q) tal que

a(E, -, 7) +b(1, U, —U,) =R¥(r) Yre Hy, n=0,...,N,

b(X, —%,,v)=Ry(v) ¥Wwe@, n=0,...,N.

(4.7)

Se sabe que se puede probar ademds que U, € H'(Q) (cf. [3, Pagina 147]). Dada una
sucesién de valores discretos {271}”6{0,“.7 N Y {ﬂn}ne{o,..., ~1 se definen respectivamente los

interpolantes lineales continuos a trozos 3(t) y U(t) como

Ut)=Up1 + (t—tn-1)AU, tp1 <t<tp,, n=1,...,N,

41



E(t) =31+ (t — tn_l)AtEn tho1<t<t,, n=1,...,N.
Notar que la derivada temporal de Ij(t) con t restringida a |t,_1,t,] es

dU(t)
dt

Con el fin de obtener las estimaciones deseadas, para cada t € [0,7] se descompone el

=AU, Vt€ltn_,tn). (4.8)

error en dos contribuciones:

~

eu(t) = (U —u)(t) - (U-U)(@), (4.9)

e (t) = (X —o)(t) — (X - X)(0). (4.10)

Insertando (4.7) dentro de (4.6|) y considerando las definiciones (4.9) y (4.10) se obtiene,
para cada t €]t,_1,t,), n € {1,...,N}:

(t)—X,,7)+b(r,U(t) — U,) V7 € Hy,

~ ~

s
—(daﬁ—u)(t),v) +b<<ﬁ:—a><t>,v>=—(d<U—U><t>,v> LS - Bav)
0,0

1
+ ? (P}?Un_l — Un—17V)O,Q Vv € Q

(4.11)
No obstante, debemos escribir algunos términos de (4.11]) de una manera deseable para

obtener las cotas. Nos fijamos en el segundo término del lado de derecho de la segunda

ecuacién de (4.11]). Con respecto a este término, se tiene el siguiente resultado:

Lema 4.1 La siguiente expresion se satisface para cada t €lt,_1,1t,):

~ A~ N

b(E(t) =B, v) = (div (S()—3), V)oa = (t—tn) {(div A, Vo + Atng(v)} Vv € Q.
(4.12)

Demostracion: Notamos que de la definicién de la reconstruccion eliptica se tiene

(div 2, v)o0 = (divZ,, v)oq + Ry (v) (4.13)
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Por otra parte, es facil chequear que de la definicién de 3 se cumple que

B(t) =B, = (t—ty)AZ,

Entonces, se tiene, usando (4.13)),

(div (2(t) — ), v (t — tn)(div A3, V)o.o = (t — t,)7; Hdiv S, — divE,_1,v)oq
(t —tn)T, { {(divX,,v)oo+ R5(v)} — {(divE,—1,V)on +7€g_1(v)}}
(t —tn)T, { (div (X2 n-1),V)o,o + (R3 —Rgl)(v)}

= (t—ty) {(div (AX), V)0 + Aﬂ%g(v)}
concluyendo la demostracion.

Ademads, por otra parte, es ficil ver que

A

a(B(t) — B, 7) +b(r,Ut) = U,) =0 Vr e Hy. (4.14)

Asi, usando (4.12)) y (4.14)), se tiene que el sistema (4.11]) se reduce a

a((2—o)(t), )+ b(r,(U—u)(t)) =0 VT € Hy,
- (FO-0ON) FHE-o)0.Y)
0,2
(S5) < d ) . (4.15)
= (ZO-v)@).v >0 o+ (t— to){(div A, v)oa + ARE(V)}
HE®) ~ Voo + — (PRUL 1~ Up vy weaQ.

con t €lt,_1,ts], n € {1,..., N}. Por otro lado, de las definiciones de Uy 3,y desde
(4.7) tenemos el siguiente sistema para cada t €lt,,—1,t,], n € {1,...,N}:

A

s6) { (D) = S(0),7) +b(r, OO ~U0) = RO Yret, o
HEW) - S0, v) = [Ra(v)](1) Y eQ,

donde R (7) y Ra(v) son los interpolantes continuos a trozos de R}(7) y R} (v) respec-

tivamente, esto es,
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. t, —t t—tn1 .
Ra(r)](t) = =R (7) + —"=Ri(r) Y7 € Hy ¥t €]tn_1,ta)]
y
. th—t_ . t—tn1. .
Ra(0)](1) = "R () + TR (v) W € Q Vi Elt,
Notar que en el nivel t = t,, con n € {1,..., N}, se tiene
(R (7)](tn) = R (7) (4.17)
y
[Ra()](tn) = RE (V). (4.18)

Ademsds notar que las respectivas derivadas temporales quedan como

%[7@1(7)](15) = ARY(T) YVt Eltp_1,ty] (4.19)
y
L IRA))(1) = ARE(Y) ¥t Eltna,tu]. (4.20)

Notar también que de la definicién de las reconstrucciones elipticas mixtas y de o¢(t) =

uVu(t) (ec. (2.3)), podemos obtener facilmente

(3(t) - (1) = V(@) - u(t)). (4.21)

==

Con el fin de obtener las estimaciones deseadas, se tienen los siguientes resultados pre-
liminares, y siguiendo la misma idea desarrollada en el esquema semi-discreto, debido al uso
de las reconstrucciones elipticas mixtas, el error se divide en dos contribuciones. La primera

es referida al sistema (S5) (cf. (4.15)) y la segunda es referida al sistema (S6) (cf. (4.16])).

4.1.1. Primera contribucién: (X — o, U —u)

Los términos que nos interesan acotar son ||(U — u)(ty)lloq v (2 = o)(tm)

a,1, con

m € {1,..., N}. Por conveniencia, antes de establecer los resultados, se definen las siguientes
expresiones, para cada n € {1,..., N}:

F = (1 AZall5 .0 + [ Cishn ARS ]G ), (4.22)
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F3 = tullha(I = Pi)Un-1ll3 0, (4.23)

tn
o= / 18(s) — £u1[2.0 ds, (4.24)
n—1
Fp o= {Hdiv (A2 0+ Hmsuag} , (4.25)
_ \A]T,jlhn([ - Pﬁ)Un_lHaﬂ sin=lon=m (4.26)
TTZLthAt(Tn_l(P}TLL - I)Un_l)H%,Q sine {27 cees M — 1}7

Ademas, definimos para cada m € {1,..., N} la siguiente cantidad que expresa un error,

el cual aparecerd en los siguientes resultados:

En(3-0)={ [ T a><s>r?,,,1ds}1/2 . (4.27)

Ahora bien, para obtener las cotas para ||(U — u)(tm)|o.q, con m € {1,..., N}, se debe
antes establecer dos lemas técnicos previos que seran de utilidad en la demostracién del
teorema que establece esta cota. El siguiente lema tiene que ver con el segundo término del
lado derecho de la segunda ecuacién de (S5)(cf. (4.15)) y con la cantidad FJ' previamente
definida.

Lema 4.2 Existe Coy > 0 tal que, para cada m € {1,..., N}, la siguiente estimacion de

error se satisface:

tn—1

m_ . rtn m 1/2
Z/ (tn—s) {(div A, U —u)gg+ AR (U — u)} ds < Ca {Z ]-"1“} En(E—0).
n=1 n=1

(4.28)

Demostracion: Integrando por partes, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (4.21])

obtenemos

(div AE,, U—u)on = —(AZ,, V(U - u))og

) X (4.29)
<Aool V(U =)o < [|[AZnllon |2 — olat

Por otra parte, como (RY — Rg_l)(wh) = 0 para todo wy, € Q}' N QZ‘I, tenemos que

ARE(V) = ARE(V —wy) Vv € QVwy, € QrnQy . (4.30)
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Luego, usando v = U —u € Q y w, = ﬁﬁ(ﬂ —u) € QN QZ‘I dentro de (4.30)), la
estimacién (4.1) y la identidad (4.21]) obtenemos

AR(U —u) = ARE{U —u} = P(U — ) < [|ARSo,0l {U — u} = PH(U — w)lloe
< [1ARE [lo.2C18hn [V (U — w)lloe = [IC15h0 AR [0.0]2 — o0

(4.31)

Luego, usando desigualdad de Cauchy-Schwarz y desigualdades triangulares obtenemos

m tn R N
Z/ (tn — s)[(div A%, U —u)oo + AR5 (U —u)]ds

n=1"tn-1

m
<2
n=1

tn R A
/ [tn = s|([[AtZnlo.0 + [|Cishn AR [0,0)[(X — 0)(s)a1ds

tn—1

m o, U2 ¢ m 1/2
<{2Z / rtn—sF(HAtznnawHclghnAth|%,Q>ds} {Z / \<z—a><s>|2,1ds}

n=1"tn-1 n=1"tn-1

mo 1/2
V2 {Z/t [t — s (||A1Zn][5.0 + ”ClShnAthH%,Q)dS} En(¥ - o)
n=1""‘n-1

(4.32)
Finalmente, usando el hecho que (||A; X, ] |g,9+| |Chghn ARY| |%Q) no depende de s €|t,_1,t,]

y |tn — s| < 7, para todo s €]t,,_1,t,] se tiene

m tn .
3 / 1t — sP(IAE B o + |CrshmARE|2.0)ds
n=1

tn—1

I
NE

tn N
{ / it — s|2ds} UAZ IR o + [|Crshn ARE.0)
1 n—1

3
I

NE

tn .
{/t TﬁdS} (1AZlIE o + [IC1shn ARS (G )
1 n—1

3
Il

[
NE

(180l 0 + IC18hn ARSI 0)-

3
Il
,_.

Reemplazando esta tltima expresién arriba concluimos la demostracién con Cap = v/2 > 0.

El Lema que se presenta a continuacién tiene que ver con el ultimo término del la-

do derecho de la segunda ecuacién de (S5)(cf. (4.15))) y con la cantidad FJ previamente
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definida.

Lema 4.3 FExiste Co1 > 0 tal que la siguiente desigualdad se satisface para cada m €

{1,...,N}:
m n 1q R m 1/2 X
Z/ —(( = Py)Un-1,U —u)oqds < On Y Fp En(Z-o0) (4.33)
n=1"tn-1 1 n=1

Demostracién: Usando la definicién del proyector ortogonal P;’, se tiene

1 ((I P U1, U — u) S

Tn 0,2 Tn

((1 PN U1, U —u— PP(U - u))QQ (4.34)

Entonces, usando (4.34)), la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la estimacién (4.2)) y la identi-
dad (4.21) llegamos a

! ((1 P Uy, U — u)o .

L)
Tn ) Tn

1 " .
== ||Crohn (1 — Ph)Un—lHO,Q X —0olan

IN

(I = Pi)Un1lly o Crohnl [V (T = w00
(4.35)

Asi, integrando (4.35)) entre 0 a t,,,, con m € {1,..., N} y aplicando Cauchy-Schwarz nueva-
mente, obtenemos directamente (4.33|) concluyendo la demostracién con Cyy := +/Cig > 0.

A continuacién, a partir de los dos lemas anteriores, se establece el teorema que nos

entrega la cota deseada:

Teorema 4.1 Para cualquiert € [0,T], sea (o(t),u(t)) € Hy X Q la solucion de (2.4), sean
> Y U las reconstrucciones elipticas miztas definidas arriba y sea Hs : [0,T] — RT definida

por

Ha(t) = [|(0 = w) (1) 3¢ + 2 /0 (8 = o) (5)2.1ds.

Entonces, para cada m € {1,...,N}, la siguiente desigualdad se satisface:

2

Ha(tm) < Coo {H(fJ —u)(0)|l5 o+ /0 )

3 m
ds + ZZI;”} . (4.36)
Q

0, i=1 n=1



donde Ca2 > 0 es una constante independiente de hy,, m € {1,...,N}.

Demostracién: Tomando 7 = (X —o)(t) y v = (U—u)(t) en (S5) (ec. [@.15)) y sustrayendo

ambas ecuaciones se obtiene:

1d
2 dt

IO = )10+ (2 - )0, = (FO - V)00 -wio)

(- 1) {(div A, (U = u)(6))og + ARE((U - u><t>>}
~ 1 ~

+ (fn —£(t), (U —u)(®)o,0 + —((I = Pp)Un-1, (U~ u)(t))og
(4.37)
Integrando (4.37)) respecto al tiempo, de 0 a t,,, con m € {1,..., N}, llegamos a
H3(tm) < A (U — ;U — 1) + 2B, (U — u) + 2C,, (U — u), (4.38)

de donde, para cada m € {1,..., N} se define:

(0 = 0= 0) = (O = w0 +2 [ (FO -0 0= wis)) s

m tn R
+2 Z/ (f, — £(s), U — u)o ads,
n=1

tn—1

By (U — ) = i / (=) (div 83, (0~ w)(5)hos + ARF(T ~ (o) | .
y
Cr(U —u) = i / jn«f — ) U1, (U — u)(s))oads.
Sea t¥, € [0, ty] tal que
Ha(th,) = mix Hs(1)
Ademds, notar que
100 —w)(®)llog < HY*(t,)  Vt € [0,t] (4.39)
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tm 1/2
{A Ki—aﬂ@ﬁﬂm} = En(S — o) < HY2(t5). (4.40)

De esta manera, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (4.38) podemos estimar el
primer término del lado derecho de (4.38) como sigue:

Ap(U—-u; U -U)

suﬂ—mmm%+2émﬁﬁ—vm>

dt /(T —ua)(s)|lo,0ds

0,2

+ 22/ " {lEs — £()llol (T — )(s)loads
n=1

tn—1

s{wﬂ—mmmm+zﬁm

x Hy(t5,)

m tn
ds+2z/ an—f(s)HOVQ}
Q n=1

07 tn—1

(4.41)
Por otra parte, usando el lema 4.2 (cf. (4.28))) y el lema 18 (cf. (4.33))) y la observacién (4.40)),

obtenemos directamente estimaciones para el segundo y tercer término del lado derecho de
(14.38)):

m 1/2
Bmﬂ—wsaﬂé}w} Hy2 () (4.42)
n=1
y
m 1/2
Crn(U—u) <Cpy {Z}—;} H§/2(tjn). (4.43)
n=1

Luego, se reemplaza (4.41)), (4.42)) y (4.43) dentro de (4.38), y que el resultado es vélido

también para t = ¢}, para asi cancelar uno de los términos de ambos lados para poder usar

7—[;/ 2 (tm) < ’Hé/ 2(7§;‘n). Elevando al cuadrado a ambos lados y usando la notacién (4.24)) para
m

tn
el término Z / ||, — f (s)H%’Q, concluimos la demostracién.l

n=1"tn-1

Notar que nos queda estimar la expresién

/tm
0

ds,
0,0

SO -U)(s)
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la cual se hard en la préxima Seccion.

El otro objetivo de esta Seccién es obtener una cota para (3 — ) (tm)]a1. Para ello, es
necesario antes establecer un resultado que se usara en la demostracién de la cota deseada,

el cual se enuncia a continuacién y tiene que ver con la cantidad FI' previamente definida
en (|4.206]).

Lema 4.4 La siguiente expresion se satisface para cada m € {2,...,N}:
tn d R
Z <I—7>;;>Un_1,(U—u)(s)> ds
tn— 1 dt O,Q

= — (71 '(I = P3)Uo, (U = u)(to))o.a + (73, (I = PR U1, (U = u)(tm))o.0
+ ) (A7, (PR = DUp1), (U = w)(tn-1))o0
i (4.44)

d -~
Demostracion: Integrando $(U —u) desde t,,—1 a t,, dentro de la sumatoria se obtiene
m

Z/ttanln <<I_P}?)Un—1,§t(fj— u)) ds

n=1 M O,Q

[
WE

(= POt (0 = w)(t) = (U= w(ta),

n=1 )
= (7 = PH U, (U —u)(t1) — (U —u)(to))o (4.45)
+ (7 (1= P U, (U = 0)(tm) = (U = w)(tm-1))o,0

m—1
DI = (= PRVt (0 = )(t) — (U~ w)(ta)

n=2 0,02

Notar que la sumatoria del lado derecho de (4.45)) se puede reescribir como

m—1

— Py ) Umz, (U = w)(tm—1)oe — (75,51 = P~ Uz, (U = ) ()00
(4.46)

50



Consideramos los lados derechos de las expresiones (4.45)) y (4.46)). Juntando el término
(ri (I = Pp)Uo, (U — u)(t1))og

de con
—(r5 1 (I = PHUL, (U — ) (t1))o

de , se forma el término
2 (Ai(r5 (P = 1)U), (U = w)(t1))o,0-
De la misma manera se obtiene
T (Ae(7," (PR = D U—1), (U = ) (tm—1) o0,

y asi, los otros términos de la sumatoria se agrupan de manera similar (argumento telesc6pi-
co), obteniendo (4.44)) y concluyendo la demostracién.ll

Ahora se establece el otro resultado anunciado para ¥ — o

Teorema 4.2 Para cualquier t € [0,T], sean (o(t),u(t)) € Hy x Q la solucion de (2.4)),

3! Y U las reconstrucciones elipticas miztas definidas previamente y sea Hyq : [0,T] — RT

¢
2,1+2/
0

Entonces, para cada m € {1,..., N}, la siguiente desigualdad se satisface:

definida por

2

ds.
0,0

L6~ u)(s)

Halt) = (£ = o)1) =

2

Lo -u)s)

Ha(tm) < Cos {’(2 —o)(0)[z1 + /o k dt

5 m
ds + ZZI‘”} . (4.47)
Q

0, i=3 n=1

donde Ca3 > 0 es una constante independiente de hy,, m € {1,...,N}.

Demostracion: Derivando la primera ecuacién de (S5) (cf. (4.15))) respecto a t se tiene

a <jt(2 - a)(t),r> +b <T, %(fj — u)(t)> =0 V1€ Hy (4.48)

. d -~
Ahora, tomando 7 = (X — o)(t) en (4.48) y v = ﬁ(U —u)(t) en la segunda ecuacién de
(S5) (cf. (4.15))) y sustrayendo ambas expresiones se llega a
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2

1d,, - d -
5 l(E - DOR + || 40 - Wi

0,0

~ (HO-vo. G- u><t>)m
F(tn—1) { <div A, %(fj _ u)(t))on +ARE (C‘Zt(ﬁ _ u)(t)> }

A~

# (810 5O w0) b (0P GO - w)

0,0 ™ Ky)
(4.49)

Integrando (4.49) de 0 a t,,,, con m € {1,..., N} obtenemos
Haltm) = Ag(2 — o) + 2B,,(U — U, U —u) + 2C,,(U — u), (4.50)

donde

m tn d .
+ Z/t (fn —f(s), (U~ u)) ds,
n=1"Ytn-1 0,2

Sea t7* € [0, ] tal que

Ha(t7r) := méax Hy(t).

0<t<tm

Primero notar que el primer término del lado derecho de (4.50) se puede estimar como
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Ao = (B - a)(0)121 < (B = a)(0)aaty(55). (4.51)

Ademas notar que, usando Cauchy-Schwarz podemos estimar de manera directa el segundo
término del lado derecho de (4.50]) como

Bn(U—U,U —u)
—— 9 1/2 Lo 1/2
< {(Z —u) d8> + (32 (I[div Ay |50 + [|ARS [ n))
n=1 —1

d
&(U—u)

Q
tn 1/2 o 2 1/2
[ —tigads) ([ is
tnh—1 0 0,92
1/2

n=1
m tn d 2 1 m 1/2
S (S Fowf a) (G e amigaiamiaf
n=1 tn—1 079 n=1
2

mo g 1/
+<Z / an—fuagds> M1y ()
n—1

n=1
(4.52)
Por otro lado, para el ultimo término de (| , usamos el lema previo (cf. - y las
proyecciones P;' sobre las mallas temporales extremas (n = 0 y n = m) y las proyecciones

75;2 sobre las mallas temporales internas (2 < n < m — 1) con el fin de obtener

Crn(U — 1) = —(r (I = P)Uo, (U — u)(to) — P (U — w)(t0)))o,0
+ (1, (I = PP U1, (U = 1) (tm) — PR"((U = 1) (tm)))o0

+ 3 (A (P = DUn), (U =) (tam1) = B (0 = w)(ta-1))og
n=2

(4.53)
Por lo tanto, usando (| - . ) v Cauchy-Schwarz dentro de ( obtenemos
Con(U =) < [y (T = Pp)Uollo.0 V(U — w)(t0))ll0.0
-1 _ pm 7 _
{1750 (T = PEY U109 (0 = w) () o2 )

+ D Tl Ai(7, (PR = DU )00l V(U = w)(ta-1))ll0.0
n=2

Usando (4.21)) dentro de (4.54) en conjunto con la definicién de Hy(t)¥), llegamos a:
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Con(U —u) < {Hrflhl(f — PHUollo.0 + |7 A (I = PEYUn—i] 0.0
m (4.55)
+ 3 Tallbn (771 (PR~ I)Un1)||0,§2} Hy (e,

n=2

Finalmente, sustituyendo (4.51)), (4.52) y (4.55|) dentro de (4.50) después de reemplazar t,,

por t.,

(4.47) y de esta manera concluimos la demostracién.ll

elevando al cuadrado y usando las notaciones (4.24]), (4.25)) y (4.26)) obtenemos

Notar que de la misma manera que en el teorema anterior, queda por acotar la expresién

/tm
0

la cual serd estimada en la préxima Seccién.

2

ds,
0,0

dt

4.1.2. Segunda contribucién: (X — X, U — U)

Notamos que el sistema (S6) (cf. (4.16)) es similar en forma al sistema (S2)(cf. (3.8)),
luego, podemos proceder de manera andloga a la Secciéon 3.1.2, ya que en cada tiempo
to,...,tN se tiene una discretizacién del espacio y de esta manera podemos tener una esti-
macién para [|((2 = =)(tm), (U = U)(tm))||#oxg, con m € {1,...,n}. Definimos las sigu-
ientes notaciones para los estimadores de esta segunda contribucién del error, para cada
me{l,...,N}

1/2
O1m = ( > 9%(77”) , (4.56)

KeTm

1/2
Orm = ( > a,ﬁ%(,m) , (4.57)

KeTm

donde, para cada K € 7T, se tiene
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2
0% = [[PF (A Uy) — div By, — £,[5 ¢ + hi)

1
rot {Efn}
1

1oy 11
£ 3 [

0.K  cce(K)nEL(R)

1 2

+ P ‘ ‘ ~»d s

2. p
ec&(K)NER(T)

0,K
1 2
+ A, HVUm - ;zg

0,e

0,e

1 2
éw%ﬂm =||ALP(AU,,)) — div AE,, — AtmeaK + K2, ||rot {MAtEfn}
0,K
1 2 1 2
+ hm HV(AtUm) —=ASI o+ DY b, H [Atzf; s]
Iu lu’ 0,e

0K ece(K)nEL(Q)

+ Y hmHM—lAtzgs’
ec€(K)NE(T)

2
0,e '
El préximo resultado sigue la misma idea desarrollada en el Teorema 3.2 (cf. (3.38)]))

Teorema 4.3 La siguiente desigualdad se satisface para cada m € {1,...,N}:

1((Z = 2)(tm), (U = U)(tw))l | Hox@ < C24O1,m, (4.58)

donde Coy > 0 es independiente de hy,.

Demostracion: Gracias a la dependencia continua de la solucién de (S6) (cf. (4.16))), tenemos
la condicién inf-sup global para la solucién (2 — X)(tn), (U — U)(tm)) € Ho X Q, esto es,
existe C' > 0 tal que

Cl[(Z = ) (tm), (U= U)(tm)|lHox0
< sup a((3 = B)(tm), 7) + b(r, (U = U)(tm)) + b(Z = )(tm), V)
T (T v)eHo xQ\ {6} (7, V)| Hox@

Usando (S6) (cf. (4.16)) conjunto con (4.17) y (4.18) (con el correspondiente cambio de

indice n = m aqui) obtenemos
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CE = 2)(t), (U= U)ta))lloxo < sup [R1(T)](tm) + [R2(v)](tm)
(T.v)EHoxQ\{6} (7, V)l Hox@
< sup RY* (1) +R5 (V) (4.59)
(Tvetox\(oy (T V)| Hox@

R (T)
< sup
TEHy HTHde

Debido a que RY*(7) es similar a R1(7), se pueden seguir los mismos argumentos desarrol-
lados en [11), Lemas 4.3,4.4] con el fin de obtener:

1/2
Ry (T !<C< D 07 ge(tm) + 05 k(¢ )) |17 [|aiv.0

KeTm

con C >0,y 0? - v 02 . definidos como en (3.36) y (3.37) pero con X en vez de o), y

U en vez de uy,. Por otro lado, es claro que

1/2
- ( S IPR AU, - divS, —fmuaf() .

KeTm

Siguiendo ambas observaciones y reemplazandolas en (4.59)) llegamos directamente a (4.58]),

concluyendo la demostracion. B

Ahora, del teorema 3.1.3 (ec. (3.40))), se tiene la estimacién de error para la derivada temporal

d
U-U
! ):
Lema 4.5 La siguiente estimacion de error se satisface para cada m € {1,...,N}:
H (U — U)(tm) < C9501,m, (4.60)
0,Q

donde Cys > 0 no depende de h.,

Demostracion: Siguiendo la misma linea desarrollada a lo largo de la Subseccién 3.1.3,
basaremos nuestro analisis tomando derivadas temporales a ambas ecuaciones del sistema

(S6)(cf. (4.16)). Entonces, derivando ambas ecuaciones respecto a ¢, y usando (4.19) y
(4.20)), en el nivel t = t,, obtenemos:
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a @(z - 2)(tm),r> b <T, 4o U)(tm)> — ARY(r)
(4.61)
b (jt@ - 2><tm>,v) — ARE(Y).
donde
AR () = —;(Atzg@, o — (AUp, div 7)o
y

ARy (v) = (Ae(PR (AUp)) — div (AXy,) — Aifn, V)oa.
De (4.61)), se tiene que existe C' > 0 tal que

d . d AR (T)
Cl (=) (tm), (T =U)(tm) || < sup S22 4| ARY 0.0
H(dt( () g )>H ety |[7llave 18R loa

Siguiendo las mismas ideas del teorema anterior, y del Teorema 3.7, usando ademas el hecho

que

=G, 5O - T

)

H0><Q

|G- U

obtenemos directamente (4.60|) terminado la prueba. B

Sin embargo, del andlisis de la primera contribucion, especificamente de los Teoremas

4.1 y 4.2, notamos que en el lado derecho de ambas estimaciones, aparece el término

tm d R 2
/ £(U —U)(s) ds, el cual no ha sido estimado. Esto se resuelve en el siguiente
0 0,
teorema.
Teorema 4.4 La siguiente desigualdad se satisface para cada m € {1,...,N}:
tm d R 2 2 m ~9
/ S(U-U)(s)|| < > m6i, (4.62)
0 0,Q2 n=1

Demostracion: Usando (4.5) y (4.8)) obtenemos

%(fj —UY(t) = AU — U ¥t €ttt ¥ e {1,..., N},

esto es, %(ﬂ—U) es constante a lo largo de cada intervalo |t,,—1,t,], n € {1,..., N}. Luego,
usando (4.60) obtenemos:
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ds
0,0
2

2 [
i/

ds
0,0

concluyendo la demostracion.

4.1.3. Estimacién de error a posteriori para (X —o,U — u)
Ahora se usan los resultados de las secciones anteriores para dar lugar a una estimacién a
posteriori para (X — o, U —u). Recordamos la definicién de ||| (-, -)|||1 : Ho x Q — R{, dada
en la Seccién 3.1.4, la cual estaba dada como sigue:

(e VIl := lolar + [Vl V(e,v) € Hox Q.

Notamos que al igual que en el esquema semi-discreto, especificamente en la Secciéon 3.1.4,
las expresiones ||(U — U)(0)|lo.o v [(X = £)(0)|a.1, usando el Teorema 4.3 (cf. [@&.58)) se

pueden estimar como
i {10 = 0Ol (£ = D)0 | < CasBo (4.63)
Damos paso al resultado principal de toda esta Seccion:

Teorema 4.5 Para todo t € [0,T], sean (o(t),u(t)) € HyxQ y (X,U) la solucion de ([2.4))

y (4.4) respectivamente. Entonces, para cada m € {1,..., N}, se tiene:

11(Zm: Um) = (o (tm), ultm))||I7

sozﬁ{H(U—u)(om%,m(z o)(0)2, + 62 0+ZZF"+ZTn@ }
1=1 n=1
(4.64)

donde Cog > 0 indica una constante independiente de hy,

Demostracion: Aplicando desigualdades conocidas llegamos a:
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11(Zm, Un) = (0 (tm), ultm))II}

< 2[[(£ = o) (tm), (U = w)(t)l[[§ + 2[1(Z(tm) = . Ultn) — Un)|lI7
(4.65)
Usando la definicién de |||-||]1 y las estimaciones (4.47)) y (4.36)), el primer sumando se puede

estimar como:

(2 =) (tm), (U = w)(tm)|I7
< 2/(2 o) (tm)lz1 + 20T —u)(tm)l§

L , tm i - 5 m
gzc%{uz axmaJ+[; 7O A D
) tm d . 2 3 m
+ 20 {!I(U—u)(0)||3,9+/ U —-U)s) dHZZE’Z}'
0 0,©2 i=1 n=1
(4.66)

Por otra parte, usando desigualdades conocidas y la estimacién (4.58]), podemos estimar el
segundo término del lado derecho de (4.65) como

A~

11(Z(tm) = Bm), (Ultm) = wm)|[]] < 2/(2 = Z)(tm)121 + (T = U)(tm)lfo .0

< 2/|(Z = ) (tm)|Giv.0 + 21T = V) ()5 0
<2/|((2 = 2)(tm), (U = U)(tm)) |71y x
< 201,01,

(4.67)

Insertando (4.66)) y (4.67) dentro de (4.65|), usando la desigualdad triangular en conjunto con

(4.63) sobre las condiciones iniciales, la estimacién (4.62)) y juntando términos semejantes
llegamos a (4.64)), lo que concluye la demostracién.ll

4.2. El problema de Stokes-Darcy evolutivo

En esta Seccién se realizard un analisis de error a posteriori para el esquema completa-
mente discreto mixto del problema de Stokes-Darcy, basado en el método de Euler regresivo.
Todos los resultados en esta Seccion se desprenden naturalmente siguiendo las mismas ideas
desarrolladas en la Seccion 4.1, para el problema de Stokes, por lo cual se omitirdan los

detalles de las demostraciones en donde la estructura subyacente de las expresiones sea la

59



misma.

Sea la particién 0 = tg < t; < ... <ty =T y paracadan € {0,..., N}, sean 7, := t,, —t5—1
y Tn = ’7715” U 7;an donde 77L5n y 7;31 son refinamientos de una macrotiangulaciéon que es
triangulacion de los dominios espaciales 2g v £2p respectivamente que satisfacen las hipdtesis
de regularidad usuales (cf. [4]). Dado que Qg y Qp coinciden en ¥, 7, es un refinamiento
de una macrotriangulacién de g U X U Q2p. Sea, para todo x € €,

hn(x) ;= diam(K) donde K € 7,y x € K.

Se define la derivada discreta como

At¢*,n = 7(¢*,n - d)*,n—l) Vk € {S7D7 E},

1
Tn
donde la notacién ¢, 5, para cualquier funcién ¢y, indica ¢.(t,), x € {S,D,X}. Para los
elementos de los espacios producto, definimos su derivada discreta sobre cada componente,

esto es,

At (TS,TL7 VD,TL7 d)z,nu fZ,n) = (AtTS,Tw AtvD,TH At’d)z,na Ath,n) V(TS,Tw VD,TM ¢’E,n7 fZ,n) S X

A(Vsn, qDm) == (Atvsn, Awgpn) Y(Vsn,qpn) € M.

Para cada n € {0,..., N}, consideraremos X} y M} definidos sobre las triangulaciones 7y,

como los subespacios de elementos finitos de X y M respectivamente, definidos como sigue:

p=H"(Qs) x Hy (2p) x E"(X) x Zp(X)

h =Ly (Qs) x Ly o(2p),

donde,

H"(Qg) := {7 : Q5 — R¥?: ¢l € H}(Qg) Ve € R?},

Ly (Qs) :== Ly (Q2s) x Ly (Q2s),
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con

Hy (Q) = {vy € H(div; ) : v |k € RTo(K) VK € T}, YV € {S, D},

L} = {an : Q% = R gulic € Po(K) VK € Ty} Ve € {8, D},

Ly o(Qp) = Li(2p) N L§(2p).

Ademss, para cada n € {0,..., N}, podemos definir X9, ,, de manera similar que en la

Seccién 2.2.2, y asi podemos definir los siguientes espacios:

E(X) :={& € C(X) : &ule € Pi(e) Varcoe € Xop }

[

() =

[1]

w(2) X Ep(%).

Dados dos refinamientos de la misma macrotriangulacién 771*,71—1 y 771*n, con x € {S, D},
definimos 771*” como el mejor engrosamiento comun de ellos, cuyo tamano de malla estd dado
por h, = max{hp, hn_1} y sea 132 :M — MP'N MZ_I como el operador vectorial definido
como P?(vs,qp) = (ﬁﬁ,SVSJs;;D gp) para todo (vg,¢p) € M, donde 75,?5 y 75,’;7D son las
proyecciones relativas a los mejores engrosamientos comunes ’f;lsn de 7;L5n y ﬁfnfl y ﬁLDn de

’775z y ’7;31_1 respectivamente, y que satisfacen las siguientes propiedades de estabilidad:

Ivs — Pisvsllogs < Corhal|Vvsllogs Yvs € H'(Qs),

. R (4.68)
llap — Pi s alloep < Coshnl|Vapllog, Yap € H'(2p).

También definimos P} : M — M} como el operador vectorial dado por
Py (vs,qp) == (Pi?,SV57 ,P}?,DQD)v
donde P} , y Pj ¢ son las proyecciones ortogonales definidas como

(Phsvs,¥)s = (vs,¥)s Vi € Ly (Qs)
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(Phpap,®)p = (gp,®)p V¢ € L}, o(2p),

y que satisfacen las siguientes propiedades de estabilidad:

0,0 Vvg € HI(QS)

Ilvs = Py svslloo < Cahnl|[Vvs

(4.69)
llap = Pi p apllo.e < Csohnl|Vaplloq Yap € H'(Qp).
El esquema completamente discreto se lee como sigue: Dado U, = P(,)Lgo, hallar
{(vagn)}ne{o,.“,N}a
con
(znagn) = ((Es,n, UD,m \I’E,naAE,n)a (US,m PD7n)) € XZ X MZ7
tal que
A(Zg, 1) + B(r,Uy) =0 Yz € X}, (4.70)
y para cadan € {1,..., N},
AZ,,7)+B(r,U,) =0 Vr € X},
(4.71)
—Dn(U,,,v) + B(Z,,v) = Gu(v) Vv € My,
donde
Dn(U,,,v) := (AtUsn, vs)s + (Awppm,qp)p Vv = (vs,qp) €M
y
Gn(v) := —(fs,n,vs)s — (foms-ap)p Vv = (Vs,qp) € M.
Dadas dos sucesiones de valores discretos {U,,}, {3,}, n € {0,..., N}, asociamos dos

funciones temporales a través de interpolantes continuos a trozos U(t), X(t), con t € [0,T],

como

t, — 1 t—t,_
Ut)="2—U, , +———

Tn Tn

u

n

:anl—i_(t_tn—l)AtHn; th1 <t <tp, n= ]-a"'uNa
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t, — 1t t—1tp—
n §n_1+ n—1

Tn Tn

:zn_l‘k(t_tnfl)At;m tho1<t<t,,n=1,...,N.

() = %

n

Notar que la derivada temporal de U restringida a |t,,—1, t,] queda como

dU(t)

== =AU, Yt €t t). (4.72)

Sean e, (t) =U(t) —u(t) y e,(t) = X(t) — o(t). Tal como en el caso semidiscreto y para
el problema de Stokes en la Secciéon anterior, debemos definir los residuos discretos como

sigue:

Definicion 4.3 Para cada n > 1, se definen los residuos discretos como:

RQ(I) = _'A(erz) - B(I? Hn) VI S X;

Ri(v) = (Py s(AtUsn), vs)s+(Py p(AtPpn),qp)p—B(Z,,, v)+Gn(v) Vv = (vs,qp) € M,
y para n =0 fijamos RY(T) := —A(Z,, ) — B(r,U,) y Ry(v) := 0.

Ademas notamos que R5(7,) = 0Vr, € X} y R}(v,) =0 Vv, € M} y que para todo

t €ltn_1,tn], n € {1,..., N}, se satisface el siguiente sistema mixto:
Ale, (1), 7) + B(z,e,(t)) = —Rz(r) + AZ(t) - Z,,,7) + B(z,U(t) - U,) VreX,
—Dy(e,(t),v) + Ble,(t),v) = —Rj(v) + B(X(t) — Xy, v) + (G — Gn)(v)
1
+ = (PﬁsUS,n—l —Ugpn-1, VS)S
n
1
+ . (Pi p Pojn—1 — PD,n—hCJD)D Vv = (vs,qp) € M.
n
(4.73)
Como es usual, debemos definir las reconstrucciones elipticas miztas en el nivel t = t,
como sigue:
Definicién 4.4 Para cadan € {0,...,N}, dados X,, y U,,, se definen las reconstrucciones

elipticas mixtas

(Zn?gn) = ((Ss,m IAJD,?”L; \i’Z,na AE,n)a (ﬂS,na pD,n))
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como la solucion de la siguiente formulacion variacional mixta: Hallar gn eXy Qn eM

tal que

AZ, -2,,7)+B(r,U (4.74)

Se puede probar ademés que U,, € M := H'(Qg) x H'(Qp) (cf. [3, P4gina 147]). Dada
una sucesién de valores discretos {gn}ne{ow_vN} y {Qn}ne{o,...,N} definimos respectivamente,

3(t) y U(t) como sus interpolantes continuos a trozos, esto es,

Ut =0, (+(t—t,)AU, t,1<t<t,, n=1,...,N

S0 =3,  +t—tn )AS, thn1<t<t, n=1,...,N,

Notamos que la derivada temporal de U(t) con ¢ restringido a |t,_1,t,] es

du(t)

= AU, V€t t 4.
gt U, VtEltn_1,tn]. (4.75)

Para obtener las estimaciones de error, separamos los errores en dos contribuciones:

e,=(U-u)—(U-U), (4.76)
y
e, =Z-0)-(Z-%). (4.77)
Insertando (4.74]) en (4.73]) y considerando las definiciones (4.76)) y (4.77) obtenemos,
para cada t €]t,_1,t,], n € {1,..., N}, el sistema

7, 0(t) —u(t)) = AZ(t) - Z,, 1) + B(r, U(t) - T,,),
~D(U(t) ~u(t),v) + BE(t) - a(t).v) = —D(U(t) — U(t),v) + BE(t) ~ 2, v)

1
+(Gn — 9)(v) +— (PhsUsn-1 = Usn-1,Vs) ¢
1 n
+ p (Php Ppn-1—Ppn-1,9D)

(4.78)
Debemos escribir algunos términos de (4.78]) en una forma deseable con el fin de obtener

una cota a posteriori. Nos fijamos sobre el segundo término del lado derecho de la segunda
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ecuacion de (4.78]). Con respecto a este término, se tiene el siguiente resultado:
Lema 4.6 La siguiente expresion se satisface para t €]t,_1,t,], conn € {1,...,N}:

BE-3,v)=(t—t,) {B(Atzn,v) + AtRZ(v)} Vv e M (4.79)

Demostracion: Se sigue la misma idea desarrollada en la demostracién del Lema 4.1. B

Por su parte, no es dificil ver que

AZ -3, 1) +b(r,U-1U,) =0 YreX. (4.80)

De esta manera, usando (4.79)) y (4.80)), se tiene que (4.78]) se reduce a:

AZ-o,7)+B(1r,U-u) =0 VreX,
DU -u,v)+BE-0,v) =-DU-U,v)+ (t - ta)[B(AZ,, V) + ARE(V)]

1
HGn = )W)+ — (PhsUsiot — Uspr.vs)

1
+— (PITZ,D PD,n—l - PD,n—1, qD>D Vv € Q.

Tn

(S7)

(4.81)
Por otro lado, de las definiciones de 3 y U, y de (4.74)), se tiene que el siguiente sistema
se satisface para cada t €]t,_1,t,], n € {1,...,N}

. (4.82)

(s8) [ AEO ~2(0).7)+ Bz 0() ~ ) = Re()]) vr €%
BS() — 2(0),v) = [Ra(w))(t) v €M,

donde R3(7) y R4(v) son los interpolantes continuos a trozos de R (7) y R%(v) respec-

tivamente, esto es,

[Rs(z)](t) = t"T_ th“l(z) + t_:”_le‘(z) V1 € X V¢ E€ltn_1, ta)
y

[Ra(v)](t) := tnT_ tRZH(X) 4! _:"*1R2(v) Vv €M Vit €]tn_1,tn].
Notar que en el nivel t = t,, con n € {1,..., N}, se tiene

[R3(1)](tn) = RE (7) (4.83)
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[Ra(¥)](tn) = RE (v). (4.84)

Ademas notar que las derivadas temporales quedan como

L Ro(0)](1) = ARG(x) Vit €, ] (4.85)
y
%[7%4(2)]@) = ARL(Y) VE €l 1, ], (4.86)

Comenzamos con la primera contribucion del error, referido al sistema (S7):

4.2.1. Primera contribucion

En esta Seccién nos basaremos en el sistema (S7) (cf. (4.81))). Las estimaciones que nos
interesan son ||(U — u)(tm)|lm ¥ |(Z — &) (tm)|a2, con m € {1,..., N}. Por conveniencia,
antes de establecer los resultados que nos conduciran a las cotas deseadas, definimos las

siguientes expresiones para cada n € {1,...,N}:

F§ = 1([|A s

80s + IAUDLIR o, + |[(Cor + Cas)ha ARY|[2p), (4.87)

7 =T [||hn(Ugp-1 — Ph,SUS,n—l)H?),QS + |hn(Pp -1 — P}ZDPD,nfl)H%,QD J,  (4.88)

tn
g = t {llfs = fsulld.05 + I1f0 = fDall6.0, )} ds (4.89)
n—1
Fp = (v (A ) B oy + 1| dv(AUD IR a, + IARLE),  (4.90)
0 { 2 UTn_lhn(Il_ 73}L‘,S)U57n_1]|%7952 | if n=1or n=m (4.91)
TallhnAe(r, (P g = DUspn-1)ll50, i n€{2,...,m—1},
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. { 77 b (I = P )Pl B, if n=1orn=m (4.92)

1= - .
T,%thAt(Tn_l(’PﬁD — I)PDm—l)H(Q),QD if ne{2,...,m—1},

Con el fin de obtener las cotas deseadas, notamos que si seguimos la demostraciéon del Lema
3.7 (cf. (3.56)), podemos deducir directamente la siguiente estimacién:

D(U—U,U—u>sHjtm—U)HMuﬂ—uuM. (4.93)

A su vez notar que de la definicién de las reconstrucciones elipticas mixtas y de (2.7))-(2.8))

se tiene

V(Us—ug) =v (g —og)? (4.94)
y
V(Pp —pp) =K HUp —up). (4.95)

Ademads, serd necesario establecer el siguiente resultado:

Lema 4.7 Existe C3; > 0 tal que

méx {Hvl@s o) lons. K (T - uD>r|o,QD} <CnE - olen  (4.96)

Demostracién: Tomando T = 3 — & en la primera ecuacién de (S7) (ec. (4.81))) obtenemos,
aplicando integracién por partes en Qg y Qp y las expresiones (4.94) y (4.95)),

AX-0,2-0)=-BEZ-0,U-u)
= —(diV ZA}S — Us,ﬂs — uS)s + (diV(ﬂD — uD), pD _pD)D

) ) R R (4.97)
= (X5 —05,V(Us —us))s + (Up —up,V(Pp —pp))p
=(Zs—o5,v (Bs—05))s+ (Up —up, K (Up —up))p
Sea ¢ > 0 tal que 0 < ¢ < v. Luego, se cumple
(s — 05,0 (Bs —05))s > cl[vH(Zs — 05)5 .- (4.98)
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Por otra parte, usando (2.9) y (2.10) obtenemos

1y o P .
K (Up —up)llgq, < =2(K(Up—up),(Up —up))p,
b al
0 equivalentemente,
_ IS I (0% _ ~
(K '(Up —up),(Up —up))p > ;;HK "(Up —up)llga,- (4.99)
2

Reemplazando (4.98) y (4.99) en (4.97) llegamos a

~ 1. d a1 IR
E—oloz >l (3s — 05) |0 + S IIK(Up —up)llie,,
2

lo cual implica

max {Hfl(ﬁs —05) o I[K™(Up — UD)HO,QD} < C|Z — glagp,

! > 0, concluyendo la demostracién. l
‘. 2}
@3

con Ciy i= |———~
ml’n{

Ademads, definimos para cada m € {1,...,N} la siguiente expresién que expresa un

error, el cual aparecerd en los siguientes resultados:

En(E — o) = { / "S- o)) 32d3}1/2. (4.100)

Ahora bien, para obtener las cotas para ||(U — u)(tm)||o.,, con m € {1,..., N}, se debe
antes establecer dos lemas técnicos previos que nos serviran en la demostracién del teorema
que establece esta cota. El siguiente lema tiene que ver con el segundo término del lado
derecho de (S7) (ec. (4.81))) y con la cantidad F§ previamente definida.

Lema 4.8 Eziste Csy > 0 tal que para cada m € {1,..., N} se satisface la siguiente esti-

macion:

m tn m 1/2
> / (tn—5)[B(AZ,, U-u)+ AR} (U—u)lds < Csy {ng} En(EZ—0o) (4.101)
n=1 n=1

tn—1

Demostracion: Se procede de manera similar al Lema 4.2 y para acotar se debe usar nece-
sariamente el Lema 4.7 (cf. (4.96])), con lo cual se tendrd que la constante C3y dependerd de

la constante C'37 obtenida en el Lema anterior. B
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El Lema que viene a continuacion, tiene que ver con los dos ultimos términos del lado derecho
de la segunda ecuacién de (S7) (ec. (4.81)) y con la cantidad F7 previamente definida.

Lema 4.9 Eziste Cs3 > 0 tal que m € {1,..., N}, la siguiente estimacion se satisface

’I’L

1 N
Z/ { (Usn-1 — P sUsn-1,Us —ug)s + —(Ppn-1— Pi.p Pon—1. Pp _pD)D} ds

. 1/2
< Csy {Z}?} E(E - o)

(4.102)

Demostracion: Se sigue la misma idea desarrollada en el Lema 4.3, y para acotar también
se usa el Lema 4.7 (ec. (4.96])), con lo cual se tiene que la constante Cs3 dependerd de la

constante C'31, y por la naturaleza de los términos involucrados, de las constantes Cag v Csg.

Finalmente, llegamos al resultado que establece la cota para U — u anunciada:

Teorema 4.6 Para cualquier t € [0,T], sean (o(t),u(t)) € Hy x Q la solucidn de (2.12)) y
3 con U las reconstrucciones elipticas miztas definidas previamente y sea Hy : [0,T] — RT

definida por

Hs(1) = 510~ w) ||M+2/ 5 o)) ds

Entonces, para cada m € {1,...,N}, la siguiente estimacion de error se satisface:

d 2
— (U —u)(s)

Hs(tm) < Cs {||<ﬂ—u><o>||§/ﬂ =[5

ds—l-zz}'”} (4.103)

i=6 n=1

donde C3q > 0 es una constante positiva convenientemente escogida y que es independiente
de hy, me {1,...,N}.

Demostracion: Se sigue la misma idea desarrollada en la demostracién del Teorema 4.1 (cf.

(4.36])) con las debidas modificaciones en este contexto.l
Notar que queda por estimar la expresion
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2

ds,
M

d

SO -U)(s)

/tm
0

la cual sera estimada en la siguiente Seccién.

Ahora se establece el otro resultado deseado para esta seccién, esto es, la cota para

(2 = @) (tm)]az2, con m € {1,..., N},

Teorema 4.7 Para todo t € [0,T], sean (o (t),u(t)) € Hy x Q la solucién de 2.12) y =
con U las reconstrucciones elipticas miztas definidas previamente y sea Hg : [0,T] — RT
definida por

2

ds
M

d .
%(H—E)(S)

waﬂ@—®®m+A

Entonces, para cada m € {1,..., N}, la siguiente estimacion de error se satisface:

+ZZI‘”} (4.104)

=8 n=1

Ha(tm)scgg,{\(ﬁ:_a) 2,4 H

donde Cs5 > 0 es una constante independiente de hy,, m € {1,...,N}.

Demostracion: Se sigue la misma idea desarrollada en la demostracién del Teorema 4.2 (cf.
(4.47)) con las debidas modificaciones en este contexto. Ademds, dentro de la demostracion,

se deberd seguir la misma idea desarrollada en el Lema 4.4 (cf. (4.44)) para poder establecer:

tn d - B R
Z ( (I = Phs)Usn-1, 7 (Us — us)) ds = —(7; (I = P} 5)Us, (Us — ug)(to))s
tn— 1 S
+ (17 (I = Ps)Usm-1, (Us — us) (tm))s

+ Z Ta(Ad(r, (PR — IUsp1), (Us — ug) (tn-1))s
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/n Tl ((I — Prp)Pn-1, %(pD —PD)) ds = — (1 '(I = Ph.p)Po, (Pp — pp)(t0))o.c

n=1 tn—l n D

+ (70 (I = Pi'p) Pm—1, (Pp — pp)(tm)) D

+ Y (A, (P p = DPpn1), (Pp = pp)(tn-1))p.

n=2

y asi poder acotar acorde a la idea desarrollada en la demostracién del Teorema 4.2 y obtener

(10, m

Notar que, de la misma manera que en el teorema anterior, queda por estimar

/tm
0

la cual, como habiamos adelantado, serd estimada en la proxima Seccion.

2

ds,
M

d -
SO -U)(s)

4.2.2. Segunda contribucién

Notamos que (S8) (cf. (4.82)) tiene una estructura similar a (S4) (cf. (3.55)), con lo cual

podemos usar las ideas desarrolladas en la Seccién 3.2.2 para obtener las estimaciones de-

seadas. Para cada m € {1,..., N}, definimos el siguiente estimador de error:
1/2
O2m =14 Y O%xmt >, Ohgm , (4.105)
KeThS,m Keﬁfm

donde, para cada K € 7;fm, se tiene que

2
®S,K,m
= [|Phs (AsUsm) + div Bsm + fsmllo,os + il [rot B, 116 x + 7 15118

+ Z he”[zdS,mt”%,e + Z he”zg,th%,e + Z heHU&m + \I’E,m”%,e

e€E(K)NER(Ns) ecE(K)NEL(Tg) ecE(K)NE(Y)
2
> {he[[msn + Asn - L O] bl B+ VOt
ccE(K)NE(D) & Oe

y para cada K € T2

h,m>
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®2D,K,m
= |IPip(AcPpm) = divUpm + fomll§ s + il 1ot (KT Up )13 ik + hin [K™ Up i[5 1

dAs |2
dt

Y K Ut S hmHK—%hmft+
c€E(K)NEL(2p) c€E(K)NE(T)

0,e

+ Y ABlUpm-n+Us -l + hel|Pom — Asmllf e} -
ecE(K)NE(E)

El siguiente resultado sigue la misma idea del Teorema 3.6 (ec. (3.82)

Teorema 4.8 La siguiente estimacion de error a posteriori se satisface para cada m €
{1,...,N}:

1(Z -2, U - U)(tn)|lxxm < C3602.m, (4.106)

donde Cs6 > 0 es independiente de hy,,, m € {1,...,N}.

Demostracion: La buena definicién del problema estacionario de Stokes-Darcy, es equivalente
a la condicién inf-sup global ({3.66)), la cual implica, usando el sistema (S8)(ec. (4.82])), (4.83))
y (4.84)) (con el correspondiente cambio de indice n = m acd), que se satisface

IREN(T)] + IRY (V)]

ClE -0 —-U)(tm)|lxxm < sup (4.107)
(Tvexxmior (T ¥)|lxxm

Siguiendo la misma idea de la deduccién de la estimacién de error a posteriori para la

segunda contribucién en el esquema semi-discreto, podemos descomponer R%" y R}' como

Ry (1) = Ry (rs) + RE(vs) + RE (@) + Ry (€)

Ry (v) = Ry (vs) + Ry (gp),

donde Rg"’i, ie{l,....4} y Rgl’j, j € {1,2} estéan definidas como (3.68), (3.69), (3.70]),
(3-71), (3.72) y (3.73), pero, con Xg,, en vez de o5, Up,m en vez up p, Vs, en vez de

@y, A en vez de Ay, Ug,, en vez de ugy, y Ppy, en vez de pp . Usando los Lemas 3.11,
3.12 y 3.13 en este contexto para estimar R%' y el Lema 3.14 en este contexto para estimar

R}, se concluye directamente la demostracién. B
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De la Seccién 4.2.1, sabemos que nos queda por estimar la expresion

/tm
0

la cual aparece en los lados derechos de (4.103) y (4.104). Para ello, primero debemos

2

ds,
M

d .
%(H—H)(S)

d -
estimar %(U —U)(tm) ’ , que se sigue directamente del teorema previo. Para cada m €
M
{1,..., N}, definimos el siguiente estimador de error:
1/2
Orm=| D aOkx,m+t > 0Ohkm| - (4.108)
Keﬁfm K€7’hl,)m
S

donde, para cada K € 7;:,,mv

2
010% ke = || Be(Pi5(AUsin)) + div AZisym + Al o+ |[rot A3

2 2
ehnfamsl o+ X hal[[amga]]
’ ecE(K)NEL(Qs) ’

2
+ > B, HAtEfé,ht‘ ‘0 + > |l AUsh + APy lfp,
ec€(K)nén(T's) © et (K)nE(®)

+ Z {hm HAtES,mn + AtAEJnl’l — Z (At\pZ,m . t) t’
c€E(K)NE(R) :
2
O,e}

2
0,e

+hm ‘ ‘IJ_IAtEds’mt + V {At\I’E,m} t‘

y para cada K € T,”

hym>

90D K
= ||AU(PIp (ArPpm)) — div (A Up ) + A fpm| y;K + h2, |[rot (K™'AUp,) | }i’K

1 | [KT AU [

dAs |2

dt

+ > h|[[KT AU ]|+ D hmHKlAtUD,m'thAt 0
) e

ecE(K)NERL (D) ecE(K)NE(S

+ Z {hmHAtUD,h -n—|—At\I'g’m ‘n‘|§7e+hm||AtPD,m _AtAE,m|‘§,6}'
ecE(K)NE(Y)

Ahora, siguiendo la misma idea que expresa el Teorema 3.7 (cf. (3.85])) para el caso
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semi-discreto, se tiene la siguiente estimacién de error para %(Q —U):

Lema 4.10 La siguiente estimacion se satisface para cada m € {1,...,N}:

H (U - U)( )H < C5702,m, (4.109)
M
donde Cs7 > 0 es independiente de h,,

Demostracion: Se sigue la misma linea argumentativa de la demostracion del Lema 4.5. B

Ahora damos el resultado anunciado

Teorema 4.9 La siguiente estimacion se satisface para cada m € {1,...,N}:
tm d 2 m ~
/ —U-U)s)|| <C%> ™63, (4.110)
o |ldt 0,0 ’
’ n=1

Demostracion: Se sigue la misma idea desarrollada en el Teorema 4.4 B

4.2.3. Estimacién de error a posteriori para (X —o,U — u)

Ahora se usaran los resultados de las secciones previas para obtener una estimacién de
error a posteriori para (X — o, U —u). Recordamos la definicién de [||(+,-)||[2 : X x M — R
(e, v)lll2 == lglaz + ¥/ V(g,v) € X x M.

De la misma manera que en el caso semi-discreto (Seccién 3.2.4) las expresiones
11T = U)(0)||m ¥ |(Z = 2)(0)]a.2 son calculables pues de ([#106) deducimos que

i {110~ DOt (&~ DO} < g (4111)

Ahora damos el resultado anunciado y final de esta tesis:

Teorema 4.10 Para todo t € [0,T], sean (o(t),u(t)) € X x M y (%,U) la solucion de
(2.12) y (4.71) respectivamente. Entonces, para cada m € {1,...,N}, se tiene:

(B Up) = (@ (tm), ultm))|I13

S038{’\([}—11)(0)\’1%41"‘\(E—U)( ’a2+920+22f”+2m9

i=6 n=1
(4.112)
donde Csg > 0 indica una constante que no depende de h,,, m € {1,...,N}.
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Demostracion: Se sigue la misma idea desarrollada en la demostracién del teorema 4.5

aplicada a este contexto. l
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Capitulo 5
Conclusiones y posibles extensiones

En esta tesis se demostré que existe una metodologia que permite obtener estimadores
de error a posteriori confiables para las formulaciones completamente mixtas de problemas
evolutivos de interés en mecédnica de fluidos, a saber, los problemas de Stokes y Stokes-Darcy.
Esta metodologia consiste en ayudarse de las reconstrucciones elipticas para separar el error
en dos contribuciones, una evolutiva, en la cual para ser acotada se aplican técnicas estandar
en problemas parabdlicos, y otra estacionaria en donde el acotamiento es mediado gracias
a lo que se conoce en los respectivos analisis de error a posteriori de los problemas elipticos
asociados.

No obstante, el trabajo hecho aqui estd incompleto. Por una parte, se deben realizar
los experimentos numéricos adecuados, como asi también, demostrar que los estimadores
de error a posteriori son eficientes. Se presume que esta eficiencia es complicada de hacerla
analiticamente, por lo cual se sugiere demostrar la eficiencia de estos estimadores de manera
numérica.

Ademsds, puede ser interesante extender este trabajo para los casos no homogéneo y no
lineal. Para el caso no homogéneo quizas se deba usar otras técnicas de acotamiento debido
a que en el esquema completamiente discreto, la aparicion del término que dependia de la
frontera hacia que se sobreestimara la cota, razén por la cual se trabajé sélo con el caso
homogéneo. Para el caso no lineal, se deberia pensar en una manera similar de separar el
error de modo tal de aprovechar lo ya realizado en los analisis de error a posteriori para los

problemas no lineales asociados.
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