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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de este trabajo es estudiar la aproximacién numérica del espectro
del operador de rotacional. Este problema fue estudiado por R. Rodriguez y P.
Venegas en [22], considerando dominios simplemente conexos, en este trabajo se
presenta una extensién de los resultados obtenidos en [22], a dominios no sim-
plemente conexos. Més precisamente, nos centramos en el siguiente problema de
valores propios: Hallar A € C y u # 0 tales que

curlu = \u  en €,

divu =0 en €,

u-n=0 enl,
(u-n,l)s, =0 j=1,...,J

N N I
S N N N

[ TG U

(
(
(
(

Donde €2 es un dominio acotado con frontera I' y vector normal unitario exterior n,
Y, j=1,...,J, son superficies de corte que hacen a €} simplemente conexo. Este
problema fue abordado teéricamente por Yoshida y Giga en [26] y, posteriormente,
en un marco més general, por R. Hiptmair, P. Kotiuga y S. Tordeux en [16].
Las restricciones (1.4) son necesarias para que el problema espectral resulte bien
planteado. En efecto, Yoshida y Giga demostraron en el Teorema 2 de [26] que, sin
estas restricciones, todo numero complejo es un valor propio del problema (1.1)-
(1.3). Mas recientemente, R. Hiptmair, P. Kotiuga y S. Tordeux en [16] estudian
las restricciones (1.4) asi como otras que hacen que el problema tenga solo espectro
discreto.

El problema espectral del operador rotacional tiene una larga tradicién en ma-
temdtica y fisica. Una gran parte del mérito es de Beltrami [2], que parece ser
el primero que considerd este problema en el contexto de la dindmica de fluidos.
Esta es la razén de que las correspondientes autofunciones se llaman campos de
Beltrami. Tales campos se usan en fisica solar para comprobar la teoria de erup-
ciones y calentamiento de la corona solar. En el contexto de la mecénica de fluidos,

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

se utiliza en el estudio del equilibrio estatico de cristales liquidos esmécticos y en
materiales superconductores, sélo por nombrar unas pocas; incluso el movimiento
de las particulas en tornados y trombas marinas se puede aproximar por campos
de Beltrami.

Por otro lado, las autofunciones de este problema espectral son casos parti-
culares de los llamados campos libres de fuerza. Estos son campos vectoriales que
satisfacen la primera ecuacion del problema de autovalores anterior, con A no nece-
sariamente constante pero si una funcién escalar. El nombre surge de la magnetohi-
drodinamica, ya que un campo magnético H que satisface tal ecuacién en un medio
isétropo, induce una fuerza de Lorentz nula: F' := Jx B = curl H x (uH) = 0. En
[24], Woltjer mostré que el estado de minima densidad de energia magnética dentro
de un sistema cerrado se alcanza cuando A es espacialmente constante. En tal caso
H se llama un campo lineal libre de fuerza y su determinacién estd naturalmente
relacionada con el problema espectral del operador rotacional. Las autofunciones
de este problema también se conocen como campos de decaimiento libre o campos
de Taylor y juegan un rol importante, por ejemplo, en el estudio de turbulencia
en fisica de plasmas [23].

La condicién de contorno w-n = 0 es la mas natural para un dominio acotado
y corresponde a un campo confinado dentro de ella. La solucion analitica de este
problema se conoce sélo bajo suposiciones particulares de simetria. Las primeras
fueron obtenidas por Chandrasekhar y Kendall para dominios esféricos en el con-
texto de los plasmas astrofisicos que surgen en el modelado de la corona solar
[12] (ver también [11, 24, 25]). Mds recientemente, Cantarella et al [10] estudiaron
el problema en dominios generales con simetria esférica y Morse [20] lo hizo en
dominios cilindros acotados.

En dominios generales, Boulmezaud, Maday y Amari estudiaron en [7] diferen-
tes problemas de contorno cuyas soluciones son campos lineales libres de fuerza y
demuestran existencia, unicidad, y regularidad de la soluciéon de esos problemas.
Basdndose en el anilisis de ese articulo, Boulmezaud y Amari proponen y ana-
lizan discretizaciones por elementos finitos para resolver numéricamente diversos
problemas lineales [5] y no lineales [6] de campos libres de fuerza.

En este trabajo, nos enfocamos en el problema espectral (1.1)—(1.4). Primero
consideramos una formulaciéon débil mixta en la que la restricciéon de divergencia
nula (1.2) se impone mediante un multiplicador de Lagrange y demostramos que
ésta es equivalente al problema espectral de un operador compacto y auto-adjunto.
Esto nos permite dar una caracterizacién completa de las soluciones de (1.1)—
(1.4). Proponemos una discretizacién basada en elementos finitos de Nédélec de
orden arbitrario para la variable principal y elementos lagrangianos clasicos del
mismo orden para el multiplicador de Lagrange. El anélisis de esta discretizacion
se basa en el uso de la teoria de aproximacién espectral para métodos mixtos,
derivada en [18]. Discutimos la convergencia espectral del método propuesto y
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establecemos estimaciones a priori del error. Esta discretizacién por elementos
finitos de la formulacién mixta conduce a una problema degenerado de valores
propios que involucra a dos matrices no definidas positivas. Aunque el problema
de valores propios resultante se demuestra que esté bien planteado, su degeneracion
nos impide usar directamente herramientas computacionales clasicas para el cdlculo
de la solucién. Esto sin embargo se salva transformando el problema matricial
degenerado en otro, donde una de las matrices involucradas es definida positiva,
lo que permite que se puedan aplicar herramientas computacionales clasicas.

Como una alternativa, derivamos otra formulacion débil més adecuada para
propdsitos numéricos, ya que conduce a un problema de valores propios generali-
zado que implica dos matrices hermitianas, donde la del lado derecho es definida
positiva. Por lo tanto, puede usarse software estandar para resolver este proble-
ma. Proponemos una discretizacién basada en los elementos finitos de Nédélec de
orden arbitrario [21]. Usando la teorfa espectral para operadores no compactos de
[13, 14], demostramos convergencia espectral y establecemos estimaciones de or-
den éptimo para el error. También demostramos que el método es libre de modos
espurios.

El esquema de este trabajo es el siguiente. En la Seccién 2, introducimos algu-
nos espacios de funciones y resultados generales que seran utilizados a lo largo del
documento. En la Seccién 3, primero damos una formulacién débil mixta, con la
cual obtenemos una caracterizacion espectral de la solucién del problema de auto-
valores. Luego, proponemos una formulacién débil alternativa mas adecuada para
propdsitos numéricos. En la Seccion 4, introducimos discretizaciones por elemen-
tos finitos de ambas formulaciones. Demostramos convergencia espectral con orden
Optimo y ausencia de modos espurios en ambos casos. En la Seccién 5 se describe
la forma de implementar eficazmente estos métodos. En la Seccién 6, presentamos
los resultados numéricos, que nos permiten comprobar los resultados tedricos y
evaluar el rendimiento del método.
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Capitulo 2

Preliminares

Figura 2.1: Dominio toroidal, ejemplo de un dominio no simplemente conexo, con
superficie de corte interior 3.

Sea 2 € R? un dominio acotado no necesariamente simplemente conexo, con
una frontera Lipschitz continua I'. Asumiremos que existen J superficies conexas
Y, 7=1,...,J, contenidas en () llamadas cortes interiores tales que,

para cada j = 1,...,J, la superficie ¥; es un subconjunto abierto de una (2.1)
superficie suave con borde;

0¥, CoQ), j=1,...,J; (2.2)
SN =0sii#j, i,j=1,...,J;

el conjunto Q0 := Q\ U}-Izl ¥; es simplemente conexo y pseudo Lipschitz. (2.4)

15



16 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Asumimos que €2 es acotado y, o bien I' es suave o {2 es un poliedro Lipschitz.
Sean I'g,...,I's las componentes conexas de I', con I'y siendo la tunica frontera
conexa no acotada de R? / Q). Las restantes componentes conexas, I'1...,I'7, son a
su vez las fronteras de las componentes conexas acotadas de R3 /€ y, por lo tanto,
superficies cerradas.

Consideramos el espacio L2(€2) con la correspondiente norma ||-|| 0.0} POr con-
veniencia, tambien denotamos |||, , la norma de L?(Q2)3. Para todo s > 0, con-
sideramos el espacio de Sobolev HS(Q) con norma |||, o; también denotamos por
[, la norma del espacio H*(£2)3.

Sea D(Q) el espacio de funciones infinitamente diferenciables con soporte com-
pacto en Q y D(Q) := {dlo: ¢ € D(R?)}.

Sea H'/2(T") el espacio de trazas en I' de funciones en H!(£2), con espacio dual
H~'/2(T") y paridad dual (-, -)p..

En lo que sigue, vamos a utilizar los espacios de Hilbert

H(curl; Q) := {v € L*()* : curlv € L*(Q)*},
H(div; Q) := {v cL?(Q)3: divw € L2(Q)},

con sus respectivas normas definidas por ||'U||cur19 = H'U||§Q + chrlvH(Qm y
Hdeiv’Q = H’UHQQ + |]d1vv||0’Q, y los siguientes subespacios cerrados:
Hop(div; Q) :={v € H(div; Q) : v-n=0en I},
Ho(curl; Q) := {v € H(curl;Q): vxn=0enT},
H(div’; Q) := {v € H(div; Q) : dive = 0en Q},
H(curl’; Q) := {v € H(curl; Q) : curlv =0 en Q},
Ho(div’; Q) := Hy(div; Q) N H(div"; Q),
Ho(curl’; Q) := Hy(curl; Q) N H(curl’; Q).

Notemos que las condiciones v-n =0y v X n = 0 en I', deben entenderse en el
sentido de H=1/2(T).
También definimos los espacios

K7(Q) := H(curl’; Q) N Hy(div?; Q),
KN (Q) := Hy(curl’; Q) N H(div%; Q),
H*(curl; ) := {v € H*(Q)?: curlv € HS(Q)?’} , s> 0.

Recordemos que si €) tiene frontera suave o es un poliedro, entonces existe
s > 1/2, s6lo dependiente del dominio €2, tal que las inclusiones

Hy(curl; Q) N H(div; Q) < H*(Q)3, H(curl; Q) N Hy(div; Q) < H¥(Q)> (2.5)
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son continuas (ver, por ejemplo, [1], Proposicién 3.7, si £ es un poliedro, y Teore-
ma 2.9 y 2.12, si I" es suave).

Consideramos €2 no simplemente conexo, sea {¥;; 1 < j < J} un conjunto
admisible de cortes para Q, sea Q° definido como en (2.4), ademés fijamos una
normal unitaria n; en cada cara ;, 1 < j < .J, denotamos Ej_ y Ej las dos cara

de ¥;, de manera que n; apunte desde X7 a E;r.

= Para cualquier funcién g en H!(92°), denotamos por [q]; al salto de g a través
de ¥ (i.e. la diferencia de las trazas de ¢, [q]; = ¢|s+ — ql5-)-
J J

» Para cualquier funcién ¢ € H'(Q20), Vq es el gradiente de ¢ en el sentido
distribucional en D’(Q°), que pertenece a L%(Q2°)3 y por lo tanto puede ser
extendido a L?(Q2)3. Con el fin de distinguir esta extensién, del gradiente de
q en D'(Q), la denotamos Vgq.

La siguiente formula de Green se puede encontrar en [1, Lema 3.10].

Lema 1. Si v pertenece a Ho(div;2), la restriccion de 1 - m a cualquier ¥;
pertenece a H1/2(Ej)’ y se tiene la siguiente formula de Green:

Vx € HY(QY),

J
]:

(W -n,[xli)s, Z/Qodf~vxdx+/m(div¢)xdx.

1

Para lo que sigue necesitamos definir
© :={r e HY(Q") : [r]; = constante , 1 < j < J}.

Notemos que, dado r € O, se tiene que r € HY(2) si y sélo si [r]; = 0 j =
..., J.
De [1, Lema 3.11] se desprende la siguiente caracterizacién del espacio H(curl®; Q)

Lema 2. H(curl’; Q) = VO.
La siguiente caracterizaciéon de K1 puede ser hallada en [1, Proposicién 3.14].

Lema 3. La dimension de K1(Q) es igual a J (el nimero de cortes interiores) y
es generado por Vgqj, 1 < j < J, donde q; es la tnica solucion en H'(QY)/R, del
stguiente problema:

Agj =0 en Q°,

Ongj =0 en 0f,

lgjlk = constante y [Ongi]r =0, 1 <k < J,
(Onaj, 1>zk =0jr , 1<k<ZJ
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Ademsés la siguiente caracterizacién puede ser hallada en [1, Proposicién 3.18].

Lema 4. La dimension de K es igual a I (el nimero de componentes conezxas
de la frontera). Este espacio es generado por las funciones Vq;, 1 < i < I, donde
q; € HY(Q) es la nica solucién de el problema

—Ag; =0 en€,
gilr, =0 vy qlr, = constante, 1 <k <1,
(Ongi, D)y = =1 ¥y (Ongi;1)p, =ik, 1<k <.
Por otro lado, consideremos la descomposicién de Helmholtz de L2(£2)3:
L2(Q)? = Ho(div%; Q) @ V(HY(Q)).

Estos espacios son ortogonales en L2(0)3. Definimos el complemento ortogonal de
K1 en Hy(div’; Q), como
X = Kyt
De aqui tenemos que
Hy(div%; Q) = X @ K.
Esta descomposicién es ortogonal en Ho(div’; Q) como también en L2(22)3. Por lo
tanto tenemos la siguiente descomposicién

L2(QP =X KroVH(Q) =X Kra VH(Q)). (2.6)
Hy(div?;Q) H(curl®;Q) (*)

Estos tres espacios son ortogonales en L2(Q)3. Ademas, es facil ver (*). En efecto,
K1 @ V(HY(Q)) C H(curl’; Q). Para el reciproco consideremos

v € H(curl’; Q) € L2(Q)® = Ho(div®; Q) @ V(H'(Q)).

Por lo tanto existen vy € Ho(div"; Q) y vy € V(H'(Q)) tales que v = v + va.
Luego

0 = curlv = curlvy + curlvys = curlv;=0 = wv;€ K.

Por lo tanto, como v; € K7 y va € V(H!(Q2)) tenemos que v € K7 @ V(H(Q)).
De lo anterior, concluimos la igualdad:

H(curl’; Q) = Kr @ V(H(Q)).

También necesitaremos el siguiente espacio, que juega un papel fundamental
en todo lo que sigue:

Z:={veH(curl;Q) : curlv € X}.

A continuacién, demostramos tres resultados auxiliares.
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Lema 5. D(Q)3 C Z.

Demostracion. Sea ¢ € D(2)3 tenemos que demostrar que curl ¢ € X. En efecto,
consideramos ¢ € K

(curl d),l/))HO(diVo;Q) = /chrl¢ cap = /Qd) -curldy = 0.

. Lo oo
Concluimos que curl ¢ € K7 Ho@iv’:) = X
O

Lema 6. Sean ; € H'(QY) funciones cualesquiera tales que [p;]; = 6;j, 1 <i,j <
J. Entonces © = H'(Q) @ {p1,...,0}).

Demostracion. La inclusién HY(Q) @ ({¢1,...,97}) C O es inmediata ya que si
¥ € HY(Q) necesariamente [¢0]; = 0, j = 1,..., J esto implica que 1) € ©. Ademss,
claramente se tiene que ({¢1,...,0s}) C O.

Reciprocamente, si ¥ € O se tiene que:

J J
o= (v Dt +3 b

Observemos que [[1/1 - Z;le Wﬂz‘%‘ﬂj =0,7=1,...,J, esto muestra que <1/J - Z;-]:l[[w]]icpi> €

H(Q). Por lo tanto, si 1 € © entonces puede ser descompuesto en una funcién
que pertenece a H!(Q) mds una que pertenece a ({¢1,...,9;}). Por lo que demos-
tramos el resultado. O

Lema 7. u € X si y solo si satisface

divu=0 en(Q, (2.7)

u-n=0 enl, (2.8)

(w-m, )y, =0 j=1,...,J. (2.9)

Demostracion. Sea u € X, utilizando (2.6) se tiene que [qu-v = 0, Yo €

H(curl’; Q) y en virtud del Lema 2, consideramos v = Vg con ¢ € O y [¢]; =
0,¥j = 1,...,.J, integrando por partes obtenemos que u € Hy(div’;Q), es de-
cir, satisface (2.7) y (2.8). Considerando ahora v = Vo conp € Oy le]i =1
y l¢l; = 0Vy =2,...,J utilizando el Lema 1 obtenemos que (u - n,1)s, = 0.
Haciendo lo anterior para cada j = 2,...,J, obtenemos finalmente (u - n, 1)g]. =
0 j=1,...,J.

Reciprocamente, tenemos que demostrar:

/ u-v=0 VovcH(curl’;Q).
Q
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Esto por Lema 2 equivale a demostrar que
/v-V@zO Yo € 0.
Q

En efecto, si u satisface (2.7)—(2.8) y usando integracién por partes, tenemos que
/u-w:o Vo € HY(Q).
Q

Por otro lado tomamos ¢; como en el Lema 6, dado que u € Hg(diVO; Q), usando
Lema 1 y en virtud de (2.9), tenemos que

J
/uvwiz—/divuwwLZ(u-n, [eilj)s,
Q Q

j=1
=(u-n,l)y, =0.

Con esto y en virtud de Lema 6 obtenemos que

/v-V@zO Yo € 0.
Q

Con esto concluimos el resultado. O

A lo largo de este trabajo, C' denota una constante genérica, no necesariamente
la misma en cada aparicién.



Capitulo 3

Problema espectral del
operador rotacional

3.1. Formulacion mixta

Consideremos el siguiente problema:
Problema 1. Hallar A € C y u € H(curl;2), u # 0, tales que

curlu = Au  en Q,
divu=0 en€,
u-n=0 enl,

(u-n, )y, =0 j=1,...,J.

La siguiente es una formulacién mixta de este problema.

Problema 2. Hallar A € C y (u,x) € Z x H(curl®; Q), (u,x) # 0, tales que

/curlu-curlz‘;—l—/X'TJ:)\/u-curlfT) Yv e Z,
Q Q Q

/u-ﬁ:() vn € H(curl’; Q).
Q

Con el fin de establecer la equivalencia de estos dos problemas, primero notemos
que por el Lema 7 las tltimas tres ecuaciones del Problema 1 son equivalentes a
la segunda ecuacion de la formulacion anterior .

Por lo tanto, es evidente que si (A, u) es una solucién del Problema 1, entonces,
(A, u, 0) soluciona el Problema 2. Reciprocamente, si (A, u,x) es una solucién del
Problema 2, como H(curlO;Q) C Z, tomando v = x en la primera ecuacion,
concluimos que x = 0. Por lo tanto, solo necesitamos demostrar que curlu = Au

21



22 CAPITULO 3. PROBLEMA ESPECTRAL DEL OP. ROTACIONAL

en . Con este fin, testeamos la primera ecuacién de Problema 2 con v € D(Q)3 e
integrando por partes concluimos que

curl (curlu — Au) =0 en Q.

Por otro lado como u € Z, tenemos que curlu € X. De la segunda ecuacién
del Problema 2 y usando el Lema 7 tenemos que u € X. Con esto tenemos que
(curlu — Au) € X, luego por (2.6) concluimos que (curlu — Au) = 0. De este
analisis concluimos el siguiente resultado de equivalencia.

Proposicién 1. Si (\,u) es una solucion del Problema 1, entonces (A, u,0) es
una solucion del Problema 2. Reciprocamente si (\,u,Xx) es una solucion del Pro-
blema 2, Entonces x =0 y (A, u) es una solucion del Problema 1.

De este resultado notamos que para estudiar el Problema 1, basta con analizar
el Problema 2, para ello, consideramos el siguiente operador solucién:

S: Z2— 2,
f— Sf:=w,

con w € Z tal que existe x € H(curlo; Q) que satisface

/curlw'curlﬁ—i—/x-'ﬁ—/f-curl'l_J Yv € Z, (3.1)
Q Q Q

/ w-n=0 vn € H(curl’; Q). (3.2)
Q

Las condiciones de Babuska-Brezzi para este problema mixto son faciles de com-
probar. En particular, la condicién inf-sup:

sup Jan-v

> ||77HL2(Q)3 VT] € H(Curlo; Q)
ve2 ”UHH(curlO;Q)

se tiene, considerando v = € H(curl’; Q) € Z. La elipticidad en el niicleo
Ja>0: / lcurlv|®* > a||v] oo YV €XNZ, (3.3)
Q 7

se sigue por el hecho que |[v|| a0 < C|curlvy|, para todo v € X NZ C
X N H(curl; Q); ver [1, Corolario 3.16]. Por consiguiente, (3.1)—(3.2) tiene una
unica solucién (w,x), que satisface

[wllewrro < Cllfllog- (3-4)
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Por otra parte por los mismos argumentos de antes se tiene que x = 0. Por lo
tanto, el operador S es bien definido y es continuo.

Claramente, Su = pu, con p # 0, si y sélo si (A, u,0) es una solucién del
Problema 2, con A = i Asi, nos centramos en la caracterizacién del espectro de

S.

Lema 8. Sea f € Z yw = Sf € Z. Entonces w € H*(curl; Q) y
|wlls o + [[eurlwll; o < C|flloq-

En consecuencia S : Z — Z es compacto.

Demostracion. De (3.2) tenemos que w € X. Entonces w € ZNAX C H(curl; Q)N
Ho(div%; Q) ¢ H*(Q)3, donde la tltima inclusién es continua (cf. [1, Proposicién
3.7)).

Por otra parte, como x = 0, tomando v € D(Q)3 C Z en (3.1), se sigue

/ (curlw — f) -curlv =0
Q

= /curl(curlw—f)-v—()
Q
= curl(curlw) = curl f € L?(Q)

= curlw € H(curl; Q2)

Ademiés, como w € Z en particular tenemos curlw € X C Hy(div’;Q) y en
virtud de lo anterior,

curlw € H(curl; Q) N Hy(div"; Q)  H*(Q)3.
Donde otra vez la inclusién es continua.Concluimos que
w € H(curLl Q)N Z2 — Z.

Esta inclusién es continua y compacta (lo tltimo se deprende de [1, Teorema 2.8]),
de manera que S es un operador compacto. Por 1ltimo, la anterior inclusién con-
tinua y de (3.4) concluimos que la estimacién del lema es correcta. O

El siguiente paso es establecer algunas propiedades del espacio Z que se utili-
zaran mas adelante. El primero es el siguiente resultado, que se ha demostrado en
[26, Teorema 1] en un contexto mds general (ver también [17, Proposicién 2.3]).
Incluimos aqui una prueba elemental.

Proposicién 2. Para todo y,z € Z

/ (curly -z —y-curlz) =0.
Q
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Demostracion. Sea y € Z, entonces curly € X, de donde, por Lema 7 tenemos
que curly € Hy(curl’; Q) y (curly - n, I)s;, =0, 1 <j < J. Por lo anterior existe
un tnico ¢ € Hy(curl; Q) NH(div%; Q) (cf. [1, Teorema 3.17]), tal que

curly =curl¢ en Q.

Reescribimos y = ¢ + (y — ¢), con y — ¢ € H(curl’; Q). Con esto tenemos que

/Q(curly “Z—y-curlz) = /Q(curlqb “Z—¢-curlz)+ /Q(y — ¢) - curl z.
Ahora, para todo v € H!(2)? y como ¢ € Hy(curl; ),

/Q(curl(,b'ﬁ —¢-curlv) = (¢ x n,v)pq =0
y por la densidad de H'(Q)? < H(curl; Q) obtenemos
/Q(curlqb-z—¢-cur12) =0 Vz € Z C H(curl; Q).
Por otra parte, tenemos que
/Q(y—d))'curlf—O

porque curl z € X = H(curl®; Q)112@3 ¢ (y — ¢) € H(curl’; Q). Asi, concluimos
la demostracion. 0

Una primera consecuencia de la proposicion anterior es el siguiente resultado
de densidad para las funciones suaves de Z.

Proposicién 3. El subespacio D(Q)3 N Z es denso en Z.

Demostracion. La demostracion esta basada en una propiedad clésica (ver, por
ejemplo, [15, Seccién I, (2.14)]), que en nuestro caso se expresa de la siguiente
manera: D(Q)% N Z es denso en Z si y sélo si cada elemento de Z’ que se anula
en D(Q)3 N Z también se anula en Z.

Sea L € Z'. Ya que Z es un espacio de Hilbert, existe I € Z tal que

<L,'v>:/<l~ﬁ+l~-curlﬁ> Vv € Z,
Q

donde (-,-) denota la paridad dual entre 2’ y Z, y I := curll. Ahora, asumimos
que L se anula en D(Q)3 N Z, es decir,

(L,v) :/Q<l~ﬁ+[-curlﬁ) =0 Vo € D(Q)PNZ. (3.5)
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Necesitamos demostrar que L se anula también en Z. Con este fin, por Lema 5
tenemos que D(Q)? € D(Q)? N Z, se sigue que

/l-i‘)+/l~-curlﬁ:O Vv € D(Q)?
Q Q

de donde I = — curll. Notemos que, para demostrar que L se anula en Z, basta
con demostrar que l e Z, con esto en mente, demostraremos que curll € X ,
o equivalentemente que satisface (2.7)-(2.9) (ver Lema 7). Primero, dado que
V (D(Q)) € D(2)? N Z, obtenemos

/l-VzZ—O Vi) € D(Q).
Q

Figura 3.1: Dominio Toroidal.

Entonces, curll = —I € Hy(div’; Q), es decir, curll satisface (2.7)-(2.8). Para
demostrar que curll satisface (2.9), es decir <curli- n, 1)y, =0 j=1,...,J,
con el fin de fijar ideas pensaremos en un dominio no simplemente conexo de solo
una manija (ver Figura 2).

Sin pérdida de generalidad pensaremos en {2 como en la Figura 2. En este caso
el niimero de cortes es J = 1. Podemos hallar una funcién y € D(Q°) tal que y = 1
en el volumen Qs+ y x = 0 en un volumen Qy,—. Observemos que Vy € D(Q)*N Z.
Entonces por Lema 1 y tomado v = Vx en (3.5) y el quel € Ho(divo; Q), tenemos
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que

<l'n,[[)d]1>z:/ l'Vx—k/ divily
0o Qo
=0.

Por lo tanto (curll - n, 1)y, = 0, de modo que I € Z. De este modo utilizando la
Proposiciéon 2 obtenemos

<L,v>:/(l-v—&—i-curlv):/(—curll~~v+l~~curlfu):0 Yo e Z.
Q Q

O]

Otra consecuencia de la Proposicion 2 es que el operador .S es autoadjunto, que,
junto con su compacidad, nos permitird obtener una caracterizacion completa del
espectro.

Proposiciéon 4. S es autoadjunto.

Demostracion. Seaw :=Sf € XNZywv:=Sgc XNZ. De (3.1) es facil ver que
curlw — f € H(curl’; Q) y también curlv — g € H(curl’; ). En consecuencia,
como H(curl’; Q) = X L12@3 y ysando la Proposicién 2 se tiene que

/Q(Sf)-gz/gw-_(j:/gw-curl?_):/chrlw-ﬁ:/ﬂf-ﬁ:/ﬂf-(Sg),

adema4s
/ curlw - curlg = / f-curlg = / curlf-g= / curl f - curlv
Q Q Q Q
con lo cual concluimos la demostracion. O

Ahora, estamos en posicion de establecer una caracterizacién espectral de S.

Lema 9. El espectro de S estd dado por o(S) = {pin},eny U {0}, con {pn} una
sucesion de autovalores no nulos de multiplicidad finita que convergen a cero. 0 es
un autovalor de S con espacio propio asociado H(curlO;Q). Ademds Z = (X N
Z) @ H(curl’; Q), esta descomposicion es ortogonal en L2(Q)3 y en H(curl; Q).
El espacio X N Z es un espacio invariante de S y {pin fnen son los autovalores de
Slxnz : XNZ — XN Z. Por otra parte, existe una base Hilbertiana {un}, .y de
X N Z de autofunciones de S.
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Demostracion. El resultado es consecuencia de la clasica caracterizacién espectral
de un operador compacto y autoadjunto (ver [9]). Por otra parte u = 0 es un auto-
valor de S con espacio propio asociado Ker S := {f € Z: fQ f-curlv=0VYov € Z} =
{f S fQ curlf-v=0Vv € Z} la dltima igualdad se tiene por Proposicién 2.
Ademsds por Lema 5 concluimos que Ker S = H(curlo; Q). Por otro lado, conside-
rando la definicién de Z es facil ver que (X N Z) + H(curl’; Q) C Z. Recipro-
camente si v € Z, en particular v € L2(Q)% y por (2.6) tenemos que v €
X @ H(curl’; ), por lo tanto tenemos que v € (X N Z) @ (H(curlo; QNZ)cC
(XN 2Z) @ H(curl’;Q), observemos también que de (2.6) se desprende la orto-
gonalidad. Con esto demostramos la igualdad Z = (X N Z) ® H(curl’; Q) esta
descomposicién es ortogonal en L2(Q2)3 y también en H(curl; Q). O

El lema anterior y la relaciéon entre los espectros de S y del Problema 2, da
una caracterizacién completa de las soluciones de este 1ltimo y, en consecuencia,
de la solucién del Problema 1.

Teorema 3.1.1. Problema 1 tiene un conjunto numerable de soluciones (Ap, uy),
neN, y{un},cy es una base Hilbertiana de Z.

3.2. Formulacién primal

Una forma de aproximar las soluciones de Problema 1 es considerar una apro-
ximacion por elementos finitos del Problema 2. El enfoque consistird simplemente
en utilizar espacios de elementos finitos que aproximen a Z y H(curlo; Q) para
una discretizaciéon directa del problema. En la Seccién 4.1 se propone y analiza un
método de elementos finitos aplicado a este problema (ver Problema 4).

Esto conduce a un problema de valores propios generalizado que involucra dos
matrices no definidas positivas. A pesar de este hecho, demostraremos que este
problema de valores propios con matrices degeneradas estd bien planteado. Sin
embargo, debido a este cardcter degenerado, no puede usarse una herramienta
computacional clasica, lo que hace el cdlculo de la solucién significativamente mas
complicado.

Para superar este inconveniente introducimos una formulacién alternativa. Esta
formulacién conducird, tras una discretizaciéon, a un problema generalizado de
autovalores que involucra a dos matrices hermitianas, donde la matriz del lado
derecho es definida positiva. Asi, podemos usar una herramienta computacional
clasica para la resolucién numérica.

Para derivar esta formulacién alternativa, notamos que, para A # 0, el Proble-



28 CAPITULO 3. PROBLEMA ESPECTRAL DEL OP. ROTACIONAL

ma 1 es equivalente a: Hallar A € C y u € H(curl; Q), u # 0, tal que

curlu = Au  en Q,
curlu-n=0 enT,
(u-n, )y, =0 j=1,...,J

Claramente, la solucion u del problema anterior pertenece a Z y satisface

/curlu‘curlf):)\/u-curlﬁ:/\/curlu-ﬁ:)\Q/u-ﬁ Yv € Z,
Q Q Q Q

donde también hemos utilizado la Proposicién 2. Por lo tanto, lo anterior nos lleva
a considerar el siguiente problema:

Problema 3. Hallar A\€e C yu € Z, u # 0, tal que

/curluocurlﬁ:)?/u-'ﬁ Yv e Z.
0 Q

Acabamos de demostrar el siguiente resultado.

Lema 10. Si (A, u) es una solucion del Problema 1, entonces es una solucion del
Problema 3.

El reciproco es parcialmente verdadero. Para demostrarlo, consideramos el ope-
rador solucién:

T: Z2— Z,
f—Tf :=w,
con w € Z tal que
/curlw-curlﬁ+/w-6:/f~6 Yv e Z. (3.6)
Q Q Q

El Problema (3.6) estd bien planteado, esto es consecuencia directa del Lema de
Lax Milgram, por lo cual T" esta bien definido y es continuo. Notemos que Tu = pu,
con p # 0, si y s6lo si (), u) es una solucién del Problema 3, con A\* +1 = L.

Claramente p = 1 es un autovalor de T, correspondiente a A = 0 autovalor del
Problema 3 con espacio propio

Ki={veZ: curlv=0 inQ}=H(curl’;Q) =V (H'(Q)) @ Kr. (3.7)
Ya que T es claramente autoadjunto (cf. (3.6)), el complemento ortogonal de IC,

V=Ktz=xnZz (3.8)
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este es un subespacio invariante de T'. Por lo tanto,
T:=Tly:V-—V

es un operador bien definido, acotado y o(T) = o(T) U {1}.

Por otra parte, ya que 7" toma valores en el espacio Z C H(curl; Q) y, por (2.5)
deducimos que H(curl; Q) N X — H*(Q)3> N X < X donde la primera inclusién
es continua y la segunda es compacta, esto se sigue del siguiente Lema, con esto
derivamos la compacidad de T.

Lema 11. Sea f € ¥V y w :=T§f. Entonces, w € H*(curl; Q) y
|wllsq + [[eurlwl|| o < C|flloq-

Demostracion. De la definicién de T', w y f estdn relacionados por (3.6). Tomando
v = w en esta ecuacién, tenemos

Hw”curl,Q < HfHO,Q . (3.9)

Ademés, puesto que V (H*(2)) C Z, tomando en (3.6) v = Vi, ¢ € H(Q), se

sigue que

/Qw-quz/gf-vzﬁzo Vi € HY(Q).

por lo tanto, por f € V C Hy(div%; Q), tenemos que w € Hy(div’; Q), también.
Por consiguiente, w € H(curl; Q) N Ho(div%; Q) — H(Q)? (cf. (2.5)) y, usando
(3.9), se sigue

lwlls o < Cllwlewa < Cllflloq-

Por otro lado, considerando v € D(Q)? C Z en (3.6), obtenemos
curl (curlw) +w=f in Q. (3.10)

por lo tanto, curlw € H(curl; Q) y, también w € Z con lo cual curlw € X C
Ho(diVO;Q). Entonces, los mismos argumentos anteriores nos permiten concluir
que curlw € H(Q)3 y

leurlw|[ o < Cleurlwl|qy o < O f]

0,0
la dltima desigualdad por (3.10) y (3.9). Asi, concluimos la demostracién. O

El siguiente teorema muestra como los autovalores de T, con u # 1, estan
relacionados con la solucién de Problema 1.

Teorema 3.2.1. Las siguientes propiedades son vdlidas:
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a) El espectro de T se descompone como sigue:

o(T) = {1} U{pn}tnen U {0}
Por otra parte:

o 1 =1 es un autovalor de T con espacio propio infinito dimensional IC;

o {itn},cn €5 una sucesion de autovalores de multiplicidad finita, que con-
verge a 0 y ademds py, € (0,1), n € N;

o 11 =0 no es un autovalor de T'.

b) Si X\ es un autovalor del Problema 1 con autoespacio E, entonces j =
es un autovalor de T y € es un subespacio invariante de T'.

_1
1422

c) Sip # 1 esun autovalor de T' con autoespacio €, entonces existe un autovalor

A del Problema 1 tal que p = ﬁ y € es un subespacio invariante de
Problema 1.
Demostracion. Ya hemos demostrado que 4 = 1 es un autovalor de T con el

correspondiente espacio propio K y que o(T) = o(T) U{1}. Asi, la caracterizacién
espectral de T' es una consecuencia de la compacidad de T. Por otra parte, u =0
no es un autovalor de T'; en efecto, si T'f = 0, entonces tomando v = f en (3.6)
tenemos que f = 0 en L?(Q)3. Por otra parte, para todo autovalor j,, # 1, es facil
de mostrar por (3.6) que u, € (0,1). Asi, concluimos a).

A su vez, Lema 10 y los argumentos anteriores llevan a b).

Queda por demostrar que todos los valores propios de T son de la forma
W= H%’ con A\ es un valor propio de Problema 1. En efecto, de acuerdo con
el Teorema 3.1.1, la sucesién de autofunciones de Problema 1 es una base Hil-
bertiana de Z. Como ya hemos demostrado en b), que todos ellos son funciones
propias de f, este operador no puede tener un par autovalor-autofuncién adicional;
de otra manera, dado que 7' es autoadjunto, la autofuncién adicional tendria que

ser ortogonal a toda la base Hilbertiana, que no puede suceder. Asi, concluimos
c). O

Como consecuencia de este teorema y la relacién entre los pares de autovalores-
autofunciones del Problema 3 y los del operador T, obtenemos el siguiente resul-
tado.

Corolario 1. Sea v # 0 un autovalor del Problema 3 y &€ el correspondiente
autoespacio. Entonces, existe un autovalor A\ de Problema 1 tal que v = \? y € es
un subespacio invariante del Problema 1.
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Observacion 1. Notemos que las autofunciones del Problema 3 no son necesaria-
mente autofunciones de Problema 1. En efecto, si A y —\ son ambos valores propios
de Problema 1, entonces A? serfa un valor propio del Problema 3, con multiplicidad
igual a la suma de las de A y —A. Por otro lado, una funcién propia de Problema 3
correspondiente a A\? serfa una combinacién lineal de las funciones propias del Pro-
blema 1 asociado a A y —A\, pero no necesariamente una funcién propia en si. En
otras palabras, en tal caso, en general las autofunciones del Problema 3 no son
campos Beltrami que satisfagan curlu = £A\u. A primera vista se podria pensar
que seria muy raro que A 'y —A sean ambos valores propios del Problema 1. Sin
embargo, como se muestra en la Seccién 6, esto es algo que siempre sucede cuando
el dominio 2 es simétrico.
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Capitulo 4

Aproximacion por Elementos
Finitos

En esta seccion introducimos una aproximacién de Galerkin para el Problema 2
y también del Problema 3 y se demuestran algunos resultados de convergencia. De
aqui en adelante, asumimos que € es un dominio poliédrico, {73}, es una familia
regular de particiones de €) en tetraedros T, tal que €2 = UTeTh T; el parametro
h representa el tamano de la malla. De ahora en mas C denotara una constante
genérica independiente de h. Denotamos por 77; la correspondiente triangulacién
inducida en la frontera de €, a saber, T} := {F carade T € T, : F C T}.

Para cualquier T' € Ty, sea N*(T) := Pe1(T)*®{p € Pe(T)*: p(x) x =0},
donde P}, es el conjunto de polinomios de grado no mayor que k y [P}, el subconjunto
de polinomios homogéneos de grado k.

El espacio correspondiente de aproximacién global de H(curl; §2) es el espacio
de funciones que localmente pertenecen N k(T) y tienen componente tangencial
continua a través de las caras de la triangulacién Tj. Este es el conocido espacio
de Nédélec:

Nh = {’Uh € H(curl; Q) : Uh‘T S Nk(T) VT € E)}

(para mas detalles ver, por ejemplo, [19, Seccién 5.5]). De donde, el espacio natural
de aproximacion para Z es

Zh::NhﬂZ:{vheNh: curlvy n=0enT

y/ curlvy, - n =0, jzl,...,J}.
E.

J

Observemos que por el Teorema de Stokes tenemos que fz- curlv, - n =
J

fazj vy-t, j=1,...,J,donde t es el vector tangente a 9%;. Con esto, la definicién

33
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anterior la podemos reescribir como
Z, = {thNh: curlvy, - n=0enl ¥y / vp-t=0 jzl,...,J}.
0%,

Denotamos por I1¥ ala interpolada de Nédélec (ver [19] para su definicién preci-
sa). Este interpolador esta bien definido, por ejemplo para funciones de H*(curl; 2):

H*(curl; Q) — N.

De manera que [ f]LV es un operador lineal acotado. El siguiente lema muestra que
la interpolada de Nédélec de funciones de Z queda en Z.

Lema 12. Vv € H*(curl; Q) N Z con s > 1, se tiene que I} v € Zy,.

Demostracion. sabemos que [ flv v pertenece al espacio N,. Ademds sea I }? el in-
terpolador de Raviart-Thomas. Ya que v € Z, tenemos que curlv-n=0en 'y
(curlv-n,1)s, =0, =1,...,J. Por lo tanto, curl (I,]va) n = (I,IL“2 curlv) n=0
en I, la primera igualdad se tiene por [19, Lema 5.40] y la segunda por la cono-
cida propiedad del interpolador de Raviart-Thomas que preserva la nulidad de la
componente normal en la frontera. Ademds, usando en Teorema de Stokes y la
definicién del interpolador de Nédélec, tenemos que

/curlI}]LV'v-n:/I}]va-tj:/vij:/ curlv-n =0.
5 ¥ Y5 2j

Lo que muestra que [ ,ILV v E Zy. ]

Ademads, consideramos el espacio de aproximacion de O, este es:

@h = {’(/JhEC(Q) wh’TGPk(T) \V/TEﬁLy[[lzh]]Ej = Cj, jIl,...,J},

Definamos
ri := min {s, k}, (4.1)

donde k > 1 es el grado de los elementos finitos de Nédélec y s > 1/2 es un
exponente de Sobolev tal que se tiene (2.5).

4.1. Formulacidon discreta mixta

Consideramos una aproximacién por elementos finitos del Problema 2. El en-
foque consistird simplemente en utilizar los espacios de elementos finitos N}, C
H(curl; Q) y ©), C © para una discretizacién directa del problema. Por el Lema 2
sabemos que H(curlo; Q) = %@, con lo que el problema 2 se reescribe como:
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Problema 4. Hallar A € C y (u,¢) € Z x ©/C, (u,p) # 0, tal que

/curlu-cur117+/%gp-ﬁ:)\/u-curlﬁ Vv € Z,
9 0 Q

/u~wzo Vi € ©/C.

9

Consideramos la siguiente discretizacién del Problema 4:

Problema 5. Hallar A\, € C y (up, ¢n) € Zp, X O4,/C, (up, op) # 0, tal que

/curluh-curlff)h—i—/ %gph-ﬁh:/\h/uh-curlﬁh Yuy, € 2y,
Q Q Q

/uh.whzo Vi, € ©/C.
Q

El siguiente paso es demostrar que los valores propios y funciones propias de
Problema 4 aproximan bien a las del Problema 5. Con este fin, vamos a aplicar
la teoria clasica de valores propios para un problema mixto, las llamadas de tipo
Q1 presentadas en [18, Seccién 3]. Lo primero es demostrar que las siguientes
propiedades, que corresponden a los supuestos (3.12)—(3.16) de [18, Seccién 3|, se
cumplen en nuestro caso. Recordemos que IC C Z es el autoespacio de T' asociado
con el autovalor g = 1y V := K12, De (3.8) sabemos que V = X N Z, ademés en

virtud de (2.6) y Lema 2 tenemos que V = {v €eZ: [qv- V=0 Vo e @/(C}.
= existe a > 0 tal que

/ lcurlv|? > o|v|)? Yv eV, (4.2)
Q

curl,Q

= existe § > 0 tal que

o ¥4
sup
veZ ”Uchrl,Q

>Bha  VWeB/C (4.3)

= existe ag > 0, independiente de h, tal que

/Q\curlvh|2 > ag |vnlligie  Yon € Vi, (4.4)

donde, V), = {'vh € Zy: fQ vy - Vo, =0 Yy, € @h/C};
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s existe B2 > 0, independiente de h, tal que

o on- Vin)
sup ——m

> B [¥nl g Vb, € ©,,/C; (4.5)
vEZ) thchrl,Q

» para cada (v,9) € Z x 0,,/C,

. " ( B _ ) —0. 4.6
hlg%) (vh7¢h)é%hx@h/c v vhHCUFLQ—FW wh|17Q (4.6)

Las primera elipticidad en el nucleo (4.2) fue demostrada en (3.3). Ademds (4.4)
se sigue por [1, Proposition 4.6]. La condicién inf-sup (4.3) se verifica considerando
v = Vi € H(curl’; Q) C Z y la condicién inf-sup (4.5) se verifica considerando
v, = Vb € VO, C H(curl’;Q) C Z (recordemos que VO = H(curl’; Q)),
ademas es facil ver que %wh € N, por lo tanto v, = 6%% € ZNNy,.

Finalmente para demostrar (4.6), basta considerar v* € D(2) N Z, gracias a la
densidad de este espacio en Z (ver Lema 3) y 1* € D(Q) por la densidad de este
tiltimo en H'(2). Notamos que para esta funcién se tiene que I }]LV v* € Z;, esto por
el Lema 12.

En consecuencia la propiedad (4.6) se deduce inmediatamente de las densidades
mencionadas tomando v, = [ ,]LV v* y ¢y, la interpolada de Lagrange de ¢*.

Consideramos para lo que sigue el operador solucion:

G: Z2x0/C— Zx0/C,
(f.9) — G(f,9) = (w,$),

con (w,§) € Z x O/C tal que
/curlw-curl'ﬁ+/V£-'E:/f-curl'ﬁ Yv e Z,
Q Q Q
/'w-V@D:O Vi € ©.
Q

Del estudio del operador S en la Seccién 3, tenemos que

G(f.9) = (5F,0), ¥(f,9) € 2 x6/C. (4.7)

Un supuesto adicional para aplicar los resultados de aproximacién para pro-
blemas mixtos de valores propios de tipo Q1 por [18, Section 3] es que G tiene que
ser compacto. Esto se sigue inmediatamente de la compacidad de S (ver Lema 8).

La teorfa de aproximacién espectral para problemas mixtos de tipo Q1 por [18,
Section 3] también involucra al operador adjunto formal, G,.. En nuestro caso, este
operador es definido por:



4.1. FORMULACION DISCRETA MIXTA 37

G.: Zx0/C— Z x 6/C,
(f:g) — G*(f?Q) = (w*7§*)7

con (w,§) € Z x ©/C tal que

/curlv-curl'w*—k/v‘Vﬁ*:/'v-curlf Yv € Z,
Q Q Q

/vw-w*:o Vi € ©/C.
Q

Usando la Proposicién 2, concluimos que G, = G. Sin embargo, como G,
es precisamente un adjunto formal, no podemos afirmar que G es autoadjunto.
A pesar de esto, demostramos en el siguiente Lema que estos autovalores son no
degenerados, en el sentido que su ascent es 1. Recordemos que para un operador A,

el ascent de un autovalor A se define como el menor entero « tal que Ker(A—\I)* =
Ker(A — AI)otL,

Lema 13. FEl ascent para cualquier autovalor no nulo de G, es uno.

Demostracion. Por contradiccién, supondremos que para un autovalor p su ascent
es distinto de uno. Sea (u,(u,¢)) un par autovalor-autofuncién de G, p # 0,
asumimos que G tiene una correspondiente autofuncién generalizada; es decir,

G(u,¢) = p(u, ), (4.8)
donde (u, ) # 0, y existe (u, ) tal que
G(u,9) = p(w, ) + (u, ¢). (4.9)

De (4.7), concluimos que, ¢ = @ = 0y, por lo tanto, u # 0. Ademés (4.8) y (4.9)
se reescriben como:

Su = pu,
Su = pu + u.

Esto ultimo nos dice que p es autovalor de S y su ascent es distinto de cero. Esto
contradice el hecho que S es autoadjunto (ver Proposicién 4). Asi se concluye el
resultado. O

Ahora, estamos en posicién de escribir el siguiente resultado de convergencia,
este es consecuencia directa de [18, Teorema 3.1].
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Teorema 4.1.1. Sea A un autovalor del Problema 4 de multiplicidad-finita m. Sea
E C Z x O/C el correspondiente autoespacio. Entonces, erxisten exactamente m

autovalores )\g), .. .,)\%m) del Problema 5 (repetidos de acuerdo a sus respectivas
multiplicidades) que convergen a \ cuando h tiende a cero.
Sea Ep, la suma directa de los autoespacios asociados a /\21), e ,)\,(Lm) Y Yp =

0 (€, 2y x 0,/C). Entonces,

~

I (E,En) < CHy

]A—Aﬁj’ <CR2,  i=1,....,m.

El siguiente resultado nos permitird estimar 7.

Teorema 4.1.2. Sea 7y, definido como en Teorema 4.1.1. Entonces, existe C > 0
tal que

ah S Ch’f'k’
con 1y, definido en (4.1).
Demostracion. Sea (v,0) € € tal que ||(v,0)[ zo = [[V[lcur,o = 1 (consideramos
la norma |- 26 = - earty + -1 (y)- Dacdo que G(v. 0) = (5v,0) = u(v,0),

entonces, por el Lema 8 se sigue que v € H*(curl; Q) y
C
[0]l.0 + lleurlvl], o < m [vllg,n <

En virtud de la Proposicién 3 y procediendo como en la demostracién de (4.6),
tenemos que si v € Z entonces [ ,]ZV v € Zj. Por lo tanto, usando la estimacién
estandar del error del interpolador de Nédélec (cf. [19, Teorema 5.41(1)]), obtene-
mos

C
SEZ) S s o= LY0l|yq < O (0l o+ lleurlo] o) < Zh™.
veE ’ ’ ’ H
”’U”curl,ﬂzl
Con esto, termina la demostracion. O

Asi, el Teorema 4.1.1 y el Teorema 4.1.2, implica que los autovalores y auto-
funciones del Problema 5 convergen a los del Problema 4 con orden éptimo.
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4.2. Formulacién discreta primal

La aproximacion de Galerkin del Problema 3 es la siguiente:

Problema 6. Hallar A\, € C y up € Zp, up, # 0, tal que
/ curluy, - curlv;, = )\%L/ uy, - Oy, Yoy, € Zy,.
Q Q

Notemos que el Problema 6 conduce a un problema generalizado de autovalores,
bien planteado, con matrices hermitianas y la del lado derecho es definida positiva.
Para resolver este problema, es necesario imponer de alguna manera la restricciones
curlupb - n =0y fazj vp-t =0, 7=1,...,J en la definiciéon de Zj; vamos a
abordar este punto en la Seccién 5.

Consideramos el operador solucién discreto correspondiente:

T,: Z — Z,
Fr— Thf = wy,

con wy, € Zy, tal que

/curlwh-curlff)h—i—/wh-f)h:/f-’l_)h Yy, € Zy,.
Q Q Q

Como consecuencia del lema de Lax Milgram, T}, esta bien definido, es un operador
lineal y acotado. Claramente Ay es un autovalor del Problema 6 si y solo si ﬁ €
(T(Th) .

Para demostrar la convergencia y estimaciones del error para el esquema de
Galerkin propuesto, usaremos resultados de aproximacién espectral de operadores
no compactos como [13, 14]. Con este objetivo, consideramos la restriccién de Tj,
al espacio invariante Zj,. Para evitar sobrecargar la notacién, de aqui en adelante
T}, denotard Tj| z, .

Con el fin de usar la teoria de [13, 14] necesitamos demostrar las siguientes
propiedades:

P1: lim ||(T —T3) |2,| =0,
h—0

P2: Vv e Z flLl—%v;gfzh v = Vnlleuro = 0-
La propiedad P2 se deduce inmediatamente de la Proposicién 3 y las estima-
ciones de error del interpolador de Nédélec. Con el fin de demostrar la propiedad
P1, establecemos algunos resultados preliminares.
Recordemos que K C Z es el autoespacio de T" asociado con el autovalor p = 1
y V := K12, De (3.8) sabemos que ¥V = X N Z. El operador T restringido a IC



40 CAPITULO 4. APROXIMACION POR ELEMENTOS FINITOS

es la identidad; ademads, la restriccion a su complemento ortogonal es un operador
de regularizacion, esto fue demostrado en el Lema 11.
Claramente pp = 1 es un autovalor de T}, con espacio propio asociado
Ky :={v, € Z},: curlvy, =0} C K,
1L

de modo que T}, restringida a ICj, es la identidad. Sea Vj = K}, 2k notemos que
V), ¢ V. Sin embargo, el siguiente lema muestra que el término en H(curl®; Q) en
la descomposicién de Helmholtz (2.6) de V), es asintéticamente despreciable.

Lema 14. Para f; € Vj, existen x € V yn € K tal que f;, = x + 1 y se tiene:
a) x € H*(Q)* con ||x|l, o < Cllcurl fullo o
b) ||77H0’Q < Ch™ chrl_thO’Q, con r1 definido en (4.1).

Demostracion. Como f; € V, C Z, la descomposicién f; = x + 1 se sigue por
el hecho que ¥V = K12, Ahora, ya que ¥V C H(curl; Q) N Hy(div®; Q), tenemos
que x € H*(2)3, esto nuevamente por (2.5). Por otra parte, de la definicién de K,
curlx = curl f;, por lo tanto,

Ixlls.0 < CliXllewrro < Clleurlx|ly o = C llcurl fillg g,

la dltima desigualdad porque, [|x||gq < C |lcurl x|/, o para todo x € H(curl;2)N

Ho(div"; Q) (cf. [1, Corolario 3.16]). Asf concluimos (a).
Para demostrar (b), vamos a utilizar el interpolador de Nédélec I7'. Segtin [19,
Teorema 5.41(2)], como curl x = curl f, tenemos que

Ix — x|y < © (h” X0+ R ||curlfh||079> < CW't fleurl fllo.q - (4.10)

Por otro lado, sea I} el interpolador de Raviart Thomas (ver [19, Seccién 5.4]).
ya que curl x = curl £, € H5(Q)3 para todo ¢ € (0, %), de acuerdo a la Observa-
ci6n 5.16 y el Lema 5.40 de [19], se sigue que

curl (I,]va) = I% (curlx) = IZ (curl f,) = curl f,,. (4.11)

Notemos que, en particular, esta igualdad implica que [ ,{LV X € Zy. Ahora, escribi-
mos

IInllﬁ,QZ/Qn-(fh—x)=/Qn-(fh—févx)+/ﬂn-(1évx—x)- (4.12)

En virtud de (4.11) tenemos que (f, — INx) € K; C K, de modo que x L
i
(fh - I}]L\fx) en L2(Q)3 y, yaque f, € V), = lChzh, se sigue que

/QTI'(.fh_If]LVX):/Q.fh‘(fh_I}]zVX)_/QX'(fh_If]LVX):O-
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Por lo tanto, a partir de (4.12) y (4.10), concluimos que

N
llo0 < 172" x — XHo,Q < O leurl filg o -
Asi, terminamos la demostracién O

Ahora estamos listos para demostrar el siguiente resultado, del que se deriva
la propiedad P1.

Lema 15. Existe C' > 0 tal que, para todo f;, € Vh,

”(T - Th) fh”curl,Q < Ch" Hfh”curl,Q )
con ry definido en (4.1).

Demostracion. Dado f;, € Vp, sea x € YV yn € K como en el Lema 14. Sea
z = Tx y zp := Thx. La siguiente estimacion de Cea se sigue inmediatamente
por la definicién de Ty Tj:

HZ - zh”curl,ﬂ < Cvflfg‘f'zh HZ B UhHC“rl,Q ’

Entonces, usando el interpolador de Nédélec, Lema 12 y la estimacién del error
(cf. [19, Teorema 5.41(1)]), resulta que

12 = Zhlleurto < Cllz = I 2| = Ch'™ (”z”svﬂ * HCMIZHS@) '

curl,Q) —

Asi, por Lema 11, y el hecho que IC L V en L%(Q), tenemos

(T = Th) Xlleurre = 12 = Znllcuro < CR™ [Ixllo.0 < CR™ (| f2lloq -

Por otro lado, paran € K, dado que Tn = 1 y Tyn es la proyeccion de Galerkin
de  en Zj, usando Lema 14(b) podemos escribir

1T = Ti) Allewrser < 1lcure = Illo < O™ 11l curto

por lo tanto,

||(T - Th) thcurl,Q < H(T - Th) Xchrl,Q + ”(T - Th) n”curl,ﬂ <Ch™ Hthcurl,Q

y concluimos la demostracién. ]

La propiedad P1 claramente se obtiene por el lema anterior y el hecho que T
y T}, coinciden en Kj. Como primera consecuencia, tenemos el siguiente resultado
que es demostrado a partir de la propiedad P1 en [13, Teorema 1].
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Teorema 4.2.1. Sea J C R un conjunto abierto que contiene a o(T). Entonces,
existe hg > 0 tal que o(Ty) C J Yh < hyg.

Una consecuencia del teorema anterior, es que sabemos que el método numérico
propuesto no introduce modos espurios (por ejemplo, si usamos elementos finitos
de Lagrange; ver [4]).

Ahora, estamos en posicién de escribir el resultado principal de este seccion,
relacionado con la convergencia del esquema propuesto.

Teorema 4.2.2. Sea p € o(T') un autovalor de multiplicidad finita m y sea € el
correspondiente espacio propio. Existe ho > 0 tal que, para todo h < hg, o(T})
contiene m autovalores ug), ey ,uglm) (repetidos de acuerdo a su respectivas mul-
tiplicidades) tal que

(4) L
1 h—_}g,u, 1=1,...,m.

Sea €y, es la suma directa de los espacios correspondientes. Entonces,

~

J (87 gh) < C’Yha

Y
‘ (@) 2
max |u — < Cvi,
1%i%m ‘N Byl = U7y
donde
=0 (&, Zp) = sup inf  ||v — vl eurra
veE  VrEZ) '
”v”curl,Q:1
Y

~

3(£,Ep) = mix {5 (E,En),0 (En, E)}.

Demostracion. Como ya hemos demostrado que se tienen las propiedades P1 y P2,
el resultado es consecuencia directa de [13, Seccién 2] y Teoremas 1y 3 en [14]. O

Por el teorema previo, concluimos la convergencia espectral con orden éptimo
de la aproximacién, solo resta tener una estimaciéon adecuada del termino ~.

Teorema 4.2.3. Sea v, definido como en el Teorema 4.2.2. Entonces, existe C > 0
tal que
Yh S Chrk:

con 1y, definido en (4.1).

Demostracion. Sea v € € tal que ||v|| o = 1. ya que Tv = pv, por Lema 11 se
sigue que v € H*(curl; Q) y

C C
[0ll + lleurtvllsq < —-flvllog < -
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En virtud de la Proposicién 3 y procediendo como en la demostracién de (4.6),
tenemos que si v € Z entonces [ }]LV v € Zj. Por lo tanto, usando la estimacién
estandar del error del interpolador de Nédélec (cf. [19, Teorema 5.41(1)]), obtene-
mos

C
$(E 20 s o I vl| 0 < OB (o]0 + lourlv] o) < ZA7,
vel ’ ’ ’ 2
Hchurl,Qzl
Asi, termina la demostracion O

Como consecuencia de los dos teoremas previos concluimos que los autovalores
y autofunciones del Problema 6 convergen con orden éptimo a los del Problema 3.
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Capitulo 5

Implementacion

En esta seccion discutimos como implementar computacionalmente las discre-
tizaciones de ambas formulaciones. Comenzaremos con la de la formulacion primal
que involucra una dificultad comun: la imposicién de la condiciéon de contorno.

5.1. Implementacion de la formulacién primal

Para la implementaciéon del Problem 6, es necesario imponer la condicién
curlv, - n = 0 en I'. Para ello, seguimos un enfoque similar al usado en [17]
y [3] para elementos finitos de Nédélec de orden més bajo.

En lo que sigue, por sencillez, supondremos que 0f2 es conexa. Si fuera discone-
xa, deberiamos esencialmente repetir lo que a continuacién se describe para cada
componente conexa de 0§2 que no fuera simplemente conexa.

45
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Figura 5.1: Dominio Toroidal con cortes.

Recordemos que ya hemos introducido las superficies de corte ¥; C €, j =
1,...,J, que satisfacen (2.1)-(2.4). Supondremos que cada superficie de corte 3;
es unién de caras de Tj,. Supondremos también que para cada j, 1 < j < J,
hay una superficie de corte E;- del complemento de ). Esta familia satisface las
mismas propiedades (2.1)-(2.4) en el dominio R?*\Q. Finalmente supondremos que
0%, es unién de aristas de 7y, ademds 3; y Z; se intersectan en un Unico punto
PjE@Ejﬁ(?E;-yqueijﬂigngsij;ék. N

Definimos v; := 0%; y v} := 0%} de manera que v; Nv; = {F;}. Sea I' :=
00\ (U;-]:1 v U szl ’y;), que supondremos simplemente conexo. La orientacién
de las curvas v; se escoge de manera que valga el Teorema de Stokes en 3; (con el
vector normal n;, escogido como en la Seccién 2). Las dos caras de E} se denotan
a su vez E;_ y 2;* de manera tal que la curva +; inicie en la primera (desde el
punto PJ*) y llegue a la segunda (hasta el punto Pf) En la Figura 5.1 se ilustran
estas definiciones en el caso de un toro (J = 1).

En tal caso, curlv, -n =0 en I' implica curlvy, -n =0 en . En [8, Seccién 4]

se demuestra que curlvy, - n = curlp (n X v, X n) en f, donde curlp denota el
operador rotacional superficial. Por lo tanto, por [8, Teorema 5.1], sabemos que
existe @), € HY(T') tal que

nXxXuv,Xn= 6p(ﬁh en . (5.1)

donde Vr denota el gradiente superficial (ver definicién en [8]). Por otro lado,
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usando [19, Observacién 5.29], se deprende que @, € {¢, € C(T) : tplp €
P, (F), para toda cara F de T;, F C I'}.
Ademds, como curlvy -n = 0 en I', entonces [¢n],, = ¢;, [[(ﬁh]],Y; = c}. Por

otro lado, la condicién
/ curlvy, -n; =0,
Z .

J

por el Teorema del Stokes, es equivalente a

/ ’Uh‘tj:O.
v

En consecuencia, por (5.1), tenemos que

[ %
V4 atj

donde la curva v; parte del punto Pj_ y llega al punto Pj+. Por lo tanto

_ _ o 9%
[Br]s, = B(P) — Bu(Py) = mh =0.

En consecuencia, las funciones v;, € Zj, satisfacen (5.1) con una funcién @,

que no tiene salto en 'y} = 82; y por ende es continua en I = I\ szl 7. Por
esta razén introducimos

O = {wh €CQ): Yulr € PUT)VT € Th y [dnls, = ¢j, j = 1,...,J},

o) = {Unlg: Yn €O},

L) :={p € C(Q) : Y| € Pp(T), VT € Tr} .
Por lo tanto, se tiene que
v,EZ, & wvaeEN, ¥y nxvh|1:><n:6r(<ﬁh|f), On € Oy,

Nuestro siguiente paso es introducir una base conveniente para Z;. Para ello
consideremos en primer lugar para cada superficie de corte ¥;, 7 = 1,...,J, la
funcién @; € ©, definida por

. 1, Pex],
e ={ o pash (5.2
) J b
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para cada vértice P de la malla Tj,. Ademds, sean Py, ..., P, todos los vértices de la
malla 7, que caen en I'. Sean ¢ € L,(Q), k=1,.. L definidas por ¢ (P;) = 0 ;
para cada vértice P; de la malla 7.

Es f4cil verificar que {pg|r}E_, U {@j|f}3-7:1 es una base de de ©}. Por lo tanto,
{Vrerlr}E_ U {%p@ﬂf}j:l es un conjunto de generadores de %p(@i), pero no es
linealmente independiente. Para obtener una base de este espacio debemos tomar

un vértice en I' y sacar la funcién base correspondiente a ese vértice. Asumiremos
por simplicidad que la funcién que sacamos es la tltima, por lo que {Vpgok\p}ﬁz_ll U
{Vrcﬁj\f}jzl es base de Vr(O1}).

Sea {qu}% 1 la base nodal de Np,; sin pérdida de generalidad podemos supo-
ner también que los ultimos, {(bm}m N1, son los correspondientes a los grados de
libertad relacionados a las caras o aristas en I'. Notemos que todas las demas fun-
ciones base pertenecen a Zp. Asi, tenemos la siguiente proposicién que caracteriza
a la base de este espacio.

Proposicién 5. El conjunto {¢m}%:1 U {Vgpk} LU {Vgoj} _, es base de Z,.

Demostracion. Es esencialmente idéntica a la de Proposicién 4.2 en [17], donde se
demuestra un resultado similar usando los elementos finitos de Nédélec de orden
inferior y bajo supuestos adicionales.

Primero demostramos que {¢m}%:1U{V<pk} U{Vgoj }J 1, que es claramente

un subconjunto de Zj,, genera a Zj. Sea ¢, € Zy, por (5.1), nx ¢y |zxn € 6{‘(@2)
y, por lo tanto, existe By, k=1,...,L -1,y B;,j=1,...,J, tales que

n X ¢plp xn = Z/Bkvl“@k + Zﬂgvr%

7j=1
Entonces, los grados de libertad de ¢, — 21];4:—11 B Vi + Z‘jjzl 3]'%@' € Ny, que
corresponden a las aristas o caras sobre la frontera, se anulan. Por lo tanto,

L-1

ZﬁkV@k‘FZﬁjv% ¢17 5¢N>

7j=1

Solo resta demostrar que {(bm}ﬁ:l U {Vgok}j,;;_ll U {%@}3]:1 es un conjunto
linealmente independiente. Supongamos que

Z U Bry + Z BrVir + Zﬂ]w] = 0.

m=1 = 7j=1

como n X ¢[r X n es cero para todo m = 1,...,N, n X Vyg[r x n = Vryy,
n X Vg0]|F Xn = V[‘SOJ y €Omo {Vpcpk}k LU {VFQD]} _, es una base de VF(@F)
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tenemos que 1 = -+ = fp_1 = Bl =...= B\J = 0. Dado que el conjunto {qu}ﬁ[l:l
es linealmente independiente, obtenemos el resultado. ]

En realidad, la restricciéon curlv, -n =0en ' y fzj curlvy -mn; =0, j =
1,...,J, en la definicion de Zj puede imponerse sin la necesidad de usar las
funciones bases {Vy } 5;11 U {%@] }3]:1. Ilustramos esto en el caso de los elementos
Nédélec del orden mas bajo, que son los que se han implementado en el cédigo
utilizado para las pruebas numéricas presentadas en la siguiente seccion.

Sea {e1,...,ep} es el conjunto de todas las aristas en Tj y {qu}%:l la base
nodal de N}, asociada a estas aristas. Entonces, para cualquier uy, € Ny,

M
Up = E Oém¢m,
m=1

donde ayy, := fem uyp, - ty,, con t,, un vector unitario tangente a e,,, m=1,..., M.
Asumimos como antes que las aristas en ' son las tltimas: ey11, ..., €.
Por la Proposicién 5, para uy, € 2}, existen nimeros o, ..., oy, Bi,...,Br—1

Yy 317' "7/8J tal que
N L i
wp =Y b+ BVer+ Y BiVE;,
m=1 k=1 =1

donde B, = 0 (el fijado a cero). Entonces, por la definicién de «a,, y la relacién
anterior, obtenemos:

o — ot 4 0, siemﬁE}":(Z)oemCZ}Ir
mem +0;, sienN Ej = {P} (solo un vertice),
con
al,, sie, NT =10,
o = o), £ 5, si e, NI ={P;},
" o, £ (B —Br), sienNT ={P;, P} (em ¢ 1),
+ (B — Br) si ey, C T, con puntos extremos, Pj, Pj.
El signo anterior depende de como se tomen las orientaciones del vector tan-
gente t,.
Estas relaciones nos permiten definir una matriz C € RM*WN+L+J)) ta] que
a = Ca, donde o := (aq,...,am) 'y & = (af,..., N, B1, ..., BL, B1, ..., Ba)".

notemos que mayoria de la entradas de esta matriz son nulas y las otras son +1.
Sea A := (A;j) y B := (Bj;) las matrices M x M definidas por

Ajj ::/curld)j-curl&)i y Bi; ::/qu-g?)i, ,j=1,...,M.
Q Q
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Entonces, usando la base de Z} por la Proposicién 5, la forma matricial del Pro-
blema 6 es la siguiente: R R
Aa = )\;Ba, (5.3)

con A := C'AC es una matriz hermitiana, semi-definida positiva y B :=C'BC
matriz hermitiana definida positiva. Asi, este problema matricial generalizado de
autovalores esta bien planteado.

5.2. Implementacion de la formulacion mixta

Para este enfoque, necesitamos imponer las restricciones del espacio Zj, esto
se hace de manera analoga a la seccién anterior. Por otro lado se utiliza como base
del espacio Oy, la base nodal de los elementos finitos de Lagrange en €2, més las
funciones base @; definidas en (5.2). Estas son las que nos permiten enriquecer
el espacio con saltos constantes en las superficies de cada corte X;. Notemos que
esto ultimo agrega, al problema matricial, sdlo un grado de libertad més por cada
superficie de corte. Luego de ensamblar las matrices correspondientes al Proble-
ma 5, bajo las consideraciones anteriores, se obtiene un esquema matricial mixto
de valores propios estructurado de la siguiente forma.

(50 ) (X)) (5 0) (%)

Como sabemos que x = 0, el esquema anterior es equivalente al siguiente:

(5 2)(0) (5 0) (%)

Este a su vez lo podemos reescribir como sigue:
(A+ B'B)w = A\Cw. (5.4)

Asi, este nuevo esquema matricial de valores propios, se caracteriza porque la
matriz del lado derecho es Hermitiana y definida positiva, ademas la matriz del lado
izquierdo es hermitiana. Esto permite ahora aplicar herramientas computacionales
clasicas para el cédlculo de los autovalores del Problema 5.



Capitulo 6

Experimentos Numéricos

Figura 6.1: Dominio Toroidal.

Se han desarrollado cédigos MATLAB basados en elementos de Nédélec del
orden més bajo (k = 1) para la solucién de Problema 5 y del Problema 6. En
esta seccidén presentamos experimentos numéricos que nos permiten confirmar los
resultados tedricos demostrados.

Hemos considerado un ejemplo en un dominio toroidal centrado en el origen,
con radio interior 79 = 0.5 y radio exterior 11 = 1, como el presentado en la
Figura 6.1. Los c6digos han sido utilizados en varias mallas 7Tj, con diferentes niveles
de refinamiento; identificamos cada malla con su respectivo nimero de tetraedros

51



52 CAPITULO 6. EXPERIMENTOS NUMERICOS

Np,.

6.1. Ejemplos numéricos para el esquema mixto

Dado que no existe solucion analitica del Problema 1, para un dominio €2, cuan-
do el dominio no es simplemente conexo, estudiaremos el orden de convergencia de
los esquemas planteados comparando los resultados calculados en diferentes mallas
con los obtenidos mediante extrapolacion.

La Tabla 6.1 muestra los 4 autovalores positivos més pequenos del Problema 5,
que aproximan a los dos mas pequenos positivos del problema 2, calculados en di-
ferentes mallas. Para cada autovalor calculado estimamos el orden de convergencia
del método y un valor extrapolado (que esperamos sea una mejor aproximacién del
autovalor exacto) usando las 13 mallas mas finas, mediante un ajuste por minimos
cuadrados con el modelo

/\h7k A Aex + Ch'. (6.1)

Tabla 6.1: Autovalores del Problema 5 para un dominio toroidal.
Ny, | MM M M M

1259 | 13.7352 | 14.2419 || 14.7751 | 15.5001
2656 | 8.4648 8.6325 8.7671 8.9228
3822 | 7.9359 8.0224 8.1618 8.2056
7812 | 7.2752 7.2941 7.4303 7.4328
20384 | 6.6320 6.6353 6.7104 6.7118
28321 | 6.5199 6.5252 6.5888 6.5903
43667 | 6.4406 6.4444 6.5105 6.5121
58732 | 6.4096 6.4129 6.4723 6.4746
75999 | 6.3824 6.3871 6.4439 6.4448
97886 | 6.3565 6.3590 6.4155 6.4161
131222 | 6.3276 6.3285 6.3840 6.3842
154592 | 6.3156 6.3162 6.3726 6.3734
171127 | 6.3093 6.3098 6.3657 6.3662
182885 | 6.3075 6.3080 6.3642 6.3644
241429 | 6.2829 6.2833 6.3370 6.3370
264623 | 6.2781 6.2787 6.3323 6.3324
301862 | 6.2737 6.2741 6.3275 6.3277

Aex | 6.2233 6.2174 6.2714 | 6.2690
orden | 2.2000 2.1200 2.1700 2.1400

De los resultados presentados en el Cuadro 6.1, observamos que el orden de
convergencia obtenido, para cada autovalor, es el esperado segun los resultados
tedricos de la Seccién 4.1.
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Como evidencia de la calidad del ajuste vemos en la Figura 6.2 a la Figura 6.5
graficos, para cada uno de los autovalores, de los errores del modelo y de la recta
ajustada en escala logaritmica.
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Figura 6.2: Error [Aex;1 — Ap 1| versus nimero de tetraedros Nj, (escala log-log).
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Figura 6.3: Error |Aex2 — Ap 2| versus nimero de tetraedros N}, (escala log-log).
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Figura 6.4: Error |Aex 3 — Ap 3| versus nimero de tetraedros NN, (escala log-log).
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Figura 6.5: Error |Aex 4 — Ap4| versus nimero de tetraedros N}, (escala log-log).

Las Figuras 6.6-6.9 muestran la funcién propia correspondiente al valor propio
positivo mas pequeno, calculada mediante el Problema 5.
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Campo Yectorial

01,0015 0,245 0,0416 y
| | z

Figura 6.6: Autofuncién para un dominio toroidal, asociada al valor propio més
pequeno.
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Campo Yectorial z

0.00151 0.0215 0.0416 x|y

Figura 6.7: Autofuncién para un dominio toroidal, asociada al valor propio mas
pequeno. Vista Frontal, plano xz.
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Canpo Yectorial ¥

0.00151 0.0215 0.0416 z ¥

Figura 6.8: Autofuncién para un dominio toroidal, asociada al valor propio mas
pequeno. Vista perfil, plano xy.
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Campo Yectorial 7

0.00151 0.0215 0.0416 ¥ |

Figura 6.9: Autofuncién para un dominio toroidal, asociada al valor propio mas
pequeno. Vista del corte a la altura y = 0.5, plano zz.

6.2. Ejemplos numéricos para el esquema primal

El mismo ejemplo se resolvié mediante la implementacién del Problema 6, que
es la discretizacién de la formulacién primal presentada en el Problema 3. Dada la
simetria del dominio, es facil verificar que (A, u(x)) es una solucién del Problema 1
si y sélo si (—A, u(—x)) también es una solucién, por lo tanto, A? es un autovalor
del Problema 3 con multiplicidad de al menos dos. En este caso, por lo tanto, los
cuatro valores propios mas pequenos, soluciones del problema 6, convergen a un
mismo valor y lo mismo ocurre con los cuatro siguientes.

De acuerdo con los resultados teéricos, el espacio invariante generado por las
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funciones propias del Problema 6 son una aproximacién del espacio propio de A% en
Problema 3. Sin embargo, el iltimo es la suma directa de dos espacios propios del
Problema 1, los correspondientes a A y —A. Por lo tanto, las autofunciones de Pro-
blema 6 no son generalmente autofunciones del Problema 1 (y por lo tanto campos
de Beltrami), sino combinaciones lineales de funciones propias correspondientes a
ambos valores propios, A y —A.

La Tabla 6.2 muestra los valores calculados con las mismas mallas del test
anterior. En este caso, los valores calculados no dependen monétonamente del paso
h y no es posible estimar ningin orden de convergencia, por minimos cuadrados.
Sin embargo, pese a ello en cada malla los valores obtenidos con la formulacién
primal son mucho maés precisos que los de la formulacién mixta. Para permitir una
mejor comparacion se presentan en la Tabla 6.3 los valores calculados con cada
método para un par de autovalores del Problema 5 y Problema 6.

Tabla 6.2: Autovalores del Problema 6 para un dominio toroidal.

Ny || AP AP AP AP AP AP AP AP
1259 || 5.6529 | 5.9555 | 5.9853 | 6.0842 || 6.2320 | 6.2830 | 6.3666 | 6.3850
2656 || 5.9366 | 6.0836 | 6.1563 | 6.1952 || 6.2194 | 6.2604 | 6.3392 | 6.4339
3822 || 6.1680 | 6.2143 | 6.2301 | 6.2519 || 6.2701 | 6.3036 | 6.3886 | 6.4794
7812 || 6.2100 | 6.2316 | 6.2420 | 6.2541 || 6.2662 | 6.3033 | 6.3818 | 6.4043

20384 || 6.1931 | 6.2189 | 6.2310 | 6.2394 || 6.2608 | 6.2656 | 6.2970 | 6.3124
28321 || 6.2251 | 6.2381 | 6.2392 | 6.2481 || 6.2785 | 6.2862 | 6.2972 | 6.3008
43667 || 6.2156 | 6.2308 | 6.2326 | 6.2394 || 6.2732 | 6.2798 | 6.2861 | 6.2901
58732 || 6.2087 | 6.2258 | 6.2262 | 6.2331 || 6.2624 | 6.2715 | 6.2806 | 6.2878
75999 || 6.2079 | 6.2211 | 6.2216 | 6.2268 || 6.2631 | 6.2690 | 6.2717 | 6.2775
97886 || 6.2083 | 6.2166 | 6.2180 | 6.2208 || 6.2578 | 6.2629 | 6.2734 | 6.2769
131222 || 6.2143 | 6.2209 | 6.2216 | 6.2237 || 6.2679 | 6.2711 | 6.2734 | 6.2768
154592 || 6.2145 | 6.2190 | 6.2202 | 6.2211 || 6.2658 | 6.2680 | 6.2722 | 6.2768
171127 || 6.2165 | 6.2204 | 6.2214 | 6.2222 || 6.2683 | 6.2706 | 6.2731 | 6.2772
182885 || 6.2155 | 6.2191 | 6.2213 | 6.2225 || 6.2662 | 6.2707 | 6.2728 | 6.2776
241429 || 6.2209 | 6.2230 | 6.2236 | 6.2252 || 6.2722 | 6.2738 | 6.2747 | 6.2764
264623 || 6.2214 | 6.2239 | 6.2244 | 6.2257 || 6.2736 | 6.2750 | 6.2753 | 6.2768
301862 || 6.2208 | 6.2233 | 6.2242 | 6.2253 || 6.2730 | 6.2744 | 6.2752 | 6.2764
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Tabla 6.3: Comparacién de los autovalores del Problema 6 y Problema 5.
Np \M AY M AP
1259 || 13.7352 | 5.6529 || 14.7751 | 6.2320
2656 8.4648 | 5.9366 8.7671 | 6.2194
3822 7.9359 | 6.1680 8.1618 | 6.2701
7812 7.2752 | 6.2100 7.4303 | 6.2662
20384 6.632 6.1931 6.7104 | 6.2608
28321 6.5199 | 6.2251 6.5888 | 6.2785
43667 6.4406 | 6.2156 6.5105 | 6.2732
58732 6.4096 | 6.2087 || 6.4723 | 6.2624
75999 6.3824 | 6.2079 6.4439 | 6.2631
97886 6.3565 | 6.2083 6.4155 | 6.2578
131222 6.3276 | 6.2143 6.384 6.2679
154592 6.3156 | 6.2145 6.3726 | 6.2658
171127 6.3093 | 6.2165 6.3657 | 6.2683
182885 6.3075 | 6.2155 6.3642 | 6.2662
241429 6.2829 | 6.2209 6.3370 | 6.2722
264623 6.2781 | 6.2214 || 6.3323 | 6.2736
301862 6.2737 | 6.2208 6.3275 | 6.2730
Aex 6.2233 - 6.2714 -

6.3. Conclusion

= Los resultados numéricos obtenidos en ambos métodos avalan los resultados
tedricos de las secciones anteriores.

= De los resultados obtenidos con ambos métodos, podemos decir que si bien
en el esquema mixto se observa un buen orden de convergencia, para obtener
una precisién aceptable, es necesario un gran esfuerzo computacional, esto
medido en tiempo de célculo y en memoria. El esquema (5.4), involucra un
matriz menos dispersa que la correspondiente al esquema (5.3), debido a la
presencia de la matriz B*B.

= Si bien el esquema primal no permite establecer claramente un orden de con-
vergencia, se necesitan muchos menos grados de libertad (N, = 28321) para
obtener resultados mas precisos, que con la malla mas fina (N, = 301862)
en el esquema mixto.
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