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Resumen

En la primera parte de este trabajo se presenta la comparacion de dos métodos numéri-
cos para la resolucién de un problema de sedimentacion no reactiva para plantas de trata-
miento de aguas servidas (PTAS) con area de seccién transversal variable. La comparacién
es motivada por la diferencia en la eficiencia de ambos métodos. Se presentan simulacio-
nes para tanques con diferentes tipos de geometria y se comparan ademas las soluciones
aproximadas obtenidas por ambos métodos y un estudio sobre la convergencia de ambos
métodos.

En la segunda parte, se presenta un modelo reducido para el proceso de sedimentacion
reactiva tipo batch, se muestra un método numérico para la aproximacion de la solucién
el cual involucra ingredientes desarrollados para el caso no reactivo. Se presentan simu-
laciones obtenidas a partir del método numérico propuesto bajo diferentes condiciones
iniciales; test de Kynch, test de Diehl y test de lodos sobrecomprimidos. Y se muestra una
breve comparaciéon del comportamiento de la degradacion del nitrato para las simulaciones
obtenidas del test de Kynch y test de Diehl.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

El agua es uno de los recursos naturales més importantes para el ser humano, el cual
juega un rol imprescindible tanto en la vida cotidiana como en procesos industriales. La
utilizacion de éste recurso genera grandes volumenes de agua contaminada, que en el caso
especifico de las aguas servidas provenientes de pueblos o municipios (ciudades), deben ser
enviadas hacia aguas receptoras (rios, lagos o el mar), a la tierra o bien reutilizadas.

Las plantas de tratamiento de aguas servidas (PTAS) son empleadas para la purifi-
cacion y consecuente reutilizacion del agua, como también son utilizadas para disminuir
el impacto ambiental que causaria vertir éstas aguas sin un proceso previo al medio am-
biente. En general las PTAS se componen por diferentes niveles de tratamiento (niveles
operacionales), una distribucién cémun por niveles se compone por el nivel preliminar
que corresponde a la remocién de grasa y materiales sélidos de mayor tamano como ha-
rapos, palos, elementos flotantes que pueden causar problemas operacionales durante el
proceso, el nivel primario en el cual se elimina una porcién de los solidos en suspension
y materia organica de las aguas residuales, seguido de éste, el nivel primario avanzado
mejora la remocion de sélidos en suspension y la materia organica de las aguas residuales,
normalmente logrado mediante la adicién de quimicos o de filtros. El nivel secundario que
corresponde al nivel de eliminacion de la materia organica biodegradable y de los sélidos
suspendidos, se incluye normalmente la desinfeccién en este nivel. El nivel secundario con
eliminacion de nutrientes en el cual se eliminan compuestos orgénicos biodegradables,
sélidos en suspensién y nutrientes (nitrégeno, fésforo, o ambos). El nivel terciario en que
se remueven los residuos solidos suspendidos, después del nivel secundario. Y por tltimo
el nivel avanzado en el cual se eliminan los materiales disueltos y suspendidos restantes
después del tratamiento biolégico normal cuando sea necesario para diversas aplicaciones
de reutilizacién del agua (Tchobanoglous et al., 2003). En la Figura 1.1 se muestra un
diagrama de una planta de tratamiento de aguas servidas estandar.

Para la separacién de los sélidos en el nivel secundario se utiliza generalmente un tan-
que sedimentador secundario (T'SS), en el cual se produce la separacién sélido/liquido de
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Figura 1.1: Diagrama de una planta de tratamiento de aguas servidas.

la suspension mediante el proceso de sedimentacion por efecto de la fuerza de gravedad,
produciendo asi un flujo constante de agua clarificada y otro de lodo ya sedimentado. La
simulaciéon numérica del proceso de sedimentacién que se lleva a cabo en el TSS sirve para
estudiar la evolucién con respecto al tiempo del comportamiento de la sedimentacion en el
tanque bajo distintas condiciones operacionales. Los modelos para la simulacién numéri-
ca del proceso pueden ser en una o mas dimensiones espaciales, no obstante muchos de
los software computacionales utilizados para simular este proceso son basados en mode-
los unidimensionales, que en algunos casos tienen limitaciones considerables como es el
caso del método de Takdcs et al. (1991). Por otro lado se buscan modelos derivados de
ecuaciones diferenciales e implementaciones de esquemas numéricos que permitan agilizar
los tiempos de simulacién del proceso, y a su vez reproduzcan los fenomenos que ocurren
durante el proceso. El modelo unidimensional de Biirger-Diehl junto con una “metodologia
consistente de modelamiento” (o CMM por sus siglas en inglés) se presenta en Biirger et
al. (2011), sentando las bases de una serie de trabajos multidiciplinarios en el tema. El
estudio del proceso de sedimentacién mediante el modelo de Biirger-Diehl hasta ahora se
ha concentrado en modelos uni-dimensionales definidos para recipientes cilindricos. Este
trabajo se concentrarda en modelos aproximados cuasi-unidimensionales, para los cuales
la descripcién de la geometria del recipiente es dada por una funciéon de area transversal
variable con respecto a la profundidad del sedimentador. El modelo extendido es entonces
un modelo que permite simular geometrias distintas a la dada por el clasico sedimenta-
dor cilindrico (drea transversal constante), como por ejemplo recipientes cénicos o con
geometrias mas complejas.



La matematica subyacente bajo un modelo de sedimentacién tanto unidimensional
como multidimensional en ecuaciones en derivadas parciales para el TSS representa un
problema matematico que involucra aspectos del anélisis matematico y numérico de leyes
de conservacion y de ecuaciones parabdlicas fuertemente degeneradas, ademas de leyes de
conservacion con flujo discontinuo respecto de la coordenada espacial, abarcando asi un
amplio campo de estudio.

1.2. Estado del arte

La teorfa desarrollada por Kynch (1952) muestra que bajo la imposicién de que la velo-
cidad de las particulas en el proceso de sedimentacién tipo batch dependa tinicamente de la
concentracion local de las particulas, el proceso se puede modelar a partir de una ecuacién
de conservacion, ademas se muestra la resolucion mediante el método de las caracteristicas
y se realiza un estudio sobre los supuestos necesarios para la correcta implementacion de
un modelo.

Un modelo y método numérico comuinmente usado en simulaciéon de plantas de trata-
miento de aguas servidas es el provisto por Takacs, Patry y Nolasco (1991), el cual se basa
en balances de masa por capas, ademés de considerar hipdtesis heuristicas para ajustar
datos o solucionar problemas dentro del desarrollo del modelo. Este modelo pasa a ser
objeto de comparacién en los trabajos realizados por Biirger et al. (2011, 2012) y que se
presentan en un breve resumen mas adelante.

El trabajo realizado por Diehl en 1996 presenta un estudio tedrico sobre ecuaciones de
leyes de conservacion no lineales con flujo discontinuo y término singular. Se estudia la 1ini-
cidad de este tipo de ecuaciones introduciendo la denominada Condicion ', que representa
una generalizacién de la clasica condicion de entropia para leyes de conservacion escala-
res, se muestra ademads la aplicacion de este tipo de ecuaciones al caso de sedimentacion
continua (sin considerar los efectos de compresién ni dispersién) y la solucién aproximada
mediante un método que satisface la Condicion I'. Por otro lado el trabajo de Jeepsson
y Diehl (1996) muestra la comparacién de dos métodos numéricos en la simulacion del
proceso de sedimentacién en PTAS, el primero se denomina método de Diehl que consi-
dera una aproximacién de la funcién de flujo (que incluye la funcién de densidad de flujo
batch de Kynch) dada por el flujo de Godunov, y el segundo es el conocido método de
Takacs definido en Takécs et al. (1991). Se comparan las aproximaciones dadas por ambos
métodos y se concluye que las soluciones obtenidas por el método de Diehl son realistas,
ademas se comenta que el método de Diehl converge a la solucién de entropia cuando el
nimero de capas aumenta, no asi el método de Takéacs que considera sélo 10 capas y el
cual contempla el mismo nimero de capas como parametro de ajuste. En el trabajo de
Diehl (2000) se muestra el impacto que un area transversal convergente (con respecto a la
profundidad) tiene en el aumento de la concentracién de descarga.

Un modelo matemaético unidimensional para sedimentacion batch y continua que con-
sidera el area de la seccion transversal del sedimentador variable con respecto a la pro-
fundidad es propuesto por Biirger, Damasceno y Karlsen (2004). El modelo considera el



efecto de la compresién y el método numérico propuesto utiliza una aproximacion de la
funcién de flujo dada por el flujo numérico de Engquist-Osher (1981). Se utiliza el método
de las caracteristicas para determinar la solucién en ausencia de compresion considerando
sedimentadores cilindricos y cénicos, se comparan las soluciones para estados estaticos con
diferentes valores de concentracion en el fondo del sedimentador y se muestran algunas
soluciones obtenidas con el método numérico para el caso no estacionario.

En el trabajo realizado por Biirger, Karlsen, Risebro y Towers (2004) se considera un
modelo de sedimentacién continua basado en la ecuacion de conservaciéon de masa escalar
considerando sedimentadores ideales con seccion transversal constante. Se presenta una
nocion de condicion de entropia basada en la condicién de entropia de Kruzkov, junto con
una serie de lemas técnicos y resultados esenciales para finalmente demostrar la unicidad
de la solucién de entropia en la clase de funciones BV (la condicién de entropia a menudo
es denominada “condicién de entropia BV;”). Se define un esquema numérico basado en el
flujo numérico de Engquist-Osher y se demuestra la convergencia del método numérico a la
solucion de entropia BV;. Por otro lado el trabajo realizado por Biirger, Karlsen y Towers
(2005) muestra la extension de la condicién de entropia dada en Biirger et al. (2004) ahora
considerando el caso de un sedimentador en cuyo interior el area transversal es constante
y que en el exterior cambia de definicién. Se define el Modelo 1 el cual considera la seccién
transversal interior constante con respecto a la profundidad, y el denominado Modelo 2 que
considera la seccién transversal interior variable. Se define un esquema numérico (basado
en diferencias finitas) para la resolucién del Modelo 1 y se demuestra la convergencia a
la solucién de entropia BV;. Ademds se estudia el caso estacionario y se obtienen algunas
soluciones estacionarias del problema bajo diferentes condiciones de alimentacion.

Un esquema de tipo “upwind” es utilizado por Biirger, Coronel y Sepilveda (2006)
para la resolucién numérica de un problema de valores iniciales y de frontera de una
ecuacion diferencial parabdlica fuertemente degenerada que modela distintos tipos de se-
dimentacion; sedimentacién por gravedad, sedimentacion centrifuga en un tubo giratorio
y sedimentacion por rotaciéon de una canasta. La ecuacion diferencial presentada en este
trabajo posee una funcién de flujo més general que la dada por Kynch para sedimentacién
batch. Se realiza un cambio de variable espacial para simplificar el analisis y se determi-
nan una serie de cotas que permiten mostrar la convergencia del método a la solucién
de entropia (condicién de entropia definida en Biirger et al., 2005). Ademéds se muestran
algunos resultados numeéricos para diferentes funciones de area de seccion transversal. El
cambio de variables utilizado en este trabajo es definido en el Capitulo 3 de este trabajo
y la resolucion utilizando este cambio de variables se denomina Método 2.

El modelo para sedimentacién continua denominado modelo de Biirger-Diehl, el cual
considera una funcién de flujo que depende discontinuamente de la posicién espacial y de la
funcién de flujo batch propuesta por Kynch (1952), también incorpora un término singular
el cual describe el mecanismo de alimentacién, un término degenerado para la compresién y
un término de dispersién para la turbulencia producida por el mecanismo de alimentacién.
Este modelo es propuesto por Biirger, Diehl y Nopens (2011). En este trabajo se presenta
la metodologia a seguir para un modelamiento consistente en plantas de tratamiento de
aguas servidas (PTAS) y se presenta un método numérico basado en diferencias finitas



para la obtencién de la solucion aproximada. Se presentan ademas simulaciones obtenidas
con el método numérico propuesto, analizando los cambios producidos al ir incorporando
los efectos de compresion y dispersion respectivamente, se muestra también la ventaja
de utilizar este modelo y resoluciéon numérica comparado con el propuesto en Takacs et
al. (1991) el cual produce soluciones fisicamente incorrectas al considerar el denominado
Test de Diehl (concentracién inicial localizada por sobre un bloque de agua). En Torfs et
al. (2012) se utiliza el modelo de Biirger-Diehl considerando funciones de compresién y
dispersion dadas por De Clercq et al. (2008), en este trabajo se presenta una generalizacion
a la funcién de flujo dada en Takécs et al. (1991), ademéds se muestra que el niimero de capas
propuesto por el método de Takacs es insuficiente para aproximar una correcta solucién
y se comenta que el supuesto de que la concentracién de desborde y de descarga sean
iguales a las concentraciones en el tope y fondo del sedimentador es errénea dado que la
masa aun fuera del sedimentador se conserva. En Biirger et al, (2012) se utiliza el modelo
de Biirger-Diehl planteado en Biirger et al. (2011) y se comparan dos aproximaciones
distintas para el flujo numérico, una denominada método G que utiliza una aproximacién
basada en el flujo de Godunov para la funcién de densidad de flujo batch de Kynch, y
la otra denominada método EO que considera una aproximacién del flujo utilizando el
método de Engquist-Osher. También se presenta en este trabajo una demostracién de que
la aproximacién del flujo numérico propuesta en Takécs et al. (1991) en general no es
mondétona, ademas se muestra que la aproximaciéon de flujo dada por Lax-Friedrichs pese
a ser monotona no garantiza la monotonia del esquema numeérico general y se mencionan
otras aproximaciones al flujo compresivo que no son conservativas. Se comparan ademas
las soluciones obtenidas por el método G versus el método de Takécs.

El trabajo de Biirger et al. (2013b) representa una continuacién a los antes mencionados
(Biirger et al., 2011, 2012), en este trabajo se presenta detalladamente la implementacién
computacional del método numérico empleado para la resolucion del modelo de Biirger-
Diehl, se presentan los pseudocodigos utilizados para la aproximacién de la funcién de
densidad de flujo batch de Kynch mediante el método de Godunov, junto con el pseudoco-
digo de la primitiva de la funciéon de compresién. Se comparan las soluciones aproximadas
para diferentes intervalos de accién de la funcion de dispersiéon, ademads se muestra que
la concentraciones de efluente y descarga cumplen con la conservacion de masa. Los tra-
bajos realizados por Biirger et al. (2011, 2012, 2013b) s6lo consideran el caso de seccién
transversal constante.

Otros modelos han sido propuestos por diferentes autores, entre ellos se destacan los
trabajos de De Clercq et al. (2008), Diehl & Jeppsson (1998), Dupont et al. (1995), Ekama
et al. (1997) Henze et al. (1987), Plész et al. (2007) y Queinnec et al. (2001).

1.3. Conceptos importantes

Se define el sistema de leyes de conservacion unidimensional

du of

—(l‘,t)-i-%

o (u(z, 1)) =0, (1.1)



conu : RxR — R™ el vector de variables conservadas (o variables de estado), y f: R™ —
R™ el vector de flujos. A la ecuacién anterior en general se incluyen condiciones iniciales
y de frontera. La ecuacion asi definida serd denominada hiperbdlica si la matriz funcional
Ouf es diagonalizable (valores propios reales) y se dira que es estrictamente hiperbdlica si
ademas de ser diagonalizable los valores propios de 0, f son todos distintos. Un método
clasico de resolucién de ecuaciones hiperbodlicas es el método de las caracteristicas. Se sabe
que las soluciones a la ecuacién (1.2) dado un dato inicial u(x,0) = ug(x) (que puede
ser discontinuo) en general no son suaves, por lo cual es necesario buscar soluciones en el
sentido débil. En adelante nos referiremos a (1.2) sélo para el caso m = 1. La formulacién
débil de (1.2) queda dada por

Vo € C (R x [0, 00)) - /R/Ooo @% + f@)%) 1 dx—i—/Ruo(x)gb(x, 0)dz = 0. (1.2)

Las discontinuidades de la solucion u que son compatibles con la formulaciéon débil de
(1.2) deben cumplir con la condicién de Rankine-Hugoniot.

Definicién 1.3.1 (Condicién de Rankine-Hugoniot). Suponemos una discontinuidad ais-
lada que se desplaza a lo largo de una curva suave I' : x = z(t), esto significa que u(z,t)
es diferenciable en una vecindad suficientemente pequena de z(t), donde u satisface la
ley de conservacién en el sentido cldsico (1.2). Sea s = 2/(t), entonces la condicién de
Rankine-Hugoniot esta definida por

_ f(ul) - f(ur)
Uy — Uy
donde
wy = lim wu(z,t).
z—z(t)F

La sélucién débil en general no es tinica, por lo cual es necesario introducir un concepto
de admisibilidad, la denominada condicién de entropia (solucién fisicamente relevante).

Definicién 1.3.2 (Condicién de entropia de Kruzkov). Una solucién u de (1.2) se deno-
mina solucién débil en el sentido de Kruzkov o solucion débil de Kruzkov si cumple la
desigualdad

0 0

“u— K|+ — - _ <

O~ k-2 (sl — ) (F() ~ F(R) <0 VR R,
en el sentido distribucional, es decir Vk € R, ¢ € C5° (R x [0,T]), ¢ > 0:

/ / (1= 155 + sen ) () = ) 57 ) e =0,

X

para algin T € R.

Se dice ademés que la ecuacion (1.2) es de flujo discontinuo si la funcién f es discontinua
con respecto a la variable espacial. Las ecuaciones con flujo discontinuo revisten mayor
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complejidad que aquellas en que el flujo es diferenciable o continuo. Este tipo de ecuaciones
introduciendo un término forzante singular ha sido estudiada por Diehl (1995), junto con
su aplicacién a sedimentacién continua (Diehl, 1996).

En el transcurso de este trabajo el término ecuacién parabdlica fuertemente degenerada,
serd utilizado para referirse a una ecuacién parabdlica (de segundo orden) cuyo compor-
tamiento varia dependiendo de la funcién incégnita. Un ejemplo de esto es la ecuacion
diferencial de segundo orden del tipo

Ou of 028
S @)+ = (u(e,0) = 55 (ula, ), V(e,t) € Rx [0,T] (1.3)

con S funcién no negativa tal que

S(u) {:O s?OSuSuC,
>0 siu> ue

donde u. € R*. Notar que la ecuacién (1.3) es de tipo hiperbdlica de primer orden para
u € [0,u.] y parabdlica de segundo orden cuando u > .

En adelante se considera el conjunto IIy := R x (0,7 para algin T' € RT. Se define
M(I17) como el espacio de medidas de Radon finitas en Ilr.

Definicién 1.3.3 (Espacios BV y BV;). Se define el espacio de variacién acotada BV (Ilr)
como el espacio de las funciones localmente integrables W : Il — R tales que 0, W, 0, €
M (II7). Ademas se define el espacio BV;(Ilr) como el espacio de las funciones localmente
integrables W : Il — R tales que ;W € M (Ilr). Observar que BV (IIy) € BV;(Ilr).

El espacio BV, juega un rol fundamental en el estudio de las soluciones de entropia
para la ecuacién parabdlica fuertemente degenerada en trabajos relacionados (Biirger et
al, 2005).



Capitulo 2

Modelo matematico

2.1. Descripcién del proceso

El proceso de sedimentacion, espesamiento o clarificacion, consiste en la operacion de
separar parte del liquido de una suspensién para obtener un flujo de agua clara o liquido
més puro y por otro lado materia mas densa obtenida de la suspension. En nuestro caso
para el tratamiento de aguas servidas el término clarificacion es el mas indicado, dado que
se desea recuperar agua lo mas clara (pura) posible. El mecanismo que se considera en este
trabajo es el de clarificacién producido por fuerza de gravedad, es decir, la fuerza de gra-
vedad hace gran parte del trabajo al provocar el movimiento de las particulas méas densas
en direccién hacia abajo (hacia el suelo o centro de la tierra). Se denomina sedimentador
o tanque al recipiente que contiene la suspension y en donde se lleva a cabo la separacién
solido-liquido, éste tltimo esta compuesto por un mecanismo de alimentacién, uno de des-
carga y otro de desborde, de los cuales en el de alimentacion se introduce suspension al
interior del tanque, y las otras dos se extrae materia densa y agua clara respectivamente.
El tanque se considera con seccién transversal horizontal circular, cuyo radio varia con
respecto a la profundidad con respecto a un eje vertical.

En la Figura 2.1 se aprecia el diagrama de un sedimentador, en ella se pueden identificar
tres niveles importantes, el nivel de desborde, dado en z = — H, que corresponde a la parte
superior del sedimentador, el nivel de alimentacion, dado en z = 0 que corresponde donde
al nivel en donde se introduce la suspensién de alimentacién y el nivel de descarga en
z = B, es decir en la parte inferior del sedimentador y en el cual se extrae la materia més
densa. Ademaés se definen zonas importantes dentro y fuera del sedimentador, la zona de
desborde que corresponde a la zona en la cual se extrae el flujo de desborde, en general se
encuentra el agua pura o con una baja concentracion de particulas, la zona de clarificacion
dada para profundidades comprendidas entre —H y B, la zona de espesamiento dada entre
z =0y = B en la cual la concentracién suele ser elevada hacia el fondo, y por tltimo la
zona de descarga dada para profundidades superiores a z = B y es en esta zona donde se
extrae el flujo de descarga.



caudal de alimentacién Qg

P agua clara

nivel de desborde
A LY

nivel de alimentacion

z=0- -~ Q. caudal de desborde

Area transversal:

A(z) = mr(2)

>~ suspensién

nivel de descarga

“~ sedimento

caudal de descarga

Qu

Figura 2.1: Esquema de un sedimentador con drea variable. A la izquierda
se aprecia el sedimentador junto con sus niveles y los caudales de alimen-
tacion @y, desborde Q). y de descarga (), H representa el alto de la zona
de clarificacién y B el alto de la zona de espesamiento. A la derecha un
diagrama con el drea del corte transversal horizontal. El drea A depende
de la profundidad z.

2.2. Suposiciones y ecuacién del problema

La deduccién de las ecuaciones del modelo ya fueron estudiadas en Biirger et al. (2004),
Biirger et al. (2005) y Biirger et al. (2011), en estos trabajos la ecuacién gobernante o
ecuacién principal, se desprende de la ecuacién de conservacion de masa (o de continuidad)
considerando la funcién de flujo dada por Kynch (1952), el efecto de compresion y el de
dispersiéon, ademas de los efectos producidos por la alimentacién en z = 0. A continuacién
se muestra la deduccién de las ecuaciones extraida de los trabajos antes mencionados.

Para desarrollar el modelo a partir de las ecuaciones que rigen el comportamiento fisico
del proceso de separacion se tienen en cuenta los siguientes supuestos:

1. La concentracién de particulas es uniforme en una capa horizontal. La concentracion
varia con respecto a la profundidad.

2. Los efectos producidos por la pared son despreciables.

3. La velocidad de sedimentacion en la zona de no compresion depende tinicamente de
la concentracion de los sélidos

4. La velocidad de sedimentacién tiende hacia cero cuando la concentracién se aproxima
a la concentracion maxima denotada por Cay.

La primera suposicion implica que el problema es en una dimension espacial, es decir,
sélo hay dependencia con respecto a la profundidad (eje vertical) denotada por z y medida
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en metros. La incognita de nuestro problema es la concentracion con respecto a la profun-
didad y al tiempo ¢ medido en segundos, denotada por C' := C(z,t) medida en kilogramos
por metro ctibico (kg/m?). Como se vio en la seccién anterior el tanque esta comprendido
entre z = —H y z = B, siendo z < —H la parte exterior superior y z > B la parte exterior
inferior al tanque. Se considera la ecuacién de conservaciéon de masa unidimensional para
la concentracion de sélido en un fluido

oc 0

A(Z)E + &

(A(z)Cvg) = 0, (2.1)
donde —H < z < B parat > 0y v representa la velocidad del sélido. Eventualmente
se considera t < T con T el tiempo final del proceso. Reemplazando en la ecuacion de
continuidad 1 — C' en lugar de C' y la velocidad del fluido v en vez de v, la ecuacion de
conservacién de masa para el fluido queda dada por

oc 0

—A(2) 7+ == —~ =0, -H<z<
AR) o + 5 (A) 1= C)wr) =0, —H<2<B, >0, (2.2)
Definiendo el flujo
Q= A(2) (Cvs + (1 = C) vy), (2.3)
y sumando las ecuaciones (2.1) y (2.2) se obtiene
0
5, Q1) =0, —H<z<B t>0.
z

Esto implica que Q(-,t) es constante como funcién de z, es decir: Q(z,t) = Qp(t) para
—H <2< B,yt >0 con @p una funcién que sélo depende del tiempo. Por otro lado
definiendo la velocidad relativa v, := v, — ¢, la cual es una cantidad objetiva y por lo tanto
se pueden introducir ecuaciones constitutivas en términos de ella. Utilizando la ecuacion
(2.3) se determina la relacién

@p(t)
A(z)

C'US = C + C(l - C)Ura

la cual al ser reemplazada en (2.1) se encuentra la ecuacién

9(AE)C) + 9 <QD(t)C + A(2)C(1 — C’)vr) = 0. (2.4)
ot 0z

A partir de la teorfa de Kynch se supone que v, = v,(C) y ademds v, se representa en
términos de la funcion densidad de flujo de sedimentacion batch fi, la cual es usualmente
diferenciable a trozos y satisface fox(C) =0 para C' < 00 C' > Cpax. La funcién densidad
de flujo batch de Kynch satisface

for(C) > 0, 0<C < Chax,
fék(o) > 07
fl;k(cmax) S 0
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Se considera que el sedimentador es alimentado con una suspension a una concentracion
Ct := Ck(t) con flujo volumetrico Qs := Q¢(t) en z = 0. Este término es incorporado a la
ecuacién (2.4) a través de la distribucién delta de Dirac como un término fuente singular.
Por otro lado el modelo provisto por la teoria fenomenoldgica de sedimentacién en Biirger
et al. (2011; 2012; 2013b) denominado modelo Biirger-Diehl incluye en la velocidad v, los
efectos de conveccion dados por la funcién fi descrita por Kynch, de compresién y de
difusién (debido a la alimentacién en z = 0), esto es
1
et (AO) = leam©) 4 dugt i) 5 ),

donde domp incluye como factor la derivada del esfuerzo unidimensional del sélido o.,(C) :=
d(0.(C))/dC, el cual satisface

v (Cz,t) =

ooy =0 HC<Ce 25)
>0 sC>C.,

donde C. es una concentracién critica que depende del material en el que las particulas
sélidas comienzan a tocarse. El término dg;sp, involucra los efectos de dispersion producidos
por la alimentacién en z = 0 y actiia sobre un intervalo reducido (de longitud menor que
H y B) centrado en z = 0. Reemplazando v, en (2.4) obtenemos la ecuacién

P S Qo1 + AC) = 5 (A {deom(©) + diy )} 5 )
+ Qr (t) Cr (t) 6(2).

(2.6)

Se supone que el flujo volumétrico o caudal volumétrico () se compone de dos funciones
dependiendo de z, el caudal de desborde @, := Q.(t) > 0 para z < 0y el caudal de descarga
Qu = Qu(t) > 0 para z > 0 ambos caudales de salida del sedimentador, cumpliendo ambos

la relacion Q(t) = Qo(t) + Qu(t), asi

) —Qe(t) siz <O,
@M”_{@ﬁ) siz > 0.

Ademas se supone que ambas fases se mueven con la misma velocidad en la tuberia, con
lo cual v, = 0 fuera del equipo. Lo anterior permite extender el dominio espacial para
z < —H y z> B, asi la ecuacién (2.6) se escribe en su forma general como

L A (A(z) {3(2) deomp (C) + dasp (2, Q¢ (1))} 2—0) (2.7)

ot 0z
+Qx (t) Cr (t) 6(2),

donde la funcién de flujo F' queda dada por

—Q.(t)C para z < —H,
—Q.(t)C + A(2) fix (C)  para — H < z <0,
(t)C + A(2) fox (C) para 0 < z < B,

)

F(C,z,t) =
Qu
Q.(t)C para z > B



y la funcién indicador del interior

1, si —H<z<B,
V(z) = .
0, siz<—-Hoz>B8B.

Se supone conocido el perfil inicial de concentracién a lo largo del sedimentador, esto
es
C(2,0) =Co(z), —H<z<B

y en la frontera sélo se requiere que se conserve la transferencia de masa hacia z < —H y
z > B respectivamente, lo cual queda dado al escribir la ecuaciéon gobernante en su forma
extendida, para la correcta implementacién de un método numérico se deberan incluir
celdas extras en la discretizacion.

La ley de conservacion de masa establece que la tasa de incremento de masa en un
intervalo arbitrario (z1, z9) de la profundidad es igual al flujo de entrada (®|.—.,) menos
el flujo de salida (®|,—,,) més la produccién dentro del intervalo, es decir

%/z2A(Z)C'(Z,t) dz = {®|.—., — P[.—.,} +/ Qs (t) Ct (1) 6(2) dt, (2.8)

21

donde el flujo total ® estda dado por

oC

) (C’, a—C, z, t) = F(C,z,t) — (7(2)A(2)deomp (C) + A(2)daisp (2, Qs (1)) 5

0z
La ecuacién (2.8) es la forma integral de la ecuacién principal. Aqui la funcién de flujo
convectivo, que envuelve la funcién de densidad de flujo batch dada por Kynch es

fbk (C) = thS(C’),

donde vys es la velocidad de sedimentacién obstaculizada (Kynch (1952)). La funcién
deomp = deomp (C') representa la compresibilidad del sedimento, y la funcién de dispersién
daisp = daisp (2, Q) incorpora la mezcla de concentraciones de lodo inferior y superior, ésta
funcién agrupa varios mecanismos relacionados con la densidad y corrientes turbulentas
producidos por la alimentacién cerca de z = 0.

Bajo el supuesto de que las particulas siguen las corrientes de agua en los tubos de
salida, las concentraciones en el exterior del tanque son independientes de las areas de los
tubos (Diehl, 2000). Esto nos permite suponer que la funcién de drea en el exterior del
sedimentador queda dada por

Alz) = A(-H) siz<—H,
Y7YAB) siz>B.

La funcién de compresion deomp €s dada en Biirger et al. (2005)

S ol .
dcomp(c) - (ps — pf) q hS(O) e(c)7 (2 9)
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donde ps v pr < ps son las (constante) densidades de masa de sélido y fluido, g es la
acceleracién de gravedad, y o, = 0,(C) es la funcién esfuerzo efectivo del sélido, cuya
derivada satisface (2.5). La funcién de dispersién dgis, €s a menudo obtenida como el
producto de la velocidad del fluido y alguna escala de longitud caracteristica (Anderson y
Edwards, 1981; Lee et al., 2006). Para capturar la mezcla de fenémenos causados por la
entrada de alimentacion, establecemos

i (2, Q1 (1) = 75 10,1 (1), (2.10)

donde L es una funcién continua, que es cero a cierta distancia de la entrada. El modelo
captura que una vez que una porcion de barro en suspensién abandona el sedimentador a
través de una de las salidas, este no retorna, si restringimos al interior

=0 siz<-Hyz2>08B,
>0 si —H<z<B.

daisp (2, Q1 (1)) {

Los ingredientes dgisp ¥ deomp Son independientes el uno del otro, pudiendo asumir que no
hay compresién deomp = 0 0 que no hay dispersion dgisp, = 0 0 ambas.

2.3. Funciones constitutivas

Las funciones constitutivas en el modelo estan dadas por vps(C'), 06(C) y daisp (2, Q).
Para la velocidad de sedimentacion obstaculizada una opcion es utilizar

vps (C) = voe ™V, (2.11)

donde vy es la velocidad de sedimentacién méaxima tedrica y ry es un parametro. Otra
expresion comun es la funcion doble exponencial propuesta por Takacs:

vps(C) = méx {0, min {2g, vg (e*"h(cfcmfn) — e*?’p(C*Cmfn))}} ’

donde vy y vy son las velocidades de sedimentacién maxima practica y tedrica respecti-
vamente, 1, y 1, son pardmetros de sedimentacién, y Cym es la concentracién cuando
vps = 0. Existen otras expresiones para vy las cuales no han sido calibradas en el CMM,
pero que no serian dificiles de implementar dada la estructura del CMM.

Para el esfuerzo sélido efectivo 0.(C), De Clercq et al. (2008) propone la siguiente
formula semi-empirica basada en modelacion a la inversa utilizando datos experimentales:

0 si C' <,

oe(C) = aln (1+C_CC> si C' > C,

(2.12)

con parametros empiricos a, S > 0. Funciones empiricas han sido sugeridas para dcomp
directamente (Vaccariy Uchrin, (1989); Cacossa y Vaccari, (1994)). Para definir la funcién
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deomp se utiliza la ecuacion (2.9) junto con (2.11) y (2.12), ademds de la propiedad 2.5,
esto es

0 si0<C <.,

dcom C - S —rve
p( ) Ps Vg € siC<Cl

g(ps—pr) (B+C —Co)
Para la funcién de dispersién dgisp, utilizamos una funcién que cumpla con la ecuacion
(2.10), escogemos

2 2
a1Qr exp (1 j|£|(/6)é(2()é€gf)> si|z] < @,

0 si |z > aaQs

daisp (2, Qs (1)) = (2.13)

donde «a; y ay son pardametros positivos («; contiene A). En particular, ap@Qs determinan
el tamano de la regién de dispersién. En (2.10) se requiere que

min (H, B)
méx Q(t)

t>0

Qo <

2.4. Propiedad de la ecuacién gobernante

Se observa que la ecuacién gobernante (2.7) tiene distintos comportamientos depen-
diendo de la profundidad y de la concentracién, asi la ecuacién es:

hiperbdlica de primer orden para C' < C. 0 z ¢ [—asQf, anQl,
parabdlica de segundo orden para C, < C' < Cpax 0 2 € (—anQf, asQy).

Por lo tanto la ecuacion diferencial es del tipo parabdlica fuertemente degenerada. Esta
ecuaciéon posee ingredientes que hacen que su analisis sea particularmente complejo, entre
ellos se destaca que la funcién de flujo F' es discontinua con respecto a la variable espacial
y no lineal, que posee un término singular introducido mediante la distribucion de dirac,
el término degenerado (no lineal) que involucra las funciones deomp ¥ daisp que implica un
cambio en el orden de la ecuacién y que ademas produce una degeneracion de la ley de
conservacién no lineal de primer orden.

Las soluciones para ecuaciones de leyes de conservacion no lineales son en general dis-
continuas y deben ser definidas como soluciones débiles, en nuestro caso dada la naturaleza
de la ecuacién (2.7) se debe introducir una condicién de entropia adecuada para este tipo
de ecuaciones.

2.5. Solucién de entropia

Para el caso de una ecuacién diferencial hiperbdlica algunos ejemplos de condiciones
de entropia son las dadas por Lax (1957), Oleinik (1963) o Kruzkov (1970). La condicién
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de entropia considerada para el problema de valores iniciales definido por la ecuacién
(2.7), més la condicién inicial para el caso de un sedimentador cuya funcién de drea es
constante en el interior con cambio de definicién hacia el exterior del tanque en ausencia
de dispersion (dgisp = 0) es presentada en Biirger et al. (2005), En trabajo realizado por
Biirger et al. (2006) se utiliza una funcién de area variable que no admite discontinuidades
y que tampoco considera el efecto de la dispersion para la definicién de la condicién de
Entropia. En ambos trabajos para definir la condicién de entropia se utiliza un cambio
de variables que permite transformar la ecuaciéon diferencial a una forma conservativa,
la condicion es denominada solucion débil entropica BV, y considera la regularidad de la
funcién en el subespacio L' (II7) N BV, (II7), que a su vez sea sélucién débil de la ecuacién
diferencial, que la funciéon cumpla la condicién inicial en el sentido de la topologia fuerte
de L', junto con la continuidad de la primitiva de la funcién de compresién en la frontera
del tanque y un tipo de desigualdad de Kruzkov que considera la discontinuidades en el
flujo.

El problema de la definicion de una condiciéon de entropia més general que considere el
caso de una funcion de area discontinua y el efecto de dispersion representa un problema
cuyo alcance no es el de este trabajo de memoria, esto se deja como un problema abierto
y representa un posible trabajo a futuro.
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Capitulo 3

Esquema numeérico

3.1. Método 1

El tanque es dividido en N capas equiespaciadas, es decir, cada capa tiene el tamano
Az = (H + B) /N. Se define ademés z; := jAz — H y 2zj41/2 := (j + 1/2)Az — H para
j=0,...,N —1 las posiciones en las cuales se localiza la frontera de cada una de las N
capas. La frontera del tanque esta localizada en zy = —H y zy = B. La j-ésima capa
corresponde al intervalo [z;_1, z;], 7 = 1,..., N. La solucién aproximada en cada una de
las capas la definimos por C; := C}(t), y representa el promedio de la solucién exacta en
dicho intervalo, esto es X

zj

C; C(z,t)dz.

1
La alimentacién del tanque se posiciona en la posicion z = 0 y dado que el valor de N es
un natural arbitrario, puede no coincidir con uno de los nodos z;, por lo cual se toma el

nodo j = jf mas cercano a z = 0,
H
Zje = _Az .

Entonces la alimentacién se encuentra en algin punto de (z;,_1, 2;,]. Este intervalo es de-
nominado capa de alimentacion. Para la correcta aproximacion de las derivadas espaciales
presentes en la ecuacién general, es necesario extender el dominio e introducir cuatro capas
extra, dos en la zona de efluente y dos en la zona de descarga, las cuales ademas permiten
obtener la concentracion en la zona de descarga. Considerando las capas extra de la misma
longitud Az, los puntos que conforman el dominio espacial son z; para j = —2,..., N +2.
Definimos ademas las concentraciones en la zona de efluente y de descarga por Co(t) = C_4

y Cu(t) = Cn42.

Se introducen las siguientes funciones:



con lo cual 8%(20) = dcomp(C')%. Ademés se definen

aD(C) aC

Jcomp(zat> = ’7(2> Oz y JdiSP(z7t) = ddisp( Qf( )) 9z

Con la introduccién de estas variables, la ecuacién gobernante se reescribe como

G(Aéj) ) _ ;’Z( (C,2,1) + ; (A(2) (Jeomp (2, 1) + Jaisp (2, 1)) + Q¢ (£) Ck () 6(2).

z

Aproximacién del flujo convectivo

El flujo convectivo para la interfaz entre dos celdas, en este caso, la celda j y la celda
J + 1 puede ser aproximado de la forma siguiente:

t

O

paraj=N+1, N +2

u

Qe(t) j+1 para j = —2,—1,
num Qe t + Az f parajzo’“"j _1’
Fj (Cj70j+1;2j+1/2,t> = (6)Ci1 ( J+1/2) bk,j = f
Qu t)CJ + A(Zj11/2) Fik s para j = jg, ..., N,
)

(
(

!

donde el simbolo * denota que para toda celda j-ésima fyy ; == fi ;(Cj, Cj41) puede ser
dado por el flujo de Godunov (x = G)

min C siC; <O
Cj§C§Cj+1fbk( )7 7 = Yi+l,

max C siC:>Ch.q.
cjzczcj+1fbk( ) j i1

f&,j =
o bien para cada celda por el flujo de Engquist-Osher (x = EO)

fbkj Jok (0 / méx{ fp,(s), 0}d5+/ B min{ i, (s),0} ds.

Se han elegido estos dos flujos numéricos en particular dado que son flujos numéricos
monotonos, propiedad que se utiliza para probar la monotonia del esquema total. Notar
que el flujo numérico de Lax-Friedrichs también es monétono, no obstante al considerar
este flujo numérico el esquema global no es mondétono.

Aproximacion del flujo compresivo y difusivo

Para cada celda j-ésima la aproximacién de los flujos compresivo y difusivo utilizando
diferencias finitas entre las celdas j y 7 + 1 quedan dadas por

num num
Jhum . f)/(z ) DJ‘H Dj
comp,j ) AZ
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num Cit1—Cj
Jdisp,j = ddisp(zj7 Qf(t)) %

La idea de este método es discretizar la ecuacién (3.1) utilizando un método de lineas
similar al expuesto en Biirger et al. (2013b) con la debida generalizacion al caso de drea
variable

de B F?]pum _ F’]nllin A(Zj+1/2)Jnum _ A(Zj71/2)l]num

_ comp,j comp,j—1
dt A(zj)Az A(zj)Az (3.2)
.\ Alzj1/2) sy — Alzi—1/2) Sy L@ MG ) /Zj §(s)ds |
A(zj)Az A(z;)Az zj-1 ‘

3.2. Método 2

La idea de este método es realizar un cambio de variables espacial donde la profun-
didad es reemplazada por el volumen acumulado. Este método fue propuesto en Biirger
et al. (2006) con la diferencia que en nuestro caso se aplica a sedimentacién continua que
considera efectos de difusion. Se realiza el cambio de variables

x(z) = /Z A(n)dn, con %(z) = A(2). (3.3)

—H

Utilizando regla de la cadena la ecuacién (3.1) se reescribe como

aoc 0 0
e = T FC 1) o (A) (Teomp, 1) + Tai 2, 1)
x Ox (3.4)
Qr (1) Cr () '
e )
Aqui la incégnita esta dada por C := C(z(z),t), el drea en la nueva variable A(x) :=

A(z(x)) y los flujos convectivo, compresivo y difusivo son
F(C,z,t) :=F(C,2(x),t),  Teomp(®,t) := Jeomp(2(2), 1),  Taisp(x,t) = Jaisp(2(2), ).

Observamos que la nueva ecuacion puede ser tratada de forma similar a la anterior
(ecuacién (3.1)) llevando a cabo los cambios de variables en cada uno de los términos que
intervienen en la ecuacién. La nueva variable x se encuentra entre 0 y B = f_BH A(s)ds,
el volumen total del sedimentador. Se subdivide el nuevo intervalo en N celdas donde
x; = jAx, j =0,..., N representan los extremos de cada celda y xj1/2 = (j + 1/2)Ax,
7 =0,..., N—1sus centros. Para la correcta implementacion de las condiciones de frontera
al igual que antes se introducen cuatro celdas adicionales, las celdas —1, 0, N+1y N +2
de longitud Az. Entonces el método de lineas con el cambio de variables queda dado para
cada 7 =—1,..., N + 2 por
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a; A" - N A (2j1172) T 5 — A (w5 1/2) Tos 1

dt Ax Ax (3.5)
A (y11/2) Ty = A*(@5-1/2) Thiplya | Qe (1) Ce(t) (7 '
+ d(s)ds,
Ax Ax (25-1)
donde para cada j = —1,..., N + 2 los operadores y funciones que aparecen en el nuevo
esquema se definen por
Cj = C(Z(‘Tj)at)v "T_}mm = anum(chcj-i-lv Z($j)>t)v
Dj = D(CJ) Dj+1 - Dj
’ Teomp,j = V(2(25)) —=—F—,
Ale) = Ale(ay), nTES
A(zj41/2) = A(2(2j41/2)), Tdiopj = daisp(2(), Qs (¢ ))%-

Con nivel de alimentacién en la nueva variable dado por

vo= |5 [ aman]

Notar que una vez encontrada la soluciéon mediante el método 2, al volver el cambio de
variables de x a z mediante la inversa de la transformacién dada en (3.3), la distancia
entre cada uno de los nodos en z depende de la forma que tenga la funcién A, con lo cual
no necesariamente tienen la misma longitud, y en consecuencia, la malla en general no
sera equiespaciada con respecto a la variable espacial.

3.3. Aproximacion derivada temporal

Ambas formulaciones dan origen a un método completamente discretizado utilizando
una aproximacion de la derivada temporal. Para este trabajo utilizamos el método de Euler
Explicito. Sea t" con n = 0,1,2, ... los puntos de tiempo discreto y At tal que t" = nAt
para cada n € N, utilizando el método de Euler explicito, los esquemas dados en (3.2) y
(3.5) quedan dados por

At <ijlm — anllin> + ﬁ(A(ZjJrl/?) comp] A(ZJ 1/2) comp] 1)

n+1 __ n __ "
A v TEN Az A=) (3.6)
o AL iy - Ay i) | MOOCE [ g,
Az A(Zj) A(ZJ>AZ Zj—1 .
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y

n n At num num At num num
G =Cf = (" = ) + & (A @y2) Tt — A (@51/2) Toomup.j1)
+ Az (A (xj+1/2)jdisp,j - "4 (':C] 1/2)\7dlsp] 1) + A$Qf (t) Cr (t) /( )5(8) ds.

(3.7)

Definiendo G := G(C7,,CF, CF 15 25412, zj 1/2, 2;,2j—1) como el operador dado por el
lado derecho de (3.6) y el operador G :=G(C}1,C}, Oy 354172, Tj1)2, T4, ¥j-1) definido
por el lado derecho de (3.7), ambos métodos quedan escrltos de forma compacta como:

C’}Hl = G( i1 O 0?713Zj+1/2vzj—1/2ﬁzj7zj—1) (3.8)

C;'H_l :g( Jn-l-lv Jnvcjn 1 Lj+1/2, Tj— 1/2) (39)

El valor de At depende en cada método del valor de Az y Ax respectivamente, la relacién
en ambos métodos se busca de forma que el método sea estable y convergente mediante
una condiciéon CFL, esto se estudia en siguiente capitulo. Notar que el esquema numérico
definido por (3.8) es no conservativo, pues la ecuacién escrita sin realizar el cambio de
variables es no conservativa, por otro lado el método definido por (3.9) es conservativo.
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Capitulo 4

Condicion CFL

4.1. Condiciéon CFL método 1

La condicién CFL es obtenida de tal manera que el esquema numérico sea mondtono,
es decir que se cumpla:

0G _\ 0G _  0G
ocr, = acy = Y acy,

>0 Vj.

Para realizar los calculos de las derivadas de cada uno de los términos que componen
G de forma ordenada definimos para cada j = —1,...,N + 2 el operador Jii" :=
num n n n .
( Gl Cj ) ijp Zj+1/25 Bj—1/25 %js zj-1) dado por

tot,j
num __ num num
tot,; — A(ZjJrl/Q)Jcomp,j + A(Zj+1/2)‘]disp,j’

con esta definicion el operador G queda dado por

At At
=C"%" - — —  (phum __ pmum
G C] A(zj)Az ( J j—1 ) +
t

At Qg (t)C (t) [*
Az)Bz /Z d(s)ds.

Jj—1

JAum __ ynum )

W ( tot,j tot,j—1

+

Las dos funciones que se han propuesto para la aproximacién del flujo fp (Godunov
y Engquist-Osher) son monétonas y por lo tanto sirven para poder realizar el andlisis
de monotonia del esquema general, sin embargo para hacer los cédlculos utilizaremos la
aproximaciéon dada por Engquist-Osher fE° dado que se define a partir de una integral.

Definimos para cada celda j-ésima:
by o= max {fiy (C;), 0} > 0,
Fiiey = min {f{,(C}),0} < 0.

Luego se observa

EO EO EO EO
9 bk,j bk,j—1 e+ 9 bk,j  pr+ 9 bk,j—1

— /= — . _— = . = /77~.
an—i—l - fbk,]—i—l? 80j_1 bk,j—11 80] bk,j y aCJ fbk,]
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Utilizando las definiciones de J2X™ .y Jjium

comp, ]
ddisp,j
de los casos se tiene que

disp,j°
= doomp(Cj), Aj = A(2;) v Ajr1/2 = A(2j11/2), calculando la derivada en cada uno

ddisp(zj7 Qf (t))a

junto con las notaciones deomp ; 1=

Mdcomp,() i J - 17
num num A— . .
0 (Jtot i tot,jfl) _ JA;/Z (dcomp,j—l + ddisp,j—l) S17) = 27 ceey N7
80]7-1_1 ANAJer/2 dcomp,N si ] =N + 17
0 sij<0o0j=N+2,

\

la cual es no negativa, dado que todos los términos involucrados son mayores o iguales a

cero, ademas

0 si g <0,
_8<anum_F;nBin) _ ] 1/2fk] 1 Sij:]—v"'ajﬁ
aCJn—l Qu() J 1/2fbk] 1 Sl]:jf+177N+1a
Q. (1) sij=N+2,
también es mayor o igual a cero, luego G/ 0C?_; > 0 para todo j. De similar forma vemos
que
(A sij =0,
num num A o .
0 (']totj - tot,jfl) JX;/Q (dcomp,j+1 + ddisp,j) 51 ) = 17 s 7N - 1a
a ]+1 AN+1/2dcomp7N+1 Si ] _ N,
w sij=—-1o0j>N+1,
es positiva, y que
Qe (1) s1) <0,
o =) ) Qo) = Al sii=1, 0
a ]-‘rl _Aj+1/2fbk,j Slj:jf+1,,N+1,
Qu (t) sij=N+2,

también lo es,

por lo tanto 0G/OC?

.1 > 0 para todo j. Luego solo se requiere analizar los

casos en los cuales 0G/ (?C]” > 0, dado que estas derivadas involucran una gran cantidad
de términos las escribimos en cada uno de los niveles por separado

zona de desborde j = —1:

oG

zona de desborde j = 0:

oG _ 1
ocy T A

At

1
A_l Az

Qe (1),

At
A (Al/beko + Qe (t )) (AZ)Q (Al/Qdcomp,O)) )
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zona de clarificacién j = 1:

oG 1 /At , L
aC{L =1~ A_ (E (A3/2fb’li1 - A1/2fb7k,1 + Qe (t))
+£2 ((A3/2 + A1/2) deomp,1 + A3/2ddisp,1) )
(Az)
zona de clarificacién j =2,..., 5 — 1:

0G 1 /At , ,_
aCJn =1- A_j (A_Z (Aj+1/2fb’1:j - Aj—l/Qfﬂk,j + Qe (t))

At

+ (A2)2 ((Aj—1/2 + Aj+1/2) dcomp,j + Aj+1/2ddisp,j —+ Aj—1/2ddisp,j1)> ,

nivel de alimentacion j = j:

0L
acr A; \ Az
At

(Ajerr/afin s, = Ajryafii, + Qe (1) + Qu (1)

+ (D) ((Ajerrsz + Ajm12) deomp g + Ajesr/2daisp.je + Ajf—1/2ddisp,jf1)) :
zona de espesamiento j = j;+1,..., N — 1:
oG 1 (At _
acy =1- I (A_z (Ajajafid; — Ajorjafie; + Qu (tn)
At
+W ((Aj—1/2 =+ Aj+1/2) deomp,j + Aji1/2ddisp,j + Aj—l/deisp,jfl) ;

nivel de descarga j = N:

oG 1 [ At _
acy, =1- Ay (A_z (AN+1/2f{)’£N - AN&/zf{,’k’N + Qu (ta))
At
+(Az)2 ((AN+1/2 + AN—1/2) dcomp,N + AN—l/zddisp,Nq) )

zona de descarga j = N + 1:

=1
8017@1 Anp

oG 1 ( At At )

A_Z <_AN+1/2fl/),k_,N+1 + Qu (tn)) + (A—Z)2 (AN+1/2dcomp,N+1)

zona de descarga j = N + 2:
oG 1 At

=1- —Qu (ty) .
acy ., Aniann (o)
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Donde se observa que 0G/ 0C? serd mayor o igual a cero siempre y cuando se cumpla que
para cada celda j-ésima

1 At / /=
1 Z A—] (A_Z (Aj+1/2fb71j,_j - Ajfl/Qf]:;kyj + Qe (t) + Qu (t))
At

+ (AZ)Q ((Aj+1/2 + Ajfl/Q) dcomp,j + Aj+1/2ddisp,j + Ajl/Qddisp,j—1)> ,

Lo cual dado que en el lado derecho todos los términos presentes son no negativos, es
posible concluir

At max{Q¢ (1)} max{A(z)} . 2At
Az min {A(z)} i min {A(z)} (fbkj fbk’j) i (Az)?

<Hdcomp|roo+||ddispuoo>) <1,

en donde se tiene que

fbk] fbkg_max{fbk( 3),0} —min { f;,(C;),0} = [fi,(Cy)],

por lo tanto

afﬁq 3 fii j—1

L T = | L (CH|, ¥V

80] acj ’fbk( ])|7

Entonces para verificar la desigualdad (4.1) basta con que se cumpla
At max {Qr (1)} N max {A(z)} ||f ot 2A¢t
Az min{A(z)} min{A(z2)} Pl (A Z)2

(||dcomp||oo+||dd15p||00)) > 17

la cual implica una restriccién para At dependiendo de Az del tipo

L maxi@e (@)} | 1 maxqdla)) o
= (Az min{A(z)} +AZ min{A(z)}”fkaoo
2 max{A(z)} . -
A2 min {A(2)} (”dcomp|!oo+llddlsplloo))

4.2. Condiciéon CFL método 2

Para obtener la condicion CFL del método 2, similar al caso anterior definimos para
cada j =1,..., N + 2, el operador J2™ = jnum(C?H,C] s Tjt1/2,%5,) dado por

tot,j tot,j
Teoty = A (@j51/2) Toomp. + A (T 501/2) Tdiapes
con el cual el operador G se puede reescribir como
At 2(25)
G =y = S0 (7 = F) + S (T — T )+ Qe Cele) [ (s s

z(wj-1)
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Para determinar la propiedad de monotonicida, notamos que
Tiotg (Clia, € jaya, @) = Jior 3 (Cli, CF s 2(2 41 /2), 2(25)) AT 41/2),
y ademas dado que
Fm — FP = F(Cy, Cip, 2(x5), 1) — F(Cj-1,Cj, 2(j-1), 1),

se puede deducir (obviando los argumentos) que

(Tt — Taig) 0T
e =~ AlT) 20,
acy, acy, TR
FEm oA o)

y ademas

num num num
0 (‘-7t - tot,jfl) . aJtot,j

ot,j

A(xj11/2) > 0,

acr,, -~ acr,
O(F o) oo E)
acr,, acr,, =

Esto nos permite concluir que 9dG/9C}' | > 0y 9dG/9C},, > 0. Sélo queda mostrar en
que casos la derivada con respecto a C}' es no negativa. Esto al igual que antes podemos
determinarlo a partir del método 1, dado que

0 (Tt — Tawsy) 0 (St Alwsins) — Tt 1 Alw-1/2)) v

GCJ” 80?
Fm ) o)
8C}1 86;‘
Entonces
ag o At 8 num num At ajtrgﬁ.r; ajtrgg?fl
8C]’-L =1~ E@C}L (F] - Fj—l ) + Ar ( 865? A(%’H/?) - a—CJnA(fL"j—l/?) :

Con lo cual utilizando los calculos dados para el método 1, se puede concluir que el método
2 serd mondtono siempre y cuando para cada celda j-ésima se cumpla la desigualdad

At -
1> o (Al = Azl + Qe (ta) + Qu (t)
At
+ (Al’)Q <<A§+1/2 + A?—1/2) dcompg’ + A§+1/2ddisp7j + A32'—1/2ddisp,j—1) ,
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considerando fyy - = min { f{, (C"), 0}, f e = max { 1, (C}), 0}, daisp; = dasp(2(25), Qs (tn)),
deomp,j = deomp(C}), Aj = A(:Uj) v Aji1/e = A(xjq1/2). En consecuencia, la desigualdad
anterior se cumple si

A
1> 2 2mix (A} |t mi {Q: (1))
A
+ 2mie (A0} 5 (oo ).

lo cual nos permite encontrar la restriccion para At dada por la condicién

At < (Ai (i {A(@)} || Flelloo+ méx Qs (6)])

i {A20)} s ldeompllo o))

4.3. Comparacién de las condiciones CFL del método
1ly2

De las condiciones CFL obtenidas para ambos métodos (4.1) y (4.2) se observa que

min{A(z)}(H + B) < /_H A(z)dz = min{A(2)}Az < Az

1
<

1
< Az min{A(z)}Az

de donde utilizando el hecho de que min{A(z)} = min{A(z)} y que max{A(z)} =
max{A(x)} se tiene la desigualdad

max {Q; (t)}  méax {A( )
Az +

max {Qr (1)} N max {A(2)}

}
I finlleo < min {A(z)} Az min {A(2)} Az

I foclloc-

luego es posible afirmar que cuando se verifique

méx { A%(z)} < max{A(z)}
Ax? ~ min{A(z)}Az?

o equivalentemente

2

(H i B /_]Z A(z) dZ) > max {A(z)} min{A(z)} (4.3)

la condicién CFL del método 2 entregara una cota mayor que la del método 1 para cualquier
valor de N y por lo tanto un valor de Az més grande. Para funciones que no cumplan
con la desigualdad (4.3) la dependencia de cual condicién entrega una mayor cota recae
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Figura 4.1: Diagrama de la seccién transversal vertical del sedimentador
definido por la funcién de area dada en (4.4). Ejemplo de un sedimentador
que no satisface la condicién (4.3).

en los valores (ordenes de magnitud) de méax {Q¢ (£)}, || fixlloos ||dcomploos || ddisplloc ¥ IV en
consecuencia no se puede concluir una ventaja del método 2 sobre el método 1 en cuanto
a condicion CFL a priori. Un ejemplo de funciéon de drea que no satisface la desigualdad
(4.3) es la funcién

10m?2 siz<0.1
Az) = § 107 stz < 0lm, (4.4)
9 m? siz>0.1m

para H =1my B =3m, ya que
B
/ A(2)dz =0.1 x 10+ 3.9 x 9m® = 36.1m*
-H

luego

(H i 5 /B A(2) dz>2 ~ 81.45 < 90 = mix {A(z)} min{A(z)}

—-H

Considerando ||dcompl/oo; ||daisplloos || fixllco ¥ N con los valores

max {Q (t)} = 6.944 x 1072 m?/s,
I ficllo = 9.639 x 104 m/s,

2.155 x 1074 m2/s,

[ daisploc 6.944 x 107" m?/s,
N = 100

[ deomp|l o
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y reemplazando en ambas condiciones CFL se obtienen los valores

At' < (0.61541) s ~ 1.6249s,
At < (0.65634) s ~ 1.5236s.

Es decir, bajo estos valores la condicion CFL del método 1 entrega una cota mayor a la
del método 2. No obstante existe una amplia gamma de sedimentadores cuya geometria
y consecuente funcién de drea transversal satisfacen la condicién (4.3), ademds de ser
considerablemente mas ventajosa en casos en que el area de seccion transversal tiene una
gran diferencia entre el area de seccién transversal maxima y el area de seccién transversal
minima. Los valores considerados para evaluar ambas condiciones CFL son determinados a
partir de las funciones elementales utilizadas para las simulaciones realizadas en el proximo
capitulo (los valores de los pardmetros). En el capitulo siguiente ademdas se muestran
algunas simulaciones en las cuales el método 2 es efectivamente més ventajoso que el
método 1, lo cual tiene una importante repercusion en los tiempos de simulacién para
valores elevados de N.
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Capitulo 5

Simulaciones

En trabajos previos se han realizado simulaciones bajo distintas condiciones del modelo
Biirger-Diehl. En Biirger et al. (2011) se pueden ver el comportamiento del modelo y
método numérico dado por Biirger-Diehl sin los efectos de la compresién y dispersion
(deomp = 0y daisp = 0), considerando solamente el efecto de la compresion (dgis, = 0)
y considerando ambos efectos (deomp Z 0 ¥ daisp Z 0) con daisp, del tipo acos (mz/2b)
en un intervalo |z| < b con a y b pardmetros, para el caso de la seccién transversal
constante, también se muestran simulaciones del método dado por Stenstrom-Vitasovic-
Takacs (Stenstrom 1976; Vitasovic 1989; Takacs 1991) para el modelo dado en Takacs et al.
(1991), mostrando los errores que se producen en el método-modelo de Takéacs al simular el
Diehl-Test y la falta de generalidad de este ultimo en comparacion con el método Biirger-
Diehl. En Biirger et al. (2012) se realizaron simulaciones comparando dos métodos distintos
para la aproximacion del flujo F', la diferencia entre una aproximacion que utiliza el flujo
numérico dado por Engquist-Osher a la totalidad de la funciéon F' denominado “Método
EQO” y el otro en el que se aplica una aproximaciéon dada por el flujo de Godunov sélo a
la funcién fy aplicando una aproximacion de tipo upwind al otro sumando presente en F'
denominado “Método G”, se muestran ademas las simulaciones comparando el método de
Takacs versus el Método G. El comportamiento del método numérico variando el intervalo
en el cual actia la funcién de dispersién se puede ver en Biirger et al. (2013b), ademads
del comportamiento bajo condiciones de flujo de alimentacién altas (Q¢ grande) con y sin
dispersién, mostrando que en dichos casos también se satisface el principio de conservacion
de masa para los flujos de desborde y descarga.

El interés de estas simulaciones es investigar el comportamiento del modelo de Biirger-
Diehl bajo la extensiéon al caso de sedimentadores con area variable, mostrar las diferen-
cias entre dos formas de resolucion distintas, denominados en los capitulos anteriores por
Método 1 y 2 respectivamente. El primer método es una extensién natural a los trabajos
realizados anteriormente en el modelo de Biirger-Diehl (Biirger et al., 2011, 2012, 2013b),
mientras que el segundo método posee una condiciéon CFL mas ventajosa que el primero
para sedimentadores cuya diferencia entre el area maxima y area minima es grande.

Las funciones constitutivas vps, 0e ¥ daisp, (2.11), (2.12) y (2.13), fueron establecidas en
Biirger et al. (2012, 2013b). Los parametros presentes en estas funciones que se consideran
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Figura 5.1: Grafica de las funciones constitutivas vps, 0e y dgisp junto con
las funciones fyx y deomp utilizadas en las siguientes simulaciones.

en este trabajo fueron dados en Biirger et al. (2013b) y son vy = 3.47m/h, ry = 0.37 m?3 /kg,
a = 4.00Pa, B = 4.00kg/m?, p; = 1050kg/m3, Ap = 52kg/m?, g = 9.81m/s? y C,. =
6.00 kg/m3. Ademsds para la funcién de dispersion dgisp, se considera o; = 0.001 m!,
ag = 7.2s/m? y un caudal volumétrico de alimentacién Q;(t) constante en el tiempo dado
por Qr = 0.0694m3 /s junto con Q.(t) = 0.0472m3/s, Qu(t) = 0.02m?/s (Qr = Q. + Q.)
y una concentracién de alimentacién que varia en el tiempo dada por

4.0kg/m? sit < 100h,
Cr(t) = { 3.7kg/m® i 100h < t < 250h,
4.1kg/m?® sit > 250h.

Se considera un perfil inicial C'(z,0) con una concentracién elevada hacia el fondo del
sedimentador, una concentracion inferior a la critica en el centro y concentraciéon nula
(agua clara) en la zona de clarificacién, dato lineal a trozos con respecto a la profundidad
dado por

0, si z < Om,
C(z,0) := Cy(z) =< 0.7, si0m<z<1m,
2(z—1)+6 siz>1m.

Este perfil de concentracion inicial es similar al utilizado en las simulaciones 1,2 y 3 dadas
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Figura 5.2: Gréfica de la concentracion inicial Cj con respecto a la profun-

didad z.

en Biirger et al. (2013b), permite ver el comportamiento de la solucién bajo un dato inicial
que no es diferenciable ni continuo.

5.1. Geometria del sedimentador

Para las simulaciones se considera H = 1 y B = 3 y un volumen constante para
cada tanque dado por Vj = 5767 m® ~ 1809.5574m?, con el cual al aplicar el cambio de
variables en cada caso obtendremos B = V. Los tres primeros los consideramos con una
geometria conica, dados por un cono truncado, convergente o divergente con respecto a la
profundidad z. El radio de la seccién transversal de éste tipo de tanques es una recta en
funcién de la profundidad z, y el area puede ser representada por

A(z) = A_pg (a(z + 1) +1)°, (5.1)

donde A_g es el area de la seccién transversal en z = —H y a es un parametro que
determina la pendiente del cono. Los valores utilizados para los tres primeros tanque de
modo que posean el volumen V[ son

Tanquel: A_p =19%67rm?y a = —0.073536732.
Tanque 2 : A_py =361rm? y a = —0.207915459.
Tanque3: A_py=257m?y a=0.641427568.

El cambio de variables para éste tipo de seccién transversal queda dado por

x(z) =A_g /_Zl (a(s+1)+1)* ds = A3_GH ((a(z +1) +1)° = 1),
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donde la inversa de dicho cambio es

1 ) 1
2(z) = — \3/3ax+A_H—a+ . 0m® <z < 576mm?.
a

a —-H

El cuarto tanque para z < z. lo consideramos con una geometria cilindrica, y para z > z.
como un cono truncado invertido (convergente con respecto a z), donde z. € (—1,3).
Considerando z, = 1 el area de la seccién transversal en este caso es constante hasta el
punto z = 1 y luego varia de acuerdo con la ecuacion (5.1), es decir

A_py, si —1Im<z<1m,

T 4: Az) =
anque (2) {A_H(a(2—1)+1)2’ si lm<z<3m.

Aqui el drea en z = —H estd dada por A_gy = 1967 m? y al igual que antes el valor de a
es escogido de tal manera que el volumen sea V), el cual es a = —0.344363690. El cambio
de variables para este tipo de tanques queda dado por

Ay (z2+1), si —1Im<z<1m,
x(2) =q Ay 3 -
— ((a(z=1)+1)"=1)+2A_y, si Im<z<3m
y la inversa de dicho cambio
(1/A_g)x — H, si0m? <z <2A g,

z(xr) = 1—a )
) 03 ;_H{’/?’a(ﬂ’?—zA—H)-i‘AfH— 7 si 24 g < z < 576rm?.

Para el quinto tanque consideramos una relacion entre z y el radio dada por una funcion
cuadratica del tipo z(r) := r?/a — b/a, con a, b constantes (a # 0) y r el radio del tanque.
Con la relacién anterior podemos determinar el area en funcién de la profundidad z dada
por

Tanqueb: A(z) = A_g (a(3—2) +0b),

considerando el drea en —H dada por A_y = 272.25mm? y las constantes a = 0.235537315
y b= 0.057850738 de tal modo que el tanque posea volumen Vj. Para este tanque el cambio
de variables queda determinado por

(5.2)

2
x(2)=A_g (—322 + Ba+b)z+ fat b) :

y la inversa a dicho cambio la obtenemos de las raices del polinomio dado en (5.2) consi-
derando x constante, esto es

b b\’ b2
z(x):3+—i\/<3+—) +(7+2—— ‘ ),
a a a aA_pg

de las cuales se descarta el signo positivo pues z — (3 + %) < 0 para todo z ya que z < 3m,
en consecuencia

b b\’ b 2 . 5
2(x) =3+ - — 34+—-) +|7T+2-— , 0m’ <z <576mrm°.
a a a aA_g
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Figura 5.3: Diagrama de la seccién transversal vertical del tanque 6 (iz-
quierda) y de otro tanque con igual funcién de drea de seccién transversal
(derecha) pero con distinta geometria.

Por 1ltimo, consideramos un tanque cilindrico de radio 12.5m con un obstaculo locali-
zado en el interior, cerca del nivel de alimentacién z = 0 m, ademés de una menor area de

seccién transversal del tanque en z = —1 y 2z = 3. El obstaculo se considera cilindrico con
eje radial dado por el del tanque, de radio 7, = 9.8994949 m y altura 0.5 m, posicionado
entre z=0my z=—0.5m. El radioen 2z = —1m y z = 3m queda dado por 3m. Este

tipo de tanque posee una funcién de area de seccion transversal discontinua con respecto
a la profundidad z. La funcion de area con respecto a la profundidad esta dada por

156.257m? si —1lm<z< —05mo0m< z < 3m,
Tanque6 : A(z) := ¢ 58.25mrm? si —0.5m <z < 0m,

97 m? siz<—1mo z>3m.

Es importante recalcar que al ser el modelo en una dimensién espacial, se capta solo
parcialmente la geometria del sedimentador, pues pese a que el tanque 6 representa un
cilindro obstaculizado, el modelo es indiferente entre éste tanque y uno compuesto por
cilindros centrados y posicionados uno sobre el otro con secciones transversales iguales a
las dadas en cada tramo de la definicion de la funcién de area del tanque 6, siendo estas
dos geometrias completamente distintas, ver Figura 5.3. El cambio de variable para esta
funcién de area discontinua (constante a trozos) esta dado por

(o (2 + 1) si z=—1m,

156.257 (z + 1) si —1m< z< —0.5m,
x(z) = ¢ 58.25mz +107.257  si —0.5m < 2 < 0Om,
156.25m2 + 107257 si0m < 2z < 3m,
(97(2 —3) +576r  siz=3m.

La transformacién inversa z = z(z) se determina despejando en cada tramo z en funcién
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Figura 5.4: Diagramas de los tanques 1 al 6, considerando el corte trans-

versal vertical.

de x, esto es

p

\

Recordar que la funcion de area es extendida hacia los exteriores del sedimentador
replicando los valores en los respectivos extremos z = —H y z = B. No obstante, dado
que el area fuera del sedimentador no es considerada al realizar el calculo Az, el mapeo
de los valores de las concentraciones obtenidas por el Método 2 en las celdas fantasmas es
realizado en la posicion espacial correspondiente a la dada por el Método 1, esto ultimo
no implica una perdida de generalidad, y sirve para realizar una mejor comparacion entre

(
(156.25m))x — 1

(58.257))z — (107.25/58.25)
(156.257))x — (107.25/156.25)
(

(1/(9m))x — 1
(1/
z(x) = ¢ (1/
(1/
(1/(97))z — 61

los valores obtenidos por ambos métodos.
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Figura 5.5: Solucién aproximada para N = 100 con el Método 1 (a) y con
el Método 2 (b) para el tanque 1 hasta un tiempo final de 600 horas.

5.2. Comparacion de los métodos 1 y 2 bajo distintas
geometrias.

A continuacion se presentan seis simulaciones de las soluciones aproximadas a las ecua-
ciones (3.1) y (3.4), utilizando los métodos 1 y 2 dados en (3.2) y 2 (3.5) respectivamen-
te para los seis tanques mostrados en la seccion 5.1. Para las simulaciones se considera
N =100, con lo cual Az =4/100m = 0.04 m para el Método 1 en todas las simulaciones
y la condicién CFL para el Método 1y 2 estédn dadas en (4.1) y (4.2) respectivamente. Las
iméagenes para de las soluciones en cada una de las simulaciones fueron construidas utili-
zando 101 capas temporales equiespaciadas, con lo cual representan un total de 104 x 101
nodos.

5.2.1. Simulacién 1 (Tanque 1).

Dado que la variacién del area en la seccion transversal con respecto a la profundidad
z en el tanque 1 es reducida (Amsx/Amm =~ 2), la simulaciéon como era de esperar es similar
a la dada por un sedimentador con seccion transversal constante, lo cual se puede ver en
Biirger et al. (2013b).

Como se aprecia en la Figura 5.5 (b) con el Método 2 hacia el fondo (z = 3m) se
obtienen pasos espaciales (Az) cada vez més grandes, esto es debido a que el drea de la
seccién transversal disminuye con respecto a la profundidad (menor niimero de nodos hacia
el fondo). La diferencia entre las divisiones espaciales para ambos métodos en el interior
del tanque se pueden apreciar en la Figura 5.6. El paso temporal y el debido tiempo CPU
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Figura 5.6: Diagrama de los nodos z;_1/, para j = 1,...,100 con el Método
1 (constante) y con el Método 2 (variable) de la simulacién 1.

bajo iguales condiciones de computo son

Método 1: At = 1.30061s & tiempo-CPU = 17.084899s,
Método 2: At = 1.43583s & tiempo-CPU = 13.848419s.

En este caso ambos valores de At no difieren notablemente, no obstante la diferencia
en el tiempo CPU entre el Método 1 y el 2 es de aproximadamente 3 segundos, siendo
levemente mas rapido el Método 2 sobre el Método 1. La diferencia entre ambas soluciones
para tres tiempos determinados (50, 150 y 500 horas) se pueden ver de la Figura 5.7. Para

Tiempo: 50 h Tiempo: 150 h
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Figura 5.7: Comparacién de la solucién aproximada por el Método 1 y 2
en t = 50h (izquierda), ¢ = 150h (centro) y ¢ = 500h (derecha) para el
tanque 1.
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Figura 5.8: Solucién aproximada para N = 100 con el Método 1 (a) y con
el Método 2 (b) para el tanque 2 hasta un tiempo final de 600 horas.

t =50h yt = 150h se ve que el Método 2 aproxima de mejor forma la discontinuidad
dada para concentraciones cercanas a C. y cerca de la alimentacién (z = 0), esto es debido
a que la malla para el Método 2 es més fina para valores de z < 1 (ver Figura 5.6) que
la malla dada para el Método 1. En el caso de t = 500h se aprecia claramente que el
Método 1 toma valores inferiores a los obtenidos por el Método 2 para concentraciones
positivas e inferiores a la critica. En los tres casos (perfiles de tiempo) se observa que para
concentraciones superiores a la critica ambos métodos se comportan de forma similar.

5.2.2. Simulacién 2 (Tanque 2).

Para esta simulacion puesto que la geometria del tanque 2 posee una gran variacion
entre el drea de la seccién transversal médxima (1927 m?) y el drea de la seccién transversal
minima (3.19843%7 m?), el cuociente entre ambos valores es grande Apsx/Amm ~ 35.28963
y en consecuencia la condicién CFL para el Método 1 disminuye considerablemente com-
parado con la misma condicion CFL para el caso de seccién transversal constante, en el
cual el factor es 1. La solucion aproximada para cada uno de los métodos se aprecia en la
Figura 5.8. Dado que el drea es reducida en el fondo del sedimentador (z = 3m), lo 16gico
es que se acumule material sélido en el interior del sedimentador conforme pasa el tiempo
y que en algiin momento suceda el desborde (concentracién positiva en z = —1m), este
comportamiento se ve reflejado en la solucién aproximada tanto para el Método 1 como
para el Método 2 y para un tiempo superior a las 400 horas sucede el desborde. Ambas
soluciones aproximadas poseen diferencias para tiempos superiores a 400 horas, en la zona
de clarificacién ( z < 0m) se observa que la solucién del Método 1 llega al desborde antes
que la dada por el Método 2, esto se puede deber a que la longitud de Az se hace cada
vez mas pequena para z < 0m en el Método 2.

Notar que para el Método 2 se tiene que zy_1/2 & 2.78 m, en consecuencia el Método 2
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Figura 5.9: Diagrama de los nodos z;_1/2 para j = 1, ...,100 con el Método
1 (constante) y con el Método 2 (variable) de la simulacién 2.

tiene la limitacién de determinar la concentraciéon hacia z = 3m en intervalos de longitud
considerablemente mas grande que en los obtenidos por el Método 1, esto se traduce en una
pérdida de precision de la solucion hacia ese sector, efecto contrario a lo que sucede hacia
z = —1m, ver Figura 5.9. El paso temporal y el tiempo CPU bajo iguales condiciones de
computo para ambos métodos estan dados por

Método 1: At = 0.074224s & tiempo-CPU = 289.352599 s,
Método 2: At = 0.434288s & tiempo-CPU = 48.384176s.

Tiempo: 50 h Tiempo: 150 h
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Figura 5.10: Comparacion de la solucion aproximada por el Método 1y 2
en t = 50h (izquierda), ¢ = 150h (centro) y ¢ = 500h (derecha) para el
tanque 2.
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Figura 5.11: Solucién aproximada para N = 100 con el Método 1 (a) y con
el Método 2 (b) para el tanque 3 hasta un tiempo final de 600 horas.

El paso temporal para el Método 2 con ésta geometria es aproximadamente 5.8 veces mas
grande que el dado por la condicion CFL del Método 2, lo cual explica que la diferencia
entre los tiempos CPU para ambos casos sea de aproximadamente 241 s, siendo el Método
2, casi 6 veces mas rapido que el Método 1. Para t = 50h el Método 1 asume valores
levemente inferiores al Método 2, siendo para valores de z inferiores a cero la diferencia
mas notable, en tanto para ¢ = 150 h no se aprecia gran diferencia entre ambos métodos,
en cambio para t = 500 h se observan diferencias en ambas curvas para valores de z cercano
az=-—lmyentre z=0myz=1/2m.

5.2.3. Simulacién 3 (Tanque 3).

En este caso el area de la seccién transversal crece conforme aumenta el valor de z,
teniendo el area maxima de la seccion transversal del tanque en z = 3m, este tanque se
denomina divergente con respecto a z y el cuociente entre el a&rea méaxima y area minima es
Amiax/Amin & 12.71429, menor al dado para el tanque 2 pero elevado con respecto al caso
constante. La logica en este tipo de sedimentador es que como el drea en z = 3 m es grande
no se acumule una gran cantidad de material con altas concentraciones (superiores a la
critica) dentro del tanque, esto se puede observar en la Figura 5.11 para ambos métodos,
no obstante en zonas cercanas al nivel de alimentacion se observa que la concentracién es
positiva con valores que no superan los 2.5 kg/m?, esto es debido al efecto de la dispersién
en dicha zona.

Para esta simulacién tenemos

Método 1: At = 0.205898s & tiempo-CPU = 102.607492s,
Método 2: At = 0.557925s & tiempo-CPU = 36.770268 s.

El paso temporal en el Método 2 es aproximadamente 2.71 veces mayor que el del Método
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Figura 5.12: Diagrama de los nodos z;_; 2 para j = 1,...,100 con el Método
1 (constante) y con el Método 2 (variable) de la simulacién 3.

2 y la diferencia en los tiempos CPU entre ambos métodos es de 65.837224 segundos. La
diferencia entre los pasos espaciales en el interior del tanque para ambos métodos se pueden
ver en la Figura 5.12, en este caso en el Método 2, Az es mas grande hacia z = —1m, y
mas pequeno hacia z = 3m, siendo 213 & —0.89m y 2y_1/2 = 2.99m.

De la Figura 5.13 en los tres perfiles se observa que son similares las soluciones para
concentraciones superiores a la critica, teniendo una notable diferencia para valores de z
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Figura 5.13: Comparacion de la solucion aproximada por el Método 1y 2
en t = 50h (izquierda), ¢ = 150h (centro) y ¢ = 500h (derecha) para el
tanque 3.
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Figura 5.14: Solucién aproximada para N = 100 con el Método 1 (a) y con
el Método 2 (b) para el tanque 4 hasta un tiempo final de 600 horas.

cercanos al nivel de alimentacién (aproximadamente entre z = —1/2m y z = 1/2m), esto
puede ser debido a que la longitud de Az es elevada para el Método 2 en esa zona. En
t =50h y t = 500h se ve una diferencia en la aproximacion del salto de discontinuidad
hacia la concentracién critica.

5.2.4. Simulacién 4 (Tanque 4).

Esta simulacion permite ver el comportamiento de ambos métodos para una funcion
de drea (de seccién transversal) que solo es diferenciable a trozos y continua. El cuociente
entre el drea maxima y el drea minima es Apax/Amm = 10.320914. Las simulaciones con
este tipo de geometria se aprecian en la Figura 5.14 para ambos métodos, en la cual se
observa que para valores de tiempo superior a 400 horas no se produce el desborde, lo
cual se podria esperar considerando que el area en z = 3m es reducida, no obstante el
comportamiento se asemeja al obtenido en la soluciéon aproximada para el tanque 1. Para
z > 1m la concavidad es similar a la de la soluciéon mostrada en la simulacién 2.

El paso temporal obtenido de la condicién CFL para ambos métodos como también el
tiempo CPU bajo iguales condiciones de computo estan dados por

Método 1: At = 0.151329s & tiempo-CPU = 138.088279s,
Método 2: At = 0.756162s & tiempo-CPU = 26.514696 s.

El valor de At obtenido por el Método 2 es aproximadamente 5.7 veces mas grande que
el obtenido con el Método 1, y a su vez éste método es aproximadamente 5.7 veces mas
rapido, con una diferencia en tiempo CPU de 65.499839 segundos.

Ya que el area de la seccién transversal para valores de z menores que 1 m es constante
al hacer el cambio de variables en el Método 2 el valor del paso espacial también es
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Figura 5.15: Diagrama de los nodos z;_; 2 para j = 1,...,100 con el Método
1 (constante) y con el Método 2 (variable) de la simulacién 4.

constante, esto es zj;1/2 — zj_1/2 = 0.029388 m para j tal que zj112 < 1m. A partir de
z = 1m, el drea deja de ser constante y toma la forma dada por la ecuacién (5.1), con lo
cual el paso espacial Az aumenta con respecto a la profundidad z. En este caso nuevamente
la posicién de los centros de cada celda difieren considerablemente entre ambos métodos,
siendo la diferencia hacia z = 3m mds notoria, esto pues zy_;/2 &~ 2.87m para el Método
2, ver Figura 5.15. En la Figura 5.16 se muestran las soluciones de ambos métodos en tres
tiempos distintos, t = 50h, t = 150h y t = 500 h. Para ¢t = 500 h las soluciones no difieren
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Figura 5.16: Comparacion de la soluciéon aproximada por el Método 1y 2
en t = 50h (izquierda), ¢ = 150h (centro) y ¢ = 500h (derecha) para el
tanque 4.
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Figura 5.17: Solucién aproximada para N = 100 con el Método 1 (a) y con
el Método 2 (b) para el tanque 5 hasta un tiempo final de 600 horas.

notablemente entre ambos métodos, en cambio para ¢ = 150h y ¢t = 50h se aprecian
diferencias en las aproximaciones de los saltos de discontinuidad.

5.2.5. Simulacién 5 (Tanque 5).

La geometria del tanque 5 difiere de las anteriores en el sentido que el radio de la seccién
transversal ya no varfa linealmente o linealmente a trozos (como es el caso del tanque 4)
con respecto a la profundidad. El valor del cuociente entre el area maxima y area minima
para este tipo de tanque estd dado por Ans/Amm =~ 17.285864 m. En la Figura 5.17 se
aprecia la solucién aproximada dada por ambos métodos, de las cuales se puede observar
que conforme aumenta el tiempo (por sobre las 250 horas), la concentracién aumenta hacia
z = —1m lo cual se puede interpretar como un posible desborde para tiempos superiores a
las 600 horas. Para esta simulacion el valor de At y el tiempo CPU bajo iguales condiciones
de cémputo para ambos métodos son

Método 1: At = 0.252929s & tiempo-CPU = 79.288439s,
Método 2: At = 1.435828s & tiempo-CPU = 13.788600 s.

En esta simulacion el Método 2 posee un valor de At que es aproximadamente 5 veces
mayor al dado por el Método 1, y es 5.2 veces més rapido, con una diferencia de tiempo
entre ambos métodos de 111.573583 segundos. Las diferencias entre las mallas para ambos
métodos se pueden ver en la figura 5.18, en la cual se observa que para el Método 2 hacia
z = 3m el valor de Az aumenta producto de la disminucion en el area de la seccién trans-
versal hacia el fondo del tanque, lo cual ya se habia visto en las simulaciones anteriores.
El centro de la tltima celda del interior del tanque para el Método 2 es zy41/2 ~ 2.858 m
y el centro de la primera celda del interior del tanque es 21/, =~ —0.9894 m.
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Figura 5.18: Diagrama de los nodos z;_; 2 para j = 1,...,100 con el Método
1 (constante) y con el Método 2 (variable) de la simulacién 5.

Las diferencias para los perfiles de tiempo ¢t = 50h, t = 150h y t = 500 h se ven en la
Figura 5.19, en donde sélo se aprecian diferencias considerables para t = 50h y t = 150 h
para valores de concentracién menores a la concentracion critica. En el tiempo ¢ = 500 h se
puede observar que ambos métodos aproximan de forma similar la discontinuidad cercana
a z = —0.5m evidenciando una leve diferencia en dicho salto de discontinuidad para
valores de concentracién tendiendo a cero.
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Figura 5.19: Comparacion de la solucién aproximada por el Método 1 y 2
en t = 50h (izquierda), ¢ = 150h (centro) y ¢ = 500h (derecha) para el
tanque 5.
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Figura 5.20: Solucién aproximada para N = 100 con el Método 1 (a) y con
el Método 2 (b) para el tanque 6 hasta un tiempo final de 600 horas.

5.2.6. Simulacién 6 (Tanque 6).

La funcién de drea A(z) en este caso es discontinua, esta funcién de drea sirve para
comparar el comportamiento de ambos métodos en el caso de area discontinua. Notar que
en éste caso el cuociente Ay /Amm = 17.3611m es levemente superior al valor obtenido
en la simulacién 5, no obstante el valor A,z es el ménor en comparacion con los demads
tanques, lo cual implica que el Método 2 en este caso serd mucho mas rapido que en
las otras simulaciones. En la Figura 5.20 se pueden ver las soluciones dadas por ambos
métodos. Se observa que en z = 0m la soluciéon dada por el Método 2 posee un salto de
discontinuidad significativo en comparacién con la solucién dada por el Método 1 en la
misma zona, este comportamiento erroneo de la solucion aproximada se puede explicar
debido a que en z = 0 m se tiene un punto de discontinuidad en la funcién de area, y entre
z=—05my z=0m el valor de Az es més grande. El hecho de que el comportamiento
dado por el Método 1 sea el correcto se desprende del estudio de convergencia mostrado
en la seccion 5.4.

El paso temporal para ambos métodos como también el tiempo CPU bajo iguales
condiciones de computo en esta simulacion son

Método 1: At = 0.1500815s & tiempo-CPU = 135.594841 s,
Método 2: At = 2.2256049s & tiempo-CPU = 8.885174s.

En este caso se tiene la mayor diferencia en los tiempos de computo, siendo el Método 1
aproximadamente quince veces mas lento que el Método 2, esto es debido a que el valor
de At sigue una proporcién similar entre ambos métodos, pues At obtenido del Método 1
es aproximadamente 14.8293 menor al obtenido por el Método 2.

Puesto que en este caso el drea es una funcién constante a trozos, los valores de Az
deberian ser también constantes a trozos, no obstante esto se puede asegurar sélo para
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Figura 5.21: Diagrama de los nodos z;_; 2 para j = 1,...,100 con el Método
1 (constante) y con el Método 2 (variable) de la simulacién 6.

celdas a las cuales no pertenezca alguna de las discontinuidades z = —0.5m o z = Om,
asi Az =~ 0.09888 para celdas completamente contenidas en (—0.5,0) y Az =~ 0.0369
para celdas completamente contenidas en [—1, —0.5) U (0, 3], ver Figura 5.21. La principal
diferencia para los perfiles de tiempo ¢t = 50 h, 150 h y 500 h de ambos métodos se aprecia
entre z = —0.5m y z = Om debido al salto dediscontinuidad que se produce en la solucién
aproximada por el Método 2 ya discutida anteriormente, esto se puede apreciar en la
Figura 5.22.
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Figura 5.22: Comparacion de la solucién aproximada por el Método 1 y 2
en t = 50h (izquierda), ¢ = 150h (centro) y ¢ = 500h (derecha) para el
tanque 6.
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Figura 5.23: Comparacion de la soluciones aproximadas por el Método 1
en t = 50h (izquierda), ¢ = 150 h (centro) y ¢ = 500 h (derecha) dadas en
las simulaciones 1 a la 5.

5.3. Comparacién por tanques:

Pese a que el volumen de cada uno de los tanques es el mismo, la diferencia en la
geometria de estos genera diferencias considerables en las soluciones obtenidas por ambos
métodos, siendo la geometria del sedimentador un aspecto relevante en la obtencién de
resultados mas realistas. En las Figuras 5.23 y 5.24 se pueden ver las diferencias entre
cada una de las simulaciones para cada uno de los seis tanques en ¢t = 50h, ¢t = 150h
y t = 500h de ambos métodos. Se observa que la soluciéon obtenida para el tanque 2 es
la nica de todas en alcanzar el desborde para ¢ < 600h, lo cual se puede explicar dado
que posee una reducida area de seccién transversal en z = 3m, el tanque 5 también posee
un area reducida en z = 3m y como ya se menciono, éste tiende al rebalse para valores
de t superiores a 600 h, no obstante el tanque con la menor area de seccién transversal
en z = 3m es el tanque 6, este tanque no presenta una gran acumulacion de material
sélido en su interior (ver simulacién 6) y no se aprecia una tendencia al rebalse como seria
de esperar, su comportamiento difiere en este sentido al dado por las simulaciones 2 y 5
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Figura 5.24: Comparacion de la soluciones aproximadas por el Método 2
en t = 50h (izquierda), ¢ = 150 h (centro) y ¢ = 500 h (derecha) dadas en
las simulaciones 1 a la 5.

respectivamente. Esto se puede deber a que la funcién de drea presenta discontinuidades en
z=—1m, —0.5m,0m y en z = 3m ademas de poseer la menor area de seccion transversal
en z = —1.

El tinico tanque con geometria denominada divergente considerado en las simulaciones
junto con el de funcién de area discontinua poseen las mayores diferencia con respecto a
los demés. La simulacién para el tanque con geometria divergente (simulacién 3) tiene la
mayor area de seccion transversal en z = 3m y es el Unico caso en que se presenta un
comportamiento decreciente de la concentraciéon con respecto a la profundidad z. Por otro
lado la solucion para el tanque 6 utilizando el Método 2 presenta un salto de discontinuidad
atribuido a la discontinuidad de la funcién de area, el cual es producto del error numérico
producido por la aproximacion para el valor de N = 100, para valores de N superiores a 100
se aprecia la disminuciéon paulatina de dicho salto de discontinuidad, este comportamiento
se puede observar para valores de N mayores que 100 y tiempo de simulacién ¢ = 10h
en la Figura 5.27, Tanque 6. Las concavidades dadas por la soluciéon aproximada para
concentraciones superiores a la critica en los tanques 2, 4 y 5 son similares, con una
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Tiempo: 50 horas

|

Simulacion ~ C, método 1 [kg/m?®]  C, método 2 [kg/m?]
1 12.349061 12.311455
2 11.729193 11.716173
3 12.596099 12.571287
4 12.201266 12.162289
5 11.952257 11.890842
6 12.530031 12.494691

Cuadro 5.1: Concentracién de descarga C, obtenida a partir del Método 1
y 2 respectivamente para el tiempo ¢t = 50 h.

notable concavidad negativa para valores de concentracién superiores 7kg/m?, en tanto
para los tanques 1, 3 y 6 ésta cambia y en tales casos dicha concavidad es positiva.

En las seis simulaciones y para los tres perfiles de tiempo considerados en las com-
paracién de las soluciones aproximadas (Figuras 5.7, 5.10, 5.13, 5.16, 5.19 y 5.22) las
concentraciones de descarga (', para ambos métodos se encuentran comprendidas entre
11.716 kg/m? y 12.812kg/m?, ver Cuadros 5.1, 5.2 y 5.3. Para t = 50h las concentra-
ciones de descarga obtenidas por el Método 1 son levemente superiores a las obtenidas
por el Método 2, la mayor diferencia de concentraciones de descarga entre ambos méto-
dos para este perfil temporal se obtiene en la simulacién 5 con un valor aproximado de
0.061415 kg/m?3, por otro lado la mayor concentracién de descarga se obtiene para la si-
mulaciéon 3, ver Cuadro 5.1. Los valores de las concentraciones de descarga para ¢t = 150 h
disminuyen con respecto a t = 50 h, esto debido a la concentracion de alimentacién es me-
nor en este perfil temporal que la dada para ¢t = 50 h. Las diferencias en las concentraciones
de descarga entre ambos métodos para cada simulacién también disminuyen con respecto
a t = 50h, aqui la mayor diferencia de concentraciones de descarga entre los dos métodos
nuevamente se tiene en la simulacién 5 con una diferencia aproximada de 0.041583 kg /m?,
el maximo valor de concentracion de descarga en este caso se asume en la simulacién 5.

Tiempo: 150 horas
Simulacion ~ C, método 1 [kg/m?®]  C, método 2 [kg/m?]

1 11.739769 11.744614
2 11.790450 11.790006
3 11.638679 11.610680
4 11.777821 11.807681
5 11.931559 11.889976
6 11.649864 11.650793

Cuadro 5.2: Concentracién de descarga C, obtenida a partir del Método 1
y 2 respectivamente para el tiempo ¢t = 150 h.
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Tiempo: 500 horas

|

Simulacion ~ C, método 1 [kg/m?®]  C, método 2 [kg/m?]
1 12.768348 12.778009
2 12.661766 12.687017
3 12.812464 12.797064
4 12.802936 12.807185
5 12.766773 12.775075
6 12.811963 12.812493

Cuadro 5.3: Concentracién de descarga C, obtenida a partir del Método 1
y 2 respectivamente para el tiempo ¢ = 500 h.

Por 1ltimo para el perfil temporal ¢ = 500 h las concentraciones aumentan en relacion a
los perfiles temporales ¢ = 50h y ¢ = 150 h, en este caso la mayor diferencia de concen-
traciones de descarga entre los dos métodos es de 0.025252kg/m? dada en la simulacién
2, y la mayor concentraciéon de descarga se obtiene en la simulacién 6. En la Figura 5.25
se muestra la concentracion de descarga en funcién del tiempo obtenida para cada una
de las seis simulaciones tanto para el Método 1 como para el Método 2. Se aprecia una
cima en la curva de la concentracién de descarga de la simulacién 3 y ésta es superior a
las concentraciones obtenidas de las demas simulaciones para tiempos superiores a las 300
horas. Se observan diferencias entre las curvas obtenidas con un método y con el otro, no
obstante ambos grupos de curvas tienden a una recta para valores de tiempo superiores a
las 300 horas.

Es posible optimizar el drea en el fondo del sedimentador de tal forma de evitar el
desborde bajo condiciones de alimentacién dadas, lo cual queda fuera del alcance de éste
trabajo.

5.4. Precision y eficiencia

Se considera una solucién de referencia obtenida a partir del Método 1 para N = 3000
y tiempo de simulacién igual a 10 horas, y las soluciones con ambos métodos numéricos
para diferentes valores de N en ¢ = 10h. A continuacion se presentan las imagenes con
la comparacion de las soluciones obtenidas para algunos valores de N y la solucién de
referencia para el perfil de tiempo ¢ = 10h a fin de mostrar el comportamiento de la
solucion aproximada por cada uno de los métodos numéricos con respecto a la variable
espacial conforme aumenta el nimero de celdas. Pese a que la solucién de referencia es
construida utilizando el Método 1, el cual difiere en la discretizacién con el Método 2, es
de esperar que ambas soluciones se aproximen cada vez mas a la solucién de referencia.

En la Figura 5.26 se muestra las soluciones obtenidas por el Método 1 para distintos
valores de N, en las cuales se aprecia como las soluciones aproximadas respectivas para
cada tanque se acercan cada vez mas a la solucién de referencia conforme el valor de N
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Figura 5.25: Concentracion de descarga (), en funciéon del tiempo de la
simulacién 1 a la 6. Imédgen superior (a) corresponde a la concentraciones
de descarga obtenidas por el Método 1y la imagen inferior (b) corresponde
a las obtenidas por el Método 2.
aumenta.

La Figura 5.27 muestra las soluciones obtenidas utilizando el Método 2 para los mismos
valores de N considerados para el caso del Método 1. Se puede observar que las soluciones
aproximadas al igual que para el caso del Método 1 a medida que aumenta el valor de N
tienden a la solucién de referencia pese a las diferencias que ya han sido mencionadas con
anterioridad entre ambos métodos. Las curvas producidas por las soluciones aproximadas
obtenidas para cada N y cada tanque hacia el fondo del sedimentador (posterior al salto
de discontinuidad) se encuentran por debajo de la curva dada por la solucién de referencia,
distinto al comportamiento de las curvas obtenidas por el Método 1. En la simulacién 6, se
observa que la discontinuidad en z = 0 m va disminuyendo conforme se aumenta el valor

de N, aproximandose asi a la solucion de referencia.
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Figura 5.26: Solucién aproximada para N = 25, 75, 100, 200 y solucién de
referencia con N = 3000 del Método 1 para el tiempo t = 10 h.
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Figura 5.27: Solucién aproximada para N = 25, 75, 100, 200 y solucién de
referencia con N = 3000 del Método 2 para el tiempo t = 10 h.

54




Tanque 1
N e método 1 6 método 1 e método 2 6 método 2

10 0.131446 - - 0.238773 - -

25 0.070261 0.683611 0.114573 0.801384
50 0.028215 1.316254 0.044769 1.355686
75 0.022075 0.605274 0.034624 0.633766
100 0.014671 1.420277 0.029701 0.533159
200 0.007431 0.981266 0.011348 1.388120
300 0.004688 1.136149 0.009896 0.337675
600 0.002141 1.130910 0.004024 1.298007

Tanque 2

N eidmétodo 1 0 método 1 e método 2 6 método 2
10 0.090082 - - 0.241736 --

25 0.035566 1.014239 0.103963 0.920895
50 0.018001 0.982400 0.045740 1.184563
75 0.011110 1.190123 0.030114 1.030834
100 0.008101 1.098058 0.021282 1.206717
200 0.004221 0.940368 0.012979 0.713447
300 0.002540 1.253404 0.007506 1.350619
600 0.001361 0.899762 0.004823 0.637975

Cuadro 5.4: Tablas con los errores €X' para distintos valores de N del

Método 1 y 2 para los tanques 1 y 2 en £y = 10 h.

5.4.1. EFError relativo

Se define el error en norma L; con respecto a la variable espacial relativo a la solucion
de referencia en un tiempo ¢, fijo por

B
/ |Ox(2,t0) — Cref(2,t0)| dz
rel . —H
eN = B 3
/ |Cref(zv t0)| dz

H

donde C denota la solucién aproximada para un valor N, en nuestro caso N < 3000 y
Chet la solucion de referencia calculada con N = 3000 considerando to = 10h utilizando
el Método 1. Se define ademas la tasa de convergencia entre dos discretizaciones distintas
N; y Ny dada por

0 = —In (e /ext) /In (N1/No)

Los errores obtenidos de las soluciones aproximadas para diferentes valores de N con
ambos métodos se pueden ver en los Cuadros 5.4, 5.5 y 5.6.
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Tanque 3
N e método 1 6 método 1 e método 2 6 método 2

10 0.246656 - - 0.448171 - -

25 0.122721 0.761854 0.236854 0.695991
50 0.054914 1.160132 0.089462 1.404659
75 0.038847 0.853712 0.049057 1.481822
100 0.030461 0.845341 0.039401 0.761923
200 0.014933 1.028460 0.014278 1.464427
300 0.009698 1.064476 0.009826 0.921727
600 0.004382 1.146035 0.004427 1.150179

Tanque 4

N eidmétodo 1 0 método 1 e método 2 6 método 2
10 0.101204 - - 0.249495 - -

25 0.043968 0.909833 0.109682 0.896939
50 0.018502 1.248814 0.057085 0.942131
75 0.013832 0.717312 0.042336 0.737214
100 0.010504 0.956933 0.033865 0.776023
200 0.005341 0.975801 0.023120 0.550673
300 0.003161 1.293307 0.019615 0.405412
600 0.001309 1.272250 0.016082 0.286565

Cuadro 5.5: Tablas con los errores €X' para distintos valores de N del

Método 1 y 2 para los tanques 3 y 4 en £y = 10 h.

Los ordenes de magnitud de los errores relativos en los dos métodos son similares. Las
graficas obtenidas a partir de los errores presentados en las tablas anteriores sirven para
obtener otro mecanismo de comparacion entre ambos métodos. Estas graficas se muestran
en la Figura 5.28. Para ambos métodos y en cada una de las simulaciones para los diferentes
tanques se ve el deseado comportamiento decreciente de los errores conforme aumenta el
valor de N, los errores cometidos con el Método 2 son superiores a los obtenidos por el
Método 1, lo cual es de esperar dado que la solucion de referencia se obtiene utilizando el
Método 1. En el caso de los tanques 1, 2 y 5, las tasas de convergencia son similares para
ambos métodos, mientras que para el tanque 3 los errores cometidos para valores de N
superiores a 100 tienden a igualarse. El caso del tanque 4 es el de una mayor variaciéon entre
en el comportamiento de los errores relativos de ambos métodos, a medida que aumenta
el valor de N el error relativo cometido por el Método 2 decrece lentamente, no asi el
obtenido por el Método 1 que presenta una rapida disminucién similar a lo que ocurre con
el mismo método para el tanque 5. Para el tanque 6 los errores obtenidos por el Método
2 son decrecientes pero presentan leves variaciones en la tasa de convergencia conforme
aumenta el valor de N.

Por 1ultimo en la Figura 5.29 se puede ver las diferencias de los errores cometidos por

56



Tanque 5
N e'método 1 @ método 1 e método 2 6 método 2

10 0.075971 - - 0.229445 - -

25 0.045917 0.549508 0.095800 0.953187
50 0.017989 1.351934 0.047397 1.015228
75 0.013778 0.657641 0.027951 1.302452
100 0.009304 1.364885 0.021403 0.927887
200 0.004560 1.028826 0.013668 0.646970
300 0.002965 1.061649 0.008424 1.193646
600 0.001364 1.120340 0.004668 0.851872

Tanque 6

N  ed método 1 6 método 1 € método 2 6 método 2
10 0.156606 - - 0.430944 - -

25 0.088163 0.627034 0.115261 1.439258
50 0.037474 1.234292 0.047629 1.274993
75 0.028350 0.688105 0.037119 0.614871
100 0.019677 1.269421 0.032984 0.410514
200 0.009596 1.035983 0.011866 1.474934
300 0.006205 1.075480 0.010682 0.259170
600 0.002805 1.145370 0.006405 0.737869

Cuadro 5.6: Tablas con los errores €X' para distintos valores de N del

Método 1 y 2 para los tanques 5y 6 en 5 = 10 h.

cada uno de los métodos para cada tanque, en donde se aprecia notoriamente que el error
cometido por el tanque 3 (geometria divergente) es mayor al cometido por los demads
tanques utilizando ambos métodos, siendo el error cometido por el Método 2 considerando
este tanque, el de mayor diferencia con respecto a los demés, esto se puede atribuir a la
forma de la malla obtenida con esta funcién de area de seccién transversal, la cual posee
longitudes de Az més grandes hacia z = —H, no obstante para el caso del tanque 2,
sucede este mismo efecto, pero hacia z = B y los errores en dicho caso no son elevados
como el del tanque 3, con lo cual se puede conjeturar que un refinamiento menor hacia
2z = —H produciria un error relativo mas grande que el de un refinamiento menor hacia
z = B, para ratificar este comportamiento de los errores relativos se podrian considerar
mas tanques con area de seccion transversal divergente con distintas formas, lo cual queda
fuera del alcance de este trabajo.

5.4.2. Comparacién de la eficiencia

Se ha visto en las simulaciones 1 a 6 que en general para las geometrias utilizadas en
este capitulo (tanques 1 a 6) el Método 2 es més rapido que el Método 1, sin embargo al
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Figura 5.28: Error relativo X! cometido considerando los tanques 1 a 6 en

funcién de N para los métodos 1 y 2 respectivamente.

calcular el error relativo es posible observar que el error cometido por el Método 1 es menor
al cometido por el Método 2 para diferentes valores de N con respecto a una solucién de
referencia dada por el Método 1. Para poder comparar la eficiencia entre ambos métodos se
grafica el error relativo versus el tiempo CPU medido en segundos para los mismos valores
de N considerados anteriormente (N = 10, 25, 50, 75, 100, 150, 200, 300, 600), habiendo
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Figura 5.29: Error relativo e’ cometido por el Método 1 (arriba) y Método
2 (abajo) en funcién de N para los tanques 1 al 6.

sido realizados todos las simulaciones con iguales condiciones de computo. Se considera
que un método es mas eficiente que otro si requiere un menor tiempo computacional para
obtener un error determinado, esto ltimo se puede observar graficamente (al considerar
en el eje de las ordenadas el error relativo y en el de las absisas el tiempo CPU) la curva
que se encuentra por debajo de la otra. En la Figura 5.30 se aprecian las graficas de
eficiencia para ambos métodos en los distintos tanques, en ella se aprecia que la eficiencia
varia considerablemente de un tanque a otro. Para el tanque 1, 2, 4 y 5 el Método 1, sin
embargo es mas eficiente que el 2, siendo el caso del tanque 4 aquel con la mayor diferencia.
Las curvas obtenidas para el tanque 3 muestran que para un cierto valor de N el Método 2
tiende a ser més eficiente que el 1, sin embargo las curvas son similares. El caso del tanque
6 es la tinica geometria en la cual se obtiene una mayor eficiencia del Método 2 sobre el 1,
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cometido considerando los tanques 1 a 6

versus el tiempo CPU para los métodos 1 y 2 respectivamente.

sin embargo las curvas tienden a intersectarse.

A la luz de los resultados obtenidos es posible concluir que no existe una gran diferencia
entre las eficiencias de ambos métodos salvo el caso del tanque 4. Cabe senalar que los
errores calculados tienen el sesgo de la determinacién de la solucién de referencia a partir

de un sélo método.
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Capitulo 6

Condiciones CFL casos especificos

En el Capitulo 4 se vio la forma en la que se obtiene la condicién CFL para el método
numérico y se puede apreciar la forma en la cual se realizan las cotas de tal forma de
obtener la monotonia del esquema general, en él se deducen las condiciones CFL para
ambos métodos. En el Capitulo 5 se compara ambos métodos y se concluye que el Método
2 es mas rapido que el Método 1 bajo la condicién CFL encontrada en el Capitulo 4.
Para las geometrias consideradas en las simulaciones anteriores es posible determinar una
condiciéon CFL mucho méas ventajosa que las dadas en el Capitulo 4 para ambos métodos.
Se considera la desigualdad (4.1), en ella se puede apreciar la existencia de un factor del
tipo

Aj 1o+ Ajraye

AJ ’

el cual al ser mayorado se obtiene el término 2 méx {A(z)} /min {A(z)} que disminuye

drésticamente el valor de At para tanques con gran variaciéon de area transversal. Se

estudiard una mayoracién conveniente del factor (6.1) para dos tipos de dreas de seccién

transversal distintas, mostrando que se puede obtener una cota de condicion CFL mucho

mejor que la dada por el Método 1 y 2. Dada una funcién de area A := A(z) (positiva),
definimos

(6.1)

Az —a) + A(z + «)

A(z) ’
En el caso particular en que A es de clase C?, aplicando un desarrollo en serie de Taylor
truncada para A se obtiene

R (z,«a) =

z€|-H,B], a<H+B.

A//
R(z,a) =2+ A((ZZ)) o + O0(a?). (6.2)
Luego considerando la funcién de drea (de tipo conica truncado convergente/divergente)
A(2) = A_p (a2 + H) +1)°, (6.3)

donde A_y € Rt y a € R es elegido de tal forma que la funcién de drea no sea nula, ni
negativa. Vemos que en este caso A”(z) = 2A_ga®, y A”(z) =0, con lo cual

a2

(a(z+ H) + 1)2a2) ’

R(z,a):2(1+
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ahora para el caso de un céno truncado convergente con respecto a la profundidad a < 0,
en tal caso a sélo puede asumir valores en el intervalo | —1/L,0[ con L := H + B. En tal
caso se tiene que A(B) = min{A(z)} con lo cual

a? max{A(z)}
R(z,a) <R(B,a)=21+ —— o) <2—>2"1 6.4
(= 0) ( ) ( (aL+1) ) min{A(z)} (6.4)
Por otro lado para un cono truncado divergente a > 0 y en tal caso
max{A(z)}
min{A(z)}’

Asi (6.4) y (6.5) representan mejores cotas para este caso particular, con lo cual para cada

R(z,a) <R(-H,a)=2(1+ad’a®) <2 (6.5)

j=1,...,Ny Az = L/N y funcién de drea A definida en (6.3) el cuociente
A2+ A
U2 LTHE R (2, 02/2)
A;
se encuentra acotado por
a2
2 (1 + (AZ)2) sia <0,
B 4(aL+1)
R =<2 sia=0,
2A 2
2(1+a42> sia>0.

Ahora para el caso de una funcién de area de seccién transversal del tipo
A(z) = A_pg (a(B—2)+D),

se tiene que A”(z) = A”(z) = 0 luego R (z,) = 2 < 2max{A(z)}/ min{A(z)} y por lo
tanto para cada j =1,..., N

Aj1jp+ Ajyie 9_ =
A; T

J

Este tipo de areas de seccion transversal fue utilizada para la simulaciéon 5 y en cuyo caso
2max{A(z)}/ min{A(z)} ~ 34.571728 lo cual es més de 15 veces el valor obtenido para
ﬁ, lo cual muestra la desmedida cota utilizada en esta condicion CFL. Para ambos casos
la nueva condicién para el Método 1 se puede reescribir como

0] R -t
3o il 305 (el c) (6.6)

< (A 2(00) 2

Az min {A(z)}

donde M := min{R, %}. A continuacién se muestran las graficas de At versus N
obtenidos de las condiciones CFL (4.1), (4.2) y (6.6) para los tanques 1, 2, 3 y 5 definidos

en el Capitulo 5.
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Figura 6.1: Paso temporal At en funciéon de N para la condicién CFL del
Método 1 (CFL 1), condicién CFL del Método 2 (CFL 2) y condicién CFL
especifica (6.6) (CFL 3) obtenida para los tanques 1, 2, 3 y 5.

La Figura 6.1 muestra que las cotas especificas (6.6) para cuatro de las geometrias de-
finidas en el Capitulo 5 entregan valores de At mayores que los dados por las condiciones
CFL del método 1 como del método 2, lo cual implica una ganancia de tiempo en las simu-
laciones y un menor costo computacional. Ademads, para geometrias mas complejas como
por ejemplo dreas de seccion transversal discontinuas, el problema de acotar R (z,«) se
vuelve mas complejo en general, sin embargo es importante recalcar que para la obtencién
del cambio de variable definido en el Método 2 no siempre es posible utilizar un desarrollo
algebraico, por lo cual es necesario definir un algoritmo que calcule el cambio de variable
inverso de x a z, también en el mismo sentido es preciso definir una regla de cuadratura
para calcular la integral de la definicién en casos mas generales, lo cual puede llegar a ser
muy costoso computacionalmente, sumado a los errores obtenidos de las aproximaciones
respectivas. Por lo tanto una forma de obtener una condicién CFL maés ventajosa sin pasar
por el Método 2 es directamente programar el vector

" Arja + Asjo ANn_1/2 + Angiy2
= T ey e

luego definir R = max{r} y utilizar la condicién CFL dada en (6.6). En el caso de for-
tran 90 lenguaje en el cual se han implementado ambos métodos para este trabajo, la
funcion “maximo” viene incluida previamente. Este es un procedimiento sencillo, no es
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Figura 6.2: Diagrama de un sedimentador con funcién de area dada por la
funcién (6.7). Donde H =1my B = 3m.

costoso computacionalmente dado que la funciéon de drea transversal A debe ser progra-
mada debido a que forma parte de la ecuacion principal, ademas no incluye nuevos errores
a la aproximacion como seria el caso de aplicar una regla de cuadratura o un calculo de
una funcién inversa. La ventaja es la obtencién de una condicién CFL incluso mejor que
la dada por el Método 2 en algunos casos, y sin la programacién extra que involucra el
cambio de variables.

Un ejemplo de funcién de area para la cual es necesario realizar una integracion numérica
previa es la definida por la funciéon de radio

r(z) =18 mH)* g
para H =1my B = 3m, esta es
1 2 2
AQz) =7 (18e_ﬁ(z+1) - 4) , (6.7)
el volumen total de un sedimentador con esta funcién de drea es V ~ 1693.46 m?, con 4rea

méaxima 615.75m? y drea minima 150.33m?. En la Figura 6.2 se aprecia un sedimentador
con ésta funcién de area.
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Capitulo 7

Sedimentacion reactiva

Como ya se ha mencionado durante el presente trabajo, el planteamiendo de las ecua-
ciénes junto con un equema numérico y la resolucion bajo distintos escenarios para el
proceso de sedimentacion no reactiva en plantas de tratamiento de aguas servidas ha sido
tratado en trabajos previos por Biirger et al. (2011, 2012, 2013b). La idea de este capitulo
es mostrar una primera extension del modelo de Biirger-Diehl al caso de sedimentacién
reactiva para un problema de orden reducido de sedimentacién batch. Para las simulacio-
nes es posible utilizar todas las herramientas desarrolladas en los trabajos previos para la
aproximacion numérica en el caso no reactivo.

Esta primera extensién es el resultado de un trabajo en conjunto con Raimund Biirger,
Stefan Diehl, Camilo Méjias, Ingmar Nopens, Elena Torfs y Peter Vanrolleghem.

7.1. Preliminar

Muchos modelos de proceso de lodos activados se basan en el supuesto de que todas
las reacciones ocurren en el reactor bioldgico y que no hay reaccién en el tanque sedimen-
tador secundario (T'SS) (Gernaey et al., 2014). No obstante, es bien sabido que ocurren
reacciones bioldgicas en el sedimentador. En particular la desnitrificacién ocurre hacia el
fondo del tanque en donde la concentracién de los lodos es elevada y no existe suministro
de oxigeno. Siegrist et al. (1995) y Koch et al. (1999) reportaron medidas de tres plantas,
mostrando que del total de densnitrificacion en cada planta, el 15 %, 30 % y 37 % ocurre
en el sedimentador, respectivamente. Gernaey et al. (2006) presenta un estudio de simu-
laciones tomando en cuenta dos modelos diferentes para las reacciones que tienen lugar
en el sedimentador. Ambos modelos utilizan el modelo de simulacion dado por Takacs
et al. (1991) para el proceso de sedimentacién. El primer modelo incluye un bloque de
modelo adicional en la linea de lodos de retorno consistente en la eliminacion algebraica
de oxigeno y nitrato para dar cuenta de las reacciones en el sedimentador. El segundo
modelo consiste en la utilizacién de todo el modelo de lodo activado no 1 (ASM1) dado
por Henze et al. (1987), modelando las biorreacciones en cada una de las 10 capas en el
modelo sedimentadocién de Takacs. Otros autores han estudiado diferentes modelos de
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lodos activados, por ejemplo Flores-Alsina et al. (2012), Ostace et al. (2012) y Guerrero
et al. (2013). Para compensar la sobrestimacién del modelo sedimentacién reactiva de 10
capas, Guerrero et al. (2013) introduce un factor de reduccién a la cinética. Estos factores
no estan presentes en los balances de masa originales y por lo tanto no esta de acuerdo con
una metodologia de modelamiento consistente (Biirger et al., 2011). Para introducir tal
factor como compensacién por algin otro fenémeno — en este caso la gruesa discretizacién
espacial (10 capas) del sedimentador para la simulacién numérica.

Una aplicacion relacionada es la sedimentacion reactiva ocurrida en reactores batch se-
cuenciales (SBR), para los que se pueden encontrar algunos modelos con enfoque heuristico
(Alex et al., 2011; Kazmi y Furumai, 2000a,b). Keller y Yuan (2002) modelan un SBR sin
considerar sedimentacion reactiva.

A pesar de la sencillez de nuestro modelo reducido, representa tres supuestos consti-
tutivos que determinan su naturaleza matematica:

i) La sedimentacién obstaculizada de las particulas floculadas.

ii) La compresién de las particulas floculadas en altas concentraciones cuando se forma
una malla (particulas préximas unas a otras que admiten esfuerzo).

iii) Términos de reaccién que contienen una tasa cinética de crecimiento no lineal y un
decaimiento constante de la biomasa.

Algunas de ellas ya consideradas en modelo de Burger-Diehl (Biirger et al., 2011, 2013b;
Torfs et al., 2015a).

7.2. Modelo gobernante

Estudiamos el proceso de sedimentacion batch en una dimensién espacial de particu-
las suspendidas en agua con sustratos solubles en un recipiente cerrado con un area de
seccién transversal constante. La profundidad z se mide desde la superficie del recipiente
(cilindro) en z = Om hasta el fondo en z = B. Por simplicidad, se estudia la tltima fase
de sedimentacién de un proceso SBR donde suponemos que, ademas de particulas de bio-
masa, todavia hay una cierta cantidad de nitrato disuelto (NOj) en el agua. A medida que
la biomasa se desintegra, en seguida biodegradable DQO (o COD en inglés) se produce,
reacciona con el nitrato, y el nitrégeno gaseoso (Ng) es producido en concentraciones tan
bajas que se disuelve en el agua.

Las particulas de microorganismos se dividen en dos componentes: los organismos
heter6trofos ordinarios (Xono) y los compuestos organicos no degradables (Xy). La con-
centracién total de las particulas floculadas es: X := Xopo + Xy. Cada particula se asume
que sedimenta con velocidad v = v(X, Xz) dada por supuestos constitutivos de sedimen-
tacion obstaculizada con compresién que involucra la concentracion local X y su derivada
espacial X, := 0X/0 z. La notacién para la concentracién de los sustratos solubles en agua
son Sno, para el nitrato, Sg para el sustrato facilmente biodegradable y Sy, para el gas
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nitrogeno. El pequeno movimiento espacial de los sustratos causado por la sedimentacion
de las particulas se asume capturado por un tnico coeficiente de difusion dg presente en
las ecuaciones del modelo.

Al inicio de la sedimentacién, asumimos una suspension homogénea de las particulas
con concentracién Xy, concentracién de nitrato S{, ,» sustratos facilmente biodegradables
S¢ y una concentracién de gas nitrégeno igual a cero. Cada particula consiste inicialmente
en un determinado porcentaje py de heterdtrofos y el resto son organismos no degrada-
bles. El balance de masa produce las siguientes ecuaciones diferenciales parciales para
0<z<Byt>Do0:

a)i;Ho _ _%(U(X, X.)Xono) + (1(Sxoy, Ss) — b) Xoo, (7.1)
aa% = _%(U(Xv X.)Xv) + frbXomo, (7.2)
3%1\203 = dSazs;% - ;gﬁ}tﬂ(SNog,Ss)XOHo, (7.3)
885: _ dsa;;s B (N(SN;)/S,SS) —(1- fp)b> Xomo, (7.4)
agtN - 83;?;2 * ;8_6}{M(SNO3’SS)XOHO, (7.5)

junto con las condiciones iniciales
Xono(2,0) = poXo, Xu(z,0) = (1 — po)Xo,
Sx0s(2,0) = SRo,.  Ss(z,0) = 5¢,  Sn,(2,0) =0,
donde Sy, v S¢ son constantes dadas, y las condiciones de flujo cero en la frontera
(X, X)X |20 =v(X, X)X |.p =0,
(Sn05)2(0,1) = (Snos)-(B,t) = 0,
(55)2(0,) = (Ss)=(B, ) = 0,
(58;)=(0,%) = (Sn,)=(B; 1) = 0.
Aqui, Y es un factor adimensional de rendimiento y b es la tasa de descomposicion de

biomasa activa. La tasa de crecimiento bacteriano especifica esta dada por el siguiente
producto de expresiones de Monod:

1(Snos, Ss)

(7.6)

SNOg Ss
= HMmax )
KNO3 + SNOg KS + SS
donde fimax €s la tasa maxima de crecimiento y Kno,, Ks > 0 son constantes de saturacion
media (ver Tabla 7.1). La funcién constitutiva de la velocidad de las particulas v(X, X,)

es asumida tomando en cuenta la obstaculizacion a la sedimentacion y la compresion, y
es de la siguiente forma (Biirger et al., 2011):

Ups (X)) si X < X,
pse(X) 0X

X)(1-—=—"—— i X > X..
Uns( )< XgAp (92) A e
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Parametro del modelo sfmbolo valor y unidad

pardametro presente en la funcién vy, cf. (7.9) ) 1.76 x 10 3m s~ !
pardmetro presente en la funcién vy, cf. (7.9) X 3.87kg m™3
parametro presente en la funcién wvyg, cf. (7.9) q 3.58 [—]
pardmetro de proporcién fp 0.2 [—]
concentracién critica X 5kg m~3
pardmetro en la funcién de esfuerzo efectivo oe, cf. (7.10) a 0.2m? s72
densidad del sélido Ps 1050 kg m—3
diferencia de densidad sélido-fluido Ap 52kg m—3
aceleraciéon de gravedad g 9.81m s~2
coeficiente de difusién ds 1.00 x 1076 m?2 g1
constante de rendimiento heterétrofo Y 0.67[—]
tasa de crecimiento heterétrofo maxima Hméx 5.56 x 10791
tasa de decaimiento heterétrofo b 6.94 x 107651
coeficiente de saturacién media (csm) para heterétrofos Ksg 0.02kg m~3
csm para los heterétrofos desnitrificantes Knos  5.00 x 107*kg m~3

Cuadro 7.1: Parametros empleados para la simulacién de sedimentacién reactiva.

Aqui, vys(X) es la funcién de velocidad de sedimentacién obstaculizada, o, el esfuerzo
efectivo del sélido, ps es la densidad del solido, Ap la diferencia de densidad entre el sélido
y liquido, y X, es una concentracién critica por sobre la cual las particulas se juntan unas
con otras formando una malla que puede soportar cierto esfuerzo.

Para este trabajo elegimos (Diehl, 2015; Torfs et al., 2015b)

Vo

w0 T

(7.9)

donde los pardmetros vy, X y g toman los valores dados en la Tabla 7.1 (Torfs et al.,
2015b), y

0 1 X <X,
0o(X) = o (7.10)
a(X — X)) si X > X,
para los valores de a y de concentracion critica X, indicados en la Tabla 7.1.
7.3. Método Numeérico
7.3.1. Discretizacion espacial
Definimos la funcién de densidad de flujo batch f,(X) := Xwps(X), junto con
psoe(X)
Aeomp (X)) = vps (X)) ——= 7.11
p(X) = () 225 (7.11)
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y la primitiva

D(X) = /X deomp () ds. (7.12)

Para la simulacién numérica, note que la suma de la ecuacion (7.1) y (7.2) da la siguiente
ecuacion, que aparte de los términos de reaccién sélo contiene derivadas de la concentracion
total X:

ox 0 OD(X)
E——a(fb(X)— o2 )
+ (,U(SN03,85) - (1 - fp)b)XOHo, O<z< B, t>0.

(7.13)

Una caracteristica especial de la ecuacion (7.13) es que como consecuencia de (7.10), (7.11)
y (7.12), esta EDP es de segundo orden parabdlica para valores en que la solucién X excede
X, y es de primer orden hiperbdlica para valores de concentracién mas bajos. Por lo tanto,
la EDP (7.13) es llamada parabdlica fuertemente degenerada o parabdlica-hiperbdlica,
donde no se conoce de antemano la ubicacion de la interfaz de cambio. Ademas, debido a
la no-linealidad y naturaleza degenerada, aparecen discontinuidades en la solucién, por lo
cual tienen que ser usadas técnicas especiales para la solucién numérica (que se incorporan
en el método numérico se describe en esta seccion).

Note que el flujo total dentro del paréntesis en el lado derecho de (7.13) es

OD(X)
9z

Esto significa que para (7.13) podemos utilizar ingredientes del método numérico presen-
tado por Biirger et al. (2013b) con el término adicional de reaccién. Para actualizar los
valores numéricos de las dos porciones Xopo v Xy de X, utilizamos la idea propuesta
por Diehl (1997a) y Jeppsson & Diehl (1996b). Con este fin, introducimos el porcentaje
p = Xono/X cuando X > 0, con lo cual Xogo = pX y Xy = (1 — p)X. Reescribimos la
ecuacion (7.1) utilizando la nueva variable introducida

8(2;:() = —%(U(X, X.)pX) + (1(Sxoy, Ss) — b)pX, 0<z<B, t>0. (7.15)
La idea del método numérico es la siguiente. En cada paso de tiempo discreto, X es
la primera en ser actualizada via una versién discretizada de (7.13), asumiendo Xopno
conocida. Esto significa que el flujo (7.14) es conocido durante este paso de tiempo. Luego
el flujo de (7.15) es p veces el flujo conocido de (7.14), por lo tanto es sélo la variable p
la que necesita ser actualizada, lo cual se puede obtener mediante una versién discreta
de (7.15). Entonces la concentracién del segundo componente particulado (meteria inerte)
es simplemente Xy = (1 — p)X. Las actualizaciones numéricas de Sxo,, Ss v Sy, son
entonces sencillas para las correspondientes ecuaciones (7.3)—(7.5).

(X, X)X = fi(X) (7.14)

Introducimos la discretizacién espacial mediante la divisién del intervalo (0, B) en N
celdas con tamano Az := B/N. Sean X; = X;(t), Sxo,,; = Snos,j(t), etc. las concentra-
ciones aproximadas en la j-ésima celda e igualmente P; = P;(t) la aproximacién de p. El
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flujo numérico entre las celdas j y j + 1 son definidos como sigue. El flujo convectivo f;
es discretizado por el flujo numérico de Godunov, es decir,

min  fo(X), si X; < X,

Xj<X<Xjp1

max X si X > X,
XjZXZXj+1fb( )7 J j+1

Gj+1/2 =

Si el flujo numérico compresivo es definido como

D(Xj1) — D(Xj)
Az ’

Jj+1/2 =

entonces el flujo total (7.14) entre las celdas j y j + 1 es aproximado por Fj i/ =
G172 — Jjp1/2. El correspondiente flujo de (7.15) es Pj1/2(Gjt1/2 — Jjt1/2), donde Pjiq /o
necesita ser definido. Usamos la idea de Diehl (1997a), que es la siguiente. Si el flujo total
Fj11/9 es positivo, esto significa que las particulas se mueven en direccién del eje z sobre
la frontera desde la celda j a la j + 1. En consecuencia, el valor de P/, en la frontera
entre las celdas es el que estd en la celda izquierda, es decir P;. Si Fj4;/2 < 0, entonces el
valor es Pjy, es decir

Py, — v S <0, (7.16)
HRTAP, s Fiyap > 0. '

Definiendo las condiciones de frontera nulas para los flujos y porcentajes G2 = G112 =
Jij2 = JInyi12 = Pijs = Pnyi2 = 0, obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias semi-discreto para cada 7 =1,..., N:
dX; F; —F;_
dt] =— ]+1/2AZ T2 4 (1(Snoa,s Ssg) — (1= fe)b) Xomo,. (7.17)
d(P; X; P 1 )F; — P ,0F;_
( (it ]) _ j+1/2 j+1/2AZ j—1/2475-1/2 + (,U/(SNQ&j,SS’j) . b)XOHQ’j, (718)
dSnos,; SNOgj+1 — 25N0s,5 T SNog,j—1 1 =Y
& 2 = dg—=2 Az;j W — 2‘86Yu(SN03,j7 Ss.j) Xouo,;j,
dSs.; Ssit1 —28s; 4+ Ss._ S i Sg_;
d:,J = ds S,j+1 A;j Sj-1 <M( NO;J SJ) . (1 B fp)b) XOHO,j,
dSN%' SN%‘ 1 — 251\]27' + SN27 ) 1-Y
qt ] — dS It AZQJ J 5 86YM(SN03"7’ SS,j)XOHO,j7 (719)
Xono,; = P;Xj,

Xu,; = (1= P)X;.

Estas ecuaciones son por lo tanto leyes de conservacién exactas para cada una de las NV
celdas. Note que Xy ; puede ser definido después de que la simulacién haya completado.

7.3.2. Esquema discreto totalmente explicito

Sea t,, n = 0,1,... los puntos del tiempo discreto y At el paso de tiempo que debe
satisfacer una cierta condiciéon CFL dependiendo de la elecciéon del método de integracion
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para la derivada temporal. Sea A := At/Az. Para esquemas explicitos, el lado derecho
cada una de las ecuaciones son evalueados en el tiempo ¢,,. El valor de una variable en el
tiempo ¢, es denotado por un super indice, por ejemplo, P;'. La principal restriccion del
paso de tiempo (para valores pequenios de Az) se debe a las derivadas de segundo orden
espacial en el término de compresién (Biirger et al., 2005, 2012). La condiciéon CFL para
el método de Euler explicito y sedimentacién batch es

1
At ——— 7.20
- méx{kl, ]{:2}’ ( )
con
méx [fi(X)] 2 méx  deomp(X)
0<X < Xmax 0<X <Xmax .
ki = A + A2 + max {,umax — (1= fp)b, (1 — fp)b},
2dS ,umaXXmax . (1 - Y) 1
ko = —_
2T AT Ty M { 2.86Kno, Ks |

y donde X4 es la concentracion maxima.

Para el método de Euler explicito, las derivadas temporales en el lado izquierdo de
(7.17)—(7.19) son aproximadas por la razon de diferencias finitas estandar y el lado derecho
es evaluado en el tiempo ¢,,. Primero, la ecuacion (7.17) da la actualizacién X ]’7“ acorde a

n n F 1/2 F'Til 2 n n n
Xj = Xj + At (— caid) A Y + (M(SNog,ja SS,j) - (1 - fP)b)XOHO,j) : (7-21)

Las ecuaciones para los substratos se pueden escribir de la misma forma. Para la ecua-
ci6én (7.18), la aproximacion de las derivadas temporales es

d(pX;)  BOXGT - PR
dt, At '
Note que si XJ’-1+1 = 0, entonces no hay particulas en la celda j, por lo tanto el valor de

P es irrelevante, pues P X! = (. Tenemos la siguiente formula de actualizacién
n+1,
para P/

p

pr, if X7 =0,
L [puyn o agf ZEnetiege = et
pﬂ‘f‘l — n+1 Jj“rg +
; X Az it X7 >0
' .
+ (1(SRoy 5> 955) — b)XgHo,a‘)} )
\

7.3.3. Método de lineas

Con el fin de aplicar algin solver de EDO para la discretizacién temporal, la ecuacion
semi-discreta (7.18) debera ser reescrita con la variable Xono ; = P;X;. Recalcamos que
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el flujo total F; depende sélo de X, mientras que la férmula (7.16) debe ser reemplazada
por

o Xono,j+1/Xj1, si Fjyi/2 <0,
i+1/2 = :
J XOHO,j/Xj; S1 F}'_;,_l/g > 0.

La materia inerte puede ser definida por Xy ; = X; — Xono,;-

El andlisis detras de la CFL condicién (7.20) no se presenta aqui, pero la idea subyacen-
te es que esta condicién debe implicar que el lado derecho de la férmula de actualizacién
para cada variable es una funcién monétona de las mismas variables en todas las celdas
en el punto de tiempo anterior. Por ejemplo, la condicién CFL (7.20) implica que el la-
do derecho de (7.21) es una funcién monétona de los argumentos X7 |, X7y X7\, para
cualquier valor de las concentraciones de sustrato que aparecen en la formula. Un analisis
méas completo se puede encontrar en (Biirger et al., 2016).

7.4. Simulaciones

Para todos los test empleamos la funcion de sedimentacion obstaculizada v, y la
funcién de esfuerzo efectiva o, dada por (7.9) y (7.10), respectivamente. La tasa de creci-
miento heterotréfico especifica maxima p que usamos es dada en (7.7), y todos los demds
pardmetros son indicados en la Tabla 7.1 (a menos que se indique lo contrario). Para el
KT simulamos tres diferentes escenarios eligiendo distintos valores para el coeficiente de
difusién dg (Ejemplos 1 a 3), mientras que los dos escenarios considerados para el DT
(Ejemplos 4 y 5) y OT (Ejemplos 6 y 7) difieren en la concentracién inicial de X.

En todos los ejemplos numéricos, empleamos el esquema explicito con N = 100 celdas
para una columna de altura B = 1m. Para representar adecuadamente la dindmica de
reaccion que presentamos simulaciones hasta t = T' = 2 h, excepto para una de las simu-
laciones del KT, en la cual se considera hasta T'= 100 h. El paso temporal At es elegido
por 98 % de la cota dada en el lado derecho de (7.20), con constantes ki y ko definidas en
la seccién anterior. Los valores iniciales comunes en todos los ejemplos son

5¢=9.00x10*kgm™ y S¥o, =6.00x 10 kg m~?,

recalcando que por (7.6), el valor inicial de Sy, es cero.

7.5. Ejemplos 1 a 3: Kynch test

En los Ejemplos 1-3, simulamos la sedimentacién de una suspensién inicial homogénea
de densidad inicial X, = 3.5kg m~3, que se divide en biomasa activa y materia inerte por
la proporcién py = 5/7 ~ 0.7143, esto es

Xono(z,0) =25kg m™®,  Xy(z,0)=1.0kgm™® for 0<z< B.
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Figura 7.1: Ejemplo 1 (test de Kynch, ds = 10®m? s7!). Aqui y en las Fi-
guras 7.2 a 7.6, la cuadricula visual usada para mostrar la soluciéon numérica
es mas gruesa que la cuadricula computacional, y las graficas de las solu-
ciones se han girado para cada cantidad tal que casi todas las partes sean
visibles.

Empleamos esta configuracién inicial para evaluar la influencia del coeficiente de di-
fusién sustrato ds. El Ejemplo 1 ha sido obtenido empleando el valor por defecto ds =
107°m? s~! informado en la Tabla 7.1. La Figura 7.1 y 7.2 muestran los resultados numéri-
cos para todas las incognitas hasta T'= 2h y T' = 100 h, respectivamente. Se observa que
el solido sedimenta hacia abajo rapidamente y forma un manto de lodo con una interfaz
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Total solids Heterotrophic organisms
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Figura 7.2: Ejemplo 1 (test de Kynch, dg = 107 m? s71): largo tiempo de
simulacién (7= 100h).

aguda en X, = 5kg m~3. Ademds, la concentracién incrementa hacia abajo gradualmente
hasta alcanzar aproximadamente 20kg m~3 en el fondo. Aqui, y en los Ejemplos 2 a 7,
las soluciones para todas las cantidades son acotadas y no negativas. La grafica de Sxo,
indica un rapida degradacién del nitrato dentro del manto de lodo, mientras que la mis-
ma cantidad se descompone muy lentamente flotando en el liquido claro. Observamos la
formacion de sustrato facilmente biodegradable (de concentracién Ss) en el fondo de la co-
lumna. Ademads, la solucién de Sy, posee una meseta en 6 x 1072 kg m=3, que corresponde
al valor inicial de Sno,. Esto sugiere que dentro del manto de lodo, casi todo el nitrato en
nitrégeno soluble se degrada.
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Para este caso particular también presentamos una simulacién hasta T' = 100h para
estudiar el comportamiento del modelo para un largo valor de tiempo. Los resultados
se ven en la Figura 7.2, la cual muestra que la concentracion de sélido total alcanza un
méximo de alrededor de 20 kg m~2 en en la parte inferior, pero que este méximo, asi como
la masa total de sélidos, decrece en el tiempo. Ademads, la proporciéon de materia inerte
incrementa en el tiempo (como se esperaba). Los sustratos se aproximan lentamente a una
concentracion de equilibrio como consecuencia de su lento movimiento difusivo.

Las Figuras 7.3 y 7.4 muestran el correspondiente resultado para el mismo escenario
pero con un aumento de los valores del parametro de difusion del sustrato, es decir, dg =
9x 107 °%m? s7! (Figura 7.3) y ds = 1.3 x 107°m? s~! (Figura 7.4). Observamos que la
eleccién de este parametro practicamente no afecta el comportamiento de la sedimentacién
de los sélidos; las soluciones para X, X, y X; son virtualmente las mismas que en el
Ejemplo 1. No obstante, se aprecian diferencias en el comportamiento de la solucién de
los substratos, especialmente para Syo,. En términos generales, el aumento de dg significa
incrementar el flujo difusivo de cada sustrato, es decir, la velocidad de flujo de las regiones
de alta concentracion a las de baja concentracién, observamos que el flujo de nitrato en la
zona de lodo incrementa consistentemente comparando los resultados de los Ejemplos 1,
2, v 3. Dado que la degradaciéon de nitrato se lleva a cabo debido a las reacciones en esa
zona, obtenemos que para esta prueba, aumentando dg produce una desnitrificacién mas
rapida en general. Ademads, las correspondientes diferencias en el comportamiento de la
solucion son visibles con los otros dos sustratos.

7.6. Ejemplos 4 y 5: Diehl test (sedimentacién batch
de una suspensién inicial situado por encima de
liquido transparente)

Aqui elegimos la siguiente distribucion inicial de solidos:

X(2,0) Tkg m™3 for 0m < 2 < 0.5m,
2,0) =
0 for 0.bm < z<1m

para el Ejemplo 4, y

X(2,0) = 14kg m™3 for Om < z < 0.25m,
0 for 0.20m < z<1m

para el Ejemplo 5. Todos los otros pardmetros son elegidos como en el Ejemplo 1. Puesto
que la masa inicial de sélidos totales es la misma que en los Ejemplos 1 a 3, los resulta-
dos se pueden comparar. Las soluciones numéricas se muestran en las Figuras 7.5 y 7.6.
Observamos en ambos ejemplos que el cuerpo de lodo inicial, forma una llamada onda de
rarefaccion, los solidos sedimentan hacia abajo, y se acumulan en la parte inferior para
formar una capa de lodo. Bajo opciones adecuadas de parametros y concentraciones inicia-
les, el comportamiento de la soluciéon de un test de Diehl produce una trayectoria curvada
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Figura 7.3: Ejemplo 2 (test de Kynch, ds =9 x 107%m? s71).

de la interfaz de la suspension flotante, que no surge con un test de Kynch. y que puede
ser convertida en ciertas porciones de la funcién f;,. Si bien esto nos ha llevado a proponer
un test de Diehl como un dispositivo para la identificacién de la funcién f;, (Diehl, 2007;
Biirger & Diehl, 2013b; Betancourt et al., 2014), usamos esta configuracién con el fin de
evaluar los efectos de la configuracion inicial en el proceso de desnitrificacion. Vemos que
la solucién para Sxo, no es mondtona (como funcién de z para t fijo), que también se
refleja en la soluciéon para Sy,, y comparando la grafica de Sxo, en la Figura 7.6 con la
de la Figure 7.1 vemos que la cantidad total de nitratos en 7' = 2 h es significativamente
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Figura 7.4: Ejemplo 3 (test de Kynch, ds = 1.3 x 107> m? s™1).

méas pequena en los Ejemplos 4 y 5 que en el Ejemplo 1.

A la luz de esta dltima observacion medimos la masa de nitrato total normalizada en
funcién del tiempo, el llamado inventario normalizado, definido por

1 B
INO3(t) = MA SNO3(Z,t) dz.
3

Para una discretizacion dada A = (Az, At) y t = nAt estas cantidades son aproximadas
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Figura 7.5: Ejemplo 4 (test de Diehl, X(z,0) = Tkg m™3 sobre z = 0.5m).
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Note que Ino,(0) = I, (0) = 1. La Figura 7.7 muestra la evolucién de I, (t) para los
Ejemplos 1 al 5. Comparando las curvas de los Ejemplos 1, 2 y 3, confirmamos que un
incremento en el valor del coeficiente de difusion del substrato dg acelera la el proceso
de desnitrificacién en el test de Kynch. No obstante, dg es un parametro del modelo que
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Figura 7.6: Ejemplo 5 (test de Diehl, X(z,0) = 14kg m™> sobre z =
0.25m).

no es posible controlar, por lo que es de interés mas practico comparar los resultados
del Ejemplo 1 (KT) con los de los Ejemplos 4 y 5 (DT) (calculados con el mismo valor
de dg). Aqui se observa que la velocidad inicial de desnitrificacién es bastante répida y
la misma en estos tres ejemplos, pero se mantiene durante un periodo de tiempo mas
largo en el caso del DT, con el efecto que las porciones de la curva correspondiente a
bajas tasas de desnitrificacién (producido en la etapa de consolidacién) estédn espaciados
en aproximadamente 10% y 15 %, en los respectivos casos del DT Ejemplos 4 y 5, por
debajo del Ejemplo 1 correspondiente al KT. Este resultado ilustra como la concentracién
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Figura 7.7: Ejemplo 1 a 5: evolucién de la aproximacién del inventario

de nitrato aproximado Igy,(t). Ejemplos 1-3 muestra los resultados de

los tres KT incrementando el coeficiente de difusion dg, mientras que los

Ejemplos 4-5 muestran los resultados de los dos DT con el mismo valor de
ds con en Ej. 1.

inicial de la masa de sélidos puede influir en la tasa de desnitrificacion.

7.7. Ejemplos 6 y 7: test de lodo sobrecompremido
(expansién de lodo comprimido)

Utilizamos los mismos parametros que en el Ejemplo 1 y para la concentracién inicial
consideramos un cuerpo altamente comprimido de lodos cerca de la parte inferior de la
columna. Especificamente, elegimos

0 for Om < 2 < 0.7
X(2,0) = . or 0m < z < 0.7m,
20kg m for 0.7Tm< z<1m

para el Ejemplo 6 y

0 for 0m < 2z < 0.9m,
25kg m™® for0.9m < z<1m

XOHO(Zy O) = {
para el Ejemplo 7. Los respectivos resultados numéricos se muestran en las Figuras 7.8
y 7.9. En ambos casos la capa de lodo comprimido se expande una vez que el sistema
comienza a evolucionar. Estas simulaciones alertan las limitaciones de modelar la compre-
sibilidad de sedimentos por un término difusivo no lineal 9*D(¢)/dz*. Esta aproximacién
corresponde al comportamiento elastico de un material reversible que por lo general no se
observa con lodo activado en la realidad. Si bien este comportamiento en una situacién
anomala pide una mejora de los supuestos constitutivos relativos a la compresibilidad de
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Figura 7.8: Ejemplo 6 (test sobrecomprimido, X(z,0) = 20kg m~ por
debajo de z = 0.7m)

sedimentos, hacemos hincapié en que esta prueba produce un movimiento ascendente de
particulas sélidas que se asocia con valores negativos de la velocidad v definida en (7.8).
La discriminacién en el caso de (7.16), que se remonta al método dado por Diehl (1997a),
que precisamente ha sido ideado para manejar esta situacién. Asi, las Figuras 7.8 y 7.9
demuestran que el modelo es estable, y que el esquema numérico funciona correctamente
incluso para velocidades de sedimentacién con signo variable.

81



Total solids Heterotrophic organisms

RN

i

t [h] 00 z [m]

Undegradable organics

TR
(RN
(VALARY

A
FR

\
0
R

Figura 7.9: Ejemplo 7 (test sobrecomprimido, X (z,0) = 25kg m™> por
debajo de z = 0.9m)

82



Capitulo 8

Conclusiones y trabajo futuro

8.1. Conclusion

Referente al trabajo realizado sobre sedimentacién continua no reactiva para plantas
con area de seccidn trasnversal variable se concluye que el modelo de Burger-Diehl y
la respectiva resolucién numeérica puede ser extendido al caso de tanques con seccién
transversal variable, para el cual una extension natural al modelo y resolucién numérica
es la presentada en el Método 1. Ademas al realizar el cambio de variables dado por el
Método 2 es posible obtener un segundo método (Método 2), el cual también es posible de
aproximar mediante el método de lineas pero en la variable espacial transformada. Dada
la restrictiva condicién CFL del Método 1, con este método las simulaciones suelen ser en
general mas lentas que las obtenidas por el Método 2. No obstante las aproximaciones dadas
por el Método 2 tienden a producir un mayor error que el dado por la aproximacion del
Método 1, esto es debido a que el cambio de variables produce una malla no equiespaciada,
la cual depende de la geometria del sedimentador. Es posible encontrar una condicion CFL
para el Método 1 menos restrictiva considerando geometrias especificas para el tanque
o bien realizando un calculo computacional adicional, lo cual es incluso menos costoso
computacionalmente que la adicion de un cambio de variables como se propone en el
Método 2. Las diferencias en la geometria del sedimentador influye considerablemente en
la solucién obtenida en ambos métodos, ademas ambos métodos se pueden aplicar al caso
en que la seccion transversal es discontinua, como se muestra en la simulacién 6 (ver
Capitulo 5). El Método 1 es levemente més eficiente que el método 2 en cuatro de las seis
geometrias consideradas, en las dos restantes no es del todo claro una eficiencia mayor del
Método 2.

Para el caso de la sedimentacion reactiva, un modelo reducido de reacciones biolégicas
simultdneas y sedimentacion de particulas floculadas de tipo batch ha sido escrito como
un sistema de PDEs de conveccion-difusion-reaccion, y un esquema numérico para su si-
mulacién numérica se ha sugerido. La idea de introducir un vector de porcentaje para la
composicién de las particulas floculadas (Diehl, 1997a) se puede utilizar de una manera
natural también cuando los efectos de la compresién y las reacciones se incluyen en las
ecuaciones. En el modelo reducido aqui, con sélo dos componentes particulados, este vector
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es simplemente (p, 1 —p)T. La ventaja de este enfoque es que, puesto que el vector aparece
linealmente en cada término de las ecuaciones para las concentraciones de las particulas, la
suma de las ecuaciones para los dos tipos de particulas consideradas entrega una ecuacién
de la concentracion de soélidos totales en suspensién X excepto por un término de reaccién.
Esta ecuacion es la ecuacién del modelo de sedimentacion de Burger-Diehl con un término
de reaccién adicional. En consecuencia, podemos utilizar los ingredientes numéricos pre-
sentados por Biirger et al. (2013b) para una correcta discretizacién espacial por celdas.
La discretizaciéon tiemporal utiliza el hecho de que X puede ser actualizado primero, de
modo que los flujos numéricos entre los celdas son conocido, los cuales se utilizan en la
actualizacién del vector de porcentaje.

Ejemplos numéricos para el modelado de la iltima etapa de una secuencia de SBR,
donde se produce la desnitrificacion, indican que el esquema numérico sugerido funciona
bien y que el proceso de desnitrificacion es el esperado. Ademads, estas simulaciones mues-
tran que la distribucién inicial de los lodos tiene una cierta implicacién en la eficiencia de
la reduccion de nitrato. El caso de una suspension inicial con lodo sélo en la parte superior
del sedimentador (test de Diehl) significa una reduccién mas eficiente de el inventario de
nitrato que el obtenido a partir de concentracién de suspensiéon inicialmente homogénea
(test de Kynch); véase la Figura 7.9.

8.2. Trabajo futuro

Sobre el trabajo referente a la sedimentacion no reactiva en tanques con area de seccién
transversal variable, algunos de los trabajos futuros pueden ser:

1. Realizar un estudio sobre la condicién de entropia considerando la inclucién del
término de dispersion y funcién de area con poca regularidad, por ejemplo disconti-
nua en una cantidad finita de puntos.

2. Una comparacion entre los métodos explicitos expuestos en este trabajo versus un
método implicito o semi-implicito, o bien con métodos en dos dimensiones.

3. Estudiar posibles soluciones analiticas a la ecuacion diferencial que gobierna el pro-
blema.

Por otro lado, alguna de las continuaciones obvias del trabajo inicial sobre sedimenta-
cién reactiva son:

1. Una modelizacién mas precisa del movimiento del liquido en el que se disuelven los
sustratos.

2. La ampliacién para incluir un modelo ASM (modelo de sedimentacién de lodos
activos) completo para las reacciones biolégicas.

3. Analisis de las propiedades de convergencia del esquema numérico, la cual incluye la
determinacion de una condiciéon CFL para el sistema de ecuaciones completo.

4. El desarrollo de discretizaciones de tiempo mas eficientes.

5. La extension al caso de sedimentacién continua, y posteriormente al de sedimenta-
dores de area variable.
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