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Resumen

En esta tesis de propone y analiza un esquema de Garlekin discontinuo hibridizable (HDG)
para la ecuacién del calor en un dominio §2 no necesariamente poligonal o poliédrico con frontera
Lipschitz y de clase C? salvo en un conjunto de medida nula. En particular, se utilizé una técnica de
aproximacién del dominio {2 mediante un subdominio computacional que es poligonal 6 poliédrico.
Esta técnica, que consiste en transferir la condicién de contorno definida en I' a la frontera del
dominio poligonal I'y, := 0D;, en forma apropiada, se ha estudiado en varios tipos de ecuaciones
de problemas estacionarios. En ésta tesis trabajamos con la ecuacién del calor en un dominio no
poligonal o poliédrico y demostramos que esta técnica de transferencia produce un esquema bien
puesto bajo ciertas suposiciones, que tienen que ver basicamente con la distancia entre I'y, y ' y
también demostramos que bajo estas mismas hipdtesis el esquema es 6ptimo. Finalmente validaremos
los resultados obtenidos realizando experimentos numéricos en 2D.
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Introduccion

La ecuacién del calor es una ecuaciéon diferencial en derivadas parciales que obedece a la ley de
Fourier y el teorema de la divergencia de Gauss. En [24, Capitulo 7], se puede ver la deduccién y
andlisis de ésta en espacios de Hilbert. Principalmente la ecuacién del calor se utiliza para conocer
la distribucién de temperatura de un cuerpo en un instante ¢t > 0. Especificamente consideremos la
ecuacion:

ue(t, @) — Au(t,z) = f(t, ) e, t>0, (0.0.1a)
u(t,z) = g(t, ) xel: =00, t>0, (0.0.1b)
u(0, ) = uo(x) e, (0.0.1¢)

donde Q C R? d = 2,3 es un dominio fijo no necesariamente poligonal 6 poliédrico. Acd u(x,t) es
la distribucién de tempertura del cuerpo en el punto x € e instante t > 0, ug es la distribucién
de temperatura inicial, f es un término fuente dado, g es la condicién de frontera. Mas adelante se
especificard en que espacio estan los datos. Introduciendo la variable auxiliar ¢ = —Vu, se trabaja
con el problema:

q(t,x) = —Vu(t,z) z€Q, t >0, (0.0.2a)
ut(t, ) + div(q(t, z)) = f(t, x) zcQ, t>0, (0.0.2b)
u(t,z) = g(t, ) zel:=0Q, t>0, (0.0.2¢)
u(0, ) = up(x) x € Q. (0.0.2d)

El objetivo de este trabajo es analizar un método de Galerkin Discontinuo Hibridizable HDG
(hybridizable discontinuous Galerkin por sus siglas en inglés) para el problema cuando {2 es
un dominio poligonal ¢ poliédrico. Este método fue introducido en [12] en el contexto de problemas
elipticos de segundo orden. Desde entonces, una gran variedad de problemas han sido resueltos
utilizando el método HDG en dominios poliédricos. Por ejemplo, el problema de difusién estacionario
[1} 10, 12| 13}, 22] 41]. Adem4s el método ha sido propuesto y analizado para problemas de conveccién
difusion [IT1, [32], 37, [40], ecuaciones de Stokes [14l, 26l [35], Brinkman [2, 29], Oseen [3] [6], Navier-
Stokes incompresible [33]139)], elasticidad [20} 44} [47] y ecuaciones de Maxwell [5, 8 9, 28] [30} [34]. Por
otra parte el método HDG se ha aplicado a problemas evolutivos, en particular el caso semidiscreto
de la ecuacién del calor [7] y la ecuacién de la onda [19] 25] 27, 45].

En el caso de un dominio €2 con frontera curva, una alternativa es aproximar 2 por un dominio
poligonal /poliédrico Dy, y transferir la condicién de contorno a la frontera del dominio computacional
T', := Dj, de manera de mantener el alto orden del esquema. Esta técnica de transferir la condicién
de contorno se presenté y analizé en [I6] [I8 2I]. Basicamente, dado un punto & € T', queremos
transferir la condicién g(¢, ) a un punto de & € T'j,. Para ello, consideramos t > 0, q y u restringidos
a lo largo del segmento o(x) := [x, ], que no es mds que el segmento que conecta & y & en forma
lineal. Asi definimos

wA) =ult,z+ Az —x)) Ae0,1].

3
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Derivamos con respecto a A y por (0.0.2a]) obtenemos
w(l) —w(0) = u(t, &) — u(t, x)
=g(t,z) —u(t,z)

1
- | vutta+ui@ ) - @ - a)dn

1 ()
_ /0 _q(t, @+ (@ — 2))) - (& — @)dy = —/0 alt, o + A(t(@)) - t(z)dr  (0.0.32)

En el ltimo paso se uso la sustitucién A\ = u|& —x| = pl(x), donde I(x) indica el largo del segmento
o(x) y ademds t(x) es el vector unitario que tiene la misma direccién que (Z — x). En en caso que
u 'y g no sean diferenciables en el sentido cldsico, tomamos una sucesién de funciones suaves que
convergan en sus respectivas normas y extendemos por densidad. Basandonos en , obtenemos
una expresion explicita para la condicién de contorno g del dominio computacional:

I(x)
g(t,x) = g(t, &) +/ qn(t,z + In) -nd\, x €Ty, t€[0,T] (0.0.4)
0

Figura 1: Representacién del camino de tranferencia desde T a Ty, y I(x) es el largo del segmento
que une a  con &, cuyo vector unitario tangente es t(x).

En la Figura[I]se ve la representacion geométrica de la transferencia de la condicién de contorno
a lo largo de o(x).

Para obtener un esquema numérico que aproxime u, como mencionamos anteriormente, primero
se aproxima §) por un subdominio poligonal o poliédrico, denotado por Dj. Luego el problema se
reduce a hallar g, u tales que:

q(t,x) = —Vu(t,z) x € Dyt>0, (0.0.5a)
ue(t, ) + div(q(t,z)) = f(t, x) x € Dy, t>0, (0.0.5b)
u(t,z) = g(t, ) x €Ty, :=0Dy, t >0, (0.0.5¢)
u(0, ) = up(x) x € Dy, (0.0.5d)

El anélisis de problemas con dominio curvo se ha estudiado en varios articulos. El primer método
que introduce la técnica en dominios unidimensionales se puede revisar en [I7], luego en [21] se
extiende esta idea a R?. En este tltimo trabajo se presentan regiones de extrapolacién y caminos
de transferencia de la condicién de contorno. Los experimentos nimericos corroboran la teoria en
ambos trabajos, mds atn, en [I8] se obtienen las estimaciones del error del esquema propuesto en
[21]. Recientemente, esta técnica de transferencia de la condicién de frontera se aplicé a un esquema
HDG del problema de Stokes [43]. En [36] se utilizé en un esquema de elementos finitos mixtos
para el problema de difusién, en donde se hace un analisis més riguroso del error en las regiones
de extrapolacién y se definen nuevas constantes en funcién de normas de funcionales. También en
[38] se emplean técnicas de dominio curvo donde la novedad es cémo se transfiere la condicién de
Neumman a la frontera computacional. También se ha utilizado para resolver problemas no lineales
[31] ¥ la ecuacién de Oseen [42].
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El resto del trabajo seguird la siguiente estructura: en el Capitulo 1, enunciaremos los resultados
matematicos que emplearemos; notaciéon y definicién de los espacios donde se buscard la solucién.
En el Capitulo 2 explicaremos como se construiran la malla para el dominio poligonal D) C €2,
los caminos o(x) y las hipdtesis necesarias para la existencia, unicidad y cotas del error. Luego en
el Capitulo 3 especificaremos los espacios discretos donde se buscara la solucién y la solubilidad
del esquema discreto. En el Capitulo 4 se mostrara, bajo ciertas hipdtesis que el esquema discreto
estd bien definido y se probaran las cotas del error correspondiente. En el Capitulo 5 mostraremos
experimentos numéricos que validen la teorfa. Finalmente concluimos el trabajo con los resultados
principales y un apéndice de implementacion.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo enunciaremos definiciones y proposiciones que nos serviran a lo largo del presente
trabajo.

1.1. Espacios continuos y normas

A continuacién, especificaremos la notacién asociada a las normas y productos interiores. Sea
U C R? un abierto y acotado con frontera Lipschitz C? a trozos. Consideramos los productos
interiores estandar L2(U) y L?(0U), es decir si u,v € L*(U) y s,t € L*(9U)

(u,v)u ii/qu y (s, t)ov = /6U st.

Ademds consideramos las normas respectivas ||ul|ly =: (u, u)%]/2 v |Isllov = (s, 5)2@2, y la notacién

|| ||m.v para la norma H™(U) y | - |m.v para la semi norma donde m € NU {0}, y H(U) = L*(U).
Por otro lado, las funciones vectoriales las escribiremos en negrita y H™(U) := [H™(U)]¢. Cabe
destacar que para v € H™(U) y a = (g, ..., ¢q) multi-indice tal que || < m, decimos que v posee
derivada distribucional a-ésima si 3g € L2(U) que satisface

[ vo= vl [ Drog vez ).

Si dicha g existe, entonces denotamos g = D®(v). Los productos interiores asociados a la particién
Tr, del dominio computacional y el esqueleto 07}, se definen como sigue

(u,v), == / w y  (s,thor ::/ st,
= o=/

KeTh

. 1/2 1/2
y las normas respectivas |[ul|7;, =: (u,u)7" v |[s|la7, := (5,5)57T, -

Definimos los siguientes espacios de Hilbert a trozos: H(T) = {v € L*(Ty,) : v|x € HY(K) VK €
T}y H(div, ) = {v € [LA(T)] : vl € H(div, K) VK € Ta)}.

Ademsds, definimos el producto interior con pesos w > 0 en el esqueleto 7y y en la frontera I'y,

Ccomo
1/2
Taw = < j{: @UU,U>6>

eCT'y,

1/2
oo, :=( 3 <wv,v>aK) o]

KeoTy,

Es claro que ||v|la7,1 = ||v]|oT, -
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1.2. Espacios continuos que dependen del tiempo

Al igual como sugiere el Capitulo 5, Seccién 9 de [24], si (X, ]| - |||) es un espacio de Banach
definimos el operador v que va de [0,7] a X, con T > 0 como

v:[0,T] — X
t—v(t) =v(t,-) e X.

De esta manera definimos los siguientes espacios

L(0,T; H™(U)) := {

<

T
: / o(t, )2, ot < o0}

T
L2(0.T; H'2(9U)) = {v - / [o(t, N2 pudt < o0}

L0, T3 H™(U)) = {v : mix [[o(t, )]l < o0}
tE[O,T]

™0, T; H™(U)) :=={v : ||v(¢, )||3nU < ooy v(t,-) es de clase C*([0,T])}

Los datos del problema (0.0.1) son tales que f € L?(0,T;L3(2)), g € L*(0,T; HY*(T)) y uo €
HY(Q). En caso de no haber confusiones, escribiremos v(t) = v(t,-) = v(t) = v V¢t > 0. Con
respecto a las derivadas temporales, para un v suficientemente regular usaremos la notacion clasica

v
ot

= 00 = vy.

1.3. Polinomios y desigualdades

Para U C R? acotado se define el conjunto P, (U) como todos los polinomios definidos en U de
grado menor o igual a k € NU{0}. Andlogamente definimos [Py (U)]¢ como el conjunto donde cada
componente de un elemento pertenece a Py (U).

Desigualdad de trazas discreta

Lema 1. Sea K un tridngulo no degenerado de didmetro h y v € Pi(K). Entonces 3 Cy. > 0 que
solo depende de k y la regularidad de la malla tal que:

B2l < Corlloll (13.1)
donde e es una de las aristas o caras de K.

Dem: ver Lema 1.66 de [23].

Proyeccién L?
Considerando el elemento del Lema anterior se tiene lo siguiente.

Lema 2. Sea0 <1 < k. Si llamamos P2 () (v) a la proyeccion L? de v en P (K), parav € H'™ (K)
existen Cr2 > 0y Cgr2 > 0, independientes de h tales que:

|’U - PLQ(K)(’U)|m7K < CLzhl+17m|U|l+1,K VYm € {0, ey ]{3} (132)

[[v = Pragc (W)|Jo.ox < Cor2h! Y2 |uliy1 x (1.3.3)

La demostracién se puede revisar en el los Lemas 1.58 y 1.59 de [23].
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Lema de Bramble Hilbert

Lema 3. Sea B una bola de didmetro diam(B), v e WY (B) y k € NU{0}. Entonces existe una
constante Cpg = C(k,p) > 0, y un polinomio P(v) € Py(B) tal que Vi € {0, ..., k}.

. k+1—1
lv— P()i.5 < C(k, p) (diam(B)) ' |v|k11.5, (1.3.4)
donde P(v) es el polinomio de Taylor ponderado de v en B.

Dem: ver Lema 4.3.8 de [4].

1.4. Operadores de Extension

1.4.1. Operador extension polinomial F

Para cada e € I', denotamos por K¢ al elemento que tiene como cara o arista a e. De este modo
definimos el operador de extrapolacion local como

E: [PR(K%))* — [Pr(RY)]
p — E(p)

tal que E(p)|x = py E(p) no es més que la extensién natural (extrapolacién) de p a R%. En caso
de no haber confusién escribiremos p en vez de E(p).

1.4.2. Extension en espacios de Hilbert

Lema 4. Sea U C R? acotado con frontera Lipschitz C* yv € H™(U). Entonces 3S(v) € H™(RY)
tal que

i) v=_95) c.t.p. en U.
i) [|S(0)||mre < Csl|v]|m,u, donde Cs > 0 es independiente de v.

La demostracién se puede revisar en [46, Capitulo 4, Seccién 3.

1.5. Proposiciones auxiliares

Proposicién 1. Si para todo t > 0 se tiene que

2 ‘ S S t S S S
<<t>+/0 Z(s)d sA<t>+/O B(s)((s)ds,

con A, B € L>®(R") y & continua en RT. Entonces ¥V T > 0 se tiene que

2
T
¢(T) + /0
Dem: [7, Prop 3.1].

TZ(s)ds < [( max A(t))"* + % /O ' B(s)ds}

0<t<T

1.6. Notacién curvas parametrizadas en R?

Con respecto a la construccién de las regiones de extrapolacién y caminos de tranferencia, si P
y @ son puntos en R?, el segmento que va de P a Q lo denotaremos por [P, Q]. En caso que Py
Q se unan a través una parametrizacién v, emplearemos la notacién [P, Q],.
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Capitulo 2

Construccion de la malla y
notacion

2.1. Dominio computacional D,

Aligual que en [2]], para construir el dominio Dy, tomamos un poligono M D Q, y consideremos
la familia de particiones {771M} h>0 compuestas por elementos que seran tridangulos o tetrahédros sin
nodos colgantes y ademds, asumiremos que es uniformemente regular, es decir 3p > 0 tal que
para cualquier particion 7™ se tiene que diam(Bg) > phg, donde K € T/M, By es la mayor
bola inscrita en el elemento K y hx es el diametro de K. Para el resto del trabajo definimos
h:= méxKeThM hx . Luego, para cada particién {'77{‘"};»07 nos quedamos con los elementos K € ThM
que estén completamente contenidos en 2. De esta manera llamaremos

w0 e ()

KeTM,KCQ KEeTh

Figura 2.1: La union de los elementos en gris conforman el dominio computacional Dy, cuya frontera
es I'y,. Esto se obtiene inscrustando €2 en M.

En la Figura [2.1] se aprecia como se construye Dj a partir de una triangulacion de M. T’y
representa la frontera del dominio computacional.

11
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2.2. Caminos de tranferencia de la condicion Dirichlet

Bajo esta construccién definimos Iy, = 9Djy. Llamamos &, al conjunto de aristas o caras de
los elementos de Ty, S}L al conjunto de aristas o caras interiores y 5;? al conjunto de aristas o caras
exteriores. Se sigue que &, = S,ilug,?. Ademads sea 0Ty, := {0K : K € Tp}. Por otro lado si K € Ty,
denotaremos por nx a la normal exterior a K, escribiremos n en el caso que no haya confusiones,
también, para cada e arista de K¢, denotaremos hx a la altura del elemento con respecto a ese lado
o cara.

2.3. Regiones de extrapolacion

En el capitulo del andlisis del error, aparecen regiones exteriores al dominio Dj,, estas regiones
son las siguientes

2.3.1. Definicién de K¢

ext

Llamamos Vp, = {v1,...,vp} a los vértices de 'y, ordenados en sentido anti-horario y a
Rp, :={r:r = vy + pdy, tal que dj es una vector exterior que parte en vy, Vk =1,..,M pu > 0}.

Las direccidnes dj se construyen de tal manera que intersectan a I' solo una vez, en los puntos
ordenados {1, ...,0p . Basdndonos en las ideas y algoritmos propuestos en [21I] para el caso 2D,
consideremos los segmentos [vy, ¥1], ..., [Var, Das] con la condicién que la interseccién entre dos seg-
mentos distintos es vacfa. Ahora, dado e; = [v;,v;41] una arista, con i € {1,.., M}, definimos la

€

region KSi, como el interior de la regién delimitada por [v;, ¥;], €;, [Vit1, Vit1] ¥ [Vit1, 0i]r. Por

—_— o~
€4

construccién, K&, N K2, =0 Vi,j € {1,..., M}. La Figura 2.2 representa una regién K¢, con sus
respectivos limites. De esta manera definimos el complemento de D}, como:

DS = ( U ﬁ;) (2.3.1.1)

eCrl'y,

Figura 2.2: Ejemplo de I/(_E;t

2.3.2. Definicion de K¢

ext

Dado e € I';, y n su normal exterior, definimos K¢

»¢ COINO sigue

K, ={x+sn: se|0,l(z)], x €e}

ext *
Para una arista e C I', y su respectivo elemento K¢, en la Figura 2.3 se observa sombreado

€ M 3 1 e €
K¢, mientras que en la Figura 2.4 vemos las regiones K¢, y K¢, sobrelapadas.

xt



2.3. REGIONES DE EXTRAPOLACION 13

gxt I
K¢ I,

Figura 2.3: La regién sombreada repre-

senta de K¢,. Notamos que el punto Figura 2.4: Representacion de K¢, vy
x € I'j, es el que se alcanza en direccién Ky E&Esta grafica se observa que
normal a e. K¢, C K.

2.3.3. Parametros y constantes auxiliares

Definimos H} como la méxima distancia con direccién normal n. entre e y K¢,, v h+ como la
altura del elemento K¢ que contiene a e como arista tal como se aprecia en la Figura 2.5. De de
esta manera definimos

HL
Te 1= h; . (2.3.3.1)
H:
1
he

Figura 2.5: Representacién de HX y ht junto a su respectivo elemento K°©.

Ahora procederemos a definir las siguientes constantes, las que nos seran ttiles para demostrar
la existencia y unicidad del esquema discreto, como las cotas del error.

1 |11 e

Cep = s — et (2.3.3.2a)
L Ve cetpean—toy |€llKe
C¢,i=he  sup M, (2.3.3.2b)
ey (ke)—{0} 1]l e
Cg = h1/? sup [€lloxce (2.3.3.2¢)

cepy(ie)—{0} 1]l ke

En en Apéndice A de [I8] se demuestra que C¢,,, C%,, v C§, especificamente estas constantes

solo dependen del grado polinomial y la regularidad de la malla.
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2.3.4. Hipotesis

Para la solubilidad del problema necesitaremos que se cumplan las siguientes hip6tesis

1
ix Tl(x)/? < = 2.3.4.1
méx 7i(x) /" < o, ( a)
1
] e V230 Y23 < 2 2.3.4.1b
gézl]:)}f TG(Cezt) (Ozrw) — 27 ( 3 )
1
X reTehs < =, 2.3.4.1
maxrereh, < o (2.3.4.1c)
maxre < C C>0. (2.3.4.1d)
eCl'y,

donde 7 > 0 es un parametro de estabilizacién del método. Con respecto a las hipdtesis, notamos que
(2.3.4.1a)), (2.3.4.1c) y (2.3.4.1d) se cumplen siempre si r € O(1) y para h suficientemente pequetio.
En el caso de que r € O(h%) con a > 0 la hipétesis tambien se cumplird para mallas h
suficientemente finas. En el caso donde r € O(1) no podemos asegurar que se cumplird,
sin embargo los experimentos numéricos muestran que, aunque quizas no se cumpla la hipotesis, la
aproximacién que entrega el esquema converge con el orden esperado.

Con respecto a las hipdtesis sobre la frontera, supondremos que

I' es Lipschitz continua, (2.3.4.2a)
I C T tal que [T = |T|: T esC2 (2.3.4.2D)

2.3.5. Resultados previos

Bajo las hipdtesis (2.3.4.2) se obtiene el siguiente resultado (ver [I8, Lemas 4.1 y 4.2]).
Lema 5. Se tiene las siguientes propiedades:

i) l(x) : T), — R es medible.

i) K&, y K&, son conjuntos medibles.

i) Vg € HY2(T'), se tiene que §: Ty, — R son funciones medibles,.
Ademas, de [I8, Lema 5.2] obtenemos lo siguiente:

Lema 6. Para una funcion vectorial v suficientemente suave definida en K¢

S definimos d,, como

1

0y (x) == 1)

()
/0 (v(z + sn) —v(z)) - nds. (2.3.5.1)

Entonces para e € I'y, se tiene que:

1
10u]les < —=rel|On(v - n)|| ke

7 o pizs (2.3.5.2)
Ademds, si p € [Pr(K®)]|%, se tiene que:
1 3/2 e e
||§P||Fh,l S —7=Te CemtcinthHKe' (2353)

V3
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2.4. Espacio discretos y proyectores

Para buscar la solucién de la formulacién discreta en el espacio, definimos los espacios discretos
globales donde se buscaré la aproximacién:

Vi, = {on € [LA(Th)]? 1 v, € [Pu(K)]* VK € Th},
Wi = {wn € L3(Th)  wy, € Py(K) VK € T},
M;, = {/ih c L2(8ﬁ) Dy € IP’k(e) Ve € 8771}

El proyector que consideraremos en nuestro trabajo sera el proyector del método HDG:

I : H(div, T) x HY(T) — Vi, x Wy,

tal que:
(q,th)K = (Hv(q),th)K Yw, € W, VK € 771, (2.4.1&)
(u,div('vh))K = (HW(u),div(vh))K Vv, € Vi, VK € 'Th, (241b)
(Ily (q) - v+ 7w (uw), un) = (q - n + Tu, p1p) Yun € M(e) Ve € 0T. (2.4.1¢)

Este proyector, como se muestra en el Teorema 2.1 de [I5] estd bien definido y ademés cumple con
la siguiente cota.

Teorema 1. Dado k > 0 y K € T, entonces existe C' > 0 independiente de hx tal que si q €
H'«tY(K) yu e H=t(K)

lqg+1 *7 by
Iy (q) — qllx < Chig @l g+ (i) + CT B ul e e (2.4.2a)
V- Q|qu(K)

My (u) — ul|x < CRYE T ul grasi gy + C Rt p— (2.4.2b)

Donde 7% es el valor mds grande de T en K =e; Uey Ues y 7 el sequndo valor mds grande.
El detalle de la demostracién se puede ver en [15, Teorema 2.1]. Ademads, denotaremos por Py,

a la proyeccién L? sobre My,

2.4.1. Constantes auxiliares

A continuacién definimos las siguientes constantes introducidas en [18]

R:= mé%x Te, (2.4.1.1) RC = max re(C’enC’fm}) , (2.4.1.2)
ecl’y,
éei— sup % Cy = max C, (2.4.1.4)
peby(ke)—0 Ve PlKe c€Ey)
(2.4.1.3)
Cogt := max C¢, (2.4.1.5) y R = méx \/r.CC,,.
8658 665,6:

(2.4.1.6)
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Capitulo 3

Método HDG

En este capitulo mostraremos que bajo ciertas hipétesis el esquema HDG que aproxima a
estd bien definido. También con herramientas y técnicas desarolladas en [7, [I5] 18], mostraremos
las cotas del error a priori, tanto para los errores de u y g en norma L?(f2). Para el andlisis de
solubilidad, al igual que en [I8] supondremos que los segmentos o(x) tienen direccién normal. Si
esta suposicién no se cumple, aparecen términos de la componente tangencial de ¢(x) que pueden ser
acotados si 1 —n.t(x) es positivo y suficientemente pequeno, para « € I'y, y e C I',. Esta suposicién
se hace solamente para simplificar el analisis .

3.1. Esquema HDG

Dado T > 0, el objetivo es encontrar (qx(t), un(t), in(t)) € Vi, x Wi, x M), tal que

(gn(t),vn)7, — (un(t), divavn) 7, + (vn - n,an(t))o7;, =0, (3.1.1a)

(Ortan(t), ), + (s v @n ()7 + (@ — @)(®) - mwndoms = (FBwn)rs  (3.11D)
(Gn(t) -m,&n)ornr, =0, (3.1.1c)

(an(t), &nyry = (Gn(t), &n)rn (3.1.1d)

up (0) = Iy (ug). (3.1.1e)

Y(vp, wh, &r) € Vi, X Wy, x My, Vt €]0, T]. Notamos que (0.0.4) nos entrega la condicién de contorno
del problema continuo, pero no conocemos g. Sin embargo (0.0.4) sugiere que definamos la condicién
de contorno discreta g, como

I(x)
gn(t,x) = g(t, ) —i—/o qn(t,z + At(x)) - t(x)d\ = €Ty, t€]0,T). (3.1.2)

Para ¢t = 0 fijamos (0, ) = uo(x), con = € I'. Aqui enfatizamos que gp(t) en el segmento o (x)
no es més que la extrapolacién de gp(t) en K.+ que nos entrega el método. Por otro lado definimos
el flujo numérico en las aristas como

gn(t,z) -n=qp(t,x) n+7(u, —ap)(t,x) t>0x€dT, (3.1.3)

y 7 el pardmetro de estabilizacién positivo que asumiremos constante en este trabajo.

3.2. Existencia y unicidad del esquema semidiscreto

Como para cada ¢ > 0 fijo el esquema (3.1.1)) es un sistema cuadrado finito dimensional, si los
datos f, g, up son nulos, el problema (3.1.1)) tendrd solucién tnica si y solo si (up, gn, @) = (0,0,0).

17
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De esta manera supongamos que f = g = ug = 0. Testeamos (3.1.1a)) con v, = g (¢), (3.1.1b)) con
—ap(t) en  OTp\I'p

wp, = up(t) y (3.1.1¢) (3.1.1d) con &, = { , obtenemos

—qn(t)-n en Ty,

(@n, qn)7, — (un, diva(gn))7, + (gn - 7, @n)or, =0,
(Orun, un) 7, + (diva(gn), un)7, + ((dn — qn) - 7, un)om, =0,
(@n -, —un)o\r, =0,
(Uhy —Gn - )1, = (ghs —Gn - )1,
uh(()) = 0.

. . 10
Sumamos las cuatro primeras ecuaciones y notamos que (Oyun, up)7, = §a||uh| 5.7, - Luego por la

defincién de las trazas numéricas (3.1.3]) y como el dato inicial ug es el nulo, se tiene que

7+ lanOI7, + [ (wn = @) Ol[37, . = Gn, —@n - )1,
uh(O) =0.

10
5@”%(75)\

Ademsds, por la definicién de g (t, ) sumando y restando I(x)gy(t, ) - n y recordando la definicién

de [2-3.5.1):

()
Gnlt,x) = g(t, &) + / au(t, @+ An) - nd\
0

()
/ gn(t,x + An) -nd\ —l(x)gn(t,z) -n+l(x)gn(t,x) - n
0

()
= /0 (qn(t,xz + An) — qp(t,x)) - nd\ + l(x)gn(t,z) - n

l(x)élh (t7 iL‘) + l(w)qh(t7 17) "n.

1
Despejando g, obtenemos que gy, (¢, ) -1 = — i (t, &) — dq, (t, ). Reemplazamos esto en la traza

l(z)
numérica (3.1.3) para obtener:

gn(t,x) -n = ﬁgh(t,m) — g, (t, @) + T(up — p) (¢, @).

De esta manera se sigue que

10 . _ .
§§||Uh(t)l|grh + lgn )5, + 1(un — an) D2 o7, = (Gn, —Gn - 7)1y,
1. _ PN
= _<79h79h>1‘h + (0, - Gn)1), + (T(un — Gn), Gu)1T), s

= —||§h|\12“,,,zfl + (0, 12, gnl 2, = (7 (up, — an)1M?, Gl ™),

Por lo tanto

10

§a||uh||%ﬁ +lanllF, +11Cun = @)l o7, +13nlli1p, = —(0qns u)r, — 0727 (un = an), 17 %gn)r, .
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Acotamos el lado derecho con Cauchy Schwarz y usamos la desigualdad de Young con parametro
€ > 0 a determinar:
19
20t
= =126, 17 P gn)e, + (P (un — @), 12 gn)r,

1
ilﬂl/zéqh

llunll7, + llanll7, + V7 (un = an)ll37, + 13nllF-s2 p,

IN

€. 1o 1 . €.\ 1/9-
2+ SR, + o 2 — an) R, + SI0Y2GR,

1 €, . 1 R €
= 182+ UG, oos + ol — an)lE, o+ SR,

Tomando € = % podemos pasar th“%h ;-1 ¥ usamos ([2.3.5.3)) del Lema |§| para acotar el término
||6Qh,||%;“l, se deduce que

10 : L
§8t|\“hl|2n + llgnll7, + V7 (un — an)|37, + §||gh|‘12_1/2’r"
1 A~
= ﬁ’"g/zcsxtcfml\ﬂl%@ T (un — an)l[f, o

Por la hipétesis (2.3.4.1b)) podemos pasar ||g||%-. al lado izquierdo y a la vez utilizando la hipStesis
(2.3.4.1a]) pasamos ||7(up — ﬁh)H%hJ al lado izquierdo. Luego acotamos la derivada temporal de la
norma de u, para obtener:

10 1 1 . 1.
5 lunl, < = (Slanl, + 311VFwn — a0l + 3l ) <0

Integrando entre [0,], y dado que [[us(0)||7;, = 0, obtenemos 0 < [|up(t)]|7; < 0. Asi up(t) =0
v llanllF, + V7 (un = @n)ll37, + ||gnlli-10, = 0Vt > 0. Es decir g, = 0 en Dy, y up = Uy, en 97,
Yt > 0. Pero como uy, es el polinomio nulo 7;, entonces iy (t) = 0 Vt > 0. Por lo tanto el sistema
tiene unica solucion.

En resumen, hemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 2. Bajo las hipdtesis (2.3.4.1), el esquema semidiscreto (3.1.1) tiene dnica solucion.
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Capitulo 4

Analisis de error

En este Capitulo analizaremos las ecuaciones de la proyeccién del error que nos ayudaran a
obtener las estimaciones del error a priori en Dj,. Luego en el Capitulo 5 analizamos el error en Dy,
con el objetivo obtener el resultado principal de esta tesis, que enunciamos a continuacion.

Teorema 3. Bajo las hipotesis (2.3.4.1)) sobre las constantes y las hipdtesis (2.3.4.2)) sobre la frontera
I. Sea (q,u) la solucion de (0.0.2) y (qn,ur) la solucién aprozimada que entrega el método HDG
[B-19). Si para todo s € [0,T), se tiene que u(s) € H'»T1(Q) y q(s) € H'aT1(Q) entonces existe
C = C(1,p,9,q9,q. ,u,usu..) > 0 independiente de h tal que:

sup |u(s) —up(s)]|a < Cpmin{lulg}+1,
s€[0,T]

Mds aiin, si u € C2(0,T; H'=*1(Q)), entonces se tiene que
sup_||q(s) — gn(s)||o < ChmR{Iwlad !
s€[0,T
4.1. Ecuaciones del error de proyeccién

Para t €]0,T] el error de proyeccién se define como I,,(t) := u(t) — Iy (u(t)) y Iq(t) := q(t) —
[Ty (q(t)). Para en andlisis del error definimos las siguientes la proyecciones del error:

eq(t) :==Tv(q(t)) —qn(t),  eu(t) :=Iw(u(t)) —un(t),  ealt) := Par, (u(t)) — an(t).

Para t = 0, asumiremos ug € H'(7;,) y tomaremos g, (0) = Iy (Vug) y 4x(0) = Pas, (uolaT;, ), por
lo que e4(0) = 0y es(0) = 0. De esta manera se satisfacen las siguientes ecuaciones de la proyeccién
del error.

Lema 7. Para todo (v, wp, &) € Vi, x Wy, x My, se satisfacen

(eq(t), vn)7, — (eu(t), divpvn)T, + (vn - ea(t))or, = (v (a(t)) — q(t), va)7s, (
(Orew(t), wn) T, — (Vwn, eq(t)) 7, + (eq(t) - m,wp)or, = (Mw (ue(t)) — ue(t), wn)7,,  (4.1.1b
(eq(t) - n,&n)arnr, =0
(ea(t);En)r), = (

(9 —an)(®),&n)ry, (4.1.1d

donde
eg(t) -n:=eq(t) - n+7(e, —ey)(t) en Th. (4.1.2)

21
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Demostracion. Para (4.1.1a)) primero utilizamos la deficién de los errores de proyeccién y conside-
ramos la ecuacién (3.1.1a). Luego utilizamos el hecho que —Vu = g y concluimos utilizando las

propiedades del proyector Py, v de la proyecion Ilyy:

(eq,vn) 75, — (€u, divivn)7, + (v - M, ea)oT;,

(v (q@) — gn, vr) 75, — (Mw (u) — up, divaor) 7, + (Vs - 1, Pag,, (u) — Gn)or,
(v (q), vn) 7, — Mw (u), divivn) 7, + (vn - 1, Pu, () o7,

+ [(—=aqn, o)1 — (—un, divyvy) 7, + (vn - n, —p)o7;,]

(IIv(q) — g + q.vn)7, — (Hw (), divion) 7, + (vn - 1, Py, (u))o,

(IIv(q) — g,vn) 7, + (=Vu,vi) 7, — (w (u), divpwn) 7, + (v - 1, Pu, (w))oT;,
— (Ig,vn)75, + (u — Hw (u), divpvn) 75, — (u — Pag, (u), v, - n)

= (g, vn)7;, YOR € V).

Para (4.1.1b)), primero expandimos los errores de proyeccion del error y luego identificamos términos
de (3.1.1b)) en la ecuacién. Asi obtenemos

Vhwh, €q)7, + (€g - ™ Wh)oT;,

w(u) —un), wn)7, — (Vhwn, (v (q) — gr)) 7,
(v (q) — qn) -+ 7(Lw (u) — up — P, (u) + Gn) - 7, wh)or,
frwn) T, + (dlvhq7wh)7—h (Oc(Tw (w)), wh) T,

v(g) -+ 7w (uw), wn)or, — (TP, (w), wn)oT,

(Orey, wp) T, — (
=(0:(I1

+
—(

+ (I

Acé el término (Vywp, (ITyv () —qp)) 75, se integré por partes. Luego, sumando y restando (9w, wy) 7,
y observando que (Oyu + divy(q)), wn) T, = (f, wr) T, Por (2.4.1d)), se sigue que

(Orew, wn)T, (VU/h»eq)Th + (eq - m,wn)or,
— (fywn)7, + (0w (v) — u),wp) 7, + (Opu + divi(q), wh)T,
+(—qg-n+1y(q) n+ 71w (u) — 7P, (u), wr)oT,
= (fswn)7, + (0e(Ilw (u) — w), wr) 7, + (f, wa) 7,
+(—q-n— —7Pum, (u) + v (q) - n + 71w (u) — 7Py, (w), wh)oT,
=(0(Uw (u) — u), wp)7;,-

La ecuacién (4.1.1¢)) se obtiene por la continuidad de las trazas normales en H (div, (2), la definicién
de gn vy (3.1.1c). Para (4.1.1d)) se tiene que por la defincién de proyeccién ortogonal y la ecuacién
(13.1.1d))

<PMh (u)7 :U’h>Fh = <gaﬂh>f‘h7
(tns pr)ry = (G n)T), -

Restamos ambas ecuaciones y obtenemos (4.1.1d). Para (4.1.1¢]), por [3.1.1¢| obtenemos €,(0) =
Iy (u(0)) — up(0) = up(0) — up(0) = 0. O

4.2. Analisis del error en el dominio computacional

En esta seccién obtendremos cotas para las proyecciones del error en norma L?(Dj,). Nuevamente
por la compacidad de [0, 7], estas cotas son uniformes con respecto al tiempo. Para ello testearemos
las ecuaciones del error de manera similar a como se hizo en [7]. Dicho esto se puede obtener lo
siguiente
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Lema 8. (Estimacion para e,(T) en norma L*(Ty)). Sea T > 0, se tiene la siguiente identidad
T
lewDBs+ [ (llea(o) +lea — ea)o) o, )

T
= [ 101 (a(s) ~ a(s) a5 + () = s
+ (§(s) — Gn(s), —eg(s) - m)]ds.

Demostracion. Sea s € [0,T]. Testeamos las ecuaciones en (4.1.1)) con vy = eq(s), wy, = e,(s) y
—eq(s) en  OTp\I'n
& = . Integrando por partes (4.1.1b)) se tiene que:

—eg(s)-m en Ty

lleq(s)l17, — (eu, divheq)7, + (eq - 1, ea)or, = (v (q) — 4, eq)7.,
(Oseu, eu)T,, + (div(eq), eu)7, + ((€g — €q) - M, eu)or, = (Hw (us) — s, €u) 7,
(eq - m,—ea(s))om\r, =0,
(ea, —eq(s) - m)r, = (3(s) — gn(s), —ea(s))r,-
Luego, sumando las ecuaciones obtenemos

10
lea(s)I13; + 55

:(HV(q) -q, eq)'Th + (HW(US) — Us, eu)Th + <g - §h7 —€g n>Fh

lew()II7, + (eq - ea)or, + ((eq — eq) - neu)or, — (eg - m,ea)or, (4.2.1)
En (4.2.1) armaremos las normas en el esqueleto como sigue:

(eq-m,eq)or, +((eg — eq) "M eu)or, — (eq M, ea)or, = ((€q — €g) - M, ea)ar, + ((eq — €q) - M, eu)oT,
= ((eg — eq) - M, ey — €a)oT,
(T(eu — €a), eu — €a)oT,
172 (ew — €a) (3)|[37,.-
Asi, si integramos (4.2.1)) en [0, 7] y aprovechando e, (0) = 0, obtenemos
1 2 T 2 1/2 2
3 llea(DIT, +/0 [lleq(s)17,, + 117"/ (ew — €a)(s)|[37; ]ds

=/O (v (q(s)) — a(s), eq(s)) 7] ds +/0 [T (us) — us, eu(s))7, +(G(s) = gn(s), —eg - m)r, | ds.
(4.2.2)
O

Para el término del lado derecho (§(s)—gn(s), —e4(s)-n)r, , haremos la descomposicién realizada
n [I8]. En el caso que & € I'), se tiene que:

()
(9 —gn)(s, ) :/0 (a(s,z +sn) — qn(s,x + sn) + v (q(t, ) — v (q(t, z)))ds
()
:/0 (Iq+eq)(s,z + sn)ds
(@)
_ /l (Iy(s,@ + sm) — Io(s, 2))ds + (@) o (5, @ + sn)ds
0

()
+ / (eq(s,x + sn) — eq(t,x))ds + l(x)eq(s, x + sn)
0

:l(m)(éfq(s@) + Iq(S, SC) "N+ 5eq + eq(s, ZC) : TL)(S, .’1})
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Despejando eq(s) obtenemos que

ea(s) - m =TI (5) 6y (5) — Iy(s) -1 — b, (5).

Reemplazando ésto en (4.1.2]) obtenemos que el error de la la proyeccién del flujo numérico en T,
se puede escribir como

eqls) m =TI () 5 (5) — Iy(s) - m—be, + T(ew — ea)(s). (4.2.3)

De esta manera el término (§(s) — gn(s), —e4 - n)r, se puede escribir de la siguiente manera

(9= gn, —€q-m)r, == (g — gn)l(x),d — gn)r, + (3 — Jn, 01, >Fh
+ (7 = n Iq - )1, + (7 — ns Oey)T) — (G — G, T(€w — €a))1,
=— 172G = gn) IR, + (@G — gn), 1" >Fh
+ {725 - gh)all/QI “n)r, + (7 1/2(9 ), 1" %0e,)r,
— (172G = gn), 127 (ew — €a))r, -

Por la desigualdad de Young con pardmetro 6 > 0 a determinar, tenemos

<§ - ghv —€g - n>Fh
5o - 1 Siije. -
=2 @ = ) ()R, + 11072 = g OIF, + 55102 L - n()IIF, + 5107 2@ = an)G)]IE,

0 1/9,~ - 1
- 5\|zl/261q<s>||%h +SIY2G = )G, + s 1026, (5) 12,

O 1/0,~ - 1
+SI2G — n)G)IE, + g 7T e — ea) )1,

Tomando § = + podemos pasar |[l71/%(g — gn)(s)|[, la lado izquierdo y como para cada e € T,
Hy _ U(z)
Te = >
he = he

tenemos que

102, = (), < 3 rehd [Ugnl < RS 0 [ (gm)? = R, o

ecl’y, ecl'y,

Por tltimo notar que 7.r.ht > 7.l(x), luego

17112 (e, *611)(5)”12‘}1 = Z /TeTe ey —eq)? < ?é%’,f Tereh Z /Te €y — €q)

eth ecl'y,

/\

> §H(eu - eﬂ)(S)H%Th,T’

donde hemos usado la hipétesis (2.3.4.1¢). De esta manera, insertando estas desigualdades en (4.2.2)),
usando la desigualdad (2.3.5.2)) del Lema |§| y por la hipétesis (2.3.4.1b) podemos acotar el término
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161, (s)||r, .1 Para acotar [|de, (s)||r,, utilizamos (2.3.5.3). Asi,

%Heu(T)H% +/0 [lleq($)IF;, + ll(ew — ea) ()7, - + 11 — an)($)I[, 1-1/2]ds

g/OT [||Iq<s>|
1

1 € €
+ 7 BIZa()IIE, n + L (CECt) *lleq(s)I17, 71I(eu - 6a)(8)ll%h,r} ds

eq($)l17. + [, (5)]

|75, + RQZH@ (Iq - ) ()l p

ec&?

Th Th

Tr 1
</ [2|fq<s>|% + 5lleq(®)l13; + 1L, ()17 llew(s)] 7,

1 1
+ B3 10uly 1)) ke, s + 1Bl ml

eEEﬁ

1 e e 1
+ 411’18.)(7” (C Cznt) ||eq||%’h +1H€u _eﬂ”%hﬂ' dS.

ext
ecly

Luego por las hipétesis (2.3.4.1b]) podemos pasar el término ||eq]|3. al lado izquierdo.

T
1 -
(D)1, + /0 [lleq(s)I7; + 5ll(eu = ea) ()37, + 2013 = Gn)(SIIE, 1-1/2] ds

T
1
< / [uq(swn + 20|10, ()17 w317 + 5B 3 10 (Tg ) (5) e oo

EESS

+ RHI (s)l

Fh7h:| ds
Para llegar a la cota de [|e,(T')||7;, utilizaremos la Proposicién [1| con
¢(t) = lleu(®)ll7s,,

Z(s) = [lleq(s)l17 + %H(eu —ea)(8)l137,. + 201G = an) ST, 1172 ],

¢ 1 1
A(t) =/0 {Ilfq(S)Il% + §R2 Z ||an(Iq'n)(S)||§(§m,hJ-2 + §R||IQ(S)||%h,,h ds,

GGSS
/ ds—/ L. ()17 e (s)] |7 ds.

Por lo tanto obtenemos que

T
1 -
llew(D)II7, +/O [lleq ()17, + 5ll(eu = ea)()l[37,.- + 213 = Gn)(IIE, 1-1/2]ds

' 1 1 1/2 T 2
<(( [ [1atoBy + SR w4 3 RITEafas) 4 [ 110l )

Con los resultados de la seccién hemos demostrado el siguiente lema.

Lema 9. Bajo las hipotesis ([2.3.4.1])

25

T 1 1 vz
|I6u(T)|ITh§(/0 [Ilfq(8)||%+2R2|3n(fq(8)-n)ll%;,hz+QRIIIq(S)II%,,,,h]d8> +/O 11, (5)]|7;,-

Ahora procedemos a calcular una estimacién para eq(T').
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Lema 10. Sea u € C%(0,T; H“TY(Q)). Para todo s > 0 se tienen las siguientes identidades:

10 10
535 1€a@II7 + 5 52 lIew — ea)(8)II2.a7, + [10seu(s)llom,

=((IMv (gs) = gs)(s), eq(s)) 7, + (Mw (us) — us)(s), Oseu(s)) 7, + ((9s — Gns)(s), —€4(s) - n)r,
y [10seq()|[7, + 110s(ew — ea)(s)l1Z o7, + %%Haseu<s>||%7’h

:((HV(qS) - qS)(S)7 88611(5))71 + ((HW(USS> - u58>(3)a886u(3))Th
+ (s — Gns)(s), —Oseq(s) - m)r,, .

Demostracion. Si derivamos las ecuaciones del error (4.1.1a)) y (4.1.1d)) con respecto al s obtenemos

(0seq, Vp) T, — (Osey, divpvn) 7, + (v - M, 0seq)or, = v (gs) — gs,vn), (4.2.4a)
(Osew,wp) T, — (Vwn, eq)T, + (€g -, wn)or, = (Mw (us) — us, wp) 75, (4.2.4b)

(eq - m,&n)oTr, =0, (4.2.4c)

(Osea, pn)r), = (Gs = Ghss Hh)Ty (4.2.4d)

e,(0) =0 (4.2.4e)

—0seq(s) en OTp\I'p
Testeamos con vy, = eq(s), wp, = 0sey(s),&n = { . Integrando
—e4(s)-n en Ty
por partes y sumando las cuatro ecuaciones llegamos a la primera igualdad del Lema. Para obtener
la segunda igualdad derivamos todas las ecuaciones de (4.1.1)) con respecto al tiempo:

(0seq, Vn) T, — (Osey,divpvr) 7, + (Vn - 1, 0seq)or, = (v (gs) — gs,vn), (4.2.5a)
(Oss€u, wn) 7, — (Vwn, Oseq) 7, + (Os€g - My wi) o7, = (w (Uss) — Uss, wh) T, (4.2.5b)
(Oseq - n, En)orr, =0, (4.2.5¢)

(Os€as )1y, = (Gs = Ghss Hh)T), - (4.2.5d)

Testeamos las ecuaciones en (4.2.5a]) con vy, = 0seq(s), (4.2.5b)) wy, = Oseu(s) y (4.2.5¢), (4.2.5d)

respectivamente con

—0seq(s) en ODp\I'y

& = { . Andlogo al paso anterior, integramos por partes ,
—0se4(s)-m en 'y

sumamos y obtenemos la segunda igualdad del Lema. O

El siguiente resultado es consecuencia de lo anterior.

Lema 11. (Estimacion para eq(T) en norma L*(Dy)). Para todo T > 0, se tiene que:

lleq(T)lI7

T
<2| [ (lleato)lBs + 10w @) ~ @)(o)f, + 41l () ~ w) @) ) ds

T
1
Y R (CCRUCNED S NIARIETG A I
eSS

T
1
w8 [ (3 RIOnT Oy o+ g )

e€E?

12“h,l + 4Ty (uss) — uss)(5)]

%—,) ds

1/2
s (0) = OB
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Demostracidn. Si hacemos la misma descomposicién realizada en (4.2.3) a —eg4(s) - n pero ahora a

—0s€4(s) - n, obtenemos, por la desigualdad de Young con 6 > 0y € > 0 a especificar, las siguientes
dos desigualdades:

((95(s) = Gns)(s), —eq(s) - m)r,
10, _ - O, _ N N 1
<=5 Y2(G = gn) ()17, + 31! Y2(Gs = Gne) ()17, + 2*5”11/2—@(5) -n[|f,
o, _ . . 1 o _ I
+5llt Y2(Gs = Gns) (9)|7, + 2*6”11/25111(8)”& +5llt Y2(Gs — gns) (s)|I2,
1 O, _ - - 1
+ 2*5\|ll/25eq(8)||%h +5llt Y2(Gs = Gns) (3)|I7, + %||Tll/2(eu —ea)(s)|If,
y
<(§s - ghs)(s)a _as(s)eé ’ n>Fh

_ - . €., _ - - 1
< —[[17Y2%(Gs — gns) (9)II2, + Sl Y2(Gs — Gns) ()17, + illl”Z@qu(S) -nl[f,
€, N N 1 €., - -
S35 = ) (I, + 5172001, ()1, + 51072 = ans) ()1,

1 €, . 1
b 20,00, (I, + 1020 3n) I, + 15w — ea)( I, e

Luego, reemplazamos en ambas ecuaciones del Lema [I0] los términos que acabamos de acotar y
sumamos ambas desigualdades:

190 10
555 1€a()T + 5 5 Ml (ew = €a) ()l[7.07, + [19seu(s)ll37,

<((Mv(gs) — gs)(s), eq(s))7, + (M (us) — us)(s), Oew(s)) 7,
10, _ . o, _ R - 1
~ 555/ Y2(g = an)(s)lIE, + 1! Y2(Gs = Gne) ()17, + 275\”1/2[:1(5) -2,
O, _ 5 ~ 1 o . N
+5llt Y2(Gs = Gns) ()7, + 2*5”11/2511,(8)“%,1 +5ll Y2(Gs — ans) (s)II2,
1 0, _ ~ 5 1
+ 2*6\|ll/25eq(8)||%h +5llt Y2(gs — gns) (s)I2, + %Hﬁl/z(@u —ea)(s)|If,
y
2 2 1 a 2
10seq ()17, + 110s(ew = ea)(s)lI7.07 + 5 5. l10seu(s)llaT,
S((HV(QIS) - qS)(S)’ 836(1(5))77L + (M (uss) — USS)(S)a 8€u(5))77L
_ - - €., _ 5 1
— 172G = Gns) ()17, + Sl Y2(Gs — Gns) ()17, + §€||11/23sfq(8) -,
€ . . . 1 €,_ - N
+ S0 = ) (B, + 720,51, (), + S — ) IR,

1 €, L 1
b 120,50, ()E, + S — i) I, + 0o — eI,

Claramente si § = ¢ = §, podemos pasar al lado izquierdo —32[|(7 — gn)(s)I[Z, ;=1 ¥ [I(3s —

§hs)(8)\|12~hdl,1. De la misma manera por la hipétesis (2.3.4.1al), también podemos pasar ||0s(e, —
eﬁ)(s)H%h /2 @ laizquierda. Es claro que 0s1g(s) = Ig,(s) y que 0s6r,(s) = 61, (s). Aplicando la
desigualdad de Young al término ((Ily (gs) — gs)(s), eq(s)) 7, por la desigualdad (2.3.5.2)) del Lema

@podemos acotar las normas ||67,||¢, ; v [|07,,[|%, ; para luego analizarlas en la siguiente seccién.
Todos los argumentos presentados nos llevan a lo siguiente:



28 CAPITULO 4. ANALISIS DE ERROR

N =

5= (lealo)Bs + 1w = ) or; + [Oreulr +11G - 30O, 1)

+ 5 (onea(ol + 101 e = e ONEor, + [0ea(e) +1G: ~ 1), 10

<alleq(s)I, + STy (@) — @) (), + 4w () — ), + 1T ) — ) )1
#8101 ml, o+ 10201, (MR, 1) + 511,10+ g -, )

<lleqI, + 211y (4.) — @)1, + 411w (0s) — ue) 6)B; + 4 (T 1) — ) (1

1
+8( [a.(s) - nllf, 1+ > s RlIOn(Tq, - n)()le, e
3 ext

ec&?
1
#8( 3 Rl e e + Vgl )
ec&f

Integrando entre 0 y T obtenemos

1 -
3 (Ileq(T)IQTh +[l(eu = ea) (D12 o7, + 10seu(D)l37, + 11(G — gh)(T)Ilih,luz)

1 L.
-3 (|eq<o>|% +ll(ew = ea) O o7 + 19seu (OB +11(5 gh><o>|%h,l_1/2)

T

#5 [ (10:eaolBs + 0.0 = O, + 10ea(e)s + 1.~ ) SN, 0 ) s
T

< [ (teate) B + 311y (@) = a0, + 4l ) ~ w) )1, )

r 1
w8 [ (Mo nlf, ot X gRIOu T )G )i

6655

T
1
w5 [ (gl i+ Y gRIOM T mO e )i

ecl'y

_|_/O 4||(Hw(uss) - uss)(S)H%’hdS

Donde nuevamente hemos usado R (2.4.1.6)) y el Lema 6. Para obtener la cota deseada recordamos
que e4(0) =0, e4(0) =0, e, =0, y e3(0) = 0 y ademds, por como impusimos la condicién inicial
discreta §(0) = gn(0). De la ecuacién (4.1.1b)), testeando con wp, = 9se,(s) e integrando por partes
se tiene que:

(Oseu(s), Oseu(s)),—(VOseu(s), eq(s)) 7, +(eq(s)n, Oseu(s))or, = (w (us(s)) —us(s), Oseu(s))T,

Si evaluamos en s = 0, obtenenemos

10se(0)]17;, = (Hw (us(0)) — us(0), dsew(0)) 7,
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos ||9se,, (0)||7, < ||(TIw (us) — us)(0)||7,. O



Capitulo 5

Analisis del error en be

En el este capitulo abordaremos las cotas de algunos términos del lado derecho de estimaciones
del error del capitulo anterior. Especificamente ||0y, (Io,4(s) 1) (¢)|| ke . 12 ¥ ||1g(s) - n||r, n- También

ext?

analizaremos ||(u — uh)(s)HR—; v |l(g— qh)(S)HR_g;' Mostraremos que también estan acotadas por

términos de orden 6ptimo, de la misma manera que ||(u—un)(s)||p, ¥ /(@ —qr)($)||p,, ¥ asi poder
obtener una cota global en el dominio 2. Estas cotas son uniformes Vs € [0,7] por la compacidad
del intervalo.

5.1. Estimaciones para la derivada normal del error de pro-

yeccion en K¢

ext

En esta secciéon abordaremos las cotas para los términos asociados a los errores de la proyeccién
que aparecieron en las cotas del error de ||e,(T)||7, ¥ |leq(T)||7,, utilizando resultados del Capitulo
1 y el Capitulo 2.

Lema 12. Para s €]0,T], se tiene que

> 110na(s) - )l e, o

eCI'y,

<4 (cnffcfh%+2<|u<s>|qu+1<9> 1202 q(3)| a1 ) + 2B Ch iy C3 () g 0

+ACE RO a0 B )

donde recordamos que Cpp es la constante que acota la aproximacion del polinomio de Taylor
ponderado en el Lemal[3, Cs es la constante que aparece en el Lemal[f], Crr es la constante que aparece
en el Teorema que usamos para acotar los términos que involucran los errores de proyeccion y Rc’

es la constante que introducimos en (2.4.1.2)).

Demostracion. Sean s € [0,T] y p(s) € [Pr(K¢)]¢ arbitrarios. Utilizaremos las constantes 7., Cf,,
y C¢,,, indicadas en (2.3.3.1) y (2.3.3:2). Asi, procederemos acotando arista por arista. Sea e € &7,
luego

[10n (Tqs) - )l e, 2
<|10n(a = p)(s) - n)llx,, 02 + 0n (v (q) = P)(s) - 1)l k2, 2

ext’

§h<\l{,?cfm,02mtl(p — v (q))(s) - nl[xe + ||0n(q — P)(s) - n)|K5‘wf>

<VRe||(Tyv (q) — p)(5)|| e + hl|On(g — P)(s) - 1) Kce.,

29



30 CAPITULO 5. ANALISIS DEL ERROR EN D§

donde en el paso previo utilizamos las definicién de las constantes (2.3.3.2)), (2.3.3.1)) y la constante
auxiliar (2.4.1.2)). Seguimos acotando para obtener que

|10n (Ig(s) - n)\Kg,t,;ﬂ
<V Re||(Iv(q) $)ie + VRC|lg = p)(s)l| e + |0 = p)(s) - 1)k,

s@nmv@ ||K6+W||q P)(s)| e

+2h||V(q — p)(s ))lleth

Suponiendo que gq(s) € [H'a*1(Q2)]%, aplicando el Lema [4| a las componenetes de q(s) y por las
hipétesis sobre la frontera I' consideremos una extensiéon S(g(s)) de q(s) a todo R? tal que
S(a(s)) = a(s) en 2, Sqqn) € [H+ R y [[S(q(5))]gs < Cslla(s)llo. Tomamos la bola B, de
radio minimo de tal manera que contengan a K¢, y K°. Luego se tiene que

|0n (Iq(s) - )| ke, h2
g@unvq s||KP+WHq p)( ||Ke+2h|Wq p)(s))|xe,,
< VR||(Ty (@) — 0)(9)l|xe + VE[I(S(q) = p)(s)l]s. +2h]|V(S(a) = p)(s)]l5..

Tomando p(s) el polinomio de Taylor ponderado que aproxima a S(g(s)) en la bola, la cota serd
de la forma.

16n (T - >|\K;m,h2
<VE||Ty(q) = @)(5)lliee + VRCpuh'a5(a)(s) 1 s.) + 2hCpuha|S(@)(5) et s,
<VR||(Ty (q) - @)(65)lliee + Bt VR Cnl|S(a)(3)] ks, + 40 il S(@)(5) o s,

Elevando al cuadrado y sumando sobre las aristas exteriores

> 10nIgis) - I

Ke
6658

<( > Re|[(Iv(q) — @)(s)l[ice + R CRy1S(a) ()l Fns,) + 4C%H|S(Q)(S)I?zk+1(se)>>

EESS

< (Rfc/unv(q) — @))% + 2R Cyl|S @) 2 4O%H|S<q><s>|zlq+lmd))-

h2

Donde aplicamos el Lema [3] Para volver a la variable g utilizamos la cota del Lema [l De esta
manera

ZHa q(S) n”Ke +h2

2
ec&y

< @ - B + 20 CRIP 2 a(o) By o
+ACE O () By

<4(02 Rer2mtal 2(|u(s) |21, 2 0 + 11005) 21q ) + (1 +R>80%Hc§|q<s>||zzq+1(m).

Aplicando raiz a la ultima desigualdad acotamos el término por el orden deseado. Es directo ver
que ||0n(Ig,(s) - ™) ke,, n2 se acota de manera andloga. O
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Para el término ||I4(s)-n||p, »1 procederemos de manera similar. Sea p(s) un polinomio, s € [0, T
yee€ 5}? . Usando el Lema (1| de desigualdad inversa y el Lema [2| de la proyeccién L? un elemento
K¢, con e C I'y,, se tiene que:

e <l[(Tvq(s) = p(s)) - nllen +l(a(s) = p(s)) - n|
<Co(|Mvq(s) — q(s)l[xe + llg(s) — p(s)l|x) + [1a(s) = P(s)lle,n
<Co(Cru(h'*Hlul | gru+s(cey + B4 lallgrass geey) + Cryo T2 q frgin geey

Hg(s) - 7| eh

En el iltimo paso tomamos p(s) = Pr2(xey(q(s)) y empleamos la desigualdad de trazas discreta
donde aparece . Al igual que en el caso anterior elevamos al cuadrado y sumamos para
obtener la cota. También es evidente que ||/, (s) - 7|[c,n S€ acota con los mismos pasos.

Utilizando los lemas [9] y [11] concluimos que las integrales que acotan la norma de e,(s) y eq(s)
estan controladas uniformemente por términos de orden h™™{twla}+1 s € [0, T7.

5.2. Error de aproximacién en Dj

Para analizar el error en Dj, consideraremos las regiénes K¢, y K¢, introducidas en la Seccién

2.3.1] En efecto, dado un s € [0,7] y e € &7, una forma de calcular ||(u — up)(s)||pg es la siguiente
DC

1 = )9l
~(Z - o) =2 3 ) - w6l + e~ T )6 )

ext
ec&f ee&f

[N

Procederemos a acotar arista por arista. Sea e € &7 y p(s) € Py (K¢) arbitrario, donde K¢ es el
elemento asociado a e C I'y,. Se sigue que:

()l 77 =lluls) — w (u(s))l| g
<II(p = Mw () ()l gz + [I(w = p) ()|
<R||(p — w (w))(s)|| = + [[(u = p) ()l o

<R|||(u—p)(s)llxe +[[(u = Tw (w)(s)l[ = | + 1w = p)(s)l| o
<1+ B)lfuls) = p(s)ll e, + IHuls)||xce-

En el dltimo paso hemos usado la definicién de R . Luego, expandimos el conjunto sobre
donde integramos ||u(s) — p(s)||xe para integrar en la bola B como hicimos en la demostracién
del Lema anterior. Por las hipo6tesis sobre la frontera I', y por el Lema {4 si la funcién
u(s) € H'»t1(Q), entonces u(s) se puede extender a una funciéon S(u(s)) € H'=+1(R?), donde
u(s) = S(u(s)) en Q. Trabajando con la extensidn, obtenemos que

1)l < A+ R)IS(u(s)) = p(s)ll ey, + 111u(8)llxce
< (14 R)IS(u(s)) = p(s)llse + | Lugs)l | e

En dltimo paso, para cada K€, se toma la bola B¢ de radio minimo tal que K° U K¢, C B°. Se
sigue que

1u()ll < (14 R)Cprh™*|S(uls)|se + [1Lu(s)] K-
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En el paso previo se usa el polinomio de Taylor ponderado p(s) del Lema que aproxima a S(u(s))
en la bola B°. Como e,(s) € P(K*), es directo ver que [le,(s)||;z— < Rllew(s)||ke,,, donde R es

la constante , por otra parte, por el Lema |§| y la primera seccién de éste Capitulo estéd, el
término ||e,(s)||ke,, estd acotado. De esta manera, para obtener la cota de orden éptimo elevamos
al cuadrado, sumamos sobre todas las aristas y utilizamos el Teorema 1 para acotar el término que
contiene el error de proyeccién. Se sigue que

[1(w = un) ()l e

<2 3 1+ RICoun15(us)

eEES

2+ ||Iu(s>||%<e)
<6((1 + R)Cor)"h*25(u)(5) s + | 11u(3)] 2

ga(((l T R)CpCs PRl 2 () P

+ B?[lew(s)|[7, + Cfip? el 2 (Ju(s)[7 1 o + |q(8)||12q+1,ﬂ)>'

Notar que el radio de las bolas B, es del orden de h y multiplicamos por un factor en el caso que las
bolas se sobrelapen. Luego extraemos raiz y obtenemos la cota. Para obtener la cota |[(q—gx)(s)||pe
se procede de manera andloga. De esta manera, por la compacidad de [0, T] tomamos los méximos
de las constantes e integrales concluimos la demostracion del Teorema 3.



Capitulo 6

Experimentos numeéricos

En este capitulo mostraremos los experimentos numeéricos correspondientes para el esquema
continuo en el tiempo . Al implementar el método, para cada ¢t € [0, 1] se buscardn las so-
luciones discretas en los espacios definidos en el Capitulo 2. Para el esquema totalmente discreto,
particionamos el intervalo de manera uniforme y de tamano de paso At. En nuestro caso utili-
zaremos el método de Euler implicito y gracias a eso tenemos estabilidad ya que no necesitamos
cumplir la condicién CF L. Como el error de éste método es de orden At, si utilizamos una malla
de tamano h y polinomios de grado k para conservar los ordenes de convergencia debemos tomar

At ~ bt~ L donde N.jepm es la cantidad de elementos. Esta condicién hace que el costo

(\/ Nel€7n)k+l ’
computacional sea alto para k > 3 y mallas finas, por esto, cuando implementamos el esquema con

grado polinomial £ = 2 y la malla de Dy, tiene 6925 elementos, el ciclo temporal realiza alrededor
de 58000 iteraciones. En todos los casos simplemente tomamos At = W, salvo en éste

am _ 10 . . sz .
dltimo que tomamos At = (Ve TEsE con esto, el tiempo de ejecucion se reduce un 90 porciento.

En las estimaciones del error previas, consideramos 7 € O(1), en la implementacién lo tomamos
como 7 = 1. Por otra parte, construiremos las mallas como mencionamos en Al utilizar mallas
uniformemente regulares, como mencionamos en el parrafo introductorio a éste Capitulo el tamano
de la malla es proporcional a la raiz ntmero de elementos. Tomaremos T = 1 y calcularemos los
ordenes de convergencia en este tiempo final. Luego los érdenes de convergencia experimentales son:

log <|¢I(1) = an,(Dll7.,/la(1) — an, (1)||Th1>
rla)=-2 log (N3/Ny)

log (Iu(l) — un, (1|75, /lu(1) — un, (1)||Th1>
T(U) =2 log (Ng/Nl)

Donde 0 < hy < hq, N; es la cantidad de elementos de Ty, y [|u(1)—un, (1)||7,, con [|lg(1)—gn, (1|7,
son los errores de aproximacion del método para la malla de tamano h;, con ¢ = 1,2. Para obtener
los 6rdenes de convergencia experimentales las mallas de tamano ho y hy deben ser consecutivas.

6.1. Ejemplo 1: Dominio Circular
Para la construccién el poligéno Dy primero construimos 7; de la forma que dijimos en el
Capitulo 3. Luego para obtener los caminos de transferencia usamos el algoritmo introducido en [21],

Seccidn, 2.4].
Consideraremos la solucién exacta de (0.0.1) como:

u(t,z,y) = sin((t + 1)zy),
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defido Q = {(z,y) : 22 +y? < (0,75)2}. Resolveremos el problema con los f y ¢ inducidos por u
utilizando polinomios de grado k € {0,1,2}. A continuacién mostramos la Tabla 6.1 de la conver-
gencia, donde se observa que el error decae a 0, més atn lo hace con el orden tedrico que obtuvimos
en el Teorema 3. En las Figuras 6.2 y 6.3 se observa que para el tiempo final t = 1 y , las gréaficas
de u(1) y up(1) son casi iguales. Notar que la hipétesis (2.3.4.1b]), no tenemos certeza si se cumple.

Cuadro 6.1: Tabla de convergencia en el dominio Circular

k Neem || |lu—=wunllz2p,) | 7(w) || |lg = anllr20,) | 7(@)
16 7.1303e-02 - 3.9607e-01 -
88 3.3007e-02 0.90 1.6751e-01 1.01
k=0 | 392 1.6523e-02 0.92 || 7.9394e-02 0.99
1656 8.2631e-03 0.96 | 3.8409e-02 1.01
6952 4.1235e-03 0.96 || 1.8558e-02 1.01
16 9.2464e-03 - 1.4537e-02 -
88 1.9659¢-03 1.81 || 3.9228e-03 1.53
k=11 392 4.8574e-04 1.87 || 1.2937e-03 1.48
1656 1.2140e-04 1.92 || 3.1091e-04 1.98
6952 2.9445e-05 1.97 || 6.5151e-05 2.17
16 4.4861e-04 - 3.1569e-03 -
88 2.6334e-04 0.62 || 2.1099e-03 0.47
k=21 392 1.1582e-05 4.18 1.1487e-04 3.89
1656 2.3243e-06 2.22 || 2.4493e-05 2.14
6952 1.8286e-07 3.54 || 2.1881e-06 3.36

ufl, z,y) un(l, ,y)

Figura 6.1: Gréfico comparativo Nejey, = 6952 k =0yt =1

6.2. Ejemplo 2: Dominio “Kidney”

Consideremos la misma solucién exacta del caso anterior, pero en el dominio rinon, definido como
Q={(z,y): ,5((x +0,5)? +y*) —x—0,5)® — ((x+0,5)> + y*) + 0,1 = 0}. En la Tabla 6.2 notamos
que pasa exactamente lo mismo que en la Tabla 6.1, los errores decaen a 0 y nuevamente los ordenes
de convergencia son 6ptimos tanto para u como q, ademas, las Figuras 6.5 y 6.6 muentras que la
solucion exacta y la aproximada en el tiempo final ¢t = 1 son casi idénticas

Las tablas ratificas la teorfa obtenida, a pesar de que r. € O(1) y como mencionamos anterior-
mente, la hipétesis de solubilidad no tienen por que complirse.
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ufl, x,y) {1,y
0.8 e 05 a8 (,z.y) 0s
06 o 06 O
03 03
0.4 0.4
02 0z
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a2 04 02 04
0.2 0.2
0.4 0.4
0.3 03
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Figura 6.2: Grafico comparativo Nejem, = 6952 k =1y T =1

u(l,x,y) (1, z,y)

04
03
' 02
- 01
0
01
} 02
) 03
: 04

08 06 04 02 0 02 04 06 08 08 06 04 02 0 02 0.4 06 08

Figura 6.3: Grafico comparativo Neje, = 6952 k =2y T =1

6.3. Ejemplo 3: Animacién del problema

Para efectos de visualizacién, consideremos ahora, las soluciones exactas 1-perdiddicas de [0.0.]]
ue mostraremos a continuacién, definidas en onde €2 es el mismo dominio del Ejemplo 1.
t t , definid R x Q, donde Q 1 d del E lo 1
Las soluciénes las aproximaremos con k = 0 y 1656 elementos.

u(t, x,y) = exp [ By <x —0,75 cos(27rt)> g 8 (y ~-0,75 sin(27rt)> T .

En el siguiente enlace se puede ver la solucién para este caso.

Enlace externol

2 2
u(t,z,y) = exp < —202% — 20y2> + exp [ -8 (x - 0,75 cos(2ﬂ't)) -8 <y - 0,75 sin(27rt)> ] .

En el siguiente enlace se puede ver la solucién para este caso.

u(t, z,y) = exp { -8 (:c — 0,75 cos(4 cos(27rt))> T 8 <y —0,75sin(4 cos(27rt))> 2] .


https://gifyu.com/image/lJy0
https://gifyu.com/image/lJyF
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Cuadro 6.2: Tabla de convergencia en el dominio “Kidney”

k Netem || |lu —unllrz(p,) | 7(v) || llg — anllrzp,) | (@)
18 8.1922¢-02 - 3.4653e-01 -
84 3.7512e-02 0.66 1.6546e-01 0.62
k=0 | 362 1.8883e-02 0.93 8.0336e-02 0.98
1560 9.3353e-03 0.966 || 3.8508e-02 1.00
6508 4.6327e-03 0.98 1.8749¢-02 1.01
18 9.1004e-03 - 2.1336e-02 -
84 2.1909e-03 1.84 5.2180e-03 1.82
k=11 362 5.4156e-04 1.91 1.4295e-03 1.77
1560 1.3254e-04 1.92 3.3798e-04 1.97
6508 3.2596e-05 1.96 7.6835e-05 2.07
18 1.1863e-03 - 6.1248e-03 -
84 1.5562e-04 2.63 7.5516e-04 2.71
k=21 362 2.5450e-05 2.47 2.2431e-04 1.66
1560 1.9542e-06 3.51 2.1663e-05 3.20
6508 2.1738e-07 3.07 2.0662e-06 3.29

En el siguiente enlace se puede ver la solucién para este caso.
Enlace externo


https://gifyu.com/image/lJGq 
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Conclusiones

En primer lugar, utilizamos las técnicas de transmisién de la condicién de contorno introducidas
en [I7, 2T] y las herramientas entregadas en [I8], ambos en problemas estacionarios. Propusimos y
analizamos un esquema HDG para la ecuacion del calor y mostramos que en particular, bajo ciertas
hipétesis sobre la frontera y sobre las constantes y la distancia entre 'y, y T' ([2.3.4.1])
el esquema estd bien definido, y ademaés, en el Teorema 3 mostramos el que efectivamente que si
u(t) € H*(Q) vy q(t) € H*1(Q) Vt € [0,T], entonces la solucién (g (t), un(t)) que entrega el
esquema HDG satisface que:

1(w —un)(®)lle + /(g — an) (t)lle < CRFT!

De la misma manera, también la condiciéon de frontera junto a su derivada temporal convergen en
orden 6ptimo, es decir:

1@ — n)®)llr,, -1 + [1(Ge — Gne) @)]|p, -1 < CRFTL,

donde, recordando el Teorema 3, que nos indica que C' > 0 depende de la regularidad de q, u y del
tiempo final T > 0.

Lo que se verificé tedricamente en [7] donde 2 es poligonal, nosotros lo extendimos para un
dominio no necesariamente poligonal

Finalmente nuestros experimentos numéricos indican que, a pesar de que las hipétesis ([2.3.4.1])
no se puedan garantizar, el método es 6ptimo.

Trabajo Futuro

Como linea de trabajo futuro a esta Tesis, se puede analizar el mismo problema, pero en un
dominio € que dependa del tiempo, es decir que se mueva o cambie su forma. Por otra parte, las
técnicas de éste trabajo puede servir como referencia para futuros trabajos de métodos HDG en
dominios curvos evolutivos.
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A.1. Apéndice

En este apéndice mostraremos los aspectos principales de como implementar el esquema matricial
asociado a (3.1.1)) en dos dimensiones. Sea K € Tp,, 0K = U}_ e;, k € NU{0} y N = dim(Py(K)).
Definimos

{1,902, .., N} una base ortogonal para Py (K),
{(¢1,0), (p2,0), ..., (¢n,0),(0,01), ..., (0, 0n) } una base ortogonal para [Py (K)]?,

{81} una base ortogonal para Py (e'), I € {1,2,3}.

Asi en cada elemento K, las soluciones que entregara el método HDG seran de la forma

N 2N
@)= aj(t)(w;(®),0)+ Y a;(0)(0,¢;(@)),
j=1 j=N+1

N

z) =) Bi(t)p;(x)
j=1
k+1

= Z'Y;(t)gé(w) L€ {1,2,3},

Donde «;(t), B;(t),v;(t) son los coefientes en un instante ¢ que debemos determinar. Luego, utili-
zando las ecuaciones de (3.1.1)) obtenemos

3 k+1
Z% ) @j pi) i Zﬁj )5, 0a0i) i + D D Ak (pima, &) = 0,¥i € {1,..., N}
=1 j=1
(A.1.1a)
3 k+1
Zaj+N 410]74101 Zﬁ] @]a K + ZZ’}/J <p1n2,f§->ez =0,Vi e {1,...,N}
=1 j=1
(A.L1b)
N N 8@' N 8()0,
Zﬁ;‘(t)(%j, @i)K + Z()&j(t’)((pi’ aixj)K + Z a,j+N(t)((Pi7 aiy])K_F
j=1 j=1 j=1
3 N
Zﬁj (Pz SO] OK — Zzlyj(t)<£27§j>el
=1 j=1
3 k+1
>3 O e = (f, i)k, Vi€ {1,..., N}, (A.LLc)
=1 j5=1
N
> B;i(0)p; = T (uo| k) (A.1.1d)

Por otra parte tenemos la condicién sobre las aristas

(qn -n+7(up — ), =0 Vie{l,.,k+1}, VI=1,2,3
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O equivalentemente

2N
ZO‘J (pim1, e+ D aj(t){pma, &)a
j=N+1
k1
+Zﬁj( T, idet ZVJ NWT€ €D =0 Vi€ {1,...k+1}
j=1

Luego el sistema de ecuaciones diferenciales lineales en cada elemento K se puede ver como

(N, (A.1.2a)

Eia(t) + FLA(t)
Bha(t) + FyB(t) — Hay?(t) = 0,
ELa(t) + FiA(t) — Hsv3(t) =0,

Donde A(i,7) = (¢j, i)k, C(i,4) = (¢5,0:0:) Kk, Cli + N,j)(@j,0yi)i, S(i,j) = T{pivj)ox,

b()(f)(t) = (f(t), i)k 1,5 € {1, ..., N}; Ei(i,§) = (pim1, &5 er s Bi(i4+N, ) = (ping, &) er, Fi(i, j) =

(700, €0 ety 1 € {1,000, N}, 5 € {1y b+ 13 Hi(0,5) = (6,600t 6,5 € {1,000 k+1} 1= 1,2,3,
Discretizamos el intervélo [0,T] en Np subintervalos equiespaciados [tp,tn+1], n = 0,1,..., N,

T
de longitud At := N Al aplicar el esquema de Euler implicito a la ecuacién (A.1.2a)) obtenemos
T

para cadan € {1,..., Ny}

AB(tpsr) = AB(t)ALD() () — SB(tn) — CB(tn) + Fivl(tn) + Far2(tn) + Fard(tn)).

De esta manera obtenemos los siguientes sistemas lineales

(s a5 G+ (B B 5 (26) - Conon )

n+1
n+1
(A.1.3a)
By R t H 0 0 Y (tn+1) 0
Eé F2t (Oé(tn+1)) - 0 Hé 0 ’Y2(tn+1) —lol.
Eé F?f ﬂ( n+1) 0 0 Hé 73(tn+1) 0
(A.1.3b)
Despejando «(t) y 5(t) de (A.1.3a) obtenemos que
atni1)) _ M —c \'/ E B, B 7;(§n+1)
ﬁ(tn—&-l) - AtCt A + At —AFl —AFQ _AF3 73( n+1)
Y (tn+1)
M —C -1 0
+ (AtCt A+ At) (Aﬁ(tn) + b(f(tn))> (A.1.4a)

altn1)) _ ’Y;(tnﬂ) o
= (5(tn+1)> -h (%EZ:S 5 (A-14D)
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Reemplazamos (a(t”+1)> en (A.1.3b) y obtenemos

/B(tn+1)

oh (tn+1) 5 'Vl(tn+1) 0
F(K Y2 (tns1) —|—B> —E|Y(tws1) | =10
73(tn+1) VS(tn—&-l) 0

N [ Eng)

= <FK — E) YV (tns1) | = —FB <= AKXy =p¥
3
Y (tnt1)

Donde AX = FK — E y b = —FB son la matriz y lado derecho local en el elemento K € Tj,.
Ensamblamos la matriz globlal y luego imponemos la condicién de contorno. Para ello suponemos
que para e € I';, en realidad es e! = e para explicar la imposicién de la condicién de contorno en el

dominio computacional (3.1.1dJ).

Apedg(tns1)' — Ra(tny1) = G,
dondeVie{1,..k+1}j€{1,..,N}

Abedg(iaj) = < jl"gi>67 G(Z) = <g(i)’£l>ﬁ

I(x) I(x)

De (A.1.4a) nos quedamos con las filas del sistema que corresponden «(t,+1) y obtenemos

- v . .
Abedgfy(tn+1)1 - R(-Ka ’Yz(tn—&-l) + Ba = G
g

(tn—H)

H(tn+1) ) _

El producto matricial lo escribimos como RK* = [RK' RK? RK?] y como suponemos que la arista
exterior e es la primea obtenemos la condicion

Y (tnt1)
Y (tnt1) | = G + RB“. (A.1.5)

<(A,,edg — RK') RK? RK3>
73 (tn+1)

Finalmente imponemos la condicién de contorno en la matriz global en (A.1.5) y resolvemos el
sistema para obtener v(t,11) y lo reemplazamos en (A.1.4al).
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