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Dr. Manuel E. SOLANO
Departamento de Ingenieŕıa Matemática & CI2MA
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Prof. Tonatiuh Sanchez-Vizuet
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Resumen

En esta tesis de propone y analiza un esquema de Garlekin discontinuo hibridizable (HDG)
para la ecuación del calor en un dominio Ω no necesariamente poligonal o poliédrico con frontera
Lipschitz y de clase C2 salvo en un conjunto de medida nula. En particular, se utilizó una técnica de
aproximación del dominio Ω mediante un subdominio computacional que es poligonal ó poliédrico.
Esta técnica, que consiste en transferir la condición de contorno definida en Γ a la frontera del
dominio poligonal Γh := ∂Dh en forma apropiada, se ha estudiado en varios tipos de ecuaciones
de problemas estacionarios. En ésta tesis trabajamos con la ecuación del calor en un dominio no
poligonal o poliédrico y demostramos que esta técnica de transferencia produce un esquema bien
puesto bajo ciertas suposiciones, que tienen que ver básicamente con la distancia entre Γh y Γ y
también demostramos que bajo estas mismas hipótesis el esquema es óptimo. Finalmente validaremos
los resultados obtenidos realizando experimentos numéricos en 2D.
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Introducción

La ecuación del calor es una ecuación diferencial en derivadas parciales que obedece a la ley de
Fourier y el teorema de la divergencia de Gauss. En [24, Caṕıtulo 7], se puede ver la deducción y
análisis de ésta en espacios de Hilbert. Principalmente la ecuación del calor se utiliza para conocer
la distribución de temperatura de un cuerpo en un instante t > 0. Espećıficamente consideremos la
ecuación:

ut(t,x)−∆u(t,x) = f(t,x) x ∈ Ω, t > 0, (0.0.1a)

u(t,x) = g(t,x) x ∈ Γ := ∂Ω, t > 0, (0.0.1b)

u(0,x) = u0(x) x ∈ Ω, (0.0.1c)

donde Ω ⊂ Rd d = 2, 3 es un dominio fijo no necesariamente poligonal ó poliédrico. Acá u(x, t) es
la distribución de tempertura del cuerpo en el punto x ∈ Ω e instante t > 0, u0 es la distribución
de temperatura inicial, f es un término fuente dado, g es la condición de frontera. Más adelante se
especificará en que espacio están los datos. Introduciendo la variable auxiliar q = −∇u, se trabaja
con el problema:

q(t,x) = −∇u(t,x) x ∈ Ω, t > 0, (0.0.2a)

ut(t,x) + div(q(t,x)) = f(t,x) x ∈ Ω, t > 0, (0.0.2b)

u(t,x) = g(t,x) x ∈ Γ := ∂Ω, t > 0, (0.0.2c)

u(0,x) = u0(x) x ∈ Ω. (0.0.2d)

El objetivo de este trabajo es analizar un método de Galerkin Discontinuo Hibridizable HDG
(hybridizable discontinuous Galerkin por sus siglas en inglés) para el problema (0.0.2) cuando Ω es
un dominio poligonal ó poliédrico. Este método fue introducido en [12] en el contexto de problemas
eĺıpticos de segundo orden. Desde entonces, una gran variedad de problemas han sido resueltos
utilizando el método HDG en dominios poliédricos. Por ejemplo, el problema de difusión estacionario
[1, 10, 12, 13, 22, 41]. Además el método ha sido propuesto y analizado para problemas de convección
difusión [11, 32, 37, 40], ecuaciones de Stokes [14, 26, 35], Brinkman [2, 29], Oseen [3, 6], Navier-
Stokes incompresible [33, 39], elasticidad [20, 44, 47] y ecuaciones de Maxwell [5, 8, 9, 28, 30, 34]. Por
otra parte el método HDG se ha aplicado a problemas evolutivos, en particular el caso semidiscreto
de la ecuación del calor [7] y la ecuación de la onda [19, 25, 27, 45].

En el caso de un dominio Ω con frontera curva, una alternativa es aproximar Ω por un dominio
poligonal/poliédrico Dh y transferir la condición de contorno a la frontera del dominio computacional
Γh := Dh de manera de mantener el alto orden del esquema. Esta técnica de transferir la condición
de contorno se presentó y analizó en [16, 18, 21]. Básicamente, dado un punto x̄ ∈ Γ, queremos
transferir la condición g(t, x̄) a un punto de x ∈ Γh. Para ello, consideramos t > 0, q y u restringidos
a lo largo del segmento σ(x) := [x, x̄], que no es más que el segmento que conecta x y x̄ en forma
lineal. Aśı definimos

w(λ) = u(t,x+ λ(x̄− x)) λ ∈ [0, 1].

3
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Derivamos con respecto a λ y por (0.0.2a) obtenemos

w(1)− w(0) = u(t, x̄)− u(t,x)

= g(t, x̄)− u(t,x)

=

∫ 1

0

∇u(t,x+ µ(x̄− x))) · (x̄− x)dµ

=

∫ 1

0

−q(t,x+ µ(x̄− x))) · (x̄− x)dµ = −
∫ l(x)

0

q(t,x+ λ(t(x)) · t(x)dλ (0.0.3a)

En el último paso se uso la sustitución λ = µ|x̄−x| = µl(x), donde l(x) indica el largo del segmento
σ(x) y además t(x) es el vector unitario que tiene la misma dirección que (x̄− x). En en caso que
u y q no sean diferenciables en el sentido clásico, tomamos una sucesión de funciones suaves que
convergan en sus respectivas normas y extendemos por densidad. Basándonos en (0.0.3a), obtenemos
una expresión expĺıcita para la condición de contorno g̃ del dominio computacional:

g̃(t,x) = g(t, x̄) +

∫ l(x)

0

qh(t,x+ λn) · ndλ, x ∈ Γh, t ∈ [0, T ] (0.0.4)

x

Γ

Γh

x̄

t(x)l(x)

Figura 1: Representación del camino de tranferencia desde Γ a Γh y l(x) es el largo del segmento
que une a x con x̄, cuyo vector unitario tangente es t(x).

En la Figura 1 se ve la representación geométrica de la transferencia de la condición de contorno
a lo largo de σ(x).

Para obtener un esquema numérico que aproxime u, como mencionamos anteriormente, primero
se aproxima Ω por un subdominio poligonal o poliédrico, denotado por Dh. Luego el problema se
reduce a hallar q, u tales que:

q(t,x) = −∇u(t,x) x ∈ Dh t > 0, (0.0.5a)

ut(t,x) + div(q(t,x)) = f(t,x) x ∈ Dh, t > 0, (0.0.5b)

u(t,x) = g̃(t,x) x ∈ Γh := ∂Dh, t > 0, (0.0.5c)

u(0,x) = u0(x) x ∈ Dh. (0.0.5d)

El análisis de problemas con dominio curvo se ha estudiado en varios art́ıculos. El primer método
que introduce la técnica en dominios unidimensionales se puede revisar en [17], luego en [21] se
extiende esta idea a Rd. En este último trabajo se presentan regiones de extrapolación y caminos
de transferencia de la condición de contorno. Los experimentos númericos corroboran la teoŕıa en
ambos trabajos, más aún, en [18] se obtienen las estimaciones del error del esquema propuesto en
[21]. Recientemente, esta técnica de transferencia de la condición de frontera se aplicó a un esquema
HDG del problema de Stokes [43]. En [36] se utilizó en un esquema de elementos finitos mixtos
para el problema de difusión, en donde se hace un análisis más riguroso del error en las regiones
de extrapolación y se definen nuevas constantes en función de normas de funcionales. También en
[38] se emplean técnicas de dominio curvo donde la novedad es cómo se transfiere la condición de
Neumman a la frontera computacional. También se ha utilizado para resolver problemas no lineales
[31] y la ecuación de Oseen [42].
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El resto del trabajo seguirá la siguiente estructura: en el Caṕıtulo 1, enunciaremos los resultados
matemáticos que emplearemos; notación y definición de los espacios donde se buscará la solución.
En el Caṕıtulo 2 explicaremos como se construirán la malla para el dominio poligonal Dh ⊂ Ω,
los caminos σ(x) y las hipótesis necesarias para la existencia, unicidad y cotas del error. Luego en
el Caṕıtulo 3 especificaremos los espacios discretos donde se buscará la solución y la solubilidad
del esquema discreto. En el Caṕıtulo 4 se mostrará, bajo ciertas hipótesis que el esquema discreto
está bien definido y se probarán las cotas del error correspondiente. En el Caṕıtulo 5 mostraremos
experimentos numéricos que validen la teoŕıa. Finalmente concluimos el trabajo con los resultados
principales y un apéndice de implementación.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕitulo enunciaremos definiciones y proposiciones que nos servirán a lo largo del presente
trabajo.

1.1. Espacios continuos y normas

A continuación, especificaremos la notación asociada a las normas y productos interiores. Sea
U ⊂ Rd un abierto y acotado con frontera Lipschitz C2 a trozos. Consideramos los productos
interiores estandar L2(U) y L2(∂U), es decir si u, v ∈ L2(U) y s, t ∈ L2(∂U)

(u, v)U :=

∫
U

uv y 〈s, t〉∂U :=

∫
∂U

st.

Además consideramos las normas respectivas ||u||U =: (u, u)
1/2
U y ||s||∂U := (s, s)

1/2
∂U , y la notación

|| · ||m,U para la norma Hm(U) y | · |m,U para la semi norma donde m ∈ N∪{0}, y H0(U) = L2(U).
Por otro lado, las funciones vectoriales las escribiremos en negrita y Hm(U) := [Hm(U)]d. Cabe
destacar que para v ∈ Hm(U) y α = (α1, ..., αd) multi-indice tal que |α| ≤ m, decimos que v posee
derivada distribucional α-ésima si ∃g ∈ L2(U) que satisface

∫
U

vφ = (−1)|α|
∫
U

Dαφg ∀C∞c (U).

Si dicha g existe, entonces denotamos g = Dα(v). Los productos interiores asociados a la partición
Th del dominio computacional y el esqueleto ∂Th se definen como sigue

(u, v)Th :=
∑
K∈Th

∫
K

uv y 〈s, t〉∂Th :=

∫
∂Th

st,

y las normas respectivas ||u||Th =: (u, u)
1/2
Th y ||s||∂Th := (s, s)

1/2
∂Th .

Definimos los siguientes espacios de Hilbert a trozos: H1(Th) = {v ∈ L2(Th) : v|K ∈ H1(K) ∀K ∈
Th)} y H(div, Th) = {v ∈ [L2(Th)]d : v|K ∈ H(div,K) ∀K ∈ Th)}.

Además, definimos el producto interior con pesos w > 0 en el esqueleto ∂Th y en la frontera Γh
como

||v||∂Th,w :=

( ∑
K∈∂Th

〈wv, v〉∂K
)1/2

||v||Γ,w :=

( ∑
e⊂Γh

〈wv, v〉e
)1/2

Es claro que ||v||∂Th,1 = ||v||∂Th .

7
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1.2. Espacios continuos que dependen del tiempo

Al igual como sugiere el Caṕıtulo 5, Sección 9 de [24], si (X, || · |||) es un espacio de Banach
definimos el operador v que va de [0, T ] a X, con T > 0 como

v : [0, T ] −→ X

t −→ v(t) = v(t, ·) ∈ X.

De esta manera definimos los siguientes espacios

L2(0, T ;Hm(U)) := {v :

∫ T

0

||v(t, ·)||2m,Udt <∞}

L2(0, T ;H1/2(∂U)) := {v :

∫ T

0

||v(t, ·)||21/2,∂Udt <∞}

L∞(0, T ;Hm(U)) := {v : máx
t∈[0,T ]

||v(t, ·)||m,U <∞}

Cn(0, T ;Hm(U)) := {v : ||v(t, ·)||2m,U <∞ y v(t, ·) es de clase Cn([0, T ])}

Los datos del problema (0.0.1) son tales que f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), g ∈ L2(0, T ;H1/2(Γ)) y u0 ∈
H1(Ω). En caso de no haber confusiones, escribiremos v(t) = v(t, ·) = v(t) = v ∀t ≥ 0. Con
respecto a las derivadas temporales, para un v suficientemente regular usaremos la notación clásica
∂v

∂t
= ∂tv = vt.

1.3. Polinomios y desigualdades

Para U ⊂ Rd acotado se define el conjunto Pk(U) como todos los polinomios definidos en U de
grado menor o igual a k ∈ N∪ {0}. Análogamente definimos [Pk(U)]d como el conjunto donde cada
componente de un elemento pertenece a Pk(U).

Desigualdad de trazas discreta

Lema 1. Sea K un triángulo no degenerado de diámetro h y v ∈ Pk(K). Entonces ∃ Ctr > 0 que
solo depende de k y la regularidad de la malla tal que:

h1/2||v||e ≤ Ctr||v||K , (1.3.1)

donde e es una de las aristas o caras de K.

Dem: ver Lema 1.66 de [23].

Proyección L2

Considerando el elemento del Lema anterior se tiene lo siguiente.

Lema 2. Sea 0 ≤ l ≤ k. Si llamamos PL2(K)(v) a la proyección L2 de v en Pk(K), para v ∈ H l+1(K)
existen CL2 > 0 y C∂L2 > 0, independientes de h tales que:

|v − PL2(K)(v)|m,K ≤ CL2hl+1−m|v|l+1,K ∀m ∈ {0, ..., k} (1.3.2)

||v − PL2K(v)||0,∂K ≤ C∂L2hl+1/2|v|l+1,K (1.3.3)

La demostración se puede revisar en el los Lemas 1.58 y 1.59 de [23].
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Lema de Bramble Hilbert

Lema 3. Sea B una bola de diámetro diam(B), v ∈ W k+1
p (B) y k ∈ N ∪ {0}. Entonces existe una

constante CBH = C(k, p) > 0, y un polinomio P (v) ∈ Pk(B) tal que ∀l ∈ {0, ..., k}.

|v − P (v)|l,B ≤ C(k, p)
(
diam(B)

)k+1−l|v|k+1,B , (1.3.4)

donde P (v) es el polinomio de Taylor ponderado de v en B.

Dem: ver Lema 4.3.8 de [4].

1.4. Operadores de Extensión

1.4.1. Operador extensión polinomial E

Para cada e ∈ Γh denotamos por Ke al elemento que tiene como cara o arista a e. De este modo
definimos el operador de extrapolación local como

E : [Pk(Ke)]d −→ [Pk(Rd)]d

p −→ E(p)

tal que E(p)|Ke = p y E(p) no es más que la extensión natural (extrapolación) de p a Rd. En caso
de no haber confusión escribiremos p en vez de E(p).

1.4.2. Extensión en espacios de Hilbert

Lema 4. Sea U ⊂ Rd acotado con frontera Lipschitz C1 y v ∈ Hm(U). Entonces ∃S(v) ∈ Hm(Rd)
tal que

i) v = S(v) c.t.p. en U .

ii) ||S(v)||m,Rd ≤ CS ||v||m,U , donde CS > 0 es independiente de v.

La demostración se puede revisar en [46, Caṕıtulo 4, Sección 3].

1.5. Proposiciones auxiliares

Proposición 1. Si para todo t ≥ 0 se tiene que

ζ2(t) +

∫ t

0

Z(s)ds ≤ A(t) +

∫ t

0

B(s)ζ(s)ds,

con A,B ∈ L∞(R+) y ξ continua en R+. Entonces ∀ T ≥ 0 se tiene que

ζ2(T ) +

∫ T

0

Z(s)ds ≤
[(

máx
0≤t≤T

A(t)
)1/2

+
1

2

∫ T

0

B(s)ds

]
Dem: [7, Prop 3.1].

1.6. Notación curvas parametrizadas en Rd

Con respecto a la construcción de las regiones de extrapolación y caminos de tranferencia, si P
y Q son puntos en Rd, el segmento que va de P a Q lo denotaremos por [P ,Q]. En caso que P y
Q se unan a través una parametrización γ, emplearemos la notación [P ,Q]γ .
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Caṕıtulo 2

Construcción de la malla y
notación

2.1. Dominio computacional Dh

Al igual que en [21], para construir el dominio Dh, tomamos un poĺıgonoM⊃ Ω, y consideremos
la familia de particiones {TMh }h>0 compuestas por elementos que serán triángulos o tetrahédros sin
nodos colgantes y además, asumiremos que es uniformemente regular, es decir ∃ρ > 0 tal que
para cualquier partición TMh se tiene que diam(BK) ≥ ρhK , donde K ∈ TMh , BK es la mayor
bola inscrita en el elemento K y hK es el diámetro de K. Para el resto del trabajo definimos
h := máxK∈TMh hK . Luego, para cada partición {TMh }h>0, nos quedamos con los elementos K ∈ TMh
que estén completamente contenidos en Ω. De esta manera llamaremos

Th :=

( ⋃
K∈TMh ,K⊂Ω

K

)
y Dh :=

( ⋃
K∈Th

K

)o
.

Γ

ΩDh

Γh

M

Figura 2.1: La unión de los elementos en gris conforman el dominio computacional Dh, cuya frontera
es Γh. Esto se obtiene inscrustando Ω en M.

En la Figura 2.1, se aprecia como se construye Dh a partir de una triangulación de M. Γh
representa la frontera del dominio computacional.

11
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2.2. Caminos de tranferencia de la condición Dirichlet

Bajo esta construcción definimos Γh = ∂Dh. Llamamos Eh, al conjunto de aristas o caras de
los elementos de Th, E ih al conjunto de aristas o caras interiores y E∂h al conjunto de aristas o caras
exteriores. Se sigue que Eh = E ih∪E∂h . Además sea ∂Th := {∂K : K ∈ Th}. Por otro lado si K ∈ Th,
denotaremos por nK a la normal exterior a K, escribiremos n en el caso que no haya confusiones,
también, para cada e arista de Ke, denotaremos h⊥e a la altura del elemento con respecto a ese lado
o cara.

2.3. Regiones de extrapolación

En el caṕıtulo del análisis del error, aparecen regiones exteriores al dominio Dc
h, estas regiones

son las siguientes

2.3.1. Definición de K̃e
ext

Llamamos VDh
= {v1, ...,vM} a los vértices de Γh ordenados en sentido anti-horario y a

RDh
:= {r : r = vk + µdk, tal que dk es una vector exterior que parte en vk, ∀k = 1, ..,M µ ≥ 0}.

Las direcciónes dk se construyen de tal manera que intersectan a Γ solo una vez, en los puntos
ordenados {v̄1, ..., v̄M}. Basándonos en las ideas y algoritmos propuestos en [21] para el caso 2D,
consideremos los segmentos [v1, v̄1], ..., [vM , v̄M ] con la condición que la intersección entre dos seg-
mentos distintos es vaćıa. Ahora, dado ei = [vi,vi+1] una arista, con i ∈ {1, ..,M}, definimos la

región K̃ei
ext como el interior de la región delimitada por [vi, v̄i], ei, [vi+1, v̄i+1] y [v̄i+1, v̄i]Γ. Por

construcción, K̃ei
ext ∩ K̃

ej
ext = ∅ ∀i, j ∈ {1, ...,M}. La Figura 2.2 representa una región K̃e

ext con sus
respectivos limı́tes. De esta manera definimos el complemento de Dh como:

Dc
h :=

( ⋃
e⊂Γh

K̃e
ext

)o
. (2.3.1.1)

v̄1 v̄2

v1

Ke

K̃e
ext

v2

Figura 2.2: Ejemplo de K̃e
ext

2.3.2. Definición de Ke
ext

Dado e ∈ Γh y n su normal exterior, definimos Ke
ext como sigue

Ke
ext := {x+ sn : s ∈ [0, l(x)], x ∈ e}

Para una arista e ⊂ Γh y su respectivo elemento Ke, en la Figura 2.3 se observa sombreado

Ke
ext, mientras que en la Figura 2.4 vemos las regiones K̃e

ext y Ke
ext sobrelapadas.
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Ke

Ke
ext

x

x̄

Γ

Γh

Figura 2.3: La región sombreada repre-
senta de Ke

ext. Notamos que el punto
x̄ ∈ Γh es el que se alcanza en dirección
normal a e.

v̄1
v̄2

v1

Ke

K̃e
ext

v2

Γ
Ke
ext
K̃e

ext

K̃e
ext

Figura 2.4: Representación de K̃e
ext y

Ke
ext. En esta gráfica se observa que

Ke
ext ⊂ K̃e

ext.

2.3.3. Parámetros y constantes auxiliares

Definimos H⊥e como la máxima distancia con dirección normal ne entre e y Ke
ext y h⊥e como la

altura del elemento Ke que contiene a e como arista tal como se aprecia en la Figura 2.5. De de
esta manera definimos

re :=
H⊥e
h⊥e

. (2.3.3.1)

H⊥
e

h⊥
e

Figura 2.5: Representación de H⊥e y h⊥e junto a su respectivo elemento Ke.

Ahora procederemos a definir las siguientes constantes, las que nos serán útiles para demostrar
la existencia y unicidad del esquema discreto, como las cotas del error.

Ceext :=
1
√
re

sup
ξ∈[P (Ke)]d·n−{θ}

||ξ||Ke
ext

||ξ||Ke

, (2.3.3.2a)

Ceinv := he sup
ξ∈Pk(Ke)−{θ}

||∂nξ||Ke

||ξ||Ke

, (2.3.3.2b)

Ce∂ := h1/2 sup
ξ∈Pk(Ke)−{θ}

||ξ||∂Ke

||ξ||Ke

(2.3.3.2c)

En en Apéndice A de [18] se demuestra que Ceext, C
e
inv y Ce∂ , espećıficamente estas constantes

solo dependen del grado polinomial y la regularidad de la malla.
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2.3.4. Hipótesis

Para la solubilidad del problema necesitaremos que se cumplan las siguientes hipótesis

máx
x∈Γh

τ l(x)1/2 ≤ 1

4
, (2.3.4.1a)

máx
e⊂Γh

re(C
e
ext)

2/3(Ceinv)
2/3 ≤ 1

2
, (2.3.4.1b)

máx
e⊂Γh

reτeh
⊥
e ≤

1

2
, (2.3.4.1c)

máx
e⊂Γh

re ≤ C C > 0. (2.3.4.1d)

donde τ > 0 es un parámetro de estabilización del método. Con respecto a las hipótesis, notamos que
(2.3.4.1a), (2.3.4.1c) y (2.3.4.1d) se cumplen siempre si r ∈ O(1) y para h suficientemente pequeño.
En el caso de que r ∈ O(hα) con α > 0 la hipótesis (2.3.4.1b) tamb́ıen se cumplirá para mallas h
suficientemente finas. En el caso donde r ∈ O(1) no podemos asegurar que (2.3.4.1b) se cumplirá,
sin embargo los experimentos numéricos muestran que, aunque quizás no se cumpla la hipótesis, la
aproximación que entrega el esquema converge con el orden esperado.

Con respecto a las hipótesis sobre la frontera, supondremos que

Γ es Lipschitz continua, (2.3.4.2a)

∃Γ̃ ⊂ Γ tal que |Γ| = |Γ̃| : Γ̃ es C2. (2.3.4.2b)

2.3.5. Resultados previos

Bajo las hipótesis (2.3.4.2) se obtiene el siguiente resultado (ver [18, Lemas 4.1 y 4.2]).

Lema 5. Se tiene las siguientes propiedades:

i) l(x) : Γh −→ R es medible.

ii) Ke
ext y K̃e

ext son conjuntos medibles.

iii) ∀g ∈ H1/2(Γ), se tiene que g̃ : Γh −→ R son funciones medibles,.

Además, de [18, Lema 5.2] obtenemos lo siguiente:

Lema 6. Para una función vectorial v suficientemente suave definida en Ke
ext definimos δv como

δv(x) :=
1

l(x)

∫ l(x)

0

(v(x+ sn)− v(x)) · nds. (2.3.5.1)

Entonces para e ∈ Γh se tiene que:

||δv||e,l ≤
1√
3
re||∂n(v · n)||Ke

ext,h
⊥2
e
. (2.3.5.2)

Además, si p ∈ [Pk(Ke)]d, se tiene que:

||δp||Γh,l ≤
1√
3
r3/2
e CeextC

e
int||p||Ke . (2.3.5.3)
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2.4. Espacio discretos y proyectores

Para buscar la solución de la formulación discreta en el espacio, definimos los espacios discretos
globales donde se buscará la aproximación:

Vh := {vh ∈ [L2(Th)]2 : vh ∈ [Pk(K)]d ∀K ∈ Th},
Wh := {wh ∈ L2(Th) : wh ∈ Pk(K) ∀K ∈ Th},
Mh := {µh ∈ L2(∂Th) : µh ∈ Pk(e) ∀e ∈ ∂Th}.

El proyector que consideraremos en nuestro trabajo será el proyector del método HDG:

Π : H(div, Th)×H1(Th) −→ Vh ×Wh

(q, u) −→ Π(q, u) = (ΠV (q),ΠW (u))

tal que:

(q,∇wh)K = (ΠV (q),∇wh)K ∀wh ∈Wh ∀K ∈ Th, (2.4.1a)

(u,div(vh))K = (ΠW (u),div(vh))K ∀vh ∈ Vh ∀K ∈ Th, (2.4.1b)

〈ΠV (q) · n+ τΠW (u), µh〉 = 〈q · n+ τu, µh〉 ∀µh ∈M(e) ∀e ∈ ∂Th. (2.4.1c)

Este proyector, como se muestra en el Teorema 2.1 de [15] está bien definido y además cumple con
la siguiente cota.

Teorema 1. Dado k ≥ 0 y K ∈ Th, entonces existe C > 0 independiente de hK tal que si q ∈
H lq+1(K) y u ∈ H lu+1(K)

||ΠV (q)− q||K ≤ Ch
lq+1
K |q|Hlq+1(K) + Cτ∗hlu+1

K |u|Hlu+1(K) (2.4.2a)

||ΠW (u)− u||K ≤ Chlu+1
K |u|Hlu+1(K) + C hlu+1

K

|∇ · q|Hlq (K)

τmáx
(2.4.2b)

Donde τmáx es el valor más grande de τ en ∂K = e1 ∪ e2 ∪ e3 y τ∗ el segundo valor más grande.

El detalle de la demostración se puede ver en [15, Teorema 2.1]. Además, denotaremos por PMh

a la proyección L2 sobre Mh.

2.4.1. Constantes auxiliares

A continuación definimos las siguientes constantes introducidas en [18]

R := máx
e∈Γh

re, (2.4.1.1) R
′

C := máx
e∈Γh

re(C
e
extC

e
inv)

2, (2.4.1.2)

Ĉeext := sup
p∈Pk(Ke)−θ

1
√
re

||p||
K̃e

ext

||p||Ke

,

(2.4.1.3)

C̃∂ := máx
e∈E∂h

Ce∂ , (2.4.1.4)

Ĉext := máx
e∈E∂h

Ĉeext (2.4.1.5) y R̄ := máx
e∈E∂h

√
reĈ

e
ext.

(2.4.1.6)
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Caṕıtulo 3

Método HDG

En este caṕıtulo mostraremos que bajo ciertas hipótesis el esquema HDG que aproxima a (0.0.2)
está bien definido. También con herramientas y técnicas desarolladas en [7, 15, 18], mostraremos
las cotas del error a priori, tanto para los errores de u y q en norma L2(Ω). Para el análisis de
solubilidad, al igual que en [18] supondremos que los segmentos σ(x) tienen dirección normal. Si
esta suposición no se cumple, aparecen términos de la componente tangencial de t(x) que pueden ser
acotados si 1−net(x) es positivo y suficientemente pequeño, para x ∈ Γh y e ⊂ Γh. Esta suposición
se hace solamente para simplificar el análisis .

3.1. Esquema HDG

Dado T > 0, el objetivo es encontrar (qh(t), uh(t), ûh(t)) ∈ Vh ×Wh ×Mh tal que

(qh(t),vh)Th − (uh(t),divhvh)Th + 〈vh · n, ûh(t)〉∂Th = 0, (3.1.1a)

(∂tuh(t), wh)Th + (wh,divhqh(t))Th + 〈(q̂h − qh)(t) · n, wh〉∂Th = (f(t), wh)Th , (3.1.1b)

〈q̂h(t) · n, ξh〉∂Th\Γh
= 0, (3.1.1c)

〈ûh(t), ξh〉Γh
= 〈g̃h(t), ξh〉Γh

, (3.1.1d)

uh(0) = ΠW (u0). (3.1.1e)

∀(vh, wh, ξh) ∈ Vh×Wh×Mh, ∀t ∈]0, T ]. Notamos que (0.0.4) nos entrega la condición de contorno
del problema continuo, pero no conocemos q. Sin embargo (0.0.4) sugiere que definamos la condición
de contorno discreta g̃h como

g̃h(t,x) := g(t, x̄) +

∫ l(x)

0

qh(t,x+ λt(x)) · t(x)dλ x ∈ Γh, t ∈]0, T ]. (3.1.2)

Para t = 0 fijamos g̃h(0,x) = u0(x), con x ∈ Γh. Aqúı enfatizamos que qh(t) en el segmento σ(x)
no es más que la extrapolación de qh(t) en Kext que nos entrega el método. Por otro lado definimos
el flujo numérico en las aristas como

q̂h(t,x) · n = qh(t,x) · n+ τ(uh − ûh)(t,x) t > 0 x ∈ ∂Th (3.1.3)

y τ el parámetro de estabilización positivo que asumiremos constante en este trabajo.

3.2. Existencia y unicidad del esquema semidiscreto

Como para cada t ≥ 0 fijo el esquema (3.1.1) es un sistema cuadrado finito dimensional, si los
datos f, g, u0 son nulos, el problema (3.1.1) tendrá solución única śı y solo śı (uh, qh, ûh) = (0, 0, 0).

17
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De esta manera supongamos que f = g = u0 = 0. Testeamos (3.1.1a) con vh = qh(t), (3.1.1b) con

wh = uh(t) y (3.1.1c) (3.1.1d) con ξh =

{ −ûh(t) en ∂Th\Γh

−q̂h(t) · n en Γh

, obtenemos

(qh, qh)Th − (uh,divh(qh))Th + 〈qh · n, ûh〉∂Th = 0,

(∂tuh, uh)Th + (divh(qh), uh)Th + 〈(q̂h − qh) · n, uh〉∂Th = 0,

〈q̂h · n,−ûh〉∂Th\Γh
= 0,

〈ûh,−q̂h · n〉Γh
= 〈gh,−q̂h · n〉Γh

,

uh(0) = 0.

Sumamos las cuatro primeras ecuaciones y notamos que (∂tuh, uh)Th =
1

2

∂

∂t
||uh||20,Th . Luego por la

definción de las trazas numéricas (3.1.3) y como el dato inicial u0 es el nulo, se tiene que

1

2

∂

∂t
||uh(t)||2Th + ||qh(t)||2Th + ||(uh − ûh)(t)||2∂Th,τ = 〈g̃h,−q̂h · n〉Γh

,

uh(0) = 0.

Además, por la definición de g̃h(t,x) sumando y restando l(x)qh(t,x) ·n y recordando la definición
de (2.3.5.1):

g̃h(t,x) = g(t, x̄) +

∫ l(x)

0

qh(t,x+ λn) · ndλ

=

∫ l(x)

0

qh(t,x+ λn) · ndλ− l(x)qh(t,x) · n+ l(x)qh(t,x) · n

=

∫ l(x)

0

(qh(t,x+ λn)− qh(t,x)) · ndλ+ l(x)qh(t,x) · n

= l(x)δqh
(t,x) + l(x)qh(t,x) · n.

Despejando qh obtenemos que qh(t,x) ·n =
1

l(x)
g̃h(t,x)− δqh

(t,x). Reemplazamos esto en la traza

numérica (3.1.3) para obtener:

q̂h(t,x) · n =
1

l(x)
g̃h(t,x)− δqh

(t,x) + τ(uh − ûh)(t,x).

De esta manera se sigue que

1

2

∂

∂t
||uh(t)||2Th + ||qh(t)||2Th + ||(uh − ûh)(t)||2τ,∂Th = 〈g̃h,−q̂h · n〉Γh

,

= −〈1
l
g̃h, g̃h〉Γh

+ 〈δqh
, g̃h〉Γh

+ 〈τ(uh − ûh), g̃h〉Γh
,

= −||g̃h||2Γh,l−1 + 〈δqh
l1/2, g̃hl

−1/2〉Γh
− 〈τ(uh − ûh)l1/2, g̃hl

−1/2〉Γh
.

Por lo tanto

1

2

∂

∂t
||uh||2Th + ||qh||2Th + ||(uh− ûh)||2τ,∂Th + ||g̃h||2l−1,Γh

= −〈δqh
, g̃h〉Γh

− 〈l1/2τ(uh− ûh), l−1/2g̃h〉Γh
.



3.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DEL ESQUEMA SEMIDISCRETO 19

Acotamos el lado derecho con Cauchy Schwarz y usamos la desigualdad de Young con parámetro
ε > 0 a determinar:

1

2

∂

∂t
||uh||2Th + ||qh||2Th + ||

√
τ(uh − ûh)||2∂Th + ||g̃h||2l−1/2,Γh

= −〈l1/2δqh
, l−1/2g̃h〉Γh

+ 〈l−1/2τ(uh − ûh), l1/2g̃h〉Γh

≤ 1

2ε
||l1/2δqh

||2Γh
+
ε

2
||l−1/2g̃h||2Γh

+
1

2ε
||l1/2τ(uh − ûh)||2Γh

+
ε

2
||l−1/2g̃h||2Γh

=
1

2ε
||δqh
||2Γh,l

+
ε

2
||g̃h||2Γh,l−1 +

1

2ε
||τ(uh − ûh)||2Γh,l

+
ε

2
||g̃h||2Γh,l−1 .

Tomando ε = 1
2 podemos pasar ||g̃h||2Γh,l−1 y usamos (2.3.5.3) del Lema 6 para acotar el término

||δqh
||2Γh,l

, se deduce que

1

2

∂

∂t
||uh||2Th + ||qh||2Th + ||

√
τ(uh − ûh)||2∂Th +

1

2
||g̃h||2l−1/2,Γh

≤ 1√
3
r3/2
e CeextC

e
int||q||2Ke + ||τ(uh − ûh)||2Γh,l

.

Por la hipótesis (2.3.4.1b) podemos pasar ||q||2Ke al lado izquierdo y a la vez utilizando la hipótesis
(2.3.4.1a) pasamos ||τ(uh − ûh)||2Γh,l

al lado izquierdo. Luego acotamos la derivada temporal de la
norma de u, para obtener:

1

2

∂

∂t
||uh||2Th ≤ −

(
1

2
||qh||2Th +

1

2
||
√
τ(uh − ûh)||2∂Th +

1

2
||g̃h||l−1,Γh

)
≤ 0

Integrando entre [0, t], y dado que ||uh(0)||Th = 0, obtenemos 0 ≤ ||uh(t)||2Th ≤ 0. Aśı uh(t) = 0
y ||qh||2Th + ||

√
τ(uh − ûh)||2∂Th + ||g̃h||l−1,Γh

= 0 ∀t ≥ 0. Es decir qh = 0 en Dh y uh = ûh en ∂Th
∀t ≥ 0. Pero como uh es el polinomio nulo Th entonces ûh(t) = 0 ∀t ≥ 0. Por lo tanto el sistema
tiene única solución.

En resumen, hemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 2. Bajo las hipótesis (2.3.4.1), el esquema semidiscreto (3.1.1) tiene única solución.
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Caṕıtulo 4

Análisis de error

En este Caṕıtulo analizaremos las ecuaciones de la proyección del error que nos ayudarán a
obtener las estimaciones del error a priori en Dh. Luego en el Caṕıtulo 5 analizamos el error en Dc

h,
con el objetivo obtener el resultado principal de esta tesis, que enunciamos a continuación.

Teorema 3. Bajo las hipotesis (2.3.4.1) sobre las constantes y las hipótesis (2.3.4.2) sobre la frontera
Γ. Sea (q, u) la solución de (0.0.2) y (qh, uh) la solución aproximada que entrega el método HDG
(3.1.1). Si para todo s ∈ [0, T ], se tiene que u(s) ∈ H lu+1(Ω) y q(s) ∈ H lq+1(Ω) entonces existe
C = C(T,ρ,Ω,q,qs,u,us,uss) > 0 independiente de h tal que:

sup
s∈[0,T ]

||u(s)− uh(s)||Ω ≤ Chmı́n{lu,lq}+1.

Más aún, si u ∈ C2(0, T ;H lu+1(Ω)), entonces se tiene que

sup
s∈[0,T ]

||q(s)− qh(s)||Ω ≤ Chmı́n{lu,lq}+1

4.1. Ecuaciones del error de proyección

Para t ∈]0, T ] el error de proyección se define como Iu(t) := u(t) − ΠW (u(t)) y Iq(t) := q(t) −
ΠV (q(t)). Para en análisis del error definimos las siguientes la proyecciones del error:

eq(t) := ΠV (q(t))− qh(t), eu(t) := ΠW (u(t))− uh(t), eû(t) := PMh
(u(t))− ûh(t).

Para t = 0, asumiremos u0 ∈ H1(Th) y tomaremos qh(0) = ΠV (∇u0) y ûh(0) = PMh
(u0|∂Th), por

lo que eq(0) = 0 y eû(0) = 0. De esta manera se satisfacen las siguientes ecuaciones de la proyección
del error.

Lema 7. Para todo (vh, wh, ξh) ∈ Vh ×Wh ×Mh se satisfacen

(eq(t),vh)Th − (eu(t),divhvh)Th + 〈vh · n, eû(t)〉∂Th = (ΠV (q(t))− q(t),vh)Th , (4.1.1a)

(∂teu(t), wh)Th − (∇wh, eq(t))Th + 〈eq̂(t) · n, wh〉∂Th = (ΠW (ut(t))− ut(t), wh)Th , (4.1.1b)

〈eq̂(t) · n, ξh〉∂Th\Γh
= 0, (4.1.1c)

〈eû(t), ξh〉Γh
= 〈(g̃ − g̃h)(t), ξh〉Γh

, (4.1.1d)

eu(0) = 0, (4.1.1e)

donde

eq̂(t) · n := eq(t) · n+ τ(eu − eû)(t) en Th. (4.1.2)

21
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Demostración. Para (4.1.1a) primero utilizamos la defición de los errores de proyección y conside-
ramos la ecuación (3.1.1a). Luego utilizamos el hecho que −∇u = q y concluimos utilizando las
propiedades del proyector PMh

y de la proyeción ΠW :

(eq,vh)Th − (eu,divhvh)Th + 〈vh · n, eû〉∂Th
=(ΠV (q)− qh,vh)Th − (ΠW (u)− uh,divhvh)Th + 〈vh · n, PMh

(u)− ûh〉∂Th
=(ΠV (q),vh)Th − (ΠW (u),divhvh)Th + 〈vh · n, PMh

(u)〉∂Th
+ [(−qh,vh)Th − (−uh,divhvh)Th + 〈vh · n,−ûh〉∂Th ]

=(ΠV (q)− q + q,vh)Th − (ΠW (u),divhvh)Th + 〈vh · n, PMh
(u)〉∂Th

=(ΠV (q)− q,vh)Th + (−∇u,vh)Th − (ΠW (u),divhvh)Th + 〈vh · n, PMh
(u)〉∂Th

=− (Iq,vh)Th + (u−ΠW (u),divhvh)Th − 〈u− PMh
(u),vh · n〉

=− (Iq,vh)Th ∀vh ∈ Vh.

Para (4.1.1b), primero expandimos los errores de proyección del error y luego identificamos términos
de (3.1.1b) en la ecuación. Aśı obtenemos

(∂teu, wh)Th − (∇hwh, eq)Th + 〈eq̂ · n, wh〉∂Th
=(∂t(ΠW (u)− uh), wh)Th − (∇hwh, (ΠV (q)− qh))Th

+ 〈(ΠV (q)− qh) · n+ τ(ΠW (u)− uh − PMh
(u) + ûh) · n, wh〉∂Th

=− (f, wh)Th + (divhq, wh)Th + (∂t(ΠW (u)), wh)Th
+ 〈ΠV (q) · n+ τ(ΠW (u), wh〉∂Th − 〈τPMh

(u), wh〉∂Th

Acá el término (∇hwh, (ΠV (q)−qh))Th se integró por partes. Luego, sumando y restando (∂tu,wh)Th
y observando que (∂tu+ divh(q)), wh)Th = (f, wh)Th . Por (2.4.1c), se sigue que

(∂teu, wh)Th−(∇wh, eq)Th + 〈eq̂ · n, wh〉∂Th
=− (f, wh)Th + (∂t(ΠW (u)− u), wh)Th + (∂tu+ divh(q), wh)Th

+ 〈−q · n+ ΠV (q) · n+ τΠW (u)− τPMh
(u), wh〉∂Th

=− (f, wh)Th + (∂t(ΠW (u)− u), wh)Th + (f, wh)Th
+ 〈−q · n−−τPMh

(u) + ΠV (q) · n+ τΠW (u)− τPMh
(u), wh〉∂Th

=(∂t(ΠW (u)− u), wh)Th .

La ecuación (4.1.1c) se obtiene por la continuidad de las trazas normales en H(div,Ω), la definición
de q̂h y (3.1.1c). Para (4.1.1d) se tiene que por la definción de proyección ortogonal y la ecuación
(3.1.1d)

〈PMh
(u), µh〉Γh

= 〈g̃, µh〉Γh
,

〈ûh, µh〉Γh
= 〈g̃h, µh〉Γh

.

Restamos ambas ecuaciones y obtenemos (4.1.1d). Para (4.1.1e), por 3.1.1e obtenemos eu(0) =
ΠW (u(0))− uh(0) = uh(0)− uh(0) = 0.

4.2. Análisis del error en el dominio computacional

En esta sección obtendremos cotas para las proyecciones del error en norma L2(Dh). Nuevamente
por la compacidad de [0, T ], estas cotas son uniformes con respecto al tiempo. Para ello testearemos
las ecuaciones del error de manera similar a como se hizo en [7]. Dicho esto se puede obtener lo
siguiente
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Lema 8. (Estimación para eu(T ) en norma L2(Th)). Sea T > 0, se tiene la siguiente identidad

||eu(T )||2Th+

∫ T

0

(
||eq(s)||2Th + ||(eu − eû)(s)||2τ,∂Th

)
ds

=

∫ T

0

[(ΠV (q(s))− q(s), eq(s))Th + (ΠW (us)− us, eu(s))Th

+ (g̃(s)− g̃h(s),−eq̂(s) · n)]ds.

Demostración. Sea s ∈ [0, T ]. Testeamos las ecuaciones en (4.1.1) con vh = eq(s), wh = eu(s) y

ξh =

{ −eû(s) en ∂Th\Γh

−eq̂(s) · n en Γh

. Integrando por partes (4.1.1b) se tiene que:

||eq(s)||2Th − (eu,divheq)Th + 〈eq · n, eû〉∂Th = (ΠV (q)− q, eq)Th ,

(∂seu, eu)Th + (div(eq), eu)Th + 〈(eq̂ − eq) · n, eu〉∂Th = (ΠW (us)− us, eu)Th ,

〈eq̂ · n,−eû(s)〉∂Th\Γh
= 0,

〈eû,−eq̂(s) · n〉Γh
= 〈g̃(s)− g̃h(s),−eû(s)〉Γh

.

Luego, sumando las ecuaciones obtenemos

||eq(s)||2Th +
1

2

∂

∂s
||eu(s)||2Th + 〈eq · n, eû〉∂Th + 〈(eq̂ − eq) · n, eu〉∂Th − 〈eq̂ · n, eû〉∂Th

=(ΠV (q)− q, eq)Th + (ΠW (us)− us, eu)Th + 〈g̃ − g̃h,−eq̂ · n〉Γh

. (4.2.1)

En (4.2.1) armaremos las normas en el esqueleto como sigue:

〈eq · n, eû〉∂Th + 〈(eq̂ − eq) · n, eu〉∂Th − 〈eq̂ · n, eû〉∂Th = 〈(eq − eq̂) · n, eû〉∂Th + 〈(eq̂ − eq) · n, eu〉∂Th
= 〈(eq̂ − eq) · n, eu − eû〉∂Th
= 〈τ(eu − eû), eu − eû〉∂Th
= ||τ1/2(eu − eû)(s)||2∂Th .

Aśı, si integramos (4.2.1) en [0, T ] y aprovechando eu(0) = 0, obtenemos

1

2
||eu(T )||2Th +

∫ T

0

[||eq(s)||2Th + ||τ1/2(eu − eû)(s)||2∂Th ]ds

=

∫ T

0

[
(ΠV (q(s))− q(s), eq(s))Th

]
ds+

∫ T

0

[
(ΠW (us)− us, eu(s))Th + 〈g̃(s)− g̃h(s),−eq̂ · n〉Γh

]
ds.

(4.2.2)

Para el término del lado derecho 〈g̃(s)−g̃h(s),−eq̂(s)·n〉Γh
, haremos la descomposición realizada

en [18]. En el caso que x ∈ Γh se tiene que:

(g̃ − g̃h)(s,x) =

∫ l(x)

0

(q(s,x+ sn)− qh(s,x+ sn) + ΠV (q(t,x))−ΠV (q(t,x)))ds

=

∫ l(x)

0

(Iq + eq)(s,x+ sn)ds

=

∫ l(x)

0

(Iq(s,x+ sn)− Iq(s,x))ds+ l(x)Iq(s,x+ sn)ds

+

∫ l(x)

0

(eq(s,x+ sn)− eq(t,x))ds+ l(x)eq(s,x+ sn)

=l(x)(δIq(s,x) + Iq(s,x) · n+ δeq + eq(s,x) · n)(s,x).
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Despejando eq(s) obtenemos que

eq(s) · n =
g̃ − g̃h
l(x)

(s)− δIq (s)− Iq(s) · n− δeq (s).

Reemplazando ésto en (4.1.2) obtenemos que el error de la la proyección del flujo numérico en Γh
se puede escribir como

eq̂(s) · n =
g̃ − g̃h
l(x)

(s)− δIq (s)− Iq(s) · n− δeq + τ(eu − eû)(s). (4.2.3)

De esta manera el término 〈g̃(s)− g̃h(s),−eq̂ · n〉Γh
se puede escribir de la siguiente manera

〈g̃ − g̃h,−eq̂ · n〉Γh
=− 〈(g̃ − g̃h)l(x), g̃ − g̃h〉Γh

+ 〈g̃ − g̃h, δIq 〉Γh

+ 〈g̃ − g̃h, Iq · n〉Γh
+ 〈g̃ − g̃h, δeq 〉Γh

− 〈g̃ − g̃h, τ(eu − eû)〉Γh

=− ||l−1/2(g̃ − g̃h)(s)||2Γh
+ 〈l−1/2(g̃ − g̃h), l1/2δIq 〉Γh

+ 〈l−1/2(g̃ − g̃h), l1/2Iq · n〉Γh
+ 〈l−1/2(g̃ − g̃h), l1/2δeq 〉Γh

− 〈l−1/2(g̃ − g̃h), l1/2τ(eu − eû)〉Γh
.

Por la desigualdad de Young con parámetro δ > 0 a determinar, tenemos

〈g̃ − g̃h,−eq̂ · n〉Γh

≤− ||l−1/2(g̃ − g̃h)(s)||2Γh
+
δ

2
||l−1/2(g̃ − g̃h)(s)||2Γh

+
1

2δ
||l1/2Iq · n(s)||2Γh

+
δ

2
||l−1/2(g̃ − g̃h)(s)||2Γh

+
1

2δ
||l1/2δIq (s)||2Γh

+
δ

2
||l−1/2(g̃ − g̃h)(s)||2Γh

+
1

2δ
||l1/2δeq (s)||2Γh

+
δ

2
||l−1/2(g̃ − g̃h)(s)||2Γh

+
1

2δ
||τ l1/2(eu − eû)(s)||2Γh

.

Tomando δ = 1
4 podemos pasar ||l−1/2(g̃ − g̃h)(s)||2Γh

la lado izquierdo y como para cada e ∈ Γh

re =
H⊥e
h⊥e
≥ l(x)

h⊥e
tenemos que

||l1/2Iq·n(s)||2Γh
= ||Iq·n(s)||2Γh,l

≤
∑
e∈Γh

reh
⊥
e

∫
e

(Iq·n)2 ≤ R
∑
e∈Γh

h⊥e

∫
e

(Iq·n)2 = R||Iq·n(s)||2Γh,(h⊥).

Por último notar que τereh
⊥
e ≥ τel(x), luego

||τ l1/2(eu − eû)(s)||2Γh
=
∑
e∈Γh

∫
e

τeτel(x)(eu − eû)2 ≤ máx
e∈Γh

(τereh
⊥
e )
∑
e∈Γh

∫
e

τe(eu − eû)2

≤ 1

2
||(eu − eû)(s)||2∂Th,τ ,

donde hemos usado la hipótesis (2.3.4.1c). De esta manera, insertando estas desigualdades en (4.2.2),
usando la desigualdad (2.3.5.2) del Lema 6 y por la hipótesis (2.3.4.1b) podemos acotar el término
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||δIq (s)||Γh,l. Para acotar ||δeq (s)||Γh,l utilizamos (2.3.5.3). Aśı,

1

2
||eu(T )||2Th +

∫ T

0

[
||eq(s)||2Th + ||(eu − eû)(s)||2∂Th,τ + ||(g̃ − g̃h)(s)||2Γh,l−1/2

]
ds

≤
∫ T

0

[
||Iq(s)||Th ||eq(s)||Th + ||Ius(s)||Th ||eu(s)||Th +

1

4
R2

∑
e∈E∂h

||∂n(Iq · n)(s)||2Ke
ext,h

2

+
1

4
R||Iq(s)||2Γh,h

+
1

4
r3
e(C

e
extC

e
int)

2||eq(s)||2Th
1

4
||(eu − eû)(s)||2Γh,τ

]
ds

≤
∫ T

0

[
1

2
||Iq(s)||2Th +

1

2
||eq(s)||2Th + ||Ius(s)||Th ||eu(s)||Th

+
1

4
R2

∑
e∈E∂h

||∂n(Iq · n)(s)||2Ke
ext,h

⊥2 +
1

4
R||Iq · n||2Γh,h

+
1

4
máx
e∈Γh

r3
e(C

e
extC

e
int)

2||eq||2Th +
1

4
||eu − eû||2Γh,τ

]
ds.

Luego por las hipótesis (2.3.4.1b) podemos pasar el término ||eq||2Th al lado izquierdo.

||eu(T )||2Th +

∫ T

0

[
||eq(s)||2Th +

1

2
||(eu − eû)(s)||2∂Th,τ + 2||(g̃ − g̃h)(s)||2Γh,l−1/2

]
ds

≤
∫ T

0

[
||Iq(s)||2Th + 2||Ius(s)||Th ||eu(s)||Th +

1

2
R2

∑
e∈E∂h

||∂n(Iq · n)(s)||2Ke
ext,h

⊥2

+
1

2
R||Iq(s)||2Γh,h

]
ds

Para llegar a la cota de ||eu(T )||Th utilizaremos la Proposición 1 con

ζ(t) = ||eu(t)||Th ,

Z(s) =
[
||eq(s)||2Th +

1

2
||(eu − eû)(s)||2∂Th,τ + 2||(g̃ − g̃h)(s)||2Γh,l−1/2

]
,

A(t) =

∫ t

0

[
||Iq(s)||2Th +

1

2
R2

∑
e∈E∂h

||∂n(Iq · n)(s)||2Ke
ext,h

⊥2 +
1

2
R||Iq(s)||2Γh,h

]
ds,

∫ t

0

B(s)ζ(s)ds =

∫ t

0

||Ius
(s)||Th ||eu(s)||Thds.

Por lo tanto obtenemos que

||eu(T )||2Th +

∫ T

0

[
||eq(s)||2Th +

1

2
||(eu − eû)(s)||2∂Th,τ + 2||(g̃ − g̃h)(s)||2Γh,l−1/2

]
ds

≤
((∫ T

0

[
||Iq(s)||2Th +

1

2
R||∂n(Iq(s) · n)||2Dc

h,h
2 +

1

2
R||Iq(s)||2Γh,h

]
ds

)1/2

+

∫ T

0

||Ius
(s)||Th

)2

.

Con los resultados de la sección hemos demostrado el siguiente lema.

Lema 9. Bajo las hipotesis (2.3.4.1)

||eu(T )||Th ≤
(∫ T

0

[
||Iq(s)||2Th +

1

2
R2||∂n(Iq(s)·n)||2Dc

h,h
2 +

1

2
R||Iq(s)||2Γh,h

]
ds

)1/2

+

∫ T

0

||Ius(s)||Th .

Ahora procedemos a calcular una estimación para eq(T ).
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Lema 10. Sea u ∈ C2(0, T ;H lu+1(Ω)). Para todo s > 0 se tienen las siguientes identidades:

1

2

∂

∂s
||eq(s)||2Th +

1

2

∂

∂s
||(eu − eû)(s)||2τ,∂Th + ||∂seu(s)||2∂Th

=((ΠV (qs)− qs)(s), eq(s))Th + ((ΠW (us)− us)(s), ∂seu(s))Th + 〈(g̃s − g̃hs)(s),−eq̂(s) · n〉Γh

y ||∂seq(s)||2Th + ||∂s(eu − eû)(s)||2τ,∂Th +
1

2

∂

∂s
||∂seu(s)||2∂Th

=((ΠV (qs)− qs)(s), ∂seq(s))Th + ((ΠW (uss)− uss)(s), ∂seu(s))Th
+ 〈(g̃s − g̃hs)(s),−∂seq̂(s) · n〉Γh

.

Demostración. Si derivamos las ecuaciones del error (4.1.1a) y (4.1.1d) con respecto al s obtenemos

(∂seq,vh)Th − (∂seu,divhvh)Th + 〈vh · n, ∂seû〉∂Th = (ΠV (qs)− qs,vh), (4.2.4a)

(∂seu, wh)Th − (∇wh, eq)Th + 〈eq̂ · n, wh〉∂Th = (ΠW (us)− us, wh)Th , (4.2.4b)

〈eq̂ · n, ξh〉∂Th\Γh
= 0, (4.2.4c)

〈∂seû, µh〉Γh
= 〈g̃s − g̃hs, µh〉Γh

, (4.2.4d)

eu(0) = 0. (4.2.4e)

Testeamos (4.2.4) con vh = eq(s), wh = ∂seu(s), ξh =

{ −∂seû(s) en ∂Th\Γh

−eq̂(s) · n en Γh

. Integrando

por partes y sumando las cuatro ecuaciones llegamos a la primera igualdad del Lema. Para obtener
la segunda igualdad derivamos todas las ecuaciones de (4.1.1) con respecto al tiempo:

(∂seq,vh)Th − (∂seu,divhvh)Th + 〈vh · n, ∂seû〉∂Th = (ΠV (qs)− qs,vh), (4.2.5a)

(∂sseu, wh)Th − (∇wh, ∂seq)Th + 〈∂seq̂ · n, wh〉∂Th = (ΠW (uss)− uss, wh)Th , (4.2.5b)

〈∂seq̂ · n, ξh〉∂Th\Γh
= 0, (4.2.5c)

〈∂seû, µh〉Γh
= 〈g̃s − g̃hs, µh〉Γh

. (4.2.5d)

Testeamos las ecuaciones en (4.2.5a) con vh = ∂seq(s), (4.2.5b) wh = ∂seu(s) y (4.2.5c), (4.2.5d)
respectivamente con

ξh =

{ −∂seû(s) en ∂Dh\Γh

−∂seq̂(s) · n en Γh

. Análogo al paso anterior, integramos por partes (4.2.5b),

sumamos y obtenemos la segunda igualdad del Lema.

El siguiente resultado es consecuencia de lo anterior.

Lema 11. (Estimación para eq(T ) en norma L2(Dh)). Para todo T > 0, se tiene que:

||eq(T )||Th

≤2

[ ∫ T

0

(
||eq(s)||2Th +

3

2
||(ΠV (qs)− qs)(s)||2Th + 4||(ΠW (us)− us)(s)||2Th

)
ds

+ 8

∫ T

0

(
||Iqs

(s) · n||2Γh,l
+
∑
eE∂h

1

3
R||∂n(Iqs

· n)(s)||2Ke
ext,h

2

)
ds

+ 8

∫ T

0

( ∑
e∈E∂h

1

3
R||∂n(Iq · n)(s)||2Ke

ext,h
⊥2 + ||Iq · n(s)||2Γh,l

+ 4||(ΠW (uss)− uss)(s)||2Th

)
ds

+ ||ΠW (us(0))− us(0)||2Th

]1/2

.
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Demostración. Si hacemos la misma descomposición realizada en (4.2.3) a −eq̂(s) · n pero ahora a
−∂seq̂(s) ·n, obtenemos, por la desigualdad de Young con δ > 0 y ε > 0 a especificar, las siguientes
dos desigualdades:

〈(g̃s(s)− g̃hs)(s),−eq̂(s) · n〉Γh

≤− 1

2

∂

∂s
||l−1/2(g̃ − g̃h)(s)||2Γh

+
δ

2
||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh

+
1

2δ
||l1/2Iq(s) · n||2Γh

+
δ

2
||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh

+
1

2δ
||l1/2δIq (s)||2Γh

+
δ

2
||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh

+
1

2δ
||l1/2δeq (s)||2Γh

+
δ

2
||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh

+
1

2δ
||τ l1/2(eu − eû)(s)||2Γh

y

〈(g̃s − g̃hs)(s),−∂s(s)eq̂ · n〉Γh

≤− ||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh
+
ε

2
||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh

+
1

2ε
||l1/2∂sIq(s) · n||2Γh

+
ε

2
||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh

+
1

2ε
||l1/2∂sδIq (s)||2Γh

+
ε

2
||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh

+
1

2ε
||l1/2∂sδeq (s)||2Γh

+
ε

2
||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh

+
1

2ε
||∂s(eu − eû)(s)||2Γh,τl1/2

.

Luego, reemplazamos en ambas ecuaciones del Lema 10 los términos que acabamos de acotar y
sumamos ambas desigualdades:

1

2

∂

∂s
||eq(s)||2Th +

1

2

∂

∂s
||(eu − eû)(s)||2τ,∂Th + ||∂seu(s)||2∂Th

≤((ΠV (qs)− qs)(s), eq(s))Th + ((ΠW (us)− us)(s), ∂eu(s))Th

− 1

2

∂

∂s
||l−1/2(g̃ − g̃h)(s)||2Γh

+
δ

2
||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh

+
1

2δ
||l1/2Iq(s) · n||2Γh

+
δ

2
||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh

+
1

2δ
||l1/2δIq (s)||2Γh

+
δ

2
||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh

+
1

2δ
||l1/2δeq (s)||2Γh

+
δ

2
||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh

+
1

2δ
||τ l1/2(eu − eû)(s)||2Γh

y

||∂seq(s)||2Th + ||∂s(eu − eû)(s)||2τ,∂Th +
1

2

∂

∂s
||∂seu(s)||2∂Th

≤((ΠV (qs)− qs)(s), ∂seq(s))Th + ((ΠW (uss)− uss)(s), ∂eu(s))Th

− ||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh
+
ε

2
||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh

+
1

2ε
||l1/2∂sIq(s) · n||2Γh

+
ε

2
||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh

+
1

2ε
||l1/2∂sδIq (s)||2Γh

+
ε

2
||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh

+
1

2ε
||l1/2∂sδeq (s)||2Γh

+
ε

2
||l−1/2(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh

+
1

2ε
||∂s(eu − eû)(s)||2Γh,τl1/2

.

Claramente si δ = ε = 1
4 , podemos pasar al lado izquierdo − 1

2
∂
∂s ||(g̃ − g̃h)(s)||2Γh,l−1 y ||(g̃s −

g̃hs)(s)||2Γh,l−1 . De la misma manera por la hipótesis (2.3.4.1a), también podemos pasar ||∂s(eu −
eû)(s)||2

Γh,τl1/2
a la izquierda. Es claro que ∂sIq(s) = Iqs(s) y que ∂sδIq (s) = δIqs (s). Aplicando la

desigualdad de Young al término ((ΠV (qs)− qs)(s), eq(s))Th por la desigualdad (2.3.5.2) del Lema
6 podemos acotar las normas ||δIq ||2Γh,l

y ||δIqs ||
2
Γh,l

para luego analizarlas en la siguiente sección.
Todos los argumentos presentados nos llevan a lo siguiente:
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1

2

∂

∂s

(
||eq(s)||2Th + ||(eu − eû)(s)||2τ,∂Th + ||∂seu(s)||2∂Th + ||(g̃ − g̃h)(s)||2Γh,l−1/2

)
+

1

2

(
||∂seq(s)||2Th + ||∂s(eu − eû)(s)||2τ,∂Th + ||∂seu(s)||2Th + ||(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh,l−1/2

)
≤1

2
||eq(s)||2Th +

3

2
||(ΠV (qs)− qs)(s)||2Th + 4||(ΠW (us)− us)(s)||2Th + 4||(ΠW (uss)− uss)(s)||2Th

+ 8

(
||∂sIq(s) · n||2Γh,l

+ ||∂sδIq (s)||2Γh,l

)
+ 8

(
||δIq ||2Γh,l

+ ||Iq · n||2Γh,l

)
≤||eq(s)||2Th +

3

2
||(ΠV (qs)− qs)(s)||2Th + 4||(ΠW (us)− us)(s)||2Th + 4||(ΠW (uss)− uss)(s)||2Th

+ 8

(
||Iqs(s) · n||2Γh,l

+
∑
e∈E∂h

1

3
R||∂n(Iqs · n)(s)||2Ke

ext,h
⊥2

)

+ 8

( ∑
e∈E∂h

1

3
R||∂n(Iq · n)(s)||2Ke

ext,h
2 + ||Iq · n||2Γh,l

)
.

Integrando entre 0 y T obtenemos

1

2

(
||eq(T )||2Th + ||(eu − eû)(T )||2τ,∂Th + ||∂seu(T )||2∂Th + ||(g̃ − g̃h)(T )||2Γh,l−1/2

)
− 1

2

(
||eq(0)||2Th + ||(eu − eû)(0)||2τ,∂Th + ||∂seu(0)||2∂Th + ||(g̃ − g̃h)(0)||2Γh,l−1/2

)
+

1

2

∫ T

0

(
||∂seq(s)||2Th + ||∂s(eu − eû)(s)||2τ,∂Th + ||∂seu(s)||2Th + ||(g̃s − g̃hs)(s)||2Γh,l−1/2

)
ds

≤
∫ T

0

(
||eq(s)||2Th +

3

2
||(ΠV (qs)− qs)(s)||2Th + 4||(ΠW (us)− us)(s)||2Th

)
ds

+ 8

∫ T

0

(
||Iqs

(s) · n||2Γh,l
+
∑
e∈E∂h

1

3
R||∂n(Iqs

· n)(s)||2Ke
ext,h

2

)
ds

+ 8

∫ T

0

(
||Iq · n||2Γh,l

+
∑
e∈Γh

1

3
R||∂n(Iq · n)(s)||2Ke

ext,h
2

)
ds

+

∫ T

0

4||(ΠW (uss)− uss)(s)||2Thds

Donde nuevamente hemos usado R̄ (2.4.1.6) y el Lema 6. Para obtener la cota deseada recordamos
que eq(0) = 0, eq̂(0) = 0, eu = 0, y eû(0) = 0 y además, por como impusimos la condición inicial
discreta g̃(0) = g̃h(0). De la ecuación (4.1.1b), testeando con wh = ∂seu(s) e integrando por partes
se tiene que:

(∂seu(s), ∂seu(s))Th−(∇∂seu(s), eq(s))Th+〈eq̂(s)·n, ∂seu(s)〉∂Th = (ΠW (us(s))−us(s), ∂seu(s))Th

Si evaluamos en s = 0, obtenenemos

||∂seu(0)||2Th = (ΠW (us(0))− us(0), ∂seu(0))Th ,

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos ||∂seu(0)||Th ≤ ||(ΠW (us)−us)(0)||Th .



Caṕıtulo 5

Análisis del error en Dc
h

En el este caṕıtulo abordaremos las cotas de algunos términos del lado derecho de estimaciones
del error del caṕıtulo anterior. Espećıficamente ||∂n(I∂sq(s) ·n)(t)||Ke

ext,h
2 y ||Iq(s) ·n||Γh,h. También

analizaremos ||(u− uh)(s)||
K̃e

ext
y ||(q − qh)(s)||

K̃e
ext

. Mostraremos que también están acotadas por

términos de orden óptimo, de la misma manera que ||(u−uh)(s)||Dh
y ||(q−qh)(s)||Dh

, y aśı poder
obtener una cota global en el dominio Ω. Estas cotas son uniformes ∀s ∈ [0, T ] por la compacidad
del intervalo.

5.1. Estimaciones para la derivada normal del error de pro-
yección en Ke

ext

En esta sección abordaremos las cotas para los términos asociados a los errores de la proyección
que aparecieron en las cotas del error de ||eu(T )||Th y ||eq(T )||Th , utilizando resultados del Caṕıtulo
1 y el Caṕıtulo 2.

Lema 12. Para s ∈]0, T ], se tiene que∑
e⊂Γh

||∂n(Iq(s) · n)||2Ke
ext,h

⊥2

≤4

(
CΠR̃c′h

2lu+2(||u(s)||Hlu+1(Ω) + h2lq+2||q(s)||Hlq+1(Ω)) + 2R̃c′C2
BHC

2
S ||q(s)||2

Hlq+1(Ω)

+ 4C2
BHC

2
Sh

lq+1||q(s)||2
Hlq+1(Ω)

)
,

donde recordamos que CBH es la constante que acota la aproximación del polinomio de Taylor
ponderado en el Lema 3, CS es la constante que aparece en el Lema 4, CΠ es la constante que aparece
en el Teorema 1 que usamos para acotar los términos que involucran los errores de proyección y R̃c′

es la constante que introducimos en (2.4.1.2).

Demostración. Sean s ∈ [0, T ] y p(s) ∈ [Pk(Ke)]d arbitrarios. Utilizaremos las constantes re, C
e
inv

y Ceext, indicadas en (2.3.3.1) y (2.3.3.2). Aśı, procederemos acotando arista por arista. Sea e ∈ E∂h ,
luego

||∂n(Iq(s) · n)||Ke
ext,h

2

≤||∂n(q − p)(s) · n)||Ke
ext,h

2 + ||∂n(ΠV (q)− p)(s) · n)||K2
ext,h

2

≤h
(√

re
h⊥e

CeinvC
e
ext||(p−ΠV (q))(s) · n||Ke + ||∂n(q − p)(s) · n)||Ke

ext

)
≤
√
R̃c′||(ΠV (q)− p)(s)||Ke + h||∂n(q − p)(s) · n)||Ke

ext
,

29
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donde en el paso previo utilizamos las definición de las constantes (2.3.3.2), (2.3.3.1) y la constante
auxiliar (2.4.1.2). Seguimos acotando para obtener que

||∂n(Iq(s) · n)||Ke
ext,h

2

≤
√
R̃c′||(ΠV (q)− q)(s)||Ke +

√
R̃c′||q − p)(s)||Ke + h||∂n(q − p)(s) · n)||Ke

ext

≤
√
R̃c′||(ΠV (q)− q)(s)||Ke +

√
R̃c′||(q − p)(s)||Ke

+ 2h||∇(q − p)(s))||Ke
ext
.

Suponiendo que q(s) ∈ [H lq+1(Ω)]d, aplicando el Lema 4 a las componenetes de q(s) y por las
hipótesis (2.3.4.2) sobre la frontera Γ consideremos una extensión S(q(s)) de q(s) a todo Rd tal que
S(q(s)) = q(s) en Ω, Sq(s) ∈ [H lq+1(Rd)]d y ||S(q(s))||Rd ≤ CS ||q(s)||Ω. Tomamos la bola Be de
radio mı́nimo de tal manera que contengan a Ke

ext y Ke. Luego se tiene que

||∂n(Iq(s) · n)||Ke
ext,h

2

≤
√
R̃c′||(ΠV (q)− q)(s)||Ke +

√
R̃c′||(q − p)(s)||Ke + 2h||∇(q − p)(s))||Ke

ext

≤
√
R̃c′||(ΠV (q)− q)(s)||Ke +

√
R̃c′||(S(q)− p)(s)||Be

+ 2h||∇(S(q)− p)(s))||Be
.

Tomando p(s) el polinomio de Taylor ponderado que aproxima a S(q(s)) en la bola, la cota será
de la forma.

||∂n(Iq(s) · n)||Ke
ext,h

2

≤
√
R̃c′||(ΠV (q)− q)(s)||Ke +

√
R̃c′CBHh

lq+1|S(q)(s)|Hk(Be) + 2hCBHh
lq |S(q)(s)|Hlq+1(Be)

≤
√
R̃c′||(ΠV (q)− q)(s)||Ke + hlq+1

√
R̃c′CBH ||S(q)(s)||Hk(Be) + 4hlq+1CBH |S(q)(s)|H‘(Be).

Elevando al cuadrado y sumando sobre las aristas exteriores∑
e∈E∂h

||∂n(Iq(s) · n)||2Ke
ext,h

2

≤
( ∑
e∈E∂h

R̃c′||(ΠV (q)− q)(s)||2Ke + R̃c′C2
BH ||S(q)(s)||2Hk(Be) + 4C2

BH ||S(q)(s)||2Hk+1(Be))

)

≤
(
R̃c′||(ΠV (q)− q)(s)||2Th + 2R̃c′C2

BH ||S(q)(s)||2
Hlq+1(Rd)

+ 4C2
BH ||S(q)(s)||2

Hlq+1(Rd)

)
.

Donde aplicamos el Lema 3. Para volver a la variable q utilizamos la cota del Lema 4. De esta
manera∑
e∈E∂h

||∂n(Iq(s) · n)||2Ke
ext,h

2

≤4

(
R̃c′||(ΠV (q)− q)(s)||2Th + 2R̃c′C2

BHC
2
Sh

2lq+2||q(s)||2
Hlq+1(Ω)

+ 4C2
BHC

2
Sh

2lq+2||q(s)||2
Hlq+1(Ω)

)
≤4

(
C2

ΠR̃c
′h2 mı́n{lu,lq}+2(||u(s)||2Hlu+1(Ω) + ||q(s)||2

Hlq+1(Ω)
) + (1 + R̄)8C2

BHC
2
S ||q(s)||2

Hlq+1(Ω)

)
.

Aplicando raiz a la última desigualdad acotamos el término por el orden deseado. Es directo ver
que ||∂n(Iqs(s) · n)||Ke

ext,h
2 se acota de manera análoga.
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Para el término ||Iq(s)·n||Γh,h⊥ procederemos de manera similar. Sea p(s) un polinomio, s ∈ [0, T ]

y e ∈ E∂h . Usando el Lema 1 de desigualdad inversa y el Lema 2 de la proyección L2 un elemento
Ke, con e ⊂ Γh, se tiene que:

||Iq(s) · n||e,h ≤||(ΠV q(s)− p(s)) · n||e,h + ||(q(s)− p(s)) · n||e,h
≤C̃∂(||ΠV q(s)− q(s)||Ke + ||q(s)− p(s)||Ke) + ||q(s)− p(s)||e,h
≤C̃∂(CΠ(hlu+1||u||Hlu+1(Ke) + hlq+1||q||Hlq+1(Ke)) + CPL2hh

lq+1/2||q||Hlq+1(Ke).

En el último paso tomamos p(s) = PL2(Ke)(q(s)) y empleamos la desigualdad de trazas discreta
donde aparece (2.4.1.4). Al igual que en el caso anterior elevamos al cuadrado y sumamos para
obtener la cota. También es evidente que ||Iqs(s) · n||e,h se acota con los mismos pasos.

Utilizando los lemas 9 y 11 concluimos que las integrales que acotan la norma de eu(s) y eq(s)
están controladas uniformemente por términos de orden hmı́n{lu,lq}+1 ∀s ∈ [0, T ].

5.2. Error de aproximación en Dc
h

Para analizar el error en Dc
h consideraremos las regiónes K̃e

ext y Ke
ext introducidas en la Sección

2.3.1. En efecto, dado un s ∈ [0, T ] y e ∈ E∂h , una forma de calcular ||(u− uh)(s)||Dc
h

es la siguiente

||(u− uh)(s)||Dc
h

=

( ∑
e∈E∂h

||(u− uh)(s)||2
K̃e

ext

) 1
2

≤ 2

( ∑
e∈E∂h

||(ΠW (u)− uh)(s)||2
K̃e

ext

+ ||(u−ΠW (u))(s)||2
K̃e

ext

) 1
2

.

Procederemos a acotar arista por arista. Sea e ∈ E∂h y p(s) ∈ Pk(Ke) arbitrario, donde Ke es el
elemento asociado a e ⊂ Γh. Se sigue que:

||Iu(s)||
K̃e

ext
=||u(s)−ΠW (u(s))||

K̃e
ext

≤||(p−ΠW (u))(s)||
K̃e

ext
+ ||(u− p)(s)||

K̃e
ext

≤R̄||(p−ΠW (u))(s)||Ke + ||(u− p)(s)||
K̃e

ext

≤R̄
[
||(u− p)(s)||Ke + ||(u−ΠW (u))(s)||Ke

]
+ ||(u− p)(s)||

K̃e
ext

≤(1 + R̄)||u(s)− p(s)||
Ke∪K̃e

ext
+ ||Iu(s)||Ke .

En el último paso hemos usado la definición de R̄ (2.4.1.6). Luego, expandimos el conjunto sobre
donde integramos ||u(s) − p(s)||Ke para integrar en la bola B como hicimos en la demostración
del Lema anterior. Por las hipótesis (2.3.4.2) sobre la frontera Γ, y por el Lema 4 si la función
u(s) ∈ H lu+1(Ω), entonces u(s) se puede extender a una función S(u(s)) ∈ H lu+1(Rd), donde
u(s) = S(u(s)) en Ω. Trabajando con la extensión, obtenemos que

||Iu(s)||
K̃e

ext
≤ (1 + R̄)||S(u(s))− p(s)||

Ke∪K̃e
ext

+ ||Iu(s)||Ke

≤ (1 + R̄)||S(u(s))− p(s)||Be + ||Iu(s)||Ke .

En último paso, para cada Ke, se toma la bola Be de radio mı́nimo tal que Ke ∪ K̃e
ext ⊂ Be. Se

sigue que

||Iu(s)||
K̃e

ext
≤ (1 + R̄)CBHh

lu+1|S(u(s))|Be + ||Iu(s)||Ke .
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En el paso previo se usa el polinomio de Taylor ponderado p(s) del Lema 3 que aproxima a S(u(s))
en la bola Be. Como eu(s) ∈ Pk(Ke), es directo ver que ||eu(s)||

K̃e
ext
≤ R̄||eu(s)||Ke

ext
, donde R̄ es

la constante (2.4.1.6), por otra parte, por el Lema 9 y la primera sección de éste Caṕıtulo está, el
término ||eu(s)||Ke

ext
está acotado. De esta manera, para obtener la cota de orden óptimo elevamos

al cuadrado, sumamos sobre todas las aristas y utilizamos el Teorema 1 para acotar el término que
contiene el error de proyección. Se sigue que

||(u− uh)(s)||2Dc
h

≤2

( ∑
e∈E∂h

(1 + R̄)CBHh
lu+1|S(u(s))|2Be + ||Iu(s)||2Ke

)
≤6((1 + R̄)CBH)2h2k+2|S(u)(s)|2Rd + ||Iu(s)||2Th

≤6

(
((1 + R̄)CBHCS)2h2 mı́n{lu,lq}+2||u(s)||2lu+1,Ω

+ R̄2||eu(s)||2Th + C2
Πh

2 mı́n{(lu,lq}+2(||u(s)||2lu+1,Ω + ||q(s)||2lq+1,Ω)

)
.

Notar que el radio de las bolas Be es del orden de h y multiplicamos por un factor en el caso que las
bolas se sobrelapen. Luego extraemos raiz y obtenemos la cota. Para obtener la cota ||(q−qh)(s)||Dc

h

se procede de manera análoga. De esta manera, por la compacidad de [0, T ] tomamos los máximos
de las constantes e integrales concluimos la demostración del Teorema 3.



Caṕıtulo 6

Experimentos numéricos

En este caṕıtulo mostraremos los experimentos numéricos correspondientes para el esquema
continuo en el tiempo (3.1.1). Al implementar el método, para cada t ∈ [0, 1] se buscarán las so-
luciones discretas en los espacios definidos en el Caṕıtulo 2. Para el esquema totalmente discreto,
particionamos el intervalo de manera uniforme y de tamaño de paso ∆t. En nuestro caso utili-
zaremos el método de Euler impĺıcito y gracias a eso tenemos estabilidad ya que no necesitamos
cumplir la condición CFL. Como el error de éste método es de orden ∆t, si utilizamos una malla
de tamaño h y polinomios de grado k para conservar los ordenes de convergencia debemos tomar
∆t ∼ hk+1 ∼ 1

(
√
Nelem)k+1 , donde Nelem es la cantidad de elementos. Esta condición hace que el costo

computacional sea alto para k ≥ 3 y mallas finas, por esto, cuando implementamos el esquema con
grado polinomial k = 2 y la malla de Dh tiene 6925 elementos, el ciclo temporal realiza alrededor
de 58000 iteraciones. En todos los casos simplemente tomamos ∆t = 1

(
√
Nelem)k+1 , salvo en éste

último que tomamos ∆t = 10
(
√
Nelem)k+1 , con esto, el tiempo de ejecución se reduce un 90 porciento.

En las estimaciones del error previas, consideramos τ ∈ O(1), en la implementación lo tomamos
como τ = 1. Por otra parte, construiremos las mallas como mencionamos en (2.1. Al utilizar mallas
uniformemente regulares, como mencionamos en el párrafo introductorio a éste Caṕıtulo el tamaño
de la malla es proporcional a la raiz número de elementos. Tomaremos T = 1 y calcularemos los
ordenes de convergencia en este tiempo final. Luego los órdenes de convergencia experimentales son:

r(q) =− 2

log

(
||q(1)− qh2

(1)||Th2
/||q(1)− qh1

(1)||Th1

)
log
(
N2/N1

)
r(u) =− 2

log

(
||u(1)− uh2

(1)||Th2
/||u(1)− uh1

(1)||Th1

)
log
(
N2/N1

)
Donde 0 < h2 < h1,Ni es la cantidad de elementos de Thi y ||u(1)−uhi(1)||Thi

con ||q(1)−qhi(1)||Th2
,

son los errores de aproximación del método para la malla de tamaño hi, con i = 1, 2. Para obtener
los órdenes de convergencia experimentales las mallas de tamaño h2 y h1 deben ser consecutivas.

6.1. Ejemplo 1: Dominio Circular

Para la construcción el poligóno Dh primero construimos Th de la forma que dijimos en el
Capitulo 3. Luego para obtener los caminos de transferencia usamos el algoritmo introducido en [21,
Sección, 2.4].

Consideraremos la solución exacta de (0.0.1) como:

u(t, x, y) = sin((t+ 1)xy),

33
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defido Ω = {(x, y) : x2 + y2 ≤ (0,75)2}. Resolveremos el problema con los f y g inducidos por u
utilizando polinomios de grado k ∈ {0, 1, 2}. A continuación mostramos la Tabla 6.1 de la conver-
gencia, donde se observa que el error decae a 0, más aún lo hace con el orden teórico que obtuvimos
en el Teorema 3. En las Figuras 6.2 y 6.3 se observa que para el tiempo final t = 1 y , las gráficas
de u(1) y uh(1) son casi iguales. Notar que la hipótesis (2.3.4.1b), no tenemos certeza si se cumple.

Cuadro 6.1: Tabla de convergencia en el dominio Circular

k Nelem ||u− uh||L2(Dh) r(u) ||q − qh||L2(Dh) r(q)

k = 0

16 7.1303e-02 - 3.9607e-01 -
88 3.3007e-02 0.90 1.6751e-01 1.01
392 1.6523e-02 0.92 7.9394e-02 0.99
1656 8.2631e-03 0.96 3.8409e-02 1.01
6952 4.1235e-03 0.96 1.8558e-02 1.01

k = 1

16 9.2464e-03 - 1.4537e-02 -
88 1.9659e-03 1.81 3.9228e-03 1.53
392 4.8574e-04 1.87 1.2937e-03 1.48
1656 1.2140e-04 1.92 3.1091e-04 1.98
6952 2.9445e-05 1.97 6.5151e-05 2.17

k = 2

16 4.4861e-04 - 3.1569e-03 -
88 2.6334e-04 0.62 2.1099e-03 0.47
392 1.1582e-05 4.18 1.1487e-04 3.89
1656 2.3243e-06 2.22 2.4493e-05 2.14
6952 1.8286e-07 3.54 2.1881e-06 3.36

Figura 6.1: Gráfico comparativo Nelem = 6952 k = 0 y t = 1

6.2. Ejemplo 2: Dominio “Kidney”

Consideremos la misma solución exacta del caso anterior, pero en el dominio riñon, definido como
Ω = {(x, y) : 1,5((x+ 0,5)2 + y2)− x− 0,5)2− ((x+ 0,5)2 + y2) + 0,1 = 0}. En la Tabla 6.2 notamos
que pasa exactamente lo mismo que en la Tabla 6.1, los errores decaen a 0 y nuevamente los ordenes
de convergencia son óptimos tanto para u como q, además, las Figuras 6.5 y 6.6 muentras que la
solución exacta y la aproximada en el tiempo final t = 1 son casi idénticas

Las tablas ratificas la teoŕıa obtenida, a pesar de que re ∈ O(1) y como mencionamos anterior-
mente, la hipótesis de solubilidad 2.3.4.1b no tienen por que complirse.
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Figura 6.2: Gráfico comparativo Nelem = 6952 k = 1 y T = 1

Figura 6.3: Gráfico comparativo Nelem = 6952 k = 2 y T = 1

6.3. Ejemplo 3: Animación del problema

Para efectos de visualización, consideremos ahora, las soluciones exactas 1-perdiódicas de 0.0.1
que mostraremos a continuación, definidas en R+×Ω, donde Ω es el mismo dominio del Ejemplo 1.
Las soluciónes las aproximaremos con k = 0 y 1656 elementos.

u(t, x, y) = exp

[
− 8

(
x− 0,75 cos(2πt)

)2

− 8

(
y − 0,75 sin(2πt)

)2]
.

En el siguiente enlace se puede ver la solución para este caso.
Enlace externo

u(t, x, y) = exp

(
− 20x2 − 20y2

)
+ exp

[
− 8

(
x− 0,75 cos(2πt)

)2

− 8

(
y − 0,75 sin(2πt)

)2]
.

En el siguiente enlace se puede ver la solución para este caso.
Enlace externo

u(t, x, y) = exp

[
− 8

(
x− 0,75 cos(4 cos(2πt))

)2

− 8

(
y − 0,75 sin(4 cos(2πt))

)2]
.

https://gifyu.com/image/lJy0
https://gifyu.com/image/lJyF
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Cuadro 6.2: Tabla de convergencia en el dominio “Kidney”

k Nelem ||u− uh||L2(Dh) r(u) ||q − qh||L2(Dh) r(q)

k = 0

18 8.1922e-02 - 3.4653e-01 -
84 3.7512e-02 0.66 1.6546e-01 0.62
362 1.8883e-02 0.93 8.0336e-02 0.98
1560 9.3353e-03 0.966 3.8508e-02 1.00
6508 4.6327e-03 0.98 1.8749e-02 1.01

k = 1

18 9.1004e-03 - 2.1336e-02 -
84 2.1909e-03 1.84 5.2180e-03 1.82
362 5.4156e-04 1.91 1.4295e-03 1.77
1560 1.3254e-04 1.92 3.3798e-04 1.97
6508 3.2596e-05 1.96 7.6835e-05 2.07

k = 2

18 1.1863e-03 - 6.1248e-03 -
84 1.5562e-04 2.63 7.5516e-04 2.71
362 2.5450e-05 2.47 2.2431e-04 1.66
1560 1.9542e-06 3.51 2.1663e-05 3.20
6508 2.1738e-07 3.07 2.0662e-06 3.29

En el siguiente enlace se puede ver la solución para este caso.
Enlace externo

https://gifyu.com/image/lJGq 
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Figura 6.4: Gráfico comparativo Nelem = 6508 k = 0 y t = 1

Figura 6.5: Gráfico comparativo Nelem = 6508, k = 1 y t = 1
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Figura 6.6: Gráfico comparativo Nelem = 6508, k = 2 y t = 1



Conclusiones

En primer lugar, utilizamos las técnicas de transmisión de la condición de contorno introducidas
en [17, 21] y las herramientas entregadas en [18], ambos en problemas estacionarios. Propusimos y
analizamos un esquema HDG para la ecuación del calor y mostramos que en particular, bajo ciertas
hipótesis sobre la frontera (2.3.4.2) y sobre las constantes y la distancia entre Γh y Γ (2.3.4.1)
el esquema está bien definido, y además, en el Teorema 3 mostramos el que efectivamente que si
u(t) ∈ Hk+1(Ω) y q(t) ∈ Hk+1(Ω) ∀t ∈ [0, T ], entonces la solución (qh(t), uh(t)) que entrega el
esquema HDG (3.1.1) satisface que:

||(u− uh)(t)||Ω + ||(q − qh)(t)||Ω ≤ Chk+1

De la misma manera, también la condición de frontera junto a su derivada temporal convergen en
orden óptimo, es decir:

||(g̃ − g̃h)(t)||Γh,l−1 + ||(g̃t − g̃ht)(t)||Γh,l−1 ≤ Chk+1,

donde, recordando el Teorema 3, que nos indica que C > 0 depende de la regularidad de q, u y del
tiempo final T > 0.

Lo que se verificó teóricamente en [7] donde Ω es poligonal, nosotros lo extendimos para un
dominio no necesariamente poligonal

Finalmente nuestros experimentos numéricos indican que, a pesar de que las hipótesis (2.3.4.1)
no se puedan garantizar, el método es óptimo.

Trabajo Futuro

Como ĺınea de trabajo futuro a esta Tesis, se puede analizar el mismo problema, pero en un
dominio Ω que dependa del tiempo, es decir que se mueva o cambie su forma. Por otra parte, las
técnicas de éste trabajo puede servir como referencia para futuros trabajos de métodos HDG en
dominios curvos evolutivos.
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A.1. Apéndice

En este apéndice mostraremos los aspectos principales de como implementar el esquema matricial
asociado a (3.1.1) en dos dimensiones. Sea K ∈ Th, ∂K = ∪3

l=1el, k ∈ N ∪ {0} y N = dim(Pk(K)).
Definimos

{ϕ1, ϕ2, ..., ϕN} una base ortogonal para Pk(K),

{(ϕ1, 0), (ϕ2, 0), ..., (ϕN , 0), (0, ϕ1), ..., (0, ϕN )} una base ortogonal para [Pk(K)]2,

{ξl1, ..., ξlk+1} una base ortogonal para Pk(el), l ∈ {1, 2, 3}.

Aśı en cada elemento K, las soluciones que entregará el método HDG serán de la forma

qh(t,x) =

N∑
j=1

αj(t)(ϕj(x), 0) +

2N∑
j=N+1

αj(t)(0, ϕj(x)),

uh(t,x) =

N∑
j=1

βj(t)ϕj(x),

ûlh(t,x) =

k+1∑
j=1

γlj(t)ξ
l
j(x) l ∈ {1, 2, 3},

Donde αj(t), βj(t), γj(t) son los coefientes en un instante t que debemos determinar. Luego, utili-
zando las ecuaciones de (3.1.1) obtenemos

N∑
j=1

αj(t)(ϕj , ϕi)K −
N∑
j=1

βj(t)(ϕj , ∂xϕi)K +

3∑
l=1

k+1∑
j=1

γlj(t)〈ϕin1, ξ
l
j〉el = 0,∀i ∈ {1, ..., N}

(A.1.1a)

N∑
j=1

αj+N (t)(ϕj , ϕi)K −
N∑
j=1

βj(t)(ϕj ,
∂ϕi
∂y

)K +

3∑
l=1

k+1∑
j=1

γlj(t)〈ϕin2, ξ
l
j〉el = 0,∀i ∈ {1, ..., N}

(A.1.1b)

N∑
j=1

β′j(t)(ϕj , ϕi)K +

N∑
j=1

αj(t)(ϕi,
∂ϕj
∂x

)K +

N∑
j=1

αj+N (t)(ϕi,
∂ϕj
∂y

)K+

N∑
j=1

βj(t)τ〈ϕi ϕj〉∂K −
3∑
l=1

N∑
j=1

γlj(t)〈ξi, ξj〉el

3∑
l=1

k+1∑
j=1

γlj(t)〈ϕi, τξlj〉el = (f, ϕi)K , ∀i ∈ {1, ..., N}. (A.1.1c)

N∑
j=1

βj(0)ϕj = ΠW (u0|K) (A.1.1d)

Por otra parte tenemos la condición sobre las aristas

〈qh · n+ τ(uh − ûh), ξli〉el = 0 ∀i ∈ {1, ..., k + 1}, ∀l = 1, 2, 3
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O equivalentemente

N∑
j=1

αj(t)〈ϕjn1, ξ
l
i〉el +

2N∑
j=N+1

αj(t)〈ϕjn2, ξ
l
i〉el

+

N∑
j=1

βj(t)〈τϕj , ξli〉el −
k+1∑
j=1

γlj(t)〈τξj , ξli〉el = 0 ∀i ∈ {1, ..., k + 1}

Luego el sistema de ecuaciones diferenciales lineales en cada elemento K se puede ver como

M~α(t)− C~β(t) + E1
~γ1(t) + E2

~γ2(t) + E3
~γ3(t) = 0,

A~β′(t) + S~β(t) + Ct~β(t)− F1
~γ1(t)− F2

~γ2(t)− F3
~γ3(t) = ~b(f)(t), (A.1.2a)

Et1~α(t) + F t1
~β(t)−H1

~γ1(t) = 0,

Et2~α(t) + F t2
~β(t)−H2

~γ2(t) = 0,

Et3~α(t) + F t3
~β(t)−H3

~γ3(t) = 0,

Donde A(i, j) = (ϕj , ϕi)K , C(i, j) = (ϕj , ∂xϕi)K , C(i + N, j)(ϕj , ∂yϕi)K , S(i, j) = τ〈ϕi ϕj〉∂K ,
b(i)(f)(t) = (f(t), ϕi)K i, j ∈ {1, ..., N}; El(i, j) = 〈ϕin1, ξ

l
j〉el , El(i+N, j) = 〈ϕin2, ξ

l
j〉el , Fl(i, j) =

〈τϕi, ξlj〉el , i ∈ {1, ..., N}, j ∈ {1, ..., k + 1}; Hl(i, j) = 〈ξi, ξj〉el i, j ∈ {1, ..., k + 1} l = 1, 2, 3.
Discretizamos el interválo [0, T ] en NT subintervalos equiespaciados [tn, tn+1], n = 0, 1, ..., NT ,

de longitud ∆t :=
T

NT
. Al aplicar el esquema de Euler impĺıcito a la ecuación (A.1.2a) obtenemos

para cada n ∈ {1, ..., NT }

A~β(tn+1) = A~β(tn)∆t( ~b(f)(tn)− S~β(tn)− Ct~β(tn) + F1
~γ1(tn) + F2

~γ2(tn) + F3
~γ3(tn)).

De esta manera obtenemos los siguientes sistemas lineales

(
M −C

∆tCt A+ ∆t

)(
α(tn+1)
β(tn+1)

)
+

(
E1 E2 E3

−∆F1 −∆F2 −∆F3

)γ1(tn+1)
γ2(tn+1)
γ3(tn+1)

 =

(
0

Aβ(tn) + b(f(tn))

)
,

(A.1.3a)Et1 F t1
Et2 F t2
Et3 F t3

(α(tn+1)
β(tn+1)

)
−

Ht
1 0 0

0 Ht
2 0

0 0 Ht
3

γ1(tn+1)
γ2(tn+1)
γ3(tn+1)

 =

0
0
0

 .

(A.1.3b)

Despejando α(t) y β(t) de (A.1.3a) obtenemos que

(
α(tn+1)
β(tn+1)

)
= −

(
M −C

∆tCt A+ ∆t

)−1(
E1 E2 E3

−∆F1 −∆F2 −∆F3

)γ1(tn+1)
γ2(tn+1)
γ3(tn+1)


+

(
M −C

∆tCt A+ ∆t

)−1(
0

Aβ(tn) + b(f(tn))

)
(A.1.4a)

⇐⇒
(
α(tn+1)
β(tn+1)

)
= K

γ1(tn+1)
γ2(tn+1)
γ3(tn+1)

+ ~B (A.1.4b)
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Reemplazamos

(
α(tn+1)
β(tn+1)

)
en (A.1.3b) y obtenemos

F

(
K

γ1(tn+1)
γ2(tn+1)
γ3(tn+1)

+B

)
− Ẽ

γ1(tn+1)
γ2(tn+1)
γ3(tn+1)

 =

0
0
0

 .

⇐⇒
(
FK − Ẽ

)γ1(tn+1)
γ2(tn+1)
γ3(tn+1)

 = −FB ⇐⇒ AK~γ = bK

Donde AK = FK − Ẽ y bK = −FB son la matriz y lado derecho local en el elemento K ∈ Th.
Ensamblamos la matriz globlal y luego imponemos la condición de contorno. Para ello suponemos
que para e ∈ Γh en realidad es e1 = e para explicar la imposición de la condición de contorno en el
dominio computacional (3.1.1d).

Abedgγ(tn+1)1 −Rα(tn+1) = ~G,

donde ∀ i ∈ {1, ..., k + 1} j ∈ {1, ..., N}

Abedg(i, j) = 〈ξ1
j , ξi〉e, G(i) = 〈g(x̄), ξi〉e

R(i, j) =

〈∫ l(x)

0

ϕj · t1, ξi
〉
e

y R(i, j +N) =

〈∫ l(x)

0

ϕj · t2, ξi
〉
e

.

De (A.1.4a) nos quedamos con las filas del sistema que corresponden α(tn+1) y obtenemos

Abedg ~γ(tn+1)1 −R
(
Kα

γ1(tn+1)
γ2(tn+1)
γ3(tn+1)

+ ~Bα
)

= ~G

El producto matricial lo escribimos como RKα = [RK1 RK2 RK3] y como suponemos que la arista
exterior e es la primea obtenemos la condición

(
(Abedg −RK1) RK2 RK3

)γ1(tn+1)
γ2(tn+1)
γ3(tn+1)

 = G+RBα. (A.1.5)

Finalmente imponemos la condición de contorno en la matriz global en (A.1.5) y resolvemos el
sistema para obtener γ(tn+1) y lo reemplazamos en (A.1.4a).
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