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1. Introducción

El estudio de desastres naturales se ha convertido en un �area de gran inter�es, especialmente por los efectos
que el cambio clim�atico puede tener en algunos eventos de este tipo. En particular, las avalanchas de nieve
se ven bastante afectadas por los cambios en las condiciones clim�aticas, generando situaciones de mayor
riesgo e impredictibilidad. Las avalanchas de nieve corresponden al descenso r�apido de masas de nieve por
pendientes empinadas debido a la gravedad, usualmente arrastrando suelo, rocas o vegetaci�on. Ocurren
en zonas monta~nosas alrededor del mundo y signi�can un gran riesgo a la infraestructura, los ecosistemas
y las vidas humanas de esas regiones [16].

El n�umero de fatalidades anuales estimadas debido a avalanchas de nieve es alrededor de 250 a nivel
mundial [25]. Avalanchas provocaron la muerte de 1900 personas en Norte Am�erica y Europa en el
per��odo 2000-2010 [25]. En lugares de riesgo, se han tomado medidas de mitigaci�on para evitar los efectos
de estos desastres. Por ejemplo, en Suiza, despu�es de la avalancha de 1950-1951 (que quit�o la vida de 98
personas en Suiza y 135 en Austria), se han construido elementos de defensa de un costo cerca a $1.5
billones. En Canada, el costo anual promedio se estima superior a $5 mil millones [25]. Es evidente el
gran costo humano y econ�omico que representan estos eventos.

Chile es un pa��s en donde, por su posici�on geogr�a�ca, condiciones clim�aticas y amplias zonas de gran
altitud, se presentan grandes acumulaciones de nieve y nevazones todos los a~nos, tanto en zonas cordille-
ranas como precordilleranas [14]. Por lo tanto, es frecuente que sucedan avalanchas. Varios eventos ocurren
en lugares con poca presencia humana, aunque algunos han acontecido en lugares habitados o donde se
desarrollan actividades tur��sticas, mineras o de generaci�on el�ectrica [17]. Seg�un los datos disponibles de
v��ctimas fatales en Chile central entre los a~nos 1906 y 2001, de las 378 v��ctimas totales, 241 (63,8 %) se
relacionan con la actividad minera y 52 (13,8 %) se relacionan con turismo. En la actualidad, solo el sector
minero de la zona Centro-Norte posee sistemas de control de riesgos para avalanchas, empleando registros
metereol�ogicos, an�alisis de datos y simulaci�on de avalanchas [17]. En Chile, no existe un servicio o�cial de
alerta de avalanchas, tom�andose medidas de prevenci�on s�olo por entidades privadas como algunos centros
de ski o empresas mineras. Por otro lado, la ONEMI (O�cina Nacional de Emergencia) todav��a no ha
incorporado las avalanchas en la categor��a de desastres naturales. No existe un programa de control y
mitigaci�on de avalanchas en carreteras, a pesar que estos eventos pueden traer graves consecuencias como
el corte del 
ujo comercial o el aislamiento de una comunidad [39]. Es muy importante tener un sistema
para responder a estos desastres y mantener el acceso a las zonas afectadas. Existe una gran necesidad de
ampliar y diversi�car la forma de enfrentar el riesgo que estos eventos representan en distintas partes del
pa��s.

En lugares con monta~nas cubiertas de nieve estacional, existen servicios de pron�ostico basadas en la
probabilidad de avalanchas seg�un las condiciones meterol�ogicas. Por ejemplo, en varios pa��ses europeos se
realizan pron�osticos nacionales o regionales, usualmente en invierno [43]. El Servicio Europeo de Alerta
de Avalanchas (EAWS) entrega informaci�on de los servicios de cada pa��s y ha determinado los est�andares
o�ciales para estos reportes en Europa, incluyendo la clasi�cai�on de los problemas de avalancha y la escala
para las cali�caciones de peligro de avalancha [43]. Sin embargo, un evento de avalancha no puede ser
predecido con exactitud en un lugar y tiempo determinado. La interacci�on entre el clima, el terreno y la
nieve es muy compleja, y la capa de nieve tiene caracter��sticas muy variables, por lo que muchos aspectos
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del proceso de la avalancha son desconocidos [9].

Entre los peligros naturales impulsado por 
ujos de masa gravitacional (GMFs), las avalanchas de nieve
son uno de los fen�omenos que ocurren con m�as frecuencia y en mayor n�umero de sitios en el mundo. Es
por esto que el estudio de las din�amicas de avalanchas es tan importante. En [38], parte de una publiaci�on
especial del tema, se destacan preguntas fundamentales que todav��a no tienen respuestas completas, prin-
cipalmente sobre los reg��menes de 
ujo y sobre el cambio de masa por deposici�on y erosi�on. Se muestra
el estado del estudio de avalanchas de nieve actual y las distintas formas en que se encara esta tarea,
mediante observaciones de campo y experimentos. En [37] se trata distintos tipos de avalanchas de nieve
mezclada. En este art��culo se indican inferencias que se pueden hacer de las observaciones en el sitio,
estim�andose cotas para velocidad, densidad y presi�on. Tambien se conjetura el tipo de 
ujo y los meca-
nismos de 
uidizaci�on. Este tipo de trabajos demuestra los desaf��os del estudio en terreno, pero tamb�en
el gran valor que estas observaciones tienen para entender las din�amicas de estos procesos.

Las avalanchas pueden modelarse mediante el sistema de ecuaciones diferenciales de Saint-Venant, in-
cluyendo como t�ermino fuente el efecto de la fricci�on [16]. La reolog��a es el modelo de fricci�on aplicado
para el sistema y existen distintos modelos que pueden emplearse para estudiar estos fen�omenos, depen-
diendo de las caracter��sticas del 
uido [36]. Un modelo reol�ogico ampliamente usado para avalanchas de
nieve es el Voellmy-Salm, desarrollado en [5] y [1]. Este modelo ser�a el tratado en este trabajo. En [35],
se trabaj�o el sistema con fricci�on de Voelmy-Salm. Se realizaronn simulaciones num�ericas y se estudi�o el
efecto de los par�ametros de la fricci�on en la evoluci�on de la avalancha. Se descubri�o que el rango de los va-
lores posibles para estos par�ametros es bastante amplio y se interpret�o el signi�cado f��sico de los resultados.

En t�erminos de modelos de avalanchas, existe amplia literatura. Las ecuaciones de Savage-Hutter se pre-
sentan en [4]. Este modelo predice el 
ujo de un material granulado sin cohesi�on inicialmente estacionario
por un camino �aspero y curvo. Se muestran experimentos de laboratorio y resultados num�ericos basados
en estas experiencias. En [13], se toman estas ecuaciones para modelar avalanchas de diverso tipo. Se
presentan varios modelos num�ericos para su resoluci�on, incluyendo simulaciones y comparaciones entre los
m�etodos. En [19] se presenta un nuevo modelo de dos capas de Savage-Hutter para avalanchas submari-
nas. Se propone un m�etodo num�erico a dos pasos para discretizar el modelo, con pruebas num�ericas del
esquema. La teor��a de Savage-Hutter unidimensional se expande en [6] para dos dimensiones, valind�andose
con experimentos de laboratorio y comprar�andose con simulaciones num�ericas. En [40] se trabaja en la
derivaci�on de los t�erminos del modelo que surgen de la curvatura de la super�cie y se usa un modelo
num�erico para cuanti�car su in
uencia en la din�amica del 
uido. Tambi�en hay otros modelos de 
uido
para las avalanchas a parte de las ecuaciones de Saint-Venant, como las que se basan en las ecuaciones de
Navier-Stokes [24].

Para el an�alisis de las avalanchas de nieve se han desarrollado distintos modelos num�ericos e instru-
mentos de simulaci�on. Como se considera el sistema de Saint-Venant, es posible trabajar estos modelos
mediante el m�etodo de vol�umenes �nitos para leyes de conservaci�on hiperb�olicas. Como en este caso, el
sistema de leyes de conservaci�on incluye t�erminos fuentes (la topograf��a del terreno y la reolog��a), se debe
emplear un esquema no conservativo. El desarrollo presente se basa fundamentalmente en [11]. En este
libro se presentan varios esquemas no conservativos bien balanceados y se entregan demostraciones sobre
su estabilidad y consistencia.

Otras fuentes complementaron este trabajo para el estudio y testeo del m�etodo num�erico. En [10], se
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usa la reconstrucci�on hidrost�atica para un esquema bien balanceado para el problema de Saint-Venant
con topograf��a, presentado demostraciones y ejemplos num�ericos, as�� como una extensi�on a segundo or-
den. En [15] se entrega un esquema de segundo orden mejorado que preserva los estados estacionarios y
la positividad de la altura de 
uido. Se demuestran estas propiedades y se muestran ejemplos. En [29]
se emplea diferencias �nitas en un esquema num�erico con un paso de vol�umenes �nitos para incluir la
acci�on de dilatancia en 
ujos de reolog��a compresible. Se adapt�o ese m�etodo para incorporar en nuestro
esquema la parte turbulenta del modelo de fricci�on de Voellmy-Salm. En [27] se trabaja con avalanchas
pirocl�asticas y se descuten distintos casos. Adem�as, se implemeta un m�etodo num�erico que usa la reolog��a
de Voelmy-Salm, con distintos ejemplos con resultados num�ericos.

Para testear el m�etodo, el caso m�as importante analizado es la avalancha de Rigopiano, Italia, evento que
ha sido ampliamente estudiado. En [30] se describe el lugar del evento y sus condiciones metereol�ogicas. Se
entregan las conclusiones que se obtienen sobre la din�amica de la avalancha, basandose en observaciones
del sitio. Se trat�o de una avalancha seca 
uidizada que consisti�o de una mezcla de nieve, �arboles y rocas. Se
usa un modelo num�erico para simular el fen�omeno y reproducir los datos recabados en el lugar. Tambi�en
se tom�o importante informaci�on de [32]: de las observaciones de campo se realizaron estimaciones sobre las
distancias de salida, las velocidades y la conservaci�on de masa, y se hicieron conjeturas de las caracter��sti-
cas del proceso de la avalancha. La relaci�on entre sismolog��a y avalanchas en la regi�on de Abruzzo de Italia
(en donde Rigopiano se localiza) se estudia en [34]. Adem�as, se realiz�o una modelaci�on num�erica 3D de la
avalancha de Rigopiano para investigar su origen. Cabe notar que el estudio de avalanchas en zonas donde
no hay informaci�on hist�orica y existe escaso monitoreo es un problema que se trata en [28], tomando como
caso de estudio la avalancha de Rigopiano. Se entrega una metodolog��a para trabajar con este tipo de casos.

Tambi�en se encontr�o informaci�on sobre otros desastres de avalanchas. La avalancha de Les Fonts d'Arinsal
en 1996, en la parte noroeste de Andorra en los Pirineos, se trata en [31]. Se describe la din�amica del
evento, las condiciones clim�aticas previas a la avalancha, las acciones de advertencia y prevenci�on llevadas
a cabo durante el desastre y el sistema de defensa implementado posteriormente. El evento hist�orico de
1803 que destruy�o la villa �Arreu, en los Pirineos Catalanes, se estudia en [33]. Para reconstruir el recorrido
de la avalancha, se buscaron fuentes hist�oricas y bases de datos, se estudi�o la geograf��a y vegetaci�on del
terreno, se observaron fotograf��as a�ereas, se entrevistaron habitantes del lugar y se realiz�o una simulaci�on
num�erica.

El estudio de avalanchas de nieve ha tenido grandes avances en el �ultimo tiempo, combin�andose el trabajo
experimental en laboratorio, el estudio en terreno de las zonas de desastre y el desarrollo de modelos
num�ericos para la simulaci�on de estos fen�omenos. Sin embargo, todav��a quedan interrogantes sobre estos
procesos y se continua el re�namiento de las herramientas num�ericas para tratar estos problemas [38]. Con
los grandes efectos que el cambio clim�atico tendr�a en distintas partes del mundo, el desarrollo de mayor
entendimiento de este tipo de eventos es muy importante y en esta tarea resulta muy relevante el uso de
m�etodos num�ericos para la modelaci�on de los desastres [41].

Aunque los problemas en el combate contra avalanchas en Chile continuan, se ha empazado a traba-
jar en mejorar esta situaci�on. El a~no 2016 surge el proyecto de la Fundaci�on Chilena de Avalanchas con
el �n de crear un espacio de trabajo para profesionales de avalanchas [39]. Entre sus objetivos se encuen-
tra la implementaci�on de Boletines de Avalanchas que est�en a disponibilidad p�ublica y que indiquen la
probabilidad de un evento y su capacidad destructiva. Como no existe en Chile la cantidad su�ciente de
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profesionales preparados para este trabajo, se han realizado alianzas con instituciones en Estados Unidos
y Canad�a para dar cursos al respecto. El uso de distintos m�etodos para estudiar, predecir y prevenir las
avalanchas es muy importante. El trabajo con simulaciones de modelos f��sicos mediante m�etodos num�eri-
cos puede ser muy �util, ya que permite estimar el peligro posible y decidir las mejores alternativas para
prevenir da~nos. Tambi�en ayuda complementar la informaci�on sobre los eventos cuando los datos son es-
casos y d���ciles de obtener debido a las limitaciones t�ecnicas.

Efectivamente, nuestro trabajo se centra en desarrollar este tipo de herramientes num�ericas. Nuestros
objetivos son estudiar un modelo num�erico para la simulaci�on de avalanchas, programar este esquema
num�erico y probarlo con una situaci�on real. Esperamos que esta herramienta pueda ayudar en el pron�osti-
co de avalancha y en la prevenci�on de da~nos.
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2. Modelo de avalanchas con reolog��a de Voellmy-Salm

Los modelos m�as utilizados en simulaci�on de avalanchas surgen de la resoluci�on de ecuaciones de masa y
momentum, similares a las ecuaciones de Saint-Venant en dos dimensiones [16]. Estas ecuaciones incluyen
t�erminos que describen la fricci�on seg�un alg�un modelo reol�ogico. Para la inclusi�on de las fuerzas de fricci�on
se considerar�a la reolog��a de Voellmy-Salm , el cual es un modelo ampliamente utilizado para las avalanchas
de nieve [5], [1]. Las ecuaciones del modelo son

8
>>>><

>>>>:

@t h + @x (hu) + @y (hv) = 0 ;

@t (hu) + @x (hu2 + g
h2

2
) + @y (huv) + gh@x z =

u
p

u2 + v2

�
�hg +

g
�

(u2 + v2)
�

;

@t (hv) + @x (huv) + @y (hv2 + g
h2

2
) + gh@y z =

v
p

u2 + v2

�
�hg +

g
�

(u2 + v2)
�

;

(x; y) 2 R2; t > 0

(1)
donde h = h(x; y; t ) es la altura del 
uido, u = u(x; y; t ) y v = v(x; y; t ) son las componentes de la
velocidad, z = z(x; y) es la topograf��a, g es la constante gravitacional,� es el coe�ciente de fricci�on de
Coulomb [20] y � es el coe�ciente de fricci�on turbulenta [8].
Si se de�ne Z = gz, el sistema anterior puede escribirse de la siguiente forma

@t U + @x F1 + @y F2 + B1@x Z + B2@y Z = H; (2)

con

U =

0

@
h

hu
hv

1

A ; F1 =

0

B
@

hu

hu2 + g
h2

2
huv

1

C
A ; F2 =

0

B
@

hv
huv

hv2 + g
h2

2

1

C
A ;

B1 =

0

@
0
h
0

1

A ; B2 =

0

@
0
0
h

1

A ; H =

0

B
B
B
B
@

0
u

p
u2 + v2

�
�hg +

g
�

(u2 + v2)
�

v
p

u2 + v2

�
�hg +

g
�

(u2 + v2)
�

1

C
C
C
C
A

(3)

con condiciones iniciales

U0 =

0

@
h0

h0u0

h0v0

1

A (4)

con h0 = h(x; y; 0), u0 = u(x; y; 0) y v0 = ( x; y; 0).

3. Ecuaciones de Saint-Venant

Las ecuaciones de Saint-Venant se usan ampliamente en din�amica de 
uidos. Se derivan de las ecuaciones
de Navier-Stokes de conservaci�on de masa y conservaci�on de momentum. En [12], se trata el problema
unidimensional, como se presenta a continuaci�on. Para derivar estas ecuaciones, se considera un 
uido
incompresible (con densidad� cosntante), cuya velocidad vertical es negligible. De la ecuaci�on de conser-
vaci�on de masa se tiene

@t h + @x (hu) = 0 ; x 2 R; t > 0 (5)
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De la ecuaci�on de conservaci�on de momentum se obtiene

@t (�hu ) + @x (�hu 2 + p) = 0 (6)

donde p es la presi�on. La presi�on hidrost�atica en un punto ( h � y) bajo la super�ce del 
uido est�a dada
por �g (h � y). Integrando desdey = 0 hasta y = h(x; t ), se tiene que la presi�on total es

p =
1
2

�gh 2 (7)

As��, se reemplaza la presi�on en la ecuaci�on (6) y se tiene el sistema de ecuaciones de Saint-Venant unidi-
mensional 8

<

:

@t h + @x (hu) = 0 ;

@t (hu) + @x

�
hu2 +

1
2

gh2
�

= 0 ; x 2 R; t > 0
(8)

el cual puede escribirse como
@t U + @x F (U) = 0 (9)

donde

U =
�

h
hu

�
; F (U) =

0

@
hu

hu2 + g
h2

2

1

A : (10)

Si U = ( U(1) ; U(2) ), entonces se tiene que

F (U) =

0

@
U(2)

(U(2) )2

U(1)
+ g

(U(1) )2

2

1

A : (11)

Escribiendo estas ecuaciones en forma cuasi-linear se tiene

@t U + F 0(U)@x U = 0 (12)

con la matriz jacobiana

F 0(U) =

0

@
0 1

�
�

U(2)

U(1)

� 2

+ gU(1) 2U(2)

U(1)

1

A =
�

0 1
� u2 + gh 2u

�
: (13)

Sus valores propios y vectores propios son

� 1 = u �
p

gh; � 2 = u +
p

gh; (14)

r 1 =
�

1
u �

p
gh

�
; r 2 =

�
1

u +
p

gh

�
: (15)

Ahora, consideramos el problema de Riemann, en donde el sistema de ecuaciones de Saint-Venant se le
agrega un dato inicial de la forma

U(x; 0) =
�

Ul si x < 0;
Ur si x > 0:

(16)
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Un ejemplo es el caso de rotura de represa dado por

h(x; 0) =
�

hl si x < 0
hr si x > 0

; (17)

con hl > h r y u(x; 0) = 0.
Como el modelo de Saint-Venant es un sistema de dos ecuaciones, la soluci�on del problema de Riemann
consiste en dos ondas, que pueden ser de rarefracci�on o choque dependiendo del dato inicial. La forma de
solucionar este tipo de problemas est�a explicada en [12].
El sistema de ecuaciones debe considerarse en forma d�ebil, lo que permite que la soluci�on sea discontinua.
Una funci�on U 2 L 1

loc (R � [0; 1 ]) es una soluci�on d�ebil de (9) si para todo � 2 C1
c (R � [0; 1 ]) se tiene

Z 1

0

Z

R
(U ' t + F (U)' x )dxdt +

Z

R
' (x; 0)U(x; 0)dx = 0 : (18)

Para obtener unicidad de la soluci�on, se debe agregar un criterio de admisibilidad. Para ello, se considera
la viscocidad mediante la ecuaci�on

@t U" + @x F (U" ) = "@2
x U" (19)

con " > 0. Haciendo" ! 0, se obtiene una soluci�on de (9) que es considerada la soluci�on f��sica relevante
[3]. En t�erminos pr�acticos, se puede considerar la entrop��a. El par de entrop��a consiste en una funci�on
convexa� : Rn ! R y una funci�on G : Rn ! R tal que

GU (U) = � U (U)F 0(U) (20)

para todo U 2 Rn . De (19), se obtiene la desigualdad de entrop��a

� (U)t + G(U)x � 0 (21)

Se dice que una soluci�on d�ebil U de (9) satisface una condici�on de entrop��a para el par de entrop��a � y
G si satisface (21). Esta desigualdad debe interpretarse en el sentido de distribuciones, esto es, se debe
satisfacer Z 1

0

Z

R
(� (U)' t + G(U)' x )dxdt +

Z

R
� (x; 0)' (x; 0)dx � 0 (22)

para todo ' 2 C1
c (R � [0; 1 ]), ' � 0. El concepto de entrop��a es importante para la existencia y unicidad

de la soluci�on, como se muestra en [2], en donde se demuestra que una soluci�on satisface la condici�on de
entrop��a para una entrop��a estrictamente convexa donde es la soluci�on �sicamente relevante.
Para el caso de las ecuaciones de Saint-Venant, este par de entrop��a est�a dado por

� =
hu2

2
+ g

h2

2
(23)

G =
�

hu2

2
+ gh2

�
u (24)

La derivaci�on de este par est�a dado en [11].
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4. Modelo unidimensional sin fricci�on

Primero es necesario desarrollar el modelo num�erico para el problema de avalanchas en una dimensi�on con
topografr��a sin fuerzas de fricci�on. Posteriormente, se puede aplicar lo hecho en el modelo bidimensional
e incluir los efectos de la fricci�on.

As��, consideremos el problema unidimensional de Saint Venant con topograf��a y sin fricci�on dado por
las siguientes ecuaciones

8
<

:

@t h + @x (hu) = 0 ;

@t (hu) + @x

�
hu2 + g

h2

2

�
+ gh@x z = 0 ; x 2 R; t > 0

(25)

SeaZ = gz. El sistema anterior puede escribirse como

@t U + @x F (U; Z) + B (U; Z)@x Z = 0 ; (26)

con

U =
�

h
hu

�
; F =

0

@
hu

hu2 + g
h2

2

1

A ; B =
�

0
h

�
: (27)

Los estados estacionarios son las solucionesU(x) independientes del tiempo, esto es, las soluciones de
@x F (U; Z) = � B (U; Z)@x Z . Estos estados son relevantes porque generalmente representan la soluci�on
cuando el tiempo tiende a in�nito. Para obtener estas soluciones, se multiplica la primera ecuaci�on de (25)
por u, se resta esto a la segunda ecuaci�on y se divide el resultado porh. As��, tenemos

@t u + @x (u2=2 + gh + Z ) = 0 : (28)

Los estados estacionarios son las funcionesh(x); u(x) que satisfacen
8
<

:

hu = cte. ;
u2

2
+ gh + Z = cte :;

(29)

As��, el estado estacionario en reposo est�a dado por
�

u = 0 ;
h + z = cte :

(30)

Algunas propiedades particulares del sistema de Saint Venant son: la alturah debe ser no negativa, la
primera ecuaci�on es conservativa (el total del 
uido se mantiene constante) y el sistema es invariante bajo
traslaciones enZ .

4.1. Esquema num�erico no conservativo

Consideramos el sistema dado por (26). Se desea aproximar la soluci�onU(x; t ), con x 2 R, t � 0, por valores
discretosUn

i , con i 2 Z, n 2 N. Se considera una malla de puntos crecientesx i +1 =2 2 Z, i 2 Z. Se de�nen los
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volumenes �nitos Ci =] x i � 1=2; x i +1 =2[ de largo � x i = x i +1 =2 � x i � 1=2 y con centrox i = ( x i � 1=2+ x i +1 =2)=2.
Se tiene un salto temporal � tn > 0 y tiempos discretostn = tn � 1 + � tn . As��, Un

i aproxima la soluci�on
promedio deU en la celdaCi en el tiempo tn . Esto es,

Un
i �

1
� x i

Z

C i

U(tn ; x)dx: (31)

Consideramos un esquema num�erico de volumenes �nitos no conservativo de primer orden dado por

Un +1
i � Un

i +
� t
� x i

(Fi +1 =2� � Fi � 1=2) = 0 ; (32)

con
Fi +1 =2� = Fl ( ~Un

i ; ~Un
i +1 ); Fi +1 =2+ = Fr ( ~Un

i ; ~Un
i +1 ) (33)

donde ~Un
i = ( Un

i ; Z i ), y Fl y Fr son los 
ujos num�ericos izquierdo y derecho, respectivamente.
En el caso del esquema de vol�umenes �nitos para las ecuaciones de Saint Venant sin fuente, se impone
una condici�on CFL en el paso temporal para prevenir que los valores num�ericos exploten. La forma que
esta condici�on tiene es la siguiente

� ta � � x (34)

donde a es una aproximaci�on de la velocidad de propagaci�on. Pare el sistema de Saint Venant, tomamos
a = m�ax f � 1; � 2g, con � 1. � 2 dados por (14). En [10] se demuestra que la condici�on CFL para el caso sin
fuente puede aplicarse para el sistema con topograf��a.

4.2. Esquemas bien balanceados

Consideremos la ecuaci�on
@x (F (U; Z)) + B (U; Z)Zx = 0 (35)

Los estados estacionarios discretos son secuencias discretas (Ui ; Z i ) i 2 Z que satisfacen una aproximaci�on
de (35) como una relaci�onD no lineal en cada interface de la forma

D(Ui ; Ui +1 ; Z i ; Z i +1 ) = 0 (36)

En el caso de las ecuaciones de Saint-Venant se obtiene las relaciones
8
<

:

hl ul = hr ur ;
u2

l

2
+ ghl + Z l =

u2
r

2
+ ghr + Z r :

(37)

Los estados estacionarios discretos en reposo son aquellos que satisfacen
�

ul = ur = 0 ;
ghl + Z l = ghr + Z r :

(38)

Se dice que un esquema de la forma (32)-(33) es bien balanceado respecto a cierto estado estacionario
discreto si para este estado se tiene [11]

Fl (Ul ; Ur ; Z l ; Z r ) = F (Ul ; Z l );
Fr (Ul ; Ur ; Z l ; Z r ) = F (Ur ; Z r )

(39)
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Aplicando esta relaci�on en el caso de Saint Venant para estados disrcetos estacionarios en reposo, se tiene
que el esquema es bien balanceado si satisface que parahl ; hr � 0

Fl ((hl ; 0); (hr ; 0); ghl � ghr ) = (0 ; gh2
l =2);

Fr ((hl ; 0); (hr ; 0); ghl � ghr ) = (0 ; gh2
r =2)

(40)

4.3. Consistencia

Un esquema de la forma (32)-(33) es consistente con la ecuaci�on (26) si

Fl (U; U; Z; Z ) = Fr (U; U; Z; Z ) = F (U; Z) (41)

para todo (U; Z) y adem�as

Fr (Ul ; Ur ; Z l ; Z r ) � Fl (Ul ; Ur ; Z l ; Z r ) = � B (U; Z)(Z r � Z l ) + o(Z r � Z l ) (42)

si Ul ; Ur ! U y Z l ; Z r ! Z .
Ahora, tomemos en cuenta el caso de Saint-Venant que queremos analizar. Queremos satisfacer la conser-
vaci�on de la altura de agua. Esto es, siFl = ( F 0

l ; F 1
l ) y Fr = ( F 0

r ; F 1
r ), entoncesF 0

l = F 0
r = F 0. De aqu��,

la consistencia queda como
�

F 0(U; U;0) = hu;
F 1

l (U; U;0) = F 1
r (U; U;0) = hu2 + gh2=2

(43)

F 1
r (Ul ; Ur ; Z l ; Z r ) � F 1

l (Ul ; Ur ; Z l ; Z r ) = � h(Z r � Z l ) + o(Z r � Z l ) (44)

si Ul ; Ur ! U y Z l ; Z r ! Z .

4.4. Estabilidad

La estabilidad del esquema se analiza a trav�es la entrop��a. El sistema (26) puede escribirse como un sistema
cuasilineal en ~U = ( U; Z) de la forma

�
@t U + A(U; Z)@x U = 0 ;
@t Z = 0 ;

(45)

con

A(U; Z) =
�

FU FZ + B
0 0

�
: (46)

La entrop��a es una funci�on ~� (U; Z) tal que existe otra funci�on ~G(U; Z) (
ujo de entrop��a) que satisface

~GU (U; Z) = ~� U (U; Z)A(U; Z): (47)

La entrop��a parcial � (U; Z) y el 
ujo de entrop��a parcial G(U; Z) son funciones que satisfacenGU = � U FU

y se tiene que
@t (� (U; Z)) + @x (G(U; Z)) + ( � U (FZ + B ) � GZ )Zx � 0 (48)
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Un esquema de la forma (32)-(33) satisface una digualdad de entrop��a asociada a la entrop��a ~� de (45) si
existe un 
ujo de entrop��a num�erico ~G(Ul ; Ur ; Z l ; Z r ) consistente con el 
ujo de entrop��a exacto, esto es
~G(U; U; Z; Z ) = ~G(U; Z), tal que bajo alguna condici�on CFL los valores discretos del esquema satisfacen

~� (Un +1
i ; Z i ) � ~� (Un

i ; Z i ) +
� t
� x i

( ~Gi +1 =2 � ~Gi � 1=2) � 0 (49)

con
~Gi +1 =2 = ~G(Un

i ; Un
i +1 ; Z i ; Z i +1 ): (50)

Para el caso de Saint Venant que necesitamos, de las ecuaciones se obtiene la entrop��a parcial

@t � + @x G + huZ x � 0; (51)

Luego, se tiene
@t (� + hZ ) + @x (G + huZ ) � 0: (52)

Entonces, se tiene la entrop��a y 
ujo de entrop��a

~� = � + hZ; ~G = G + huZ: (53)

Discretizando (51)

� (Un +1
i ) � � (Un

i ) +
� t
� x i

(Gi +1 =2� + Gi � 1=2+ ) � 0; (54)

con
Gi +1 =2� = Gi +1 =2 +

1
2

F 0
i +1 =2(Z i +1 � Z i );

Gi +1 =2� = Gi +1 =2 �
1
2

F 0
i +1 =2(Z i +1 � Z i ):

(55)

Como Gi +1 =2 es consistente con el 
ujo de entrop��a exacto, se tiene

G(U; U;0) = ( hu2=2 + gh2)u: (56)

Multiplicando la primera ecuaci�on de (32) por Z i y restando el resultado a (54) se tiene

� (Un +1
i ) + hn +1

i Z i � � (Un
i ) � hn

i Z i +
� t
� x i

( ~Gi +1 =2 � ~Gi � 1=2) � 0; (57)

con
~Gi +1 =2 = Gi +1 =2� + F 0

i +1 =2Z i +1 = Gi +1 =2+ + F 0
i +1 =2Z i = Gi +1 =2 + F 0

i +1 =2

�
Z i + Z i +1

2

�
: (58)

Con esto y (53) se tiene la de�nici�on de desigualdad de entrop��a discreta ya vista para el caso de Saint-
Venant.
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4.5. Esquema de reconstrucci�on hidrost�atica

Debido a la presencia de topograf��a, para calcular los 
ujos para el modelo num�erico, es necesario re-
construir los estados de la soluci�on izquierdo y derecho, denotados porUl = ( hl ; hl ul ) y Ur = ( hr ; hr ur ),
respectivamente. En el esquema de recosntrucci�on hidr�ostatica se reemplaza las relaciones de estados
estacionarios por �

u = cte. ;
gh + Z = cte :;

(59)

A trav�es de estas relaciones se reconstruyen los estados de la soluci�on en unos estados que de�nimos como
U �

l = ( h�
l ; h�

l ul ) y U �
r = ( h�

r ; h�
r ur ). As��, podemos calcular estos estados mediante

gh�
l = ( ghl � (� Z )+ )+ ;

gh�
r = ( ghr � (� � Z )+ )+ ;

(60)

donde � Z = Z r � Z l . El uso de la parte positiva en estas ecuaciones asegura que se obtengan valores no
negatuvos deh�

l y h�
r . Luego, los 
ujos estar�an dados por

Fl (Ul ; Ur ; Z l ; Z r ) = F (U �
l :U �

r ) +

0

@
0

gh2
l

2
�

g(h�
l )2

2

1

A ;

Fr (Ul ; Ur ; Z l ; Z r ) = F (U �
l :U �

r ) +

0

@
0

gh2
r

2
�

g(h�
r )2

2

1

A ;

(61)

dondeF es un 
ujo num�erico consistente para el problema de Saint-Venant sin fuente. Se utilizar�a el 
ujo
de Lax-Friedrichs para los ejemplos analizados. Este 
ujo est�a dado por

F (Ul ; Ur ) =
1
2

(F (Ul ) + F (Ur )) �
� x i

2� tn
(Ur � Ul ): (62)

Proposici�on: Sea F un 
ujo num�erico consistente para el problema de Saint-Venant homog�eneo (Z
constante) que preserve la no negatividad deh en las interfaces y satisface una desigualdad de entrop��a
semi-discreta de la entrop��a � = hu2=2 + gh2=2. Entonces, el esquema de reconstrucci�on hidrost�atica
detallado anteriormente

(i) es conservativo enh,

(ii ) preserva la no negatividad deh en la interfaz,

(iii ) es bien balanceado,

(iv ) es consistente con el sistema de Saint-Venant con topograf��a,

(v ) satisface una desigualdad de entrop��a semi-discreta asociada a la entrop��a~� .

Demostraci�on: La demostraci�on de esta proposici�on se encuentra en [11].
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4.6. Ejemplo unidimensional sin fricci�on

Para mostrar el esquema de reconstrucci�on hidrost�atica, se presenta un ejemplo extraido de [10]. Se
considera un lago inicialmente en reposo con la topograf��a dada por

z(x) = 0 :5(1 � 0:5(cos(� (x � 0:5)=0:5) + 1)) (63)

La altura inicial est�a dada por

h(0; x) = max(0 ; 0:4 � z(x) + 0 :04sin(x � 0:5)=0:25� max(0; � 0:4 + z(x))) (64)

Se emple�o el modelo num�erico con el esquema de reconstrucci�on hidrost�atica, usando 200 puntos en una
malla uniforme. Se consider�o la constante gravitacionalg = 1 m=s2 en la simulaci�on. La �gura 1 muestra
las soluciones obtenidas en distintos tiempos. El c�alculo del paso temporal �t se realiza usando la condici�on
CFL dada en (34).

Figura 4.1: Simulaci�on num�erica en distintos tiempos.

A continuaci�on se presenta otro ejemplo extra��do de [11]. El dominio esx 2 [0; 40] con una topograf��a
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dada por

z(x) =

8
<

:

0:48
�

1 �
�

x � 20
40

� 2
�

si jx � 20j � 4;

0 en otro caso:
(65)

La altura de agua inicial esh = 4 m y la velocidad inicial es u = 10=4 m=s. En la simulaci�on se utiliz�o una
malla de 3000 elementos. El tiempo �nal est = 1 s y la acelaraci�on de gravedad empleada fueg = 9 :81
m=s2. En la �gura, se presentan la altura inicial con la topograf��a, la altura �nal h, la velocidad �nal u y
la descarga �nal hu.

Figura 4.2: Gr�a�cos de la simulaci�on con tiempo �nal t = 1 s.

15



5. Modelo bidimensional sin fricci�on

Ahora podemos proceder con el modelo de avalanchas en dos dimensiones sin fuerza de fricci�on. El sistema
bidimensional de Saint Venant est�a dado por

8
>>>><

>>>>:

@t h + @x (hu) + @y (hv) = 0 ;

@t (hu) + @x

�
hu2 + g

h2

2

�
+ @y (huv) + gh@x z = 0 ;

@t (hv) + @x (huv) + @y

�
hv2 + g

h2

2

�
+ gh@y z = 0 ; (x; y) 2 R2; t > 0:

(66)

Este sistema de ecuaciones puede escribirse como

@t U + @x F1(U) + @y F2(U) + B1(U)@x Z + B2(U)@y Z = 0 (67)

con Z = gz y con U, F1, F2, B1 y B2 de�nidos en (10). Los estados estacionarios en reposo est�an dados
por �

u = v = 0 ;
h + z = cte :

(68)

Las soluciones del sistema (66) pueden desarrollar discontinuidades, por lo que deben considerarse en forma
d�ebil. Estas soluciones est�an bien de�nidas bajo el supuesto de que la topograf��az 2 W 1;1 (R) [7]. Estas
soluciones d�ebiles no necesariamente son �unicas y para tratar esta situaci�on se procede de forma similar
a la ley de conservaci�on vista anteriormente (Saint-Venant sin t�ermino fuente). Se usa una condici�on de
entrop��a como criterio de admisibilidad adicional, como se muestra en [23]. Se considera una funci�on de
entrop��a convexa � (U) y 
ujos asociados H (U), K (U) y J = [ J1(x; y; U ); J2(x; y; U )] tales que

@U H (U) = @U � (U)@U F1(U) (69)

@U J (U) = @U � (U)@U F2(U) (70)

@x J1 + @y J2 = � @U � (U)(ghr z) (71)

De aqu��, se llega a una desigualdad distribucional de entrop��a

� (U)t + ( H (U) + J1)x + ( K (U) + J2)y � 0 (72)

Si el t�ermino fuente es nulo, se tiene la condici�on de entrop��a usual para leyes de conservaci�on. Se observa
que esta condici�on impone no s�olo restricciones en el sistema y enF1 y F2, sino que tambi�en en el t�ermino
fuente, para que �este sea compatible con (71). En el caso de Saint Venant con topograf��a que estamos
analizando, se tiene como funci�on de entrop��a

� (U) =
1
2

(hu2 + hv2 + gh2 + ghb): (73)

De aqu��, se tienen los 
ujos

H (U) =
1
2

(hu3 + huv2) + gh2u; (74)

K (U) =
1
2

(hu2v + hv3) + gh2v; (75)
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J1 = ghzu; J2 = ghzv: (76)

As��, la condici�on de entrop��a queda como

� (U)t +
�

1
2

(hu3 + huv2) + ghu(h + z)
�

x
+

�
1
2

(hu2v + hv3) + ghv(h + z)
�

y
� 0: (77)

5.1. M�etodo de volumenes �nitos no conservativo

Considerese una malla de elementosCi . Sea � ij la arista entre los volumenesCi y Cj y nij el vector
unitario normal con orientaci�on de Ci a Cj . SeaUn

i los valores de la soluci�on en alg�un punto interior del
elementoCi al tiempo tn . El m�etodo de volumenes �nitos est�a dado por

Un +1
i � Ui +

� t
jCi j

X

j 2 K i

j� ij jFij = 0 ; (78)

donde jCi j es el area del volumen de controlCi , j� ij j es el largo de la arista �ij , K i es el conjunto de
indices de celdas que comparten aristas conCi , y Fij es el 
ujo entre Ci y Cj con

Fij = F (Ui ; Uj ; Z i ; Z j ; nij ): (79)

5.2. Esquema bien balanceado

El esquema dado por (78)-(79) es bien balanceado para una familia de estados estacionarios discretos dado
por la relaci�on

D(Ul ; Ur ; Z l ; Z r ; n) = 0 ; (80)

si para algunos valores se satisface que

F (Ul ; Ur ; Z l ; Z r ; n) = n1F1(Ul ; Z l ) + n2F2(Ur ; Z r ); (81)

donde n = ( n1; n2) 2 R2 es cualquier vector unitario.

5.3. Consistencia

El esquema (78)-(79) es consistente con (67) si el 
ujo num�erico es consitente con el 
ujo exacto, esto es,
para cualquier U, Z y n, se satisface

F (U; U; Z; Z; n) = n1F1(U; Z) + n2F2(U; Z) (82)

y adem�as se cumple la consistencia asint�otica con la fuente,

F (Ul ; Ur ; Z l ; Z r ; n) + F (Ul ; Ur ; Z l ; Z r ; � n) = ( n1B1(U) + n2B2(U))( Z r � Z l ) + O(Z r � Z l ) (83)

si Ul ; Ur ! U y Z l ; Z r ! Z .
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5.4. Esquema num�erico bidimensional

El sistema (66) es invariante bajo rotaci�on. Sean = ( n1; n2) el vector unitario con su matriz de rotaci�on
dada por

Rn =
�

n1 � n2

n2 n1

�
: (84)

Seax0 = Rn x y (u0; v0) = R� 1
n (u; v). Entonces, U0 = ( h; hu0; hv0) es soluci�on del problema. As��, podemos

calcular los 
ujos a trav�es del c�alculo de los 
ujos asociados al siguiente problema unidimensional
8
><

>:

@t h + @x (hu) = 0 ;

@t (hu) + @x (hu2 + g
h2

2
) + gh@x z = 0 ;

@t (hv) + @x (huv) = 0 ; x 2 R; t > 0:

(85)

SeaFl (U0
l ; U0

r ; � Z ) = ( F 0
l ; F 1

l ; F 2
l ) el 
ujo obtenido del problema (85) con U0. Entonces, el 
ujo izquierdo

bidimensional del problema original est�a dado por

Fl (Ul ; Ur ; � Z; n) =

0

@
F 0

l (U0
l ; U0

r ; � Z )

Rn

�
F 1

l (U0
l ; U0

r ; � Z )
F 2

l (U0
l ; U0

r ; � Z )

�
1

A : (86)

Ahora, sea (h; hu; hv) � = ( h; � hu; � hv). Entonces por simetr��a se tiene

Fr (Ul ; Ur ; � Z ) = � Fl (U �
r ; U �

l ; � � Z ) � : (87)

Luego, el 
ujo derecho del problema bidimensional original est�a dado por

� Fr (Ur ; Ul ; � � Z; n) =

0

@
F 0

r (U0
l ; U0

r ; � Z )

Rn

�
F 1

r (U0
l ; U0

r ; � Z )
F 2

r (U0
l ; U0

r ; � Z )

�
1

A : (88)

Estos 
ujos se usan en el modelo de volumenes �nitos dado por (78).
Se cumplen las siguientes proposiciones:

Proposici�on 1 [11]: Si Fl y Fr son 
ujos num�ericos consistentes para (85) que satisfacen (87),
entonces el 
ujo num�erico (86) es consistente con (66).

Proposici�on 2 [11]: Si Fl y Fr son 
ujos balanceados con respecto los estados estacionarios discretos
en reposo, entonces el 
ujo dado por (86) tambi�en lo es.

Demostraci�on: Las demostraciones de estas propociones se encuentran en [11].

6. Ejemplo bidimensional sin fricci�on

A continuaci�on se presenta un ejemplo num�erico para el modelo bidimensional sin fricci�on, extra��do de
[18]. El dominio es [0; 2] � [0; 1]. La topograf��a est�a dada por

z(x; y) = 0 :5exp(� 25(x � 1)2 � 50(y � 1)2): (89)
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Las condiciones iniciales son

w(x; y; 0) = 1 ; u(x; y; 0) = 0 :3; v(x; y; 0) = 0 ; (90)

donde w = z + h. Se considerag = 1 m=s2. En la imagen se muestra la soluci�onh en t = 0 :07 s. Se us�o
una malla uniforme de 80000 elementos.

Figura 6.1: Simulaci�on num�erica en t = 0 :07 s. La escala est�a en m.

El esquema tambi�en puede emplearse para mallas no uniformes, como se muestra a continuaci�on con una
nueva malla para el mismo ejemplo num�erico. En la �gura se presenta la malla utilizada, que tiene 624
tri�angulos.

Figura 6.2: Malla no uniforme.
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En la �gura siguiente se muestra el gr�a�co de la soluci�on h para t = 0 :07 s con esta malla.

Figura 6.3: Simulaci�on num�erica en t = 0 :07 s. La escala est�a en m.

7. Modelo bidimensional con fricci�on

Consideremos ahora el modelo completo que incluye las fuerzas de fricci�on, dado por las ecuaciones en
(1). El t�ermino de fricci�on est�a dado por

H =

0

B
B
B
B
@

0
u

p
u2 + v2

�
�hg +

g
�

(u2 + v2)
�

v
p

u2 + v2

�
�hg +

g
�

(u2 + v2)
�

1

C
C
C
C
A

: (91)

La fricci�on en el modelo reol�ogico de Voellmy-Salm incluye dos partes:

a. Fricci�on de Coulomb dada por [20]:

Fc =
(u; v)

p
u2 + v2

(�hg ) (92)

b. Fricci�on turbulenta dada por [8]:

Ft =
(u; v)

p
u2 + v2

�
g
�

(u2 + v2)
�

(93)

Cada parte de la fricci�on ser�a tratada de manera diferente, usando un esquema de splitting con el �n de
asegurar estabilidad.
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7.1. Fricci�on de Coulomb

Hasta ahora, hemos considerado el problema sin fricci�on, cuya forma es

@t U + @x F1(U) + @y F2(U) + B1(U)@x Z + B2(U)@y Z = 0 (94)

con U; F1; F2; B1; B2 dados por (10). Para este problema, podemos calcular el 
ujo num�ericoFij =
F (Ui ; Uj ; � Z; n ij ). El problema que incluye la fricci�on de Coulomb tiene la forma

@t U + @x F1(U) + @y F2(U) + B1(U)@x Z + B2(U)@y Z = B1(U)f 1(t; x ) + B2(U)f 2(t; x ) (95)

con
f 1(t; x ) = g�

u
p

u2 + v2
; f 2(t; x ) = g�

v
p

u2 + v2 (96)

Para este nuevo problema, se emplea el modelo de volumenes �nitos dado por (67). Para calcular los 
ujos
Fij entre los elementos de la malla se usa

Fij = F (Ui ; Uj ; � Z ij � f ij
1 (x j � x i )1 � f ij

2 (x j � x i )2; nij ) (97)

Esto es, se usa el 
ujo num�erico del problema (94) usando �Z ij � f ij
1 (x j � x i )1 � f ij

2 (x j � x i )2 en lugar
de � Z . En esta f�ormula, � Z ij = Z j � Z i , x i y x j son puntos arbitrarios en el interior de los elementosCi

y Cj , respectivamente, yf ij
1 y f ij

2 son valores aproximados def 1 y f 2 en la arista � ij , con f ji = f ij . El
valor aproximado en este caso est�a dado por

f ij = � ' g�

�
(ghi � ghj � � Z ij )

x j � x i

jx j � x i j2
;

(uij ; vij )
� t

�
(98)

con

' g� (X; Y ) = proj
g�

�
proj

g�
(X ) +

2
1 + max(1; � X � Y=g� jY j)

Y
�

; (99)

proj
g�

(X ) =

8
<

:

X si jX j � g�;

g�
X
jX j

si jX j > g�; (100)

uij =
hi ui + hj uj

hi + hj
; vij =

hi vi + hj vj

hi + hj
: (101)

7.2. Fricci�on turbulenta

Una vez que se obtiene la soluci�onhn , un y vn del m�etodo de volumenes �nitos para el tiempo tn , que
denotaremos comoh� ; u� ; v� , se procede a incluir la fricci�on turbulenta mediante diferencias �nitas. Lo
hecho a continuaci�on se basa en lo desarrollado en [29]. Consideramos el siguiente problema

8
>><

>>:

@t h = 0 (102:1)

@t (hu) = �
g
�

u
p

u2 + v2 (102:2)

@t (hv) = �
g
�

v
p

u2 + v2 (102:3)

(102)
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Debemos resolver este sistema de forma exacta, tomando como datos inicialesh� , h� u� y h� v� . De (102.1)
se tiene

h = h� : (103)

Multiplicando (102.2) por u y (102.3) por v, se tiene

h� (u@t u + v@t u) = �
g
�

(u2 + v2)3=2: (104)

Se hace el cambio de variablew = u2 + v2. Luego, se tiene@t w = 2u@t u + 2v@t v. Sea, adem�as,w� =
(u� )2 + ( v� )2. De aqu��, se tiene

h� @t w = �
2g
�

w3=2;

h�
Z w

w �

dw
w3=2

= �
2g
�

Z t

0
dt;

� 2h� (w� 1=2 � (w� ) � 1=2) = �
2g
�

t;

w =
�

1

1=
p

w� + gt=h� �

� 2

;

w =
(h� � )2w�

(g
p

w� t + h� � )2
:

(105)

Por otro lado, se tiene
h� @t u = �

g
�

p
wu: (106)

Luego,

u = u� exp

 

�
g

�h �

Z � t

0

p
w(t)dt

!

: (107)

Ahora, se tiene Z � t

0

p
w =

Z � t

0

h� �
p

w�

g
p

w� t + h� �

=
h� �
g

(ln( g
p

w� t + h� � ) � ln(h� � )) :

(108)

Por lo tanto, la soluci�on para el tiempo tn +1 est�a dada por

hn +1 = h� ;

un +1 =
u� h� �

g
p

w� � t + h� �
;

vn +1 =
v� h� �

g
p

w� � t + h� �
:

(109)

Este m�etodo de splitting [29] asegura la estabilidad y consistencia del m�etodo.
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7.3. Ejemplo num�erico unidimensional con fricci�on de Voellmy-Salm

Primero, se presenta una simulaci�on num�erica para un ejemplo en una dimensi�on con topograf��a y fricci�on
de Voellmy-Salm. Este test se obtuv�o de [27]. El dominio es el intervalo [0,500]. La topograf��a es una
pendiente constante de 13°. La condici�on inicial corresponde a una pila de material inicialmente en reposo
que tienen una pendiente relativa a la topograf��a de 20° y cuyo centro coincide con el centro del dominio.
Los par�ametros empleados song = 9 :81, � = 0 :3 y � = 300. Se usaron 400 elementos. Las im�agenes
muestran los resultados de la altura y velocidad ent = 0, t = 5 y t = 40. El paso temporal � t est�a dado
por la condici�on CFL.

Figura 7.1: Simulaci�on num�erica en t = 0 s. En el diagrama de la izquierda se muestra la topograf��az (en
rojo) y la altura del material h + z (en azul). En el gr�a�co de la derecha se muestra la velocidadu del

uido (en azul).
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Figura 7.2: Simulaci�on num�erica en t = 5 s. En el diagrama de la izquierda se muestra la topograf��az (en
rojo) y la altura del material h + z (en azul). En el gr�a�co de la derecha se muestra la velocidadu del

uido (en azul).

Figura 7.3: Simulaci�on num�erica en t = 40 s. En el diagrama de la izquierda se muestra la topograf��az
(en rojo) y la altura del material h + z (en azul). En el gr�a�co de la derecha se muestra la velocidadu del

uido (en azul)

24



7.4. Ejemplo num�erico bidimensional con fricci�on de Voellmy-Salm

A continuaci�on se presentan los resultados obtenidos con el esquema de volumenes �nitos para un caso
sencillo bidimensional que incluye topograf��a y reolog��a de Voellmy-Salm. El ejemplo fue extra��do de [13],
el cual fue testeado en [27]. El dominio est�a en un rect�angulo conx 2 [0; 30] ey 2 [� 15; 15], con una secci�on
inclinada en x 2 [0; 17:5], una regi�on horizontal en x � 21:5 y en la zona de transici�on x 2 [17:5; 21:5]
se tiene una inclinaci�on suave entre las dos secciones de la topograf��a. El �angulo de inclinaci�on de la
topograf��a est�a dado por

� (x) =

8
<

:

� 0; si 0 � x � 17:5;
� 0(1 � (x � 17:5)=4); si 17:5 � x � 21:5;
0; si x � 21:5:

(110)

Con � 0 = 35 � . El material es inicialmente una semi-esfera con radior 0 = 1 :85 y centro localizado en
(x0; y0) = (4 ; 0). Con respecto a los par�ametros f��sicos, se consider�o constante gravitacionalg = 1, coe�-
ciente de Coulomb� = 0 :3 y coe�ciente de fricci�on turbulenta � = 300. Se consider�o una malla uniforme de
3600 elementos rectangulares. Se muestra en la �gura la simulaci�on num�erica con el m�etodo de volumenes
�nitos en distintos tiempos.

Figura 7.4: Simulaci�on num�erica en t = 0 s. En la imagen se muestra la topograf��az (de color caf�e) y la
altura del material h + z (en tonos de azul de la escala a la derecha). La escala de la �gura est�a dada en
m.
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Figura 7.5: Simulaci�on num�erica en t = 10 s. En la imagen se muestra la topograf��az (de color caf�e) y la
altura del material h + z (en tonos de azul de la escala a la derecha). La escala de la �gura est�a dada en
m.

Figura 7.6: Simulaci�on num�erica en t = 20 s. En la imagen se muestra la topograf��az (de color caf�e) y la
altura del material h + z (en tonos de azul de la escala a la derecha). La escala de la �gura est�a dada en
m.
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