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1. Introduccion

El estudio de desastres naturales se ha convertido en un drea de gran interés, especialmente por los efectos
que el cambio climatico puede tener en algunos eventos de este tipo. En particular, las avalanchas de nieve
se ven bastante afectadas por los cambios en las condiciones climaticas, generando situaciones de mayor
riesgo e impredictibilidad. Las avalanchas de nieve corresponden al descenso rdpido de masas de nieve por
pendientes empinadas debido a la gravedad, usualmente arrastrando suelo, rocas o vegetaciéon. Ocurren
en zonas montanosas alrededor del mundo y significan un gran riesgo a la infraestructura, los ecosistemas
y las vidas humanas de esas regiones [16].

El ntmero de fatalidades anuales estimadas debido a avalanchas de nieve es alrededor de 250 a nivel
mundial [25]. Avalanchas provocaron la muerte de 1900 personas en Norte América y Europa en el
periodo 2000-2010 [25]. En lugares de riesgo, se han tomado medidas de mitigacién para evitar los efectos
de estos desastres. Por ejemplo, en Suiza, después de la avalancha de 1950-1951 (que quité la vida de 98
personas en Suiza y 135 en Austria), se han construido elementos de defensa de un costo cerca a $1.5
billones. En Canada, el costo anual promedio se estima superior a $5 mil millones [25]. Es evidente el
gran costo humano y econémico que representan estos eventos.

Chile es un pais en donde, por su posiciéon geografica, condiciones climdticas y amplias zonas de gran
altitud, se presentan grandes acumulaciones de nieve y nevazones todos los anos, tanto en zonas cordille-
ranas como precordilleranas [14]. Por lo tanto, es frecuente que sucedan avalanchas. Varios eventos ocurren
en lugares con poca presencia humana, aunque algunos han acontecido en lugares habitados o donde se
desarrollan actividades turisticas, mineras o de generacién eléctrica [17]. Segun los datos disponibles de
victimas fatales en Chile central entre los anos 1906 y 2001, de las 378 victimas totales, 241 (63,8 %) se
relacionan con la actividad minera y 52 (13,8 %) se relacionan con turismo. En la actualidad, solo el sector
minero de la zona Centro-Norte posee sistemas de control de riesgos para avalanchas, empleando registros
metereoldgicos, andlisis de datos y simulacién de avalanchas [17]. En Chile, no existe un servicio oficial de
alerta de avalanchas, tomandose medidas de prevencién sélo por entidades privadas como algunos centros
de ski o empresas mineras. Por otro lado, la ONEMI (Oficina Nacional de Emergencia) todavia no ha
incorporado las avalanchas en la categoria de desastres naturales. No existe un programa de control y
mitigacién de avalanchas en carreteras, a pesar que estos eventos pueden traer graves consecuencias como
el corte del flujo comercial o el aislamiento de una comunidad [39]. Es muy importante tener un sistema
para responder a estos desastres y mantener el acceso a las zonas afectadas. Existe una gran necesidad de
ampliar y diversificar la forma de enfrentar el riesgo que estos eventos representan en distintas partes del
pais.

En lugares con montanas cubiertas de nieve estacional, existen servicios de prondstico basadas en la
probabilidad de avalanchas segin las condiciones meteroldgicas. Por ejemplo, en varios paises europeos se
realizan prondsticos nacionales o regionales, usualmente en invierno [43]. El Servicio Europeo de Alerta
de Avalanchas (EAWS) entrega informacién de los servicios de cada pais y ha determinado los estdndares
oficiales para estos reportes en Europa, incluyendo la clasificaién de los problemas de avalancha y la escala
para las calificaciones de peligro de avalancha [43]. Sin embargo, un evento de avalancha no puede ser
predecido con exactitud en un lugar y tiempo determinado. La interaccién entre el clima, el terreno y la
nieve es muy compleja, y la capa de nieve tiene caracteristicas muy variables, por lo que muchos aspectos



del proceso de la avalancha son desconocidos [9].

Entre los peligros naturales impulsado por flujos de masa gravitacional (GMFs), las avalanchas de nieve
son uno de los fenémenos que ocurren con més frecuencia y en mayor nimero de sitios en el mundo. Es
por esto que el estudio de las dindmicas de avalanchas es tan importante. En [38], parte de una publiacién
especial del tema, se destacan preguntas fundamentales que todavia no tienen respuestas completas, prin-
cipalmente sobre los regimenes de flujo y sobre el cambio de masa por deposicién y erosién. Se muestra
el estado del estudio de avalanchas de nieve actual y las distintas formas en que se encara esta tarea,
mediante observaciones de campo y experimentos. En [37] se trata distintos tipos de avalanchas de nieve
mezclada. En este articulo se indican inferencias que se pueden hacer de las observaciones en el sitio,
estimandose cotas para velocidad, densidad y presién. Tambien se conjetura el tipo de flujo y los meca-
nismos de fluidizacién. Este tipo de trabajos demuestra los desafios del estudio en terreno, pero tambén
el gran valor que estas observaciones tienen para entender las dindmicas de estos procesos.

Las avalanchas pueden modelarse mediante el sistema de ecuaciones diferenciales de Saint-Venant, in-
cluyendo como término fuente el efecto de la friccién [16]. La reologfa es el modelo de friccién aplicado
para el sistema y existen distintos modelos que pueden emplearse para estudiar estos fenémenos, depen-
diendo de las caracteristicas del fluido [36]. Un modelo reolégico ampliamente usado para avalanchas de
nieve es el Voellmy-Salm, desarrollado en [5] y [1]. Este modelo serd el tratado en este trabajo. En [35],
se trabajé el sistema con friccién de Voelmy-Salm. Se realizaronn simulaciones numéricas y se estudié el
efecto de los parametros de la friccién en la evolucién de la avalancha. Se descubrié que el rango de los va-
lores posibles para estos parametros es bastante amplio y se interpreto el significado fisico de los resultados.

En términos de modelos de avalanchas, existe amplia literatura. Las ecuaciones de Savage-Hutter se pre-
sentan en [4]. Este modelo predice el flujo de un material granulado sin cohesién inicialmente estacionario
por un camino dspero y curvo. Se muestran experimentos de laboratorio y resultados numéricos basados
en estas experiencias. En [13], se toman estas ecuaciones para modelar avalanchas de diverso tipo. Se
presentan varios modelos numéricos para su resolucion, incluyendo simulaciones y comparaciones entre los
métodos. En [19] se presenta un nuevo modelo de dos capas de Savage-Hutter para avalanchas submari-
nas. Se propone un método numérico a dos pasos para discretizar el modelo, con pruebas numéricas del
esquema. La teorfa de Savage-Hutter unidimensional se expande en [6] para dos dimensiones, valinddndose
con experimentos de laboratorio y comprardndose con simulaciones numéricas. En [40] se trabaja en la
derivacién de los términos del modelo que surgen de la curvatura de la superficie y se usa un modelo
numeérico para cuantificar su influencia en la dindmica del fluido. También hay otros modelos de fluido
para las avalanchas a parte de las ecuaciones de Saint-Venant, como las que se basan en las ecuaciones de
Navier-Stokes [24].

Para el andlisis de las avalanchas de nieve se han desarrollado distintos modelos numeéricos e instru-
mentos de simulacion. Como se considera el sistema de Saint-Venant, es posible trabajar estos modelos
mediante el método de volimenes finitos para leyes de conservacion hiperbdlicas. Como en este caso, el
sistema de leyes de conservacién incluye términos fuentes (la topografia del terreno y la reologia), se debe
emplear un esquema no conservativo. El desarrollo presente se basa fundamentalmente en [11]. En este
libro se presentan varios esquemas no conservativos bien balanceados y se entregan demostraciones sobre
su estabilidad y consistencia.

Otras fuentes complementaron este trabajo para el estudio y testeo del método numérico. En [10], se



usa la reconstruccién hidrostatica para un esquema bien balanceado para el problema de Saint-Venant
con topografia, presentado demostraciones y ejemplos numéricos, asi como una extension a segundo or-
den. En [15] se entrega un esquema de segundo orden mejorado que preserva los estados estacionarios y
la positividad de la altura de fluido. Se demuestran estas propiedades y se muestran ejemplos. En [29]
se emplea diferencias finitas en un esquema numérico con un paso de volumenes finitos para incluir la
accion de dilatancia en flujos de reologia compresible. Se adapté ese método para incorporar en nuestro
esquema la parte turbulenta del modelo de friccién de Voellmy-Salm. En [27] se trabaja con avalanchas
piroclésticas y se descuten distintos casos. Ademés, se implemeta un método numérico que usa la reologia
de Voelmy-Salm, con distintos ejemplos con resultados numéricos.

Para testear el método, el caso mas importante analizado es la avalancha de Rigopiano, Italia, evento que
ha sido ampliamente estudiado. En [30] se describe el lugar del evento y sus condiciones metereoldgicas. Se
entregan las conclusiones que se obtienen sobre la dindmica de la avalancha, basandose en observaciones
del sitio. Se traté de una avalancha seca fluidizada que consistié de una mezcla de nieve, arboles y rocas. Se
usa un modelo numeérico para simular el fenémeno y reproducir los datos recabados en el lugar. También
se tom¢ importante informacién de [32]: de las observaciones de campo se realizaron estimaciones sobre las
distancias de salida, las velocidades y la conservacién de masa, y se hicieron conjeturas de las caracteristi-
cas del proceso de la avalancha. La relacién entre sismologia y avalanchas en la regiéon de Abruzzo de Italia
(en donde Rigopiano se localiza) se estudia en [34]. Ademas, se realiz6 una modelacién numérica 3D de la
avalancha de Rigopiano para investigar su origen. Cabe notar que el estudio de avalanchas en zonas donde
no hay informacién histdrica y existe escaso monitoreo es un problema que se trata en [28], tomando como
caso de estudio la avalancha de Rigopiano. Se entrega una metodologia para trabajar con este tipo de casos.

También se encontré informacién sobre otros desastres de avalanchas. La avalancha de Les Fonts d’Arinsal
en 1996, en la parte noroeste de Andorra en los Pirineos, se trata en [31]. Se describe la dindmica del
evento, las condiciones climéticas previas a la avalancha, las acciones de advertencia y prevencién llevadas
a cabo durante el desastre y el sistema de defensa implementado posteriormente. El evento histérico de
1803 que destruyd la villa Arreu, en los Pirineos Catalanes, se estudia en [33]. Para reconstruir el recorrido
de la avalancha, se buscaron fuentes histéricas y bases de datos, se estudié la geografia y vegetacién del
terreno, se observaron fotografias aéreas, se entrevistaron habitantes del lugar y se realizé una simulacién
numérica.

El estudio de avalanchas de nieve ha tenido grandes avances en el iltimo tiempo, combinandose el trabajo
experimental en laboratorio, el estudio en terreno de las zonas de desastre y el desarrollo de modelos
numéricos para la simulacién de estos fenémenos. Sin embargo, todavia quedan interrogantes sobre estos
procesos y se continua el refinamiento de las herramientas numéricas para tratar estos problemas [38]. Con
los grandes efectos que el cambio climatico tendra en distintas partes del mundo, el desarrollo de mayor
entendimiento de este tipo de eventos es muy importante y en esta tarea resulta muy relevante el uso de
métodos numéricos para la modelacién de los desastres [41].

Aunque los problemas en el combate contra avalanchas en Chile continuan, se ha empazado a traba-
jar en mejorar esta situaciéon. El ano 2016 surge el proyecto de la Fundaciéon Chilena de Avalanchas con
el fin de crear un espacio de trabajo para profesionales de avalanchas [39]. Entre sus objetivos se encuen-
tra la implementacién de Boletines de Avalanchas que estén a disponibilidad ptblica y que indiquen la
probabilidad de un evento y su capacidad destructiva. Como no existe en Chile la cantidad suficiente de



profesionales preparados para este trabajo, se han realizado alianzas con instituciones en Estados Unidos
y Canadd para dar cursos al respecto. El uso de distintos métodos para estudiar, predecir y prevenir las
avalanchas es muy importante. El trabajo con simulaciones de modelos fisicos mediante métodos numéri-
cos puede ser muy til, ya que permite estimar el peligro posible y decidir las mejores alternativas para
prevenir danos. También ayuda complementar la informacién sobre los eventos cuando los datos son es-
casos y dificiles de obtener debido a las limitaciones técnicas.

Efectivamente, nuestro trabajo se centra en desarrollar este tipo de herramientes numéricas. Nuestros
objetivos son estudiar un modelo numérico para la simulaciéon de avalanchas, programar este esquema
numérico y probarlo con una situacién real. Esperamos que esta herramienta pueda ayudar en el prondsti-
co de avalancha y en la prevencién de danos.



2. Modelo de avalanchas con reologia de Voellmy-Salm

Los modelos mas utilizados en simulacion de avalanchas surgen de la resolucién de ecuaciones de masa y
momentum, similares a las ecuaciones de Saint-Venant en dos dimensiones [16]. Estas ecuaciones incluyen
términos que describen la friccién segtin algiin modelo reolégico. Para la inclusion de las fuerzas de friccién
se considerard la reologia de Voellmy-Salm , el cual es un modelo ampliamente utilizado para las avalanchas
de nieve [5], [1]. Las ecuaciones del modelo son

Oth + 05 (hu) + 0y (hv) =0,
2

h
Oy (hu) + O, (hu? + 97) + 0y (huv) + ghdyz =
h2
Oy (hv) + 0z (huv) + 9y (hv? + 97) + ghdyz =
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donde h = h(z,y,t) es la altura del fluido, u = u(x,y,t) y v = v(z,y,t) son las componentes de la
velocidad, z = z(z,y) es la topografia, g es la constante gravitacional, u es el coeficiente de friccién de
Coulomb [20] y € es el coeficiente de friccién turbulenta [8].
Si se define Z = gz, el sistema anterior puede escribirse de la siguiente forma

OU + 0, F1 + 0y Fs + B10,Z + B20yZ = H, (2)
con
h hu hv
h? huv
U=|hu], Fi= huQ—&—g? , Py = p2 |
ho huv hv? + 95
0 (3)
0 0 u 9.2, 2
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0
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con hg = h(z,y,0), uo = u(z,y,0) y vog = (x,y,0).

3. Ecuaciones de Saint-Venant

Las ecuaciones de Saint-Venant se usan ampliamente en dindmica de fluidos. Se derivan de las ecuaciones
de Navier-Stokes de conservacién de masa y conservacién de momentum. En [12], se trata el problema
unidimensional, como se presenta a continuacién. Para derivar estas ecuaciones, se considera un fluido
incompresible (con densidad p cosntante), cuya velocidad vertical es negligible. De la ecuacién de conser-
vacién de masa se tiene

Oth+ 0y (hu) =0, zeRt>0 (5)



De la ecuacién de conservacion de momentum se obtiene
Di(phu) + D (phei® + p) = 0 (6)

donde p es la presién. La presién hidrostdtica en un punto (h — y) bajo la superfice del fluido estd dada
por pg(h — y). Integrando desde y = 0 hasta y = h(x,t), se tiene que la presién total es

1
p = 5pgh’ (7)
Asi, se reemplaza la presién en la ecuacién (6) y se tiene el sistema de ecuaciones de Saint-Venant unidi-

mensional

1

Ot (hu) + 0, <hu2 + 2gh2) =0, z€R,t>0 (8)

el cual puede escribirse como
oU+ 0, F(U)=0 (9)

donde
h hu

U= , FU)= 2. 10
(n): Fo) i g (10)

Si U = (UM, U®), entonces se tiene que

U®
FU)= | (w®)2 (wmye]. (11)
OB
Escribiendo estas ecuaciones en forma cuasi-linear se tiene
o,U + F'(0)d,U =0 (12)

con la matriz jacobiana

0 1
0 1

F(U) = U@\ 2 oy | = < ) ) (13)
_ (1) - ho2
(Um) vt Tm w2

Sus valores propios y vectores propios son

M =u—+/gh, Xy =u++/gh, (14)

() v ()

Ahora, consideramos el problema de Riemann, en donde el sistema de ecuaciones de Saint-Venant se le
agrega un dato inicial de la forma

- U si x<0,
Ul,0) = { U.- si x>0. (16)



Un ejemplo es el caso de rotura de represa dado por

_ hy si x<0
reo={ 33 150 (1)

con h; > h, y u(x,0) = 0.

Como el modelo de Saint-Venant es un sistema de dos ecuaciones, la solucién del problema de Riemann
consiste en dos ondas, que pueden ser de rarefraccién o choque dependiendo del dato inicial. La forma de
solucionar este tipo de problemas estd explicada en [12].

El sistema de ecuaciones debe considerarse en forma débil, lo que permite que la solucién sea discontinua.
Una funcién U € L} (R x [0,00]) es una solucién débil de (9) si para todo ¢ € C°(R x [0, 0]) se tiene

loc

/Oo /(Us@t + F(U)p,)dzdt + / o(z,0)U(z,0)dz = 0. (18)
o Jr R

Para obtener unicidad de la solucién, se debe agregar un criterio de admisibilidad. Para ello, se considera

la viscocidad mediante la ecuacién
U + 0, F(U?) = ed*U* (19)

con € > 0. Haciendo € — 0, se obtiene una solucién de (9) que es considerada la solucidn fisica relevante
[3]. En términos précticos, se puede considerar la entropia. El par de entropia consiste en una funcién
convexa 7 : R™ — R y una funcién G : R — R tal que

Gu(U) =nu(U)F'(U) (20)
para todo U € R™. De (19), se obtiene la desigualdad de entropia
n(U)+GU)z <0 (21)

Se dice que una solucién débil U de (9) satisface una condicién de entropia para el par de entropia n y
G si satisface (21). Esta desigualdad debe interpretarse en el sentido de distribuciones, esto es, se debe
satisfacer

| [0+ c@edsic+ [ 0)pw. 00> 0 (22)
0 R R

para todo ¢ € C°(R x [0,0]), ¢ > 0. El concepto de entropia es importante para la existencia y unicidad
de la solucién, como se muestra en [2], en donde se demuestra que una solucién satisface la condicién de
entropia para una entropia estrictamente convexa donde es la solucion fisicamente relevante.

Para el caso de las ecuaciones de Saint-Venant, este par de entropia esta dado por

hu? h?
=519y (23)
h 2
G= (;‘ + gh2) u (24)

La derivacién de este par estd dado en [11].



4. Modelo unidimensional sin friccion

Primero es necesario desarrollar el modelo numérico para el problema de avalanchas en una dimensién con
topografria sin fuerzas de friccién. Posteriormente, se puede aplicar lo hecho en el modelo bidimensional
e incluir los efectos de la friccién.

Asi, consideremos el problema unidimensional de Saint Venant con topografia y sin friccién dado por
las siguientes ecuaciones

h2

Or(hu) + 0y (hu2 + 92> 4+ ghd,z=0, z€R,t>0 (25)

Sea Z = gz. El sistema anterior puede escribirse como
oU + 0, F(U,Z)+ B(U,Z2)0,.Z =0, (26)

con
hu
_(h _ 2 _ (0

o () e ) o () -
Los estados estacionarios son las soluciones U(zx) independientes del tiempo, esto es, las soluciones de
0. F(U,Z) = —B(U, Z)0.Z. Estos estados son relevantes porque generalmente representan la solucién

cuando el tiempo tiende a infinito. Para obtener estas soluciones, se multiplica la primera ecuacién de (25)
por u, se resta esto a la segunda ecuacién y se divide el resultado por h. Asi, tenemos

Opu + 0y (u? /2 + gh+ Z) = 0. (28)
Los estados estacionarios son las funciones h(z), u(z) que satisfacen
hu = cte.,

2 29
%+gh+Z:cte., (29)

Asi, el estado estacionario en reposo esta dado por

{ u=0, (30)

h + z = cte.

Algunas propiedades particulares del sistema de Saint Venant son: la altura h debe ser no negativa, la
primera ecuacién es conservativa (el total del fluido se mantiene constante) y el sistema es invariante bajo
traslaciones en Z.

4.1. Esquema numérico no conservativo

Consideramos el sistema dado por (26). Se desea aproximar la solucién U(z, t), con z € R, t > 0, por valores
discretos U, coni € Z, n € N. Se considera una malla de puntos crecientes x;, 1,2 € Z, i € Z. Se definen los



volumenes finitos C; =|;_1 /2, Ti11/2[ de largo Az; = 2,11 /5 —2;_1/2 y con centro x; = (z;_1/2+Ti41/2)/2.
Se tiene un salto temporal At,, > 0 y tiempos discretos t,, = t,_1 + At,. Asi, U" aproxima la solucién
promedio de U en la celda C; en el tiempo t,. Esto es,

" 1
Ul ~ A, /c Ul(ty,z)dz. (31)

Consideramos un esquema numérico de volumenes finitos no conservativo de primer orden dado por

urtt —ur + E(F’*W‘ —F;_19) =0, (32)

con
Fijrpo = FRUMNULL), Fipyer = F(UMNUR) (33)

donde UZ" = (U, Z;),y F; y F, son los flujos numéricos izquierdo y derecho, respectivamente.
En el caso del esquema de volimenes finitos para las ecuaciones de Saint Venant sin fuente, se impone
una condicién CFL en el paso temporal para prevenir que los valores numéricos exploten. La forma que
esta condicién tiene es la siguiente

Ata < Az (34)

donde a es una aproximacion de la velocidad de propagacién. Pare el sistema de Saint Venant, tomamos
a = max{A1, A2}, con Aj. Ay dados por (14). En [10] se demuestra que la condicién CFL para el caso sin
fuente puede aplicarse para el sistema con topografia.

4.2. Esquemas bien balanceados

Consideremos la ecuacién
0. (F(U,Z))+ B(U,2)Z, =0 (35)

Los estados estacionarios discretos son secuencias discretas (U;, Z;);cz que satisfacen una aproximacion
de (35) como una relacién D no lineal en cada interface de la forma

DU;,Uis1, Zi, Zig1) =0 (36)

En el caso de las ecuaciones de Saint-Venant se obtiene las relaciones

hiuy = hpuy,
u? u? 37
71+ghl+zl=§+ghr+zr. (37)

Los estados estacionarios discretos en reposo son aquellos que satisfacen

u = u, =0,
{ ghi + 71 = ghy + Z,. (38)

Se dice que un esquema de la forma (32)-(33) es bien balanceado respecto a cierto estado estacionario
discreto si para este estado se tiene [11]

E(UlaUTaZlvzr) = F(Ulvzl)a

FAULU21.2,) = F(U,,Z) (39)

10



Aplicando esta relacién en el caso de Saint Venant para estados disrcetos estacionarios en reposo, se tiene
que el esquema es bien balanceado si satisface que para hy, h, > 0

Fi((h1,0), (hr,0), 90t — ghy) = (0,9h7/2),

P (R, 0), (hr.0). ghy — ghy) = (0,gh%/2) 1)
4.3. Consistencia
Un esquema de la forma (32)-(33) es consistente con la ecuacién (26) si
R(U,U,Z,2)=F,(U,U,Z,2) = F(U, Z) (41)
para todo (U, Z) y ademads
F. (UL Uy, 21, Zy) = F(UL Uy, 21, Zy) = =B(U, 2)(Zr — Z1) + o(Zr — Z1) (42)

siU,U.—-UyZ,Z. — Z.
Ahora, tomemos en cuenta el caso de Saint-Venant que queremos analizar. Queremos satisfacer la conser-
vacién de la altura de agua. Esto es, si F; = (F?, F!') y F, = (F?, F}), entonces F = F? = F°. De aqui,
la consistencia queda como

FO(U,U,0) = hu, 43)
FNUU0) = FNULUL0) = h + gh? /2
F:(Ul, Urv Zl7 Z’l“) - F‘ll(Ulv U?”v Zl7 Z’l‘) = _h(ZT’ - Zl) + O(ZT - Zl) (44)

siU,U,—-Uy 7,2, — Z.

4.4. Estabilidad

La estabilidad del esquema se analiza a través la entropia. El sistema (26) puede escribirse como un sistema
cuasilineal en U = (U, Z) de la forma

0,U + AU, 2)0,U = 0,
{ 02 =0, (45)
con
AU, Z) = (I*:)U FZJB). (46)

La entropia es una funcién 7(U, Z) tal que existe otra funcién G(U, Z) (flujo de entropia) que satisface

Gu(U, Z) =qu (U, Z)AU, Z). (47)
La entropia parcial n(U, Z) y el flujo de entropfa parcial G(U, Z) son funciones que satisfacen Gy = ny Fy

y se tiene que
(U, 2)) + 0(G(U, Z)) + (nu(Fz + B) = Gz)Z; < 0 (48)
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Un esquema de la forma (32)-(33) satisface una digualdad de entropia asociada a la entropia 7 de (45) si
existe un flujo de entropfa numérico G(Ui, U,, Z;, Z,) consistente con el flujo de entropia exacto, esto es

GWU,U,Z,Z) = G(U, Z), tal que bajo alguna condicién CFL los valores discretos del esquema satisfacen

I I At
UMY, Z) = iU Zi) 4+ +—— (Gigr2 — Giz12) <0 (49)

A(Ei

con

Giv172 =G ULy, Ziy Ziga). (50)

1
Para el caso de Saint Venant que necesitamos, de las ecuaciones se obtiene la entropia parcial

o+ 0,G + huz, <0, (51)

Luego, se tiene
0N+ hZ)+ 0,(G+ huZ) <0. (52)

Entonces, se tiene la entropia y flujo de entropia
i=n+hzZ, G=G+huZ (53)

Discretizando (51)

" n At
(U —n(UM) + E(Gi-i—l/Z— +Gi—1/24) <0, (54)
con )
Giti2—- = Gipio+ §Fi0+1/2(Z¢+1 - Zy),
: (59)
Giv12- = Gigiyp— §F1-0+1/2(Z¢+1 - Zy).
Como G y1/2 es consistente con el flujo de entropia exacto, se tiene
G(U,U,0) = (hu*/2 + gh*)u. (56)
Multiplicando la primera ecuacién de (32) por Z; y restando el resultado a (54) se tiene
n+1 n+1 n n At ~ ~
nU )+ 0™ Zi —=n(U) = b Zi + —(Gig172 — Gic12) <0, (57)

A(Ei

con

% Zi+ 7,
Gitry2 = Gigrjo- + FlyipZivn = Giayog + Fy pZi = Gigao + Fyy o (2+1> - (58)

Con esto y (53) se tiene la definicién de desigualdad de entropia discreta ya vista para el caso de Saint-
Venant.
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4.5. Esquema de reconstruccion hidrostatica

Debido a la presencia de topografia, para calcular los flujos para el modelo numérico, es necesario re-
construir los estados de la solucién izquierdo y derecho, denotados por U; = (hy, ) y U, = (hy, heuy),
respectivamente. En el esquema de recosntruccion hidroéstatica se reemplaza las relaciones de estados
estacionarios por

u = cte.,
{ gh + Z = cte., (59)

A través de estas relaciones se reconstruyen los estados de la solucién en unos estados que definimos como
U = (hi,hfw) y U = (hE, hiu,). Asi, podemos calcular estos estados mediante

ghi = (9= (AZ)4)+,

ght = (ghr — (AZ)1)4, (60)

donde AZ = Z, — Z;. El uso de la parte positiva en estas ecuaciones asegura que se obtengan valores no
negatuvos de hj y h;. Luego, los flujos estardn dados por

0
Fl(UlaUT7Zl7ZT) = ‘/T-'(UZ*U’:)—’— ﬁ_ g(h7>2 )
2 0 2 (61)
F(U,Up 21, Z) = FURUR) + | gh? g(hp)? |
2 2

donde F es un flujo numérico consistente para el problema de Saint-Venant sin fuente. Se utilizara el flujo
de Lax-Friedrichs para los ejemplos analizados. Este flujo estd dado por

FULU) = 3P0 + FU) = 322U, = ). (62)

Proposicién: Sea F un flujo numérico consistente para el problema de Saint-Venant homogéneo (Z

constante) que preserve la no negatividad de h en las interfaces y satisface una desigualdad de entropia

semi-discreta de la entropia m = hu?/2 + gh?/2. Entonces, el esquema de reconstruccion hidrostdtica
detallado anteriormente

(1

es conservativo en h,

preserva la no negatividad de h en la interfaz,

)
)

(11) es bien balanceado,
) es consistente con el sistema de Saint-Venant con topografia,
)

satisface una desigualdad de entropia semi-discreta asociada a la entropia 1.

Demostracién: La demostracién de esta proposicién se encuentra en [11].
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4.6. Ejemplo unidimensional sin friccién

Para mostrar el esquema de reconstruccién hidrostdtica, se presenta un ejemplo extraido de [10]. Se
considera un lago inicialmente en reposo con la topografia dada por

z(z) = 0.5(1 — 0.5(cos(m(xz — 0.5)/0.5) + 1)) (63)
La altura inicial estd dada por
h(0,2) = max(0,0.4 — z(z) + 0.04sin(z — 0.5)/0.25 — max(0, —0.4 + z(x))) (64)

Se empled el modelo numérico con el esquema de reconstruccion hidrostatica, usando 200 puntos en una
malla uniforme. Se considerd la constante gravitacional g = 1 m/s? en la simulacién. La figura 1 muestra
las soluciones obtenidas en distintos tiempos. El calculo del paso temporal At se realiza usando la condicién
CFL dada en (34).

t=0s t=1.0049 s
0.6 0.6
D4 _ 0.4
E E
= =
0.2 0.2
- _
0 1]
0.5 1 0.5
x [m] x [m]
t=20019s t=50002s
0.6 0.6
D4 __ 0.4
E E
= =
0.2 0.2
- _
0 1]
0.5 1 0.5
x [m] x [m]

Figura 4.1: Simulaciéon numérica en distintos tiempos.

A continuacién se presenta otro ejemplo extraido de [11]. El dominio es « € [0,40] con una topografia
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dada por
0.48 (1 — (220 2) si |z — 20| < 4,
(o) = (=) (65)
0 en otro caso.

La altura de agua inicial es h = 4 m y la velocidad inicial es u = 10/4 m/s. En la simulacién se utilizé una
malla de 3000 elementos. El tiempo final es t = 1 s y la acelaracion de gravedad empleada fue g = 9.81
m/s%. En la figura, se presentan la altura inicial con la topografia, la altura final h, la velocidad final u y
la descarga final hu.

Nivel del agua inicial Nivel del agua final
4.4
4

— 3 _ 4.2
E E
= 2 =

4

1
0 £ 3.8
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
x [m] x [m]
Velocidad final Descarga final

3 12

25 — 11
—_ [
g e

E 2 E 10
2 =

15 9

1 8

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
x[m] x[m]

Figura 4.2: Graficos de la simulacién con tiempo final ¢ =1 s.
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5. Modelo bidimensional sin friccién
Ahora podemos proceder con el modelo de avalanchas en dos dimensiones sin fuerza de friccién. El sistema
bidimensional de Saint Venant estd dado por
O¢h + 0y (hu) + 0y(hv) =0,
h2
O (hu) 4+ 0y (hu2 + 9y + 0y (huv) + ghdyz = 0,

(66)
h2
0¢(hv) + Oz (huv) + 0y <hv2 + 92> + ghdyz =0, (x,y) € R%,t>0.
Este sistema de ecuaciones puede escribirse como
0U + 0, F1(U) + 0, Fo(U) + B1(U)0:Z + B2(U)0yZ =0 (67)

con Z =gz ycon U, Fi, Fy, By y By definidos en (10). Los estados estacionarios en reposo estan dados

por
u=1v=0,

{ h + z = cte. (68)
Las soluciones del sistema (66) pueden desarrollar discontinuidades, por lo que deben considerarse en forma
débil. Estas soluciones estdn bien definidas bajo el supuesto de que la topograffa z € W1°°(R) [7]. Estas
soluciones débiles no necesariamente son tinicas y para tratar esta situacion se procede de forma similar
a la ley de conservacién vista anteriormente (Saint-Venant sin término fuente). Se usa una condicién de
entropfa como criterio de admisibilidad adicional, como se muestra en [23]. Se considera una funcién de
entropia convexa n(U) y flujos asociados H(U), K(U) y J = [Ji(x,y,U), Jo(x,y,U)] tales que

OvH(U) = 0yn(U)oy F1(U) (69)
duJ(U) = dun(U)ou F2(U) (70)
OgJ1 + 8yJ2 = —3U77(U)(gth) (71)

De aqui, se llega a una desigualdad distribucional de entropia
nU)e + (HU) + J1)z + (K(U) + J2)y <0 (72)

Si el término fuente es nulo, se tiene la condicién de entropia usual para leyes de conservacién. Se observa
que esta condicién impone no sélo restricciones en el sistema y en F; y Fy, sino que también en el término
fuente, para que éste sea compatible con (71). En el caso de Saint Venant con topografia que estamos
analizando, se tiene como funcién de entropia

1
n(U) = §(hu2 + hv? + gh® + ghb). (73)
De aqui, se tienen los flujos
1
HU) = 5(hui“’ + huv?) + gh?u, (74)
1
K({U) = i(hU% + hv®) + gh®v, (75)
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J1 = ghzu, Jy = ghzv. (76)

Asi, la condicién de entropia queda como

n(U): + (;(hu3 + huv?) + ghu(h + z)) + (;(huzv + hv®) + ghv(h + z)) <0. (77)

Y

5.1. Método de volumenes finitos no conservativo

Considerese una malla de elementos C;. Sea I';; la arista entre los volumenes C; y C; y n;; el vector
unitario normal con orientacién de C; a C;. Sea U;* los valores de la solucién en algin punto interior del
elemento C; al tiempo t,. El método de volumenes finitos esta dado por

. At
Uit — Ui + i Y ItylE; = o, (78)
"jeK;

donde |C;| es el area del volumen de control Cj, |I';;| es el largo de la arista I';;, K; es el conjunto de
indices de celdas que comparten aristas con C;, y Fj; es el flujo entre C; y Cj con

Fij :F(Ui,Uj,Zi,Zj,nij). (79)

5.2. Esquema bien balanceado

El esquema dado por (78)-(79) es bien balanceado para una familia de estados estacionarios discretos dado

por la relaciéon
D(UI,U,le,ZT,TL) :Oa (80)

si para algunos valores se satisface que
F(Ul7 UT7 Zl7 Z’r‘v n) = anl(Ul7 Zl) + n2F2(U’r’7 ZT)? (81>

donde n = (n',n?) € R? es cualquier vector unitario.

5.3. Consistencia

El esquema (78)-(79) es consistente con (67) si el flujo numeérico es consitente con el flujo exacto, esto es,
para cualquier U, Z y n, se satisface

F(U,U,Z,Z,n) =n'F\(U, Z) + n*Fy(U, Z) (82)
y ademads se cumple la consistencia asintética con la fuente,
F(UL, Uy, 21, Zyom) + F(UL Uy, 21y Zy =) = (01 By(U) + 0 Bo(U))(Zr — Z0) + O(Z, = Z1)  (83)

siULU. - Uy 2,2, — Z.
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5.4. Esquema numérico bidimensional

El sistema (66) es invariante bajo rotacién. Sea n = (n1,n2) el vector unitario con su matriz de rotacién
dada por
ny —N2
= . 4
R, (n2 n ) (84)

Sea 2’ = R,z y (v/,v") = R, }(u,v). Entonces, U’ = (h, hu', hv') es solucién del problema. Asf, podemos
calcular los flujos a través del cdlculo de los flujos asociados al siguiente problema unidimensional

O¢h + 0;(hu) = 0,

h2
Oy (hu) + 0, (hu? + g?) + ghdyz =0, (85)
O (hv) + 0 (huv) =0, xe€R,t>0.

Sea Fy(U],Ul,AZ) = (F?, F}', F?) el flujo obtenido del problema (85) con U’. Entonces, el flujo izquierdo
bidimensional del problema original estd dado por

FY (U}, U, AZ)
F(UL U AZn) = | o (B(ULULAZ)Y | (86)
" \F(UL UL AZ)

Ahora, sea (h, hu, hv)* = (h, —hu, —hv). Entonces por simetria se tiene
F.(U, U, AZ) = —-F(U}U},-AZ)*". (87)
Luego, el flujo derecho del problema bidimensional original estd dado por

FS(UZ/aU;?AZ)
~ B (U, Ui, =AZn) = | , (F}HULULAZ) | (88)
"\F (UL UL AZ)

Estos flujos se usan en el modelo de volumenes finitos dado por (78).
Se cumplen las siguientes proposiciones:

» Proposicién 1 [11]: Si F} y F,. son flujos numéricos consistentes para (85) que satisfacen (87),
entonces el flujo numérico (86) es consistente con (66).

» Proposicién 2 [11]: Si F; y F. son flujos balanceados con respecto los estados estacionarios discretos
en reposo, entonces el flujo dado por (86) también lo es.

Demostracion: Las demostraciones de estas propociones se encuentran en [11].

6. Ejemplo bidimensional sin friccion

A continuacién se presenta un ejemplo numérico para el modelo bidimensional sin friccién, extraido de
[18]. El dominio es [0, 2] x [0, 1]. La topografia estd dada por

2(z,y) = 0.5exp(—25(z — 1)% — 50(y — 1)?). (89)

18



Las condiciones iniciales son
w(z,y,0) =1, wu(z,y,0) =03, v(z,y,0)=0, (90)

donde w = z + h. Se considera g = 1 m/s?. En la imagen se muestra la solucién h en ¢t = 0.07 s. Se us6
una malla uniforme de 80000 elementos.

t=0.070769 s

1.05 —

h [m)
/

0.96

Figura 6.1: Simulacién numérica en ¢t = 0.07 s. La escala esté en m.

El esquema también puede emplearse para mallas no uniformes, como se muestra a continuacién con una
nueva malla para el mismo ejemplo numérico. En la figura se presenta la malla utilizada, que tiene 624
triangulos.

x[m]

Figura 6.2: Malla no uniforme.
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En la figura siguiente se muestra el grafico de la solucién h para t = 0.07 s con esta malla.

t=0.076298 s

Figura 6.3: Simulaciéon numérica en ¢ = 0.07 s. La escala estd en m.

7. Modelo bidimensional con friccion

Consideremos ahora el modelo completo que incluye las fuerzas de friccién, dado por las ecuaciones en
(1). El término de friccién esta dado por

0

u g, 2 2
H: ‘/U2—|—U2 'uhg—'_g(u +U) (91)

v ) 2

NerAGA RN

La friccién en el modelo reolégico de Voellmy-Salm incluye dos partes:
a. Friccién de Coulomb dada por [20]:

o (w) 02)

b. Friccién turbulenta dada por [8]:

Cada parte de la friccién serd tratada de manera diferente, usando un esquema de splitting con el fin de
asegurar estabilidad.
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7.1. Friccién de Coulomb

Hasta ahora, hemos considerado el problema sin friccién, cuya forma es
0U + 0, F1(U) + 0, F>(U) + B1(U)0:Z + Ba(U)0yZ =0 (94)

con U, Fi, Fs, By, By dados por (10). Para este problema, podemos calcular el flujo numérico F;; =
F(U;,Uj, AZ,n;j). El problema que incluye la friccién de Coulomb tiene la forma

U + 0, F1(U) + 0y F5(U) + B1(U)0: Z + Bo(U)9yZ = B1(U) f1(t, =) + Ba(U) fa(t, @) (95)

con u v
filt,z) = gﬂﬁ, fat,z) = gll\/ﬁ (96)

Para este nuevo problema, se emplea el modelo de volumenes finitos dado por (67). Para calcular los flujos
F;; entre los elementos de la malla se usa

Fij = F(Ui, Uy, AZgj — [ () — )1 — f5 (@) — 1), i) (97)
Esto es, se usa el flujo numérico del problema (94) usando AZi; — fy? (x; — x:)1 — f5 (x5 — x;)2 en lugar
de AZ. En esta férmula, AZ;; = Z; — Z;, x; y x; son puntos arbitrarios en el interior de los elementos Cj
y Cj, respectivamente, y f,” y f5’ son valores aproximados de f; y f2 en la arista I';;, con f* = f¥. El
valor aproximado en este caso estd dado por

i z;—ax;  (u, o)
ij _— _ h; — gh; — AZ;:)—2 , ! 98
f ngu <(g g J J)\xj—miP At > ( )
con )
X,Y) = proj | proj(X) + Y), 99
Pl ) ngJ (pguj( ) 1+ max(1, —X -Y/gulY]) 59)
X st |X| < gp,

roj(X) = X . 100
pguJ( ) gl"’m S1 |X‘ > git, ( )

iy hiw; + hju; y hiv; + hjv;

i bl T LUy ij - U gty
v ih, " b (100)

7.2. Friccién turbulenta

Una vez que se obtiene la solucién A", u™ y v™ del método de volumenes finitos para el tiempo t,, que
denotaremos como h*,u*,v*, se procede a incluir la friccién turbulenta mediante diferencias finitas. Lo
hecho a continuacién se basa en lo desarrollado en [29]. Consideramos el siguiente problema

a&h = 0 (102.1)
O(hu) = S 02 (102.2) (102)

O(hv) = —Ev\/u2+v2 (102.3)
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Debemos resolver este sistema de forma exacta, tomando como datos iniciales h*, h*u* y h*v*. De (102.1)
se tiene

h = h* (103)
Multiplicando (102.2) por u y (102.3) por v, se tiene

h* (udyu + vdyu) = —%(uQ + %)%, (104)

Se hace el cambio de variable w = u? + v?. Luego, se tiene dyw = 2udu + 2vdv. Sea, ademds, w* =
(u*)? + (v*)2. De aqui, se tiene

2
h*0qw = —?ng/Q,
LY dw 29 [*
R I
2
o (w2 — (w)"V/?) = 779@
3 (105)

1 2
(ot
1/vVw* + gt/h*€
(h*£)2w*
(gvVw*t + h*€)2’
Por otro lado, se tiene
h* O = —%\/Eu (106)
Luego,

u = u*exp (— I At\/w(t)alt> . (107)

Eh* Jo
Ahora, se tiene
/At /e - /At h*ev/w*
0 0o gVw't+h*¢
h*¢
g

Por lo tanto, la solucién para el tiempo t,,41 esta dada por

hn+1 — h*

(108)

(In(gvVw*t + h*€) — In(h*€)).

u*h*&
gVw* At 4+ h*€’ (109)

ot ’U*h*f

gVw At + h*E

n+1

Este método de splitting [29] asegura la estabilidad y consistencia del método.
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7.3.

Ejemplo numérico unidimensional con friccién de Voellmy-Salm

Primero, se presenta una simulacién numérica para un ejemplo en una dimension con topografia y friccién
de Voellmy-Salm. Este test se obtuvé de [27]. El dominio es el intervalo [0,500]. La topografia es una
pendiente constante de 13°. La condicién inicial corresponde a una pila de material inicialmente en reposo
que tienen una pendiente relativa a la topografia de 20° y cuyo centro coincide con el centro del dominio.
Los parametros empleados son ¢ = 9.81, p = 0.3 y £ = 300. Se usaron 400 elementos. Las im&genes
muestran los resultados de la altura y velocidad en t =0, t =5 y t = 40. El paso temporal At estd dado

por la condicién CFL.

120

100

40

20

0

[ 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

x[m]

u [mfs]

02

04

06

08

08

0.6

0.4

0.2

0

El

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
x[m]

Figura 7.1: Simulacién numérica en ¢t = 0 s. En el diagrama de la izquierda se muestra la topograffa z (en
rojo) y la altura del material h + z (en azul). En el grafico de la derecha se muestra la velocidad u del

fluido (en azul).
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t=5.0283

h u
120 14
12
100
10
80
8
E \ z
Ew Es
= AN s
\ )
40
2
20
0
0 2
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
x[m] x[m]

Figura 7.2: Simulacién numérica en ¢ = 5 s. En el diagrama de la izquierda se muestra la topografia z (en
rojo) y la altura del material h + z (en azul). En el grafico de la derecha se muestra la velocidad u del
fluido (en azul).

t=40.0284 u
1 T T T T T T T T T
h
120 . T ' - : - - ' -
08 B
100 1 061" 1
04r 1
8o 1
0z B
z
T ™~ E o
Z 60| AN R =
< N
N 0zt B
\\
“or N 1 04t E
AN
N
AN 06 4
200 N ]
AN
AN 08 4
AN
AN
o . . . . . . . . . 4 . . . . \ . . . .
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 480 500
xIm] x[m]

Figura 7.3: Simulacién numérica en ¢t = 40 s. En el diagrama de la izquierda se muestra la topografia z
(en rojo) y la altura del material h + z (en azul). En el gréfico de la derecha se muestra la velocidad u del
fluido (en azul)
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7.4. Ejemplo numérico bidimensional con friccion de Voellmy-Salm

A continuacién se presentan los resultados obtenidos con el esquema de volumenes finitos para un caso
sencillo bidimensional que incluye topografia y reologia de Voellmy-Salm. El ejemplo fue extraido de [13],
el cual fue testeado en [27]. El dominio estd en un rectdngulo con z € [0,30] e y € [—15, 15], con una seccién
inclinada en = € [0,17.5], una regién horizontal en x > 21.5 y en la zona de transicién z € [17.5,21.5]
se tiene una inclinacién suave entre las dos secciones de la topografia. El dngulo de inclinacién de la
topografia estd dado por

o, si 0<az<I175,
9(zx) = { Oo(1— (z —17.5)/4), si 17.5 <z < 215, (110)
0, si x> 21.5.

Con 0y = 35°. El material es inicialmente una semi-esfera con radio rp = 1.85 y centro localizado en
(z0,y0) = (4,0). Con respecto a los pardmetros fisicos, se consideré constante gravitacional g = 1, coefi-
ciente de Coulomb p = 0.3 y coeficiente de friccién turbulenta & = 300. Se considerd una malla uniforme de
3600 elementos rectangulares. Se muestra en la figura la simulacién numérica con el método de volumenes
finitos en distintos tiempos.

Figura 7.4: Simulacién numérica en ¢t = 0 s. En la imagen se muestra la topografia z (de color café) y la
altura del material h + z (en tonos de azul de la escala a la derecha). La escala de la figura estd dada en
m.
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t=10.0189

Figura 7.5: Simulacién numérica en ¢t = 10 s. En la imagen se muestra la topografifa z (de color café) y la
altura del material h + z (en tonos de azul de la escala a la derecha). La escala de la figura estd dada en

m.

t=20.0812

Figura 7.6: Simulacién numérica en ¢t = 20 s. En la imagen se muestra la topografia z (de color café) y la
altura del material h + z (en tonos de azul de la escala a la derecha). La escala de la figura estd dada en

m.
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7.5. Avalancha en Rigopiano

Ahora se analizara el caso de la avalancha de nieve ocurrida el 18 de enero de 2017 en Rigopiano, parque
nacional del Gran Sasso, Italia, empleando informacién extraida de [30]: se obtuvé la informacién del
relieve de la zona, las caracteristicas y efectos de la avalancha, y los datos de los pardmetros fisicos de la
friccién. Se eligio este ejemplo por la cantidad de datos e informacién que se tiene al respecto.

Este desastre natural destruyé el hotel Rigopiano, resultando en la muerte de 29 personas [30]. Los
estudios realizados después de la catastrofe indicaron que la avalancha fue una mezcla de nieve y madera,
desplazando rocas y arboles en su recorrido. El dano generado en el evento demuestra que la avalancha fue
de gran intensidad [30]. Se realizaron estudios forenses para reconstruir las circunstancias de la avalancha
y sus causas, recabando datos de la zona afectada. Se construyé un modelo numérico para reconstuir
las dindmicas de la avalancha y complemetar la informacién que se obtuvo al inspeccionar el sitio [30].
El objetivo presente es usar el modelo empleado hasta ahora en esta situacion real y comparar con los
resultados publicados.

En la imagen se muestra una vista aérea del recorrido de la avalancha antes y después del evento.

2015

camping camping

Tito Acerbo A Tito Acerbo
.= hut 8 =" hut

Rigopianm/ Rigopiand/

Gran Sasso ! Gran Sasso |
Resort & Wellness Resort & Wellness

/ road no. 8 / road no. 8

Figura 7.7: Vista aérea del recorrido de la avalancha sobre el Hotel Rigopiano, antes (2015) y después
(2017) del evento catastréfico. Imagen extraida de [30].
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En la siguente figura se muestra un mapa de la regién de Abrazzo, donde ocurrié la avalancha. Se indica la
posicion del Hotel Rigopiano, asi como la ubicacién de puntos de medicién de nieve en la zona. También

se presenta un mapa de Italia con la posicién de la regiéon de Abrazzo.
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Figura 7.8: Area geografica de regién Abrazzo con posicién del Hotel Rigopiano (tridngulo verde). También
se muestran medidores de nieve en la zona (ciculos amarillos). Mapa de Italia en la parte superior con
regién de Abrazzo marcada en rojo. En los diagramas de la derecha se muestra la altura y la pendiente

del relieve, indicando el flujo principal de la avalancha. Imagen extraida de [28]
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A continuacién se presenta una imagen con la topografia de la zona de Rigopiano que se estudia, cuya
altura se denominara z.

2000
1800
3000 - 1600
1400
2000
E, 1200
™' 1000 J

1000

800

600
4.698

4.02 4.696
x [m] 404 4.694 y [m]

400

Figura 7.9: Topografia de Rigopiano de altura z. Esta superficie se considera como el relieve sin nieve
de la zona. Escala de la derecha estd dada en m. Eje x estd en direccion Este-Oeste y eje y en direccién
Sur-Norte (ver figura 7.8).
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En las figuras 7.10 y 7.11 se muestra la topografia en diferentes vistas.

Hotel Rigopiano

DTM 10m
- High : 1200 masl

— Low : 1030 masl

Legend

Figura 7.10: Topografia de Rigopiano con escalas en m. Izquierda: Altura z usada para la simulacién
numérica. Derecha: Altura del relieve de la imagen en [30].
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Figura 7.11: Vista superior de topografia de Rigopiano. Escala en m.
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Primero se va considerar una parte del dominio. Se usara un dominio cuadrado de 500 m de largo en cada
lado cuyo centro estd en el centro del dominio original, como se muestra en la figura.

_x‘l'l]ﬁ'

4701

4.7

4.699

4.698

y [m]

4.697

4.696

4.695

4-691. 1 1 1 1 1 1 1
3.97 3.98 3.99 4 4.01 4.02 4.03 4.04

x [m] x10°

Figura 7.12: Topografia en el dominio completo con sub-dominio de 500 m por lado en el centro (en
blanco).
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En las figuras se muestran la vista superior del relieve en este sub-dominio y los
cuadrado.
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isoniveles de z en el

Figura 7.13: Topografia en sub-dominio en vista superior. La posiciéon aproximada del sub-dominio es

€ [400267,400767], y € [4697323, 4697823).
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Figura 7.14: Isoniveles de la topografia en el sub-dominio. Los valores en los isoniveles se presentan en m.
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Como altura de nieve inicial se tomard una pendiente constante con una altura méxima de 8 m en el borde
del dominio y que llega a 0 m en el isonivel z = 1600 m, como se puede ver en la figura.

4.008 x[m]

Figura 7.15: Altura de nieve inicial. La escala a la derecha estd dada en m.

Para la simulacién se utilizé una malla uniforme de 2600 celdas cuadradas de 10 m por lado. Se tomé
como datos fisicos = 0.55, & = 2000 y g = 9.8 m/s%. Primero se presenta unas figuras de la simulacién
sin incorporar la friccién, para observar el efecto de la friccién en los resultados.
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Figura 7.16: Simulacion sin friccién en ¢ = 0 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topografia en
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Figura 7.17: Simulacién sin friccién en ¢t = 10 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topografia en
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la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.
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%108 t=25.002s

4.6979
1650
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Figura 7.18: Simulacién sin friccién en ¢t = 25 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topografia en
la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.
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Figura 7.19: Simulacién sin friccién en ¢t = 50 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topografia en
la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.
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Ahora se presenta la simulacién incluyendo la friccién de Coulomb (u = 0.55), pero no la friccién turbu-
lenta.

6 t=0s
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Figura 7.20: Simulacion con friccién de Coulomb en ¢t = 0 s. La nieve se muestra en escala de grises y la
topografia en la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.
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Figura 7.21: Simulacién con friccién de Coulomb en ¢t = 10 s. La nieve se muestra en escala de grises y la
topografia en la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.
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108 t=25.0312s
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Figura 7.22: Simulacién con friccién de Coulomb en ¢ = 25 s. La nieve se muestra en escala de grises y la
topografia en la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.
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Figura 7.23: Simulacién con friccién de Coulomb en ¢ = 50 s. La nieve se muestra en escala de grises y la
topografia en la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.

Se realiz6 la simulacién con pardmetro para la friccién turbulenta & = 2000. Los graficos de la altura de
nieve en ese caso son iguales a los gréficos sin turbulencia. A continuacién se muestra una simulacién con
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friccién turbulenta con £ = 20, en donde si es posible ver diferencias en los graficos y observar el efecto de
la turbulencia.
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Figura 7.24: Simulacién con fricciéon en ¢t = 0 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topografia en
la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.
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Figura 7.25: Simulacién con friccion en ¢ = 10 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topografia
en la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.
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Figura 7.26: Simulacién con friccién en ¢ = 25 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topografia
en la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.
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Figura 7.27: Simulacién con friccién en ¢ = 50 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topografia
en la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.
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Finalmente, se muestra la simulacién de la norma de la velocidad de la avalancha, considerando p = 0.55
y & = 2000.
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Figura 7.28: Simulacién velocidad ¢ = 10 s. Escala dada en m/s?
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Figura 7.29: Simulacién velocidad en ¢ = 25 s. Escala dada en m/s?
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i3 t=50.0065s
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Figura 7.30: Simulacién velocidad en t = 50 s. Escala dada en m/s?
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8. Simulacion de avalanchas en coordenadas globales

Los modelos unidimensionales para avalanchas usuales se derivan de un modelo fisico con una pendiente
constante. Para estos casos, comtimente se usa como sistema de referencia un eje normal a la superficie
y uno paralelo a éste, con la misma direccién del flujo. Este método es el més sencillo cuando el angulo
de la pendiente es grande. Este mismo sistema de coordenadas se puede aplicar localmente con los ejes
normales y tangente en cada punto de la superficie (sistema de coordenadas local o LCS). Sin embargo,
este enfoque puede causar problemas en algunas situaciones, como en el caso de paredes laterales o cuando
la direccién es vertical. Para evitar este tipo de problemas, se puede usar un sistema de cordenadas global
(GCS), con eje vertical (y opuesto a la direccién de la aceleracién de gravedad) y un eje ortogal en una
direccién horizontal arbitraria.

En lo hecho hasta este punto se ha usado este sistema de coordenadas global, empleando las ecuacio-
nes de Navier-Stokes para derivar las ecuaciones del modelo. Ello implica tomar como supuesto que la
pendiente es muy suave. Esta suposicién no es correcta en terrenos empinados como los presentes en los
casos de avalanchas. Por eso en estudio de avalanchas, muchos modelos emplean el sistema de coordenadas
local. Sin embargo, es posible continuar con el sistema de coordenadas global empleando un esquema que
considera el efecto en la velocidad vertical dado por el terreno escarpado. El esquema derivado de este
dnalisis del flujo se explica detalladamente en [42]. Lo que se presentard a continuacién se basa principal-
mente en lo desarrollado en este paper, el cual emplea la reologia de Voellmy-Salm, como se ha usado en
lo realizado hasta esta parte.

8.1. Sistema de ecuaciones diferenciales del modelo

Se considera un flujo unidimensional con una topografia con una pendiente 6. El sistema de coordenadas
global con ejes = y z usado para el modelo se muestra en la figura. h, es la altura del fluido, z, es la
altura de la topografia del terreno y u, es la componente en = de la velocidad. En la imagen se observa el
volumen de control (CV) empleado en la derivacién de las ecuaciones.
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Figura 8.1: Volumen de control (z es eje horizontal y z es eje vertical). h, es la altura del fluido, z es la
altura de la topografia del terreno y u, es la componente en x de la velocidad.

Las ecuaciones bajo este sistema de coordenadas es el siguiente
O¢hy + aac(hvux) =0,
To ST (111)

h2
s (hptig) + Oy | hou2 + gcos?0-L | + gcos?0h,0p 2y = —— ,
2 p cost

donde el término derecho en la segunda ecuacion representa la friccién de Voellmy-Salm y donde 6 es el
angulo de la pendiente de la topografia. En el caso dindmico la friccién tiene dos partes, una que depende
de la altura h,, del fluido y otra que depende de la velocidad u, de éste. Se tiene [42]

Te = ppghycos®0, (112)
2
U
w =PI 5 113
Tu =962 (113)
T0 = Te + Tus (114)

donde p es la densidad del fluido, u es el pardmetro de friccion de Coulomb y £ es el parametro de la
friccién de trubulenta. Entonces, se tiene

To 2 u?
" = pghy,cos 6 + 9500329 (115)
Ahora, s}, representa la direccién y estd dada por
Sp = |Z$|cos¢9 (116)
xr

La derivacién de estas ecuaciones se encuentra en [42]. Para el modelo numérico se usard el método de
volumenes finitos. Se utilizara el enfoque de MUSCL-Hancock con limitador minmod y se empleara como
solucionador de Riemann el de Osher-Solomon.
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8.2. Solucionador de Osher-Solomon

Lo que se presenta a continuacién se basa primordialmente en [26]. Consideremos un sistema unidimen-
sional hiperbdlico de leyes conservaticas dada por

U + 0, F(U) = 0, (117)

con U = U(z,t) y F es una funcién de flujo. Se busca una solucién numérica mediante el método de
volumenes finitos con la siguiente forma

U; = Ui — Fx( i+1/2 Fi—1/2)7 (118)

con una discretizacién como la hecha en la seccién 4.1. El esquema de Osher-Solomon [22] es un solucio-
nador de Riemann que considera como flujo

F(U; + F(U;
Fit12 = () +1) / |A(® "(s)ds (119)
donde A = %+ es el Jacobiano de F y ® es un camino que une U; y U;11. Se tiene
[A(U)| = R(U)IAU)|IRTHV), (120)

donde R es la matriz cuyas columnas son los vectores propios de A, R™! es su inversa y A es la matriz
diagonal con los valores propios. Para reducir la complejidad del cédlculo de la integral del flujo, que
depende del camino, Dumbster y Toro propusieron una forma de simplicar este esquema, conocido como
el solucionador Dumbster-Osher-Toro (DOT). En este método, se usa como camino ® el segmento recto
que une U; y U; 41 dado por

‘I)(Uz, Uiiq; S) =U; + S(Ui—H — Uz) (121)

Luego, se puede usar una férmula de cuadratura de Gauss-Legendre para aproximar la integral. El flujo
queda dado por

Fiyi2 = PO +2F 1) (Z w|A(U; + s (Uigr — U))|> (Uis1 — Us), (122)

donde para la cuadratura de tres puntos de Gauss-Legendre para s € [0, 1], las posiciones y pesos son

1 15 1
81’3_§:|:W, 82—57 (123)
5 8
UI1’3 = TS, wo = E (124)
Para el caso de las ecuaciones de Saint Venant se tiene, como se explico en la seccién 3, que
oF 0 1
A= U (—u2 + gh 2u> . (125)
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8.3. Ejemplo con esquema DOT
A continuacién se presenta un ejemplo con el método DOT. Se considera el dominio [-5,5] con altura inicial

3, siz <O,
hz) = (126)
1, siz>0.

y velocidad inicial v = 0 m/s. Se considera g = 1 m/s?. En la imagen se muestra la solucién numérica
en t =2 s con el esquema de Lax-Friederichs (LF) con 450 elementos, y con el esquema de DOT con 150
elementos.

t=2.0133s

h
i T T T T T T T T T

= LF -
25 = DOT

h [m]
el

sy
)]

hu [n~2,.'5]

D 1 1 1 1 1 1
-5 -4 -3 =2 -1 0 1 2 3 & 5

x [m]

Figura 8.2: Graficos de h y hu en t = 2 s para esquema de Lax-Friedrichs y DOT.
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8.4. Esquema de Osher no conservativo

Ahora consideraremos el esquema de Osher no conservativo para el caso con topografia. Para ello, el
sistema de Saint-Venant debe ser escrito como un sistema cuasi-lineal agregando la ecuacién 9,z = 0. Se
tiene el sistema

U + A(U)9,U =0, (127)
donde
h
U= |hul, (128)
z
0 1 0
AU)=[-u?+gh 2u gh]|. (129)
0 0 0

La extension del esquema de Osher a sistemas hiperbélicos no conservativos se muestra en [22]. El modelo
numérico no conservativo de volumenes finitos estd dado por

At

U = U = (D jn = Dy ) (130)
Para el caso del solucionador de Osher se tiene
1 /1
Diyija =7 [ (A®() £ |A@()) ()ds (131)

Como lo hecho en el esquema conservativo, se usa un segmento recto para el camino y se evalia la integral
mediante la férmula de cuadratura de Gauss-Legendre. Asi, tenemos

Df ) = (Z wi(A ) £ |A(D(s ))l)) (Uigr = Us), (132)

donde
O(si) =U; + 55 (Uip1 — Us), (133)

y las posiciones s y pesos wy estan dados en (123) y (124), respectivamente.

8.5. Ejemplo con esquema de Osher no conservativo

En [26] se presenta como un ejemplo un problema de Riemann donde el estado derecho es hy = 3,
ur, = 0.5y 2z, =0, y el estado derecho es hg = 2, ugp = 2.07 y zgr = 0.5, con el dominio z € [—10,10] y
con la posicién inicial de la discontinuidad en x, = 0. Se toma g = 9.81 y se realiz6 una simulacién con
250 elementos hasta el tiempo ¢t = 1 s. En la imagen se muestra la solucién con el esquema de Osher no
conservativo.
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t=1.0044 s

3 T T 1 1 1 1 ] 1 1

061

10

Figura 8.3: Gréfico de h + z en t = 1 s con esquema de Osher no consertivo. Topografia en azul y altura

de fluido en rojo.

8.6. Esquema no conservativo en coordenadas globales

Se considera el sistema en coordenadas globales visto antes con la ecuacién diferencial d;z, = 0, para

incluir la topografia en el modelo numérico. Se tiene

Othy + Oz (hyuy) =0,

h2
Ot (hytz) + Ox (hvui + gcos292”> + gcos?0h,0pzy = ——
3th =0.

Este sistema puede reescribirse como

atU + 8mF + F@tzb = S,
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donde

Py
U=|hyug |, (136)
Zb
hyug
h2
F=1hyu?+ 900829?” ) (137)
0
0
[ = | gcos®6h, |, (138)
0
0
T0 S;
_|1_7 1
s p cost (139)
0
La parte homogénea de este sistema es hiperbdlica. Se tiene la matriz Jacobiana A dada por
0 1 0
A= | —u®+ ghcos®’d 2u ghcos?d | . (140)
0 0 0

Se aplica entonces el método de Osher no conservativo usando esta matriz para el calculo del flujo.

8.7. El término fuente de la friccion

Una vez que se obtiene la solucién numérica del sistema sin friccién, que denotaremos como U = (hy, by iy, 2p),
se corrige aplicando el término fuente S para el paso temporal. Se considera el problema de valor inicial
en el paso At dado por

d
—Ui =5;,
dt . (141)
U;(0) = U;.
Se usa el método de Euler implicito, y se tiene
Uin+l — U+ AtSi"“, (142)

donde Ui”Jr1 es el valor que buscamos para el siguiente paso temporal. La friccién de Voellmy-Salm tiene
dos partes: la parte de Coulomb (SZ’H)M y la parte turbulenta (Sl-”“)g, que depende de la velocidad. Se
puede escribir el sistema como

UPH = At(SPH)e = U + Ab(S7H) .. (143)

La primera componente del vector fuente S es cero, por lo tanto, se tiene que (hv)gﬂ'1 = h,. Asi, conocemos
(S7*1),,. Por otro lado, (S"*1)¢ es desconocida, pues no sabemos el valor de (u;); en el tiempo n + 1.

Asi, en la ecuacién anterior, el lado izquierdo tiene la velocidad desconocida y el lado derecho contiene
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valores conocidos. Obviemos los indices espaciales y temporales, y sea u, la velocidad que buscamos (en
el tiempo n + 1 para el elemento 7). Se tiene

0
(S, = | —pughycos®0 |, (144)
0

0
2
u
£ . 145
g £cos?0 (145)
0

(s7+he = | -

Como el resto de las componentes son cero, sélo se debe considerar la segunda ecuacién. Se tiene

2
guy

oty + At
ta £cos?6

= hytiy — Atpghycos?6. (146)

Se tiene una ecuacién no lineal cuya incognita es u,. Para resolverlo se debe destinguir el caso en que el
flujo se detiene y el caso en que no.

= Si |izvﬁg;| < Augizvcos%, entonces la velocidad en el tiempo n + 1 es cero.

= En otro caso, se resuelve la ecuacion con el método de Newton-Raphson usando como valor inicial
la velocidad en el tiempo anterior .

8.8. Ejemplo en coordendas globales

A continuacién se trabaja con un ejemplo extraido de [42]. Se testea el método con esquema de recons-
truccién hidrostédtica usando las ecuaciones en coordenadas globales del sistema (112). El test realizado
consiste en un canal derecho con una pendiente constante y un prisma de nieve con altura constante. El
canal es de 400 m con una pendiente constante de 15°. La nieve ocupa un largo horizontal de 180 m con
una altura normal hg = 1 m y su borde superior se encuentra 40 m bajando el punto superior del canal.
Los parametros fisicos son p = 0.23 y £ = 2000. En la primera imagen se observa la topografia y el perfil
de nieve (graficando z + 10h para que sea visible). En la otra imagen se ve la simulacién en ¢t = 20 s con
el esquema de reconstruccién hidrostatica con las ecuaciones en coordenadas globales.
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Figura 8.4: Altura inicial. Topografia z en rojo. Altura de fluido en azul (z 4+ 10h para que sea visible).

t=20.0464 s
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Figura 8.5: Simulacién en ¢ = 20 s. Topografia z en rojo. Altura de fluido en azul (z + 10h para que sea
visible).
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9. Modelo bidimensional en coordenadas globales

El sistema de ecuaciones diferenciales para el modelo bidimensional estd dado por

athv + a:r(hvur) + 8y(hv“y) = 07

h12) 70 S;
Or(hypuy) + Oy (hvui + gc05202) + 0y (hyuguy) + geos?0h, 021, = =) cost (147)
Os(hotiy) + Oy (houguy) + 0y | hyu? + 00529}1—3 + gcos?0h, 0,2 —_— 5y
t (hoty o ([ Uz Uy y | oty T 9 2 g vrsh p cost
La derivacién de estas ecuaciones se presenta en [42]. De (115) y (116), el sistema queda como
athv + ax(hvum) + ay(hvuy) = O’
h? Uy u? + u?
0y (hotis) + D <hvu§ + gcos20 2v> + 0y (hyugty) + geos?0h, 0y 2, = Tl </~Lghv00529 +yg <§c032(9y)

£cos?(0)
(148)
Podemos reescribir este sistema en la forma del modelo de avalanchas (1) de la siguiente manera
athv + ar(hvu"c) + 6y(h1)uy) = 07
d:(h 0, (houz +572 ) + 0, Ghodezs = = (pighy + L(u2 +
t( vum) + Oy vlUy +g? + y( vumuy) + g0z = m MGl + E(uaz +uy) ) (149)

2

_h -
Ot(hotty) + Oz (houzuy) + Oy (hvuz + g;) + ghyOpzp = |u;|

<

(Mﬁhv + %(ui + u§)> :

en donde § = gcos?0 y E = £co0s?0. De esta forma podemos emplear el método de reconstruccién hidrostéti-
ca para este sistema con los nuevos parametros g y €. Recordemos que este método permite incorporar la
friccion de Coulomb. Para el caso de la friccién turbulenta, ésta se agrega por medio de splitting, y para
hacerlo se usa el pardmetro original g, como se puede observar del sistema de ecuaciones.

9.1. Avalancha Rigopiano con modelo en coordenadas globales

Ahora se presenta una simulacién de la avalancha de Rigopiano empleando el sistema de ecuaciones
en coordenadas globales (sistema en (147)). El método numérico es volimenes finitos con esquema de
reconstruccién hidrostatica, modificando los pardmetros para el nuevo modelo fisico, como se explica en
la seccién anterior. Se trabajé con el dominio completo de la region de la avalancha, topografia que se
muestra en la figura 7.9. Como condicién inicial se considera una pendiente constante con una altura
méaxima de 2 m que va a 0 m en el isonivel z = 1600 m. Como datos se usé g = 9.8 m/s?, u = 0.15,
k=g/¢ =0.002 y un dngulo de pendiente § = 30°.
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Figura 9.1: Simulacién en t = 0 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topografia en la escala de

la derecha. La escala se encuentra en m.
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Figura 9.2: Simulacién en ¢t = 15 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topografia en la escala de
la derecha. La escala se encuentra en m.
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Figura 9.3: Simulacién en ¢t = 30 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topografia en la escala de
la derecha. La escala se encuentra en m.
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Figura 9.4: Simulacién en ¢t = 45 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topografia en la escala de
la derecha. La escala se encuentra en m.
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Figura 9.5: Simulacién en ¢ = 60 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topografia en la escala de
la derecha. La escala se encuentra en m.

En esta seccién, vimos que el modelo fisico con un sistema de coordenadas globales es mas cercano a
la situacién real. También mostramos el método de Osher como un esquema alternativo para tratar el
problema. En las siguientes secciones veremos formas en que mejorar el modelo numérico, considerando
dos opciones: emplear el flujo upwind HLLC, y hacer una extensién de segundo orden.

10. Flujo HLLC

En los ejemplos empleados hasta ahora se ha usado el flujo de Lax-Friedrichs en el esquema de recons-
truccién hidrostatica. Para mejorar las simulaciones hechas se puede trabajar con otra froma de calcular
el flujo bajo el mismo esquema. Veremos ahora el solucionador de Riemann HLLC, que puede entregar
mejores resultados para el método. Lo que se muestra a constinuacién se basa en lo presentado en [21].
El flujo de este esquema es upwind. Recordemos que estamos trabajando con el siguiente esquema

UinH =U - E( i+1/2 Fi—1/2)' (150)
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El flujo con HLLC esta dado por
-Fl7 si0 < Slv
P}*7 si SISOSS*7

FHLLC — (151)
Fr, siS. <0<,

Fr, si 5, <0,

donde Sj, S, y S, son estimaciones de las velocidades de onda, F; y F,. son los flujos a izquierda y derecha,

respectivamente, y
Ff = Fi + Si(Uf - Uy), (152)

FF* = B, + S, (U — U,). (153)

Para el caso de Saint-Venant que nos interesa, se usa para los estados U y U}

U — py (S Sl (154)
1 — Sl — S* * |
Vk
1
* Sr*ur
U? hr(sr—s*) s.|. (155)
U,

Se necesitan estimaciones de las velocidades de onda. No es recomendable usar los valores propios del
sistema para estas estimaciones. Se puede usar informacién de otros solucionadores de Riemann. Definimos

a; =+\/gh;, a,=+/gh,. (156)

Entonces, fijamos
S;=w —aiq, Si=us, Sp=u—arq,, (157)
]., si h* § hk,

qr = (158)

1 ( hsth :
3 (Tik), S1 h* Z hk,

con k = [,r. Para valores de h, y u, se puede usar

1 1 h; + h,
_ - _ - _ 1
hs 2 (hl + hr) 4(ur U/l) (U,l n a ) ( 59)
1 1 a; + a,
Us = §(ul + ) Z(h’" ht) (hz T h,.> . (160)
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10.1. Ejemplos para solucionador de Riemann HLLC

A continuacién se presenta el segundo ejemplo de la seccién 4.6, que fue extraido de [11]. Recordemos
que el intervalo del dominio es [0,40] y se usé g = 9.81 m/s?. La condicién inicial es h =4 m y u = 10/4
m/s. La topograffa z estd dada por

0.48 (1 - (2529)%) si |z — 20| < 4,
z(x) = ( ( ) ) (161)

0 en otro caso.

Se presenta el nivel del fluido a t = 1 s con el flujo de Lax-Friedrichs y con HLLC, usando para ambos casos
50 elementos. Se presenta como solucion de referencia el resultado numérico con el flujo de Lax-Friedrichs
con 3000 elementos.

t=0s
4.5 T T T T T T T
h
4 —z
351 1
3t J
— 25 J
£
~
2r J
151 J
11 J
05 o 1
D 1 1 L 1 R | 1 1
0 5 10 15 20 25 a0 35 40
x[m]

Figura 10.1: Altura de fluido inicial h y topografia z.
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t=1.0004 s

4.4 T T T

38 1 1 1 L L 1 1

x [m]

Figura 10.2: Nivel del fluido a t = 1 s. Solucién de referencia con 3000 elementos, solucién de comparacién
Lax-Friedrich y HLLC hecha con 50 elementos.

También se presenat el caso bidimensional sin friccién de la seccién 6 con el flujo HLLC, empleando 80000
elementos. Este ejemplo se encuentra en [18]. El dominio es [0,2] x [0,1] y se us6 g = 1 m/s?. Las
condiciones iniciales son

w(x7 y) O) = 17 u(x7 y7 O) = 0'37 /U(:I:’ y’ 0) = 07 (162)
con w = z + h. La topografia z es
z(z,y) = 0.5exp(—25(x — 1)% — 50(y — 1)?). (163)

En la primera imagen se muestra la topografia y el nivel de fluido inicial. En la segunda imagen se muestra
la simulacién del nivel del fluido en ¢ = 0.07 s.
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Figura 10.3: Condicién inicial de la altura y topografia. Escala en m.
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Figura 10.4: Simulacién altura con HLLC para ¢t = 0.07 s. Escala en m.
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11. Extensién a segundo orden

Otra forma de obtener mejores resultados en las soluciones numéricas es usar un esquema bien balanceado
de segundo orden. El método general para una dimensién entregado a continuacién se deriva de [11]. Se
define una reconstruccién de segundo orden como un operador que a cada valor (U;, Z;) = (hq, hiui, Z;),

i € Z, le asocia los valores (Uit1/2—; Zit1/2—) ¥ (Uit1/245 Zit1/24) y cumple que

Ui—1/2+ + Uigr1/2-
2 )

Ui =

y si para una funcién suave U(z) se tiene

entonces se tiene que
Uip1/2- = U(zig1/2) + O(H?),

Uit1j2+ = U(zig1)2) + O(H?),

donde H = supAwx;. Asi, se puede definir un modelo se segundo orden de la siguiente forma
i

urtt =upr - E(Fi-&-lﬂ— — Fi_124 —0F)),

con
Fit1/0- = Fl(Uin+1/2—, Uﬁ1/2+a Zz‘n+1/2—a Zz‘n+1/2+)’

Fi+1/2+ = Fr(Uﬁd/zf’ UﬁH/2+7 Zz'n+1/2—v Zer1/2+)7
OF; = FC(Uin—l/2+7 Uf+1/2—v Zzn—l/2+7 Zin+1/2_)a

(164)

(165)

(166)
(167)

(171)

donde F, es el flujo centrado. Para las ecuaciones de Saint-Venant se puede usar la siguiente reconstruc-
ciéon de segundo orden. Se denotan los valores reconstruidos como Uit o4+ = (hit1 24, Rig1/24Uit1/24)-

Entonces, se tiene
A.l?i

hi—1/24 = hi — 5 Dh;,

hit1/2— = hi + %Dhu
Ui_1/24 = Uj — hi+};/2_ A;i Du;,
Uiy1/2— = U — hiihli/% A;i Duy,

donde las pendientes Dh; y Du; son la reconstruccién minmod dada por

DUZ = minmod ( U’L — Ui71 Ui+1 — Ui ) 5

(A[Ei_l + A.I‘z)/27 (Al‘z + Al‘i+1)/2
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donde
min(z,y), six,y>0,

minmod(z,y) = ¢ max(z,y), siz,y<0 (177)
0, en otro caso.
Para Z; se realiza reconstruccién minmod sobre (; = gh; + Z;, obteniéndose (;11/2+. Luego, se tiene
Ziv1)2+ = Giy1/2+ — 9hiv1/2+- (178)

Ahora, veamos la definicién del flujo centrado F,. Se puede usar

donde b R
h = l; (180)

Para mantener la aproximacién de segundo orden en el tiempo, se puede usar el método de Heun [11].
Podemos reescribir el sistema de (168) de la siguiente forma

Uttt = U™ + Atd(U™). (181)

El esquema de segundo orden en el tiempo estard dado por

Urtlt = UM+ AU
rTn+2 . 7rntl rrn+1
U = U + At®(U ) (182)
- U™+ ﬁn+2
Un+2
2

Para que el esquema sea de segundo orden tanto en espacio como tiempo, el flujo numérico no debe
depender en At. Para los ejemplos de la siguiente seccidon, emplearemos el flujo numérico de Rusanov,
dado por

PRS0, U) = S(E() + F(U,) = (U, ~ U), (153)

donde s = méx(|w| + Vghi, |ur| + Vgh,) [21].
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11.1. Ejemplo numérico

Tratamos el ejemplo unidimensional de la seccién 9.1 para comparar el esquema de primer orden con
el de segundo orden. Para ambos casos se muestra la soluciéon numérica con 50 elementos para t = 1
s. Se presenta como solucién de referencia el resultado con el esquema de primer orden hecho con 3000
elementos.

4.4 - - -

% Primer Orden
| Ok Segundo Orden
4.3F sl ref

38r

3. a 1 1 1 1 1 1 1
0 9 10 15 20 25 30 35 40

x [m]
Figura 11.1: Nivel de fluido en t = 1 s. La solucién de referencia se realizé con 3000 elementos. Soluciones

numéricas de primer y segundo orden fueron hechas con 50 elementos.

A continuacién se presenta otro ejemplo de [11]. El dominio es [0,25] y g = 9.81 m/s?. Los datos iniciales
son h =0.33 m y u = 0.18/0.33 m/s. La topografia es

0.2 - 0.05(1 — (z — 10)%) si8<uz <4,
z(z) = (184)

0 en otro caso.

El tiempo final ¢ = 200 s. Para la soluciéon de referencia se usaron 500 elementos. Para las soluciones
numéricas del esquema de primer orden y de segundo orden se usaron 50 elementos.
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t=200.0046 s

0.38 T

# Primer Orden
= Segundo Orden
ref

0.36

0.34

0.32

0.3

— 0.28

0.26

0.24

0.22

0.2

*x [m]

Figura 11.2: Nivel de fluido en ¢t = 200 s. La solucién de referencia se realizé con 500 elementos. Soluciones
numéricas de primer y segundo orden fueron hechas con 50 elementos.
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12. Conclusion

Chile es un pafs montafioso y por lo tanto se enfrenta a desastres de avalanchas. Sin embargo, no existe
un programa oficial que se encargue de entregar alertas de avalanchas y existen vacios en la prevencién de
los efectos de estos eventos [17]. Es por esto que creemos que es muy importante construir herramientas
numéricas para simular el flujo de avalanchas. Gracias a este tipo de instrumentos, se puede determinar
el riesgo de ciertas zonas expuestas y tomar decisiones preventivas para disminuir los danos.

En este trabajo se estudiaron modelos de avalanchas por medio del método de volimenes finitos con
esquemas bien balanceados. Se trabajé con las ecuaciones de Saint-Venant con reologia de Voelmy-Salm,
que incluye como términos fuente la topografia del terreno y la friccién. Se utilizé un esquema numérico
no conservativo con reconstruccién hidrostatica.

Primero se estudi6 este modelo numérico en una dimensién y en dos dimensiones, sin considerar la friccion.
El esquema es bien balanceado, consistente y estable. Se probé este método para distintos ejemplos y se
mostraron los resultados, tanto para el caso unidimensional como el bidimensional.

Para la friccién, se tuvé que considerar su efecto en dos partes. La friccion de Coulomb puede incor-
pararse al esquema no conservativo. Para la friccién turbulenta, se desarrollé un esquema de splitting para
asegurar la estabilidad del modelo. El método fue testeado con los ejemplos desarrollados en [27], con un
caso unidimensional con pendiente constante y un caso bidimensional con topografia de pendiente suave.

Finalmente, se analizé el caso de la avalancha de Rigopiano, Italia, ocurrida el 2017. Con los datos de
la topografia, supuestos de las condiciones iniciales y estimaciones de los parametros fisicos se realizaron
simulaciones de la avalancha en una area reducida de la regién. Se observé el efecto de la friccion en
el modelo, testeando el método numérico para tres casos: sin friccién, con fricciéon de Coulomb pero sin
friccién turbulenta, y con la friccién total. Se descubrié que para el esquema numérico el efecto de la
turbulencia no era perceptible, a menos que se modificard el valor del parametro de fricciéon turbulenta.

En casos de avalanchas el dngulo de pendiente es muy grande, por lo que otro tipo modelo es necesa-
rio para encontrar resultados mas precisos. Para explorar otra alternativa, se trabajé con un modelo en
coordenadas globales. Se trabajé con un esquema de Osher en una dimensién para este sistema. También se
adapté el esquema de reconstruccion hidrostatica para las ecuaciones en coordenadas globales. Este nuevo
esquema fue aplicado para la avalancha de Rigopiano. En esta simulacién se empled todo el dominio y
se trabajo con estimaciones mas razonables para los pardametros de friccion y para la altura de nieve inicial.

Con estos cambios, se ha mejorado la presicién los resultados anteriores. Sin embargo, todavia se pueden
hacer mejoras. Se puede buscar otros modelos fisicos més complejos que describan de manera mas realista
las caracteristicas del flujo de la avalancha. También, se puede trabajar con modelos numéricos mas exac-
tos, sobre todo para la inclusién de la friccién y del efecto en la velocidad por el angulo de la pendiente.
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En lo que respecta al trabajo a futuro, existen varias alternativas para continuar con lo hecho en este
trabajo. Se puede extender el método de Osher en coordenadas globales para el modelo bidimensional y
aplicarlo para el caso de la avalancha de Rigopiano. Se puede mejorar el orden de convergencia del esquema
numérico empleado. También, se pueden hacer estimaciones de pardametros fisicos y validar el modelo.

Finalmente, pueden buscarse aplicaciones para avalanchas en Chile. El cambio climatico tiene un impor-
tante efecto en las condiciones de los lugares con acumulaciones de nieve. Algunas zonas pueden volverse
mas inseguras y pueden producirse caidas de nieve de manera mas impredecible. Chile tiene que enfrentar-
se a este tipo de problemas. Para combatir estas situaciones, se debe trabajar con distintos métodos que
ayuden a construir planes de prevencién. Se debe invertir en sitios para monitorear y analizar avalanchas,
asi como entrenar a profesionales para el estudio de este tipo de eventos.

Creemos que el trabajo en modelos numéricos para complementar este tipo de actividades es muy im-
portante. Si se puede construir una herramienta numérica que sea exacta y rdpida en la creacién de
simulaciones, se podria disponer de una fuente sencilla y barata de informacién para posibles avalanchas.
Puede ayudar en la creacion de alertas de avalanchas y en la toma de medidas de prevenciéon de danos.
Aunque el trabajo en programacién computacional puede tener limitaciones (tanto en el modelo fisico
como en el esquema numérico), creemos que es posible avanzar hacia una herramienta que pueda realizar
estos objetivos. Validar este tipo de modelos con situaciones reales (en laboratorio o datos en terreno)
es muy importante. También es relevante observar lo que se ha hecho en otros paises que se enfrentan a
desafios similares y buscar colaboraciones en lo que sea posible. Queda mucho por lo que trabajar en esta
area. Este trabajo ha sido un primer acercamiento en crear instrumentos de este tipo y estudiar simula-
ciones numéricas de avalanchas. Esperamos que en el futuro se avance mas con estas ideas y se puedan
aplicar a situaciones practicas.
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