
Universidad de Concepción

Estudio de Modelos de Avalanchas Mediante
Esquemas de Volumenes Finitos Bien

Balanceados

Alumno:
Fernando Campos González
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1. Introducción

El estudio de desastres naturales se ha convertido en un área de gran interés, especialmente por los efectos
que el cambio climático puede tener en algunos eventos de este tipo. En particular, las avalanchas de nieve
se ven bastante afectadas por los cambios en las condiciones climáticas, generando situaciones de mayor
riesgo e impredictibilidad. Las avalanchas de nieve corresponden al descenso rápido de masas de nieve por
pendientes empinadas debido a la gravedad, usualmente arrastrando suelo, rocas o vegetación. Ocurren
en zonas montañosas alrededor del mundo y significan un gran riesgo a la infraestructura, los ecosistemas
y las vidas humanas de esas regiones [16].

El número de fatalidades anuales estimadas debido a avalanchas de nieve es alrededor de 250 a nivel
mundial [25]. Avalanchas provocaron la muerte de 1900 personas en Norte América y Europa en el
peŕıodo 2000-2010 [25]. En lugares de riesgo, se han tomado medidas de mitigación para evitar los efectos
de estos desastres. Por ejemplo, en Suiza, después de la avalancha de 1950-1951 (que quitó la vida de 98
personas en Suiza y 135 en Austria), se han construido elementos de defensa de un costo cerca a $1.5
billones. En Canada, el costo anual promedio se estima superior a $5 mil millones [25]. Es evidente el
gran costo humano y económico que representan estos eventos.

Chile es un páıs en donde, por su posición geográfica, condiciones climáticas y amplias zonas de gran
altitud, se presentan grandes acumulaciones de nieve y nevazones todos los años, tanto en zonas cordille-
ranas como precordilleranas [14]. Por lo tanto, es frecuente que sucedan avalanchas. Varios eventos ocurren
en lugares con poca presencia humana, aunque algunos han acontecido en lugares habitados o donde se
desarrollan actividades tuŕısticas, mineras o de generación eléctrica [17]. Según los datos disponibles de
v́ıctimas fatales en Chile central entre los años 1906 y 2001, de las 378 v́ıctimas totales, 241 (63,8 %) se
relacionan con la actividad minera y 52 (13,8 %) se relacionan con turismo. En la actualidad, solo el sector
minero de la zona Centro-Norte posee sistemas de control de riesgos para avalanchas, empleando registros
metereológicos, análisis de datos y simulación de avalanchas [17]. En Chile, no existe un servicio oficial de
alerta de avalanchas, tomándose medidas de prevención sólo por entidades privadas como algunos centros
de ski o empresas mineras. Por otro lado, la ONEMI (Oficina Nacional de Emergencia) todav́ıa no ha
incorporado las avalanchas en la categoŕıa de desastres naturales. No existe un programa de control y
mitigación de avalanchas en carreteras, a pesar que estos eventos pueden traer graves consecuencias como
el corte del flujo comercial o el aislamiento de una comunidad [39]. Es muy importante tener un sistema
para responder a estos desastres y mantener el acceso a las zonas afectadas. Existe una gran necesidad de
ampliar y diversificar la forma de enfrentar el riesgo que estos eventos representan en distintas partes del
páıs.

En lugares con montañas cubiertas de nieve estacional, existen servicios de pronóstico basadas en la
probabilidad de avalanchas según las condiciones meterológicas. Por ejemplo, en varios páıses europeos se
realizan pronósticos nacionales o regionales, usualmente en invierno [43]. El Servicio Europeo de Alerta
de Avalanchas (EAWS) entrega información de los servicios de cada páıs y ha determinado los estándares
oficiales para estos reportes en Europa, incluyendo la clasificaión de los problemas de avalancha y la escala
para las calificaciones de peligro de avalancha [43]. Sin embargo, un evento de avalancha no puede ser
predecido con exactitud en un lugar y tiempo determinado. La interacción entre el clima, el terreno y la
nieve es muy compleja, y la capa de nieve tiene caracteŕısticas muy variables, por lo que muchos aspectos
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del proceso de la avalancha son desconocidos [9].

Entre los peligros naturales impulsado por flujos de masa gravitacional (GMFs), las avalanchas de nieve
son uno de los fenómenos que ocurren con más frecuencia y en mayor número de sitios en el mundo. Es
por esto que el estudio de las dinámicas de avalanchas es tan importante. En [38], parte de una publiación
especial del tema, se destacan preguntas fundamentales que todav́ıa no tienen respuestas completas, prin-
cipalmente sobre los reǵımenes de flujo y sobre el cambio de masa por deposición y erosión. Se muestra
el estado del estudio de avalanchas de nieve actual y las distintas formas en que se encara esta tarea,
mediante observaciones de campo y experimentos. En [37] se trata distintos tipos de avalanchas de nieve
mezclada. En este art́ıculo se indican inferencias que se pueden hacer de las observaciones en el sitio,
estimándose cotas para velocidad, densidad y presión. Tambien se conjetura el tipo de flujo y los meca-
nismos de fluidización. Este tipo de trabajos demuestra los desaf́ıos del estudio en terreno, pero tambén
el gran valor que estas observaciones tienen para entender las dinámicas de estos procesos.

Las avalanchas pueden modelarse mediante el sistema de ecuaciones diferenciales de Saint-Venant, in-
cluyendo como término fuente el efecto de la fricción [16]. La reoloǵıa es el modelo de fricción aplicado
para el sistema y existen distintos modelos que pueden emplearse para estudiar estos fenómenos, depen-
diendo de las caracteŕısticas del fluido [36]. Un modelo reológico ampliamente usado para avalanchas de
nieve es el Voellmy-Salm, desarrollado en [5] y [1]. Este modelo será el tratado en este trabajo. En [35],
se trabajó el sistema con fricción de Voelmy-Salm. Se realizaronn simulaciones numéricas y se estudió el
efecto de los parámetros de la fricción en la evolución de la avalancha. Se descubrió que el rango de los va-
lores posibles para estos parámetros es bastante amplio y se interpretó el significado f́ısico de los resultados.

En términos de modelos de avalanchas, existe amplia literatura. Las ecuaciones de Savage-Hutter se pre-
sentan en [4]. Este modelo predice el flujo de un material granulado sin cohesión inicialmente estacionario
por un camino áspero y curvo. Se muestran experimentos de laboratorio y resultados numéricos basados
en estas experiencias. En [13], se toman estas ecuaciones para modelar avalanchas de diverso tipo. Se
presentan varios modelos numéricos para su resolución, incluyendo simulaciones y comparaciones entre los
métodos. En [19] se presenta un nuevo modelo de dos capas de Savage-Hutter para avalanchas submari-
nas. Se propone un método numérico a dos pasos para discretizar el modelo, con pruebas numéricas del
esquema. La teoŕıa de Savage-Hutter unidimensional se expande en [6] para dos dimensiones, valindándose
con experimentos de laboratorio y comprarándose con simulaciones numéricas. En [40] se trabaja en la
derivación de los términos del modelo que surgen de la curvatura de la superficie y se usa un modelo
numérico para cuantificar su influencia en la dinámica del fluido. También hay otros modelos de fluido
para las avalanchas a parte de las ecuaciones de Saint-Venant, como las que se basan en las ecuaciones de
Navier-Stokes [24].

Para el análisis de las avalanchas de nieve se han desarrollado distintos modelos numéricos e instru-
mentos de simulación. Como se considera el sistema de Saint-Venant, es posible trabajar estos modelos
mediante el método de volúmenes finitos para leyes de conservación hiperbólicas. Como en este caso, el
sistema de leyes de conservación incluye términos fuentes (la topograf́ıa del terreno y la reoloǵıa), se debe
emplear un esquema no conservativo. El desarrollo presente se basa fundamentalmente en [11]. En este
libro se presentan varios esquemas no conservativos bien balanceados y se entregan demostraciones sobre
su estabilidad y consistencia.

Otras fuentes complementaron este trabajo para el estudio y testeo del método numérico. En [10], se
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usa la reconstrucción hidrostática para un esquema bien balanceado para el problema de Saint-Venant
con topograf́ıa, presentado demostraciones y ejemplos numéricos, aśı como una extensión a segundo or-
den. En [15] se entrega un esquema de segundo orden mejorado que preserva los estados estacionarios y
la positividad de la altura de fluido. Se demuestran estas propiedades y se muestran ejemplos. En [29]
se emplea diferencias finitas en un esquema numérico con un paso de volúmenes finitos para incluir la
acción de dilatancia en flujos de reoloǵıa compresible. Se adaptó ese método para incorporar en nuestro
esquema la parte turbulenta del modelo de fricción de Voellmy-Salm. En [27] se trabaja con avalanchas
piroclásticas y se descuten distintos casos. Además, se implemeta un método numérico que usa la reoloǵıa
de Voelmy-Salm, con distintos ejemplos con resultados numéricos.

Para testear el método, el caso más importante analizado es la avalancha de Rigopiano, Italia, evento que
ha sido ampliamente estudiado. En [30] se describe el lugar del evento y sus condiciones metereológicas. Se
entregan las conclusiones que se obtienen sobre la dinámica de la avalancha, basandose en observaciones
del sitio. Se trató de una avalancha seca fluidizada que consistió de una mezcla de nieve, árboles y rocas. Se
usa un modelo numérico para simular el fenómeno y reproducir los datos recabados en el lugar. También
se tomó importante información de [32]: de las observaciones de campo se realizaron estimaciones sobre las
distancias de salida, las velocidades y la conservación de masa, y se hicieron conjeturas de las caracteŕısti-
cas del proceso de la avalancha. La relación entre sismoloǵıa y avalanchas en la región de Abruzzo de Italia
(en donde Rigopiano se localiza) se estudia en [34]. Además, se realizó una modelación numérica 3D de la
avalancha de Rigopiano para investigar su origen. Cabe notar que el estudio de avalanchas en zonas donde
no hay información histórica y existe escaso monitoreo es un problema que se trata en [28], tomando como
caso de estudio la avalancha de Rigopiano. Se entrega una metodoloǵıa para trabajar con este tipo de casos.

También se encontró información sobre otros desastres de avalanchas. La avalancha de Les Fonts d’Arinsal
en 1996, en la parte noroeste de Andorra en los Pirineos, se trata en [31]. Se describe la dinámica del
evento, las condiciones climáticas previas a la avalancha, las acciones de advertencia y prevención llevadas
a cabo durante el desastre y el sistema de defensa implementado posteriormente. El evento histórico de
1803 que destruyó la villa Árreu, en los Pirineos Catalanes, se estudia en [33]. Para reconstruir el recorrido
de la avalancha, se buscaron fuentes históricas y bases de datos, se estudió la geograf́ıa y vegetación del
terreno, se observaron fotograf́ıas aéreas, se entrevistaron habitantes del lugar y se realizó una simulación
numérica.

El estudio de avalanchas de nieve ha tenido grandes avances en el último tiempo, combinándose el trabajo
experimental en laboratorio, el estudio en terreno de las zonas de desastre y el desarrollo de modelos
numéricos para la simulación de estos fenómenos. Sin embargo, todav́ıa quedan interrogantes sobre estos
procesos y se continua el refinamiento de las herramientas numéricas para tratar estos problemas [38]. Con
los grandes efectos que el cambio climático tendrá en distintas partes del mundo, el desarrollo de mayor
entendimiento de este tipo de eventos es muy importante y en esta tarea resulta muy relevante el uso de
métodos numéricos para la modelación de los desastres [41].

Aunque los problemas en el combate contra avalanchas en Chile continuan, se ha empazado a traba-
jar en mejorar esta situación. El año 2016 surge el proyecto de la Fundación Chilena de Avalanchas con
el fin de crear un espacio de trabajo para profesionales de avalanchas [39]. Entre sus objetivos se encuen-
tra la implementación de Boletines de Avalanchas que estén a disponibilidad pública y que indiquen la
probabilidad de un evento y su capacidad destructiva. Como no existe en Chile la cantidad suficiente de
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profesionales preparados para este trabajo, se han realizado alianzas con instituciones en Estados Unidos
y Canadá para dar cursos al respecto. El uso de distintos métodos para estudiar, predecir y prevenir las
avalanchas es muy importante. El trabajo con simulaciones de modelos f́ısicos mediante métodos numéri-
cos puede ser muy útil, ya que permite estimar el peligro posible y decidir las mejores alternativas para
prevenir daños. También ayuda complementar la información sobre los eventos cuando los datos son es-
casos y d́ıficiles de obtener debido a las limitaciones técnicas.

Efectivamente, nuestro trabajo se centra en desarrollar este tipo de herramientes numéricas. Nuestros
objetivos son estudiar un modelo numérico para la simulación de avalanchas, programar este esquema
numérico y probarlo con una situación real. Esperamos que esta herramienta pueda ayudar en el pronósti-
co de avalancha y en la prevención de daños.
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2. Modelo de avalanchas con reoloǵıa de Voellmy-Salm

Los modelos más utilizados en simulación de avalanchas surgen de la resolución de ecuaciones de masa y
momentum, similares a las ecuaciones de Saint-Venant en dos dimensiones [16]. Estas ecuaciones incluyen
términos que describen la fricción según algún modelo reológico. Para la inclusión de las fuerzas de fricción
se considerará la reoloǵıa de Voellmy-Salm , el cual es un modelo ampliamente utilizado para las avalanchas
de nieve [5], [1]. Las ecuaciones del modelo son

∂th+ ∂x(hu) + ∂y(hv) = 0,

∂t(hu) + ∂x(hu2 + g
h2

2
) + ∂y(huv) + gh∂xz =

u√
u2 + v2

(
µhg +

g

ξ
(u2 + v2)

)
,

∂t(hv) + ∂x(huv) + ∂y(hv2 + g
h2

2
) + gh∂yz =

v√
u2 + v2

(
µhg +

g

ξ
(u2 + v2)

)
,

(x, y) ∈ R2, t > 0

(1)
donde h = h(x, y, t) es la altura del fluido, u = u(x, y, t) y v = v(x, y, t) son las componentes de la
velocidad, z = z(x, y) es la topograf́ıa, g es la constante gravitacional, µ es el coeficiente de fricción de
Coulomb [20] y ξ es el coeficiente de fricción turbulenta [8].
Si se define Z = gz, el sistema anterior puede escribirse de la siguiente forma

∂tU + ∂xF1 + ∂yF2 +B1∂xZ +B2∂yZ = H, (2)

con

U =

 h
hu
hv

 , F1 =

 hu

hu2 + g
h2

2
huv

 , F2 =

 hv
huv

hv2 + g
h2

2

 ,

B1 =

0
h
0

 , B2 =

0
0
h

 , H =


0

u√
u2 + v2

(
µhg +

g

ξ
(u2 + v2)

)
v√

u2 + v2

(
µhg +

g

ξ
(u2 + v2)

)


(3)

con condiciones iniciales

U0 =

 h0

h0u0

h0v0

 (4)

con h0 = h(x, y, 0), u0 = u(x, y, 0) y v0 = (x, y, 0).

3. Ecuaciones de Saint-Venant

Las ecuaciones de Saint-Venant se usan ampliamente en dinámica de fluidos. Se derivan de las ecuaciones
de Navier-Stokes de conservación de masa y conservación de momentum. En [12], se trata el problema
unidimensional, como se presenta a continuación. Para derivar estas ecuaciones, se considera un fluido
incompresible (con densidad ρ cosntante), cuya velocidad vertical es negligible. De la ecuación de conser-
vación de masa se tiene

∂th+ ∂x(hu) = 0, x ∈ R, t > 0 (5)

6



De la ecuación de conservación de momentum se obtiene

∂t(ρhu) + ∂x(ρhu2 + p) = 0 (6)

donde p es la presión. La presión hidrostática en un punto (h − y) bajo la superfice del fluido está dada
por ρg(h− y). Integrando desde y = 0 hasta y = h(x, t), se tiene que la presión total es

p =
1

2
ρgh2 (7)

Aśı, se reemplaza la presión en la ecuación (6) y se tiene el sistema de ecuaciones de Saint-Venant unidi-
mensional  ∂th+ ∂x(hu) = 0,

∂t(hu) + ∂x

(
hu2 +

1

2
gh2

)
= 0, x ∈ R, t > 0

(8)

el cual puede escribirse como
∂tU + ∂xF (U) = 0 (9)

donde

U =

(
h
hu

)
, F (U) =

 hu

hu2 + g
h2

2

 . (10)

Si U = (U (1), U (2)), entonces se tiene que

F (U) =

 U (2)

(U (2))2

U (1)
+ g

(U (1))2

2

 . (11)

Escribiendo estas ecuaciones en forma cuasi-linear se tiene

∂tU + F ′(U)∂xU = 0 (12)

con la matriz jacobiana

F ′(U) =

 0 1

−
(
U (2)

U (1)

)2

+ gU (1) 2U (2)

U (1)

 =

(
0 1

−u2 + gh 2u

)
. (13)

Sus valores propios y vectores propios son

λ1 = u−
√
gh, λ2 = u+

√
gh, (14)

r1 =

(
1

u−
√
gh

)
, r2 =

(
1

u+
√
gh

)
. (15)

Ahora, consideramos el problema de Riemann, en donde el sistema de ecuaciones de Saint-Venant se le
agrega un dato inicial de la forma

U(x, 0) =

{
Ul si x < 0,
Ur si x > 0.

(16)

7



Un ejemplo es el caso de rotura de represa dado por

h(x, 0) =

{
hl si x < 0
hr si x > 0

, (17)

con hl > hr y u(x, 0) = 0.
Como el modelo de Saint-Venant es un sistema de dos ecuaciones, la solución del problema de Riemann
consiste en dos ondas, que pueden ser de rarefracción o choque dependiendo del dato inicial. La forma de
solucionar este tipo de problemas está explicada en [12].
El sistema de ecuaciones debe considerarse en forma débil, lo que permite que la solución sea discontinua.
Una función U ∈ L1

loc(R× [0,∞]) es una solución débil de (9) si para todo φ ∈ C∞c (R× [0,∞]) se tiene∫ ∞
0

∫
R
(Uϕt + F (U)ϕx)dxdt+

∫
R
ϕ(x, 0)U(x, 0)dx = 0. (18)

Para obtener unicidad de la solución, se debe agregar un criterio de admisibilidad. Para ello, se considera
la viscocidad mediante la ecuación

∂tU
ε + ∂xF (Uε) = ε∂2

xU
ε (19)

con ε > 0. Haciendo ε → 0, se obtiene una solución de (9) que es considerada la solución f́ısica relevante
[3]. En términos prácticos, se puede considerar la entroṕıa. El par de entroṕıa consiste en una función
convexa η : Rn → R y una función G : Rn → R tal que

GU (U) = ηU (U)F ′(U) (20)

para todo U ∈ Rn. De (19), se obtiene la desigualdad de entroṕıa

η(U)t +G(U)x ≤ 0 (21)

Se dice que una solución débil U de (9) satisface una condición de entroṕıa para el par de entroṕıa η y
G si satisface (21). Esta desigualdad debe interpretarse en el sentido de distribuciones, esto es, se debe
satisfacer ∫ ∞

0

∫
R
(η(U)ϕt +G(U)ϕx)dxdt+

∫
R
η(x, 0)ϕ(x, 0)dx ≥ 0 (22)

para todo ϕ ∈ C∞c (R× [0,∞]), ϕ ≥ 0. El concepto de entroṕıa es importante para la existencia y unicidad
de la solución, como se muestra en [2], en donde se demuestra que una solución satisface la condición de
entroṕıa para una entroṕıa estrictamente convexa donde es la solución fisicamente relevante.
Para el caso de las ecuaciones de Saint-Venant, este par de entroṕıa está dado por

η =
hu2

2
+ g

h2

2
(23)

G =

(
hu2

2
+ gh2

)
u (24)

La derivación de este par está dado en [11].
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4. Modelo unidimensional sin fricción

Primero es necesario desarrollar el modelo numérico para el problema de avalanchas en una dimensión con
topografŕıa sin fuerzas de fricción. Posteriormente, se puede aplicar lo hecho en el modelo bidimensional
e incluir los efectos de la fricción.

Aśı, consideremos el problema unidimensional de Saint Venant con topograf́ıa y sin fricción dado por
las siguientes ecuaciones

∂th+ ∂x(hu) = 0,

∂t(hu) + ∂x

(
hu2 + g

h2

2

)
+ gh∂xz = 0, x ∈ R, t > 0

(25)

Sea Z = gz. El sistema anterior puede escribirse como

∂tU + ∂xF (U,Z) +B(U,Z)∂xZ = 0, (26)

con

U =

(
h
hu

)
, F =

 hu

hu2 + g
h2

2

 , B =

(
0
h

)
. (27)

Los estados estacionarios son las soluciones U(x) independientes del tiempo, esto es, las soluciones de
∂xF (U,Z) = −B(U,Z)∂xZ. Estos estados son relevantes porque generalmente representan la solución
cuando el tiempo tiende a infinito. Para obtener estas soluciones, se multiplica la primera ecuación de (25)
por u, se resta esto a la segunda ecuación y se divide el resultado por h. Aśı, tenemos

∂tu+ ∂x(u2/2 + gh+ Z) = 0. (28)

Los estados estacionarios son las funciones h(x), u(x) que satisfacen hu = cte.,
u2

2
+ gh+ Z = cte.,

(29)

Aśı, el estado estacionario en reposo está dado por{
u = 0,
h+ z = cte.

(30)

Algunas propiedades particulares del sistema de Saint Venant son: la altura h debe ser no negativa, la
primera ecuación es conservativa (el total del fluido se mantiene constante) y el sistema es invariante bajo
traslaciones en Z.

4.1. Esquema numérico no conservativo

Consideramos el sistema dado por (26). Se desea aproximar la solución U(x, t), con x ∈ R, t ≥ 0, por valores
discretos Uni , con i ∈ Z, n ∈ N. Se considera una malla de puntos crecientes xi+1/2 ∈ Z, i ∈ Z. Se definen los
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volumenes finitos Ci =]xi−1/2, xi+1/2[ de largo ∆xi = xi+1/2−xi−1/2 y con centro xi = (xi−1/2+xi+1/2)/2.
Se tiene un salto temporal ∆tn > 0 y tiempos discretos tn = tn−1 + ∆tn. Aśı, Uni aproxima la solución
promedio de U en la celda Ci en el tiempo tn. Esto es,

Uni ≈
1

∆xi

∫
Ci

U(tn, x)dx. (31)

Consideramos un esquema numérico de volumenes finitos no conservativo de primer orden dado por

Un+1
i − Uni +

∆t

∆xi
(Fi+1/2− − Fi−1/2) = 0, (32)

con
Fi+1/2− = Fl(Ũ

n
i , Ũ

n
i+1), Fi+1/2+ = Fr(Ũ

n
i , Ũ

n
i+1) (33)

donde Ũni = (Uni , Zi), y Fl y Fr son los flujos numéricos izquierdo y derecho, respectivamente.
En el caso del esquema de volúmenes finitos para las ecuaciones de Saint Venant sin fuente, se impone
una condición CFL en el paso temporal para prevenir que los valores numéricos exploten. La forma que
esta condición tiene es la siguiente

∆ta ≤ ∆x (34)

donde a es una aproximación de la velocidad de propagación. Pare el sistema de Saint Venant, tomamos
a = máx{λ1, λ2}, con λ1. λ2 dados por (14). En [10] se demuestra que la condición CFL para el caso sin
fuente puede aplicarse para el sistema con topograf́ıa.

4.2. Esquemas bien balanceados

Consideremos la ecuación
∂x(F (U,Z)) +B(U,Z)Zx = 0 (35)

Los estados estacionarios discretos son secuencias discretas (Ui, Zi)i∈Z que satisfacen una aproximación
de (35) como una relación D no lineal en cada interface de la forma

D(Ui, Ui+1, Zi, Zi+1) = 0 (36)

En el caso de las ecuaciones de Saint-Venant se obtiene las relaciones hlul = hrur,
u2
l

2
+ ghl + Zl =

u2
r

2
+ ghr + Zr.

(37)

Los estados estacionarios discretos en reposo son aquellos que satisfacen{
ul = ur = 0,
ghl + Zl = ghr + Zr.

(38)

Se dice que un esquema de la forma (32)-(33) es bien balanceado respecto a cierto estado estacionario
discreto si para este estado se tiene [11]

Fl(Ul, Ur, Zl, Zr) = F (Ul, Zl),
Fr(Ul, Ur, Zl, Zr) = F (Ur, Zr)

(39)
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Aplicando esta relación en el caso de Saint Venant para estados disrcetos estacionarios en reposo, se tiene
que el esquema es bien balanceado si satisface que para hl, hr ≥ 0

Fl((hl, 0), (hr, 0), ghl − ghr) = (0, gh2
l /2),

Fr((hl, 0), (hr, 0), ghl − ghr) = (0, gh2
r/2)

(40)

4.3. Consistencia

Un esquema de la forma (32)-(33) es consistente con la ecuación (26) si

Fl(U,U, Z, Z) = Fr(U,U, Z, Z) = F (U,Z) (41)

para todo (U,Z) y además

Fr(Ul, Ur, Zl, Zr)− Fl(Ul, Ur, Zl, Zr) = −B(U,Z)(Zr − Zl) + o(Zr − Zl) (42)

si Ul, Ur → U y Zl, Zr → Z.
Ahora, tomemos en cuenta el caso de Saint-Venant que queremos analizar. Queremos satisfacer la conser-
vación de la altura de agua. Esto es, si Fl = (F 0

l , F
1
l ) y Fr = (F 0

r , F
1
r ), entonces F 0

l = F 0
r = F 0. De aqúı,

la consistencia queda como {
F 0(U,U, 0) = hu,
F 1
l (U,U, 0) = F 1

r (U,U, 0) = hu2 + gh2/2
(43)

F 1
r (Ul, Ur, Zl, Zr)− F 1

l (Ul, Ur, Zl, Zr) = −h(Zr − Zl) + o(Zr − Zl) (44)

si Ul, Ur → U y Zl, Zr → Z.

4.4. Estabilidad

La estabilidad del esquema se analiza a través la entroṕıa. El sistema (26) puede escribirse como un sistema
cuasilineal en Ũ = (U,Z) de la forma {

∂tU +A(U,Z)∂xU = 0,
∂tZ = 0,

(45)

con

A(U,Z) =

(
FU FZ +B
0 0

)
. (46)

La entroṕıa es una función η̃(U,Z) tal que existe otra función G̃(U,Z) (flujo de entroṕıa) que satisface

G̃U (U,Z) = η̃U (U,Z)A(U,Z). (47)

La entroṕıa parcial η(U,Z) y el flujo de entroṕıa parcial G(U,Z) son funciones que satisfacen GU = ηUFU
y se tiene que

∂t(η(U,Z)) + ∂x(G(U,Z)) + (ηU (FZ +B)−GZ)Zx ≤ 0 (48)
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Un esquema de la forma (32)-(33) satisface una digualdad de entroṕıa asociada a la entroṕıa η̃ de (45) si
existe un flujo de entroṕıa numérico G̃(Ul, Ur, Zl, Zr) consistente con el flujo de entroṕıa exacto, esto es
G̃(U,U, Z, Z) = G̃(U,Z), tal que bajo alguna condición CFL los valores discretos del esquema satisfacen

η̃(Un+1
i , Zi)− η̃(Uni , Zi) +

∆t

∆xi
(G̃i+1/2 − G̃i−1/2) ≤ 0 (49)

con
G̃i+1/2 = G̃(Uni , U

n
i+1, Zi, Zi+1). (50)

Para el caso de Saint Venant que necesitamos, de las ecuaciones se obtiene la entroṕıa parcial

∂tη + ∂xG+ huZx ≤ 0, (51)

Luego, se tiene
∂t(η + hZ) + ∂x(G+ huZ) ≤ 0. (52)

Entonces, se tiene la entroṕıa y flujo de entroṕıa

η̃ = η + hZ, G̃ = G+ huZ. (53)

Discretizando (51)

η(Un+1
i )− η(Uni ) +

∆t

∆xi
(Gi+1/2− +Gi−1/2+) ≤ 0, (54)

con

Gi+1/2− = Gi+1/2 +
1

2
F 0
i+1/2(Zi+1 − Zi),

Gi+1/2− = Gi+1/2 −
1

2
F 0
i+1/2(Zi+1 − Zi).

(55)

Como Gi+1/2 es consistente con el flujo de entroṕıa exacto, se tiene

G(U,U, 0) = (hu2/2 + gh2)u. (56)

Multiplicando la primera ecuación de (32) por Zi y restando el resultado a (54) se tiene

η(Un+1
i ) + hn+1

i Zi − η(Uni )− hni Zi +
∆t

∆xi
(G̃i+1/2 − G̃i−1/2) ≤ 0, (57)

con

G̃i+1/2 = Gi+1/2− + F 0
i+1/2Zi+1 = Gi+1/2+ + F 0

i+1/2Zi = Gi+1/2 + F 0
i+1/2

(
Zi + Zi+1

2

)
. (58)

Con esto y (53) se tiene la definición de desigualdad de entroṕıa discreta ya vista para el caso de Saint-
Venant.
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4.5. Esquema de reconstrucción hidrostática

Debido a la presencia de topograf́ıa, para calcular los flujos para el modelo numérico, es necesario re-
construir los estados de la solución izquierdo y derecho, denotados por Ul = (hl, hlul) y Ur = (hr, hrur),
respectivamente. En el esquema de recosntrucción hidróstatica se reemplaza las relaciones de estados
estacionarios por {

u = cte.,
gh+ Z = cte.,

(59)

A través de estas relaciones se reconstruyen los estados de la solución en unos estados que definimos como
U∗l = (h∗l , h

∗
l ul) y U∗r = (h∗r , h

∗
rur). Aśı, podemos calcular estos estados mediante

gh∗l = (ghl − (∆Z)+)+,
gh∗r = (ghr − (−∆Z)+)+,

(60)

donde ∆Z = Zr − Zl. El uso de la parte positiva en estas ecuaciones asegura que se obtengan valores no
negatuvos de h∗l y h∗r . Luego, los flujos estarán dados por

Fl(Ul, Ur, Zl, Zr) = F(U∗l .U
∗
r ) +

 0
gh2

l

2
− g(h∗l )

2

2

 ,

Fr(Ul, Ur, Zl, Zr) = F(U∗l .U
∗
r ) +

 0
gh2

r

2
− g(h∗r)

2

2

 ,

(61)

donde F es un flujo numérico consistente para el problema de Saint-Venant sin fuente. Se utilizará el flujo
de Lax-Friedrichs para los ejemplos analizados. Este flujo está dado por

F(Ul, Ur) =
1

2
(F (Ul) + F (Ur))−

∆xi
2∆tn

(Ur − Ul). (62)

Proposición: Sea F un flujo numérico consistente para el problema de Saint-Venant homogéneo (Z
constante) que preserve la no negatividad de h en las interfaces y satisface una desigualdad de entroṕıa
semi-discreta de la entroṕıa η = hu2/2 + gh2/2. Entonces, el esquema de reconstrucción hidrostática
detallado anteriormente

(i) es conservativo en h,

(ii) preserva la no negatividad de h en la interfaz,

(iii) es bien balanceado,

(iv) es consistente con el sistema de Saint-Venant con topograf́ıa,

(v) satisface una desigualdad de entroṕıa semi-discreta asociada a la entroṕıa η̃.

Demostración: La demostración de esta proposición se encuentra en [11].
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4.6. Ejemplo unidimensional sin fricción

Para mostrar el esquema de reconstrucción hidrostática, se presenta un ejemplo extraido de [10]. Se
considera un lago inicialmente en reposo con la topograf́ıa dada por

z(x) = 0.5(1− 0.5(cos(π(x− 0.5)/0.5) + 1)) (63)

La altura inicial está dada por

h(0, x) = max(0, 0.4− z(x) + 0.04sin(x− 0.5)/0.25−max(0,−0.4 + z(x))) (64)

Se empleó el modelo numérico con el esquema de reconstrucción hidrostática, usando 200 puntos en una
malla uniforme. Se consideró la constante gravitacional g = 1 m/s2 en la simulación. La figura 1 muestra
las soluciones obtenidas en distintos tiempos. El cálculo del paso temporal ∆t se realiza usando la condición
CFL dada en (34).

Figura 4.1: Simulación numérica en distintos tiempos.

A continuación se presenta otro ejemplo extráıdo de [11]. El dominio es x ∈ [0, 40] con una topograf́ıa
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dada por

z(x) =

 0.48
(

1−
(
x−20

40

)2)
si |x− 20| ≤ 4,

0 en otro caso.
(65)

La altura de agua inicial es h = 4 m y la velocidad inicial es u = 10/4 m/s. En la simulación se utilizó una
malla de 3000 elementos. El tiempo final es t = 1 s y la acelaración de gravedad empleada fue g = 9.81
m/s2. En la figura, se presentan la altura inicial con la topograf́ıa, la altura final h, la velocidad final u y
la descarga final hu.

Figura 4.2: Gráficos de la simulación con tiempo final t = 1 s.
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5. Modelo bidimensional sin fricción

Ahora podemos proceder con el modelo de avalanchas en dos dimensiones sin fuerza de fricción. El sistema
bidimensional de Saint Venant está dado por

∂th+ ∂x(hu) + ∂y(hv) = 0,

∂t(hu) + ∂x

(
hu2 + g

h2

2

)
+ ∂y(huv) + gh∂xz = 0,

∂t(hv) + ∂x(huv) + ∂y

(
hv2 + g

h2

2

)
+ gh∂yz = 0, (x, y) ∈ R2, t > 0.

(66)

Este sistema de ecuaciones puede escribirse como

∂tU + ∂xF1(U) + ∂yF2(U) +B1(U)∂xZ +B2(U)∂yZ = 0 (67)

con Z = gz y con U , F1, F2, B1 y B2 definidos en (10). Los estados estacionarios en reposo están dados
por {

u = v = 0,
h+ z = cte.

(68)

Las soluciones del sistema (66) pueden desarrollar discontinuidades, por lo que deben considerarse en forma
débil. Estas soluciones están bien definidas bajo el supuesto de que la topograf́ıa z ∈W 1,∞(R) [7]. Estas
soluciones débiles no necesariamente son únicas y para tratar esta situación se procede de forma similar
a la ley de conservación vista anteriormente (Saint-Venant sin término fuente). Se usa una condición de
entroṕıa como criterio de admisibilidad adicional, como se muestra en [23]. Se considera una función de
entroṕıa convexa η(U) y flujos asociados H(U), K(U) y J = [J1(x, y, U), J2(x, y, U)] tales que

∂UH(U) = ∂Uη(U)∂UF1(U) (69)

∂UJ(U) = ∂Uη(U)∂UF2(U) (70)

∂xJ1 + ∂yJ2 = −∂Uη(U)(gh∇z) (71)

De aqúı, se llega a una desigualdad distribucional de entroṕıa

η(U)t + (H(U) + J1)x + (K(U) + J2)y ≤ 0 (72)

Si el término fuente es nulo, se tiene la condición de entroṕıa usual para leyes de conservación. Se observa
que esta condición impone no sólo restricciones en el sistema y en F1 y F2, sino que también en el término
fuente, para que éste sea compatible con (71). En el caso de Saint Venant con topograf́ıa que estamos
analizando, se tiene como función de entroṕıa

η(U) =
1

2
(hu2 + hv2 + gh2 + ghb). (73)

De aqúı, se tienen los flujos

H(U) =
1

2
(hu3 + huv2) + gh2u, (74)

K(U) =
1

2
(hu2v + hv3) + gh2v, (75)
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J1 = ghzu, J2 = ghzv. (76)

Aśı, la condición de entroṕıa queda como

η(U)t +

(
1

2
(hu3 + huv2) + ghu(h+ z)

)
x

+

(
1

2
(hu2v + hv3) + ghv(h+ z)

)
y

≤ 0. (77)

5.1. Método de volumenes finitos no conservativo

Considerese una malla de elementos Ci. Sea Γij la arista entre los volumenes Ci y Cj y nij el vector
unitario normal con orientación de Ci a Cj . Sea Uni los valores de la solución en algún punto interior del
elemento Ci al tiempo tn. El método de volumenes finitos está dado por

Un+1
i − Ui +

∆t

|Ci|
∑
j∈Ki

|Γij |Fij = 0, (78)

donde |Ci| es el area del volumen de control Ci, |Γij | es el largo de la arista Γij , Ki es el conjunto de
indices de celdas que comparten aristas con Ci, y Fij es el flujo entre Ci y Cj con

Fij = F (Ui, Uj , Zi, Zj , nij). (79)

5.2. Esquema bien balanceado

El esquema dado por (78)-(79) es bien balanceado para una familia de estados estacionarios discretos dado
por la relación

D(Ul, Ur, Zl, Zr, n) = 0, (80)

si para algunos valores se satisface que

F (Ul, Ur, Zl, Zr, n) = n1F1(Ul, Zl) + n2F2(Ur, Zr), (81)

donde n = (n1, n2) ∈ R2 es cualquier vector unitario.

5.3. Consistencia

El esquema (78)-(79) es consistente con (67) si el flujo numérico es consitente con el flujo exacto, esto es,
para cualquier U , Z y n, se satisface

F (U,U, Z, Z, n) = n1F1(U,Z) + n2F2(U,Z) (82)

y además se cumple la consistencia asintótica con la fuente,

F (Ul, Ur, Zl, Zr, n) + F (Ul, Ur, Zl, Zr,−n) = (n1B1(U) + n2B2(U))(Zr − Zl) +O(Zr − Zl) (83)

si Ul, Ur → U y Zl, Zr → Z.
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5.4. Esquema numérico bidimensional

El sistema (66) es invariante bajo rotación. Sea n = (n1, n2) el vector unitario con su matriz de rotación
dada por

Rn =

(
n1 −n2

n2 n1

)
. (84)

Sea x′ = Rnx y (u′, v′) = R−1
n (u, v). Entonces, U ′ = (h, hu′, hv′) es solución del problema. Aśı, podemos

calcular los flujos a través del cálculo de los flujos asociados al siguiente problema unidimensional
∂th+ ∂x(hu) = 0,

∂t(hu) + ∂x(hu2 + g
h2

2
) + gh∂xz = 0,

∂t(hv) + ∂x(huv) = 0, x ∈ R, t > 0.

(85)

Sea Fl(U
′
l , U

′
r,∆Z) = (F 0

l , F
1
l , F

2
l ) el flujo obtenido del problema (85) con U ′. Entonces, el flujo izquierdo

bidimensional del problema original está dado por

Fl(Ul, Ur,∆Z, n) =

 F 0
l (U ′l , U

′
r,∆Z)

Rn

(
F 1
l (U ′l , U

′
r,∆Z)

F 2
l (U ′l , U

′
r,∆Z)

) . (86)

Ahora, sea (h, hu, hv)∗ = (h,−hu,−hv). Entonces por simetŕıa se tiene

Fr(Ul, Ur,∆Z) = −Fl(U∗r , U∗l ,−∆Z)∗. (87)

Luego, el flujo derecho del problema bidimensional original está dado por

− Fr(Ur, Ul,−∆Z, n) =

 F 0
r (U ′l , U

′
r,∆Z)

Rn

(
F 1
r (U ′l , U

′
r,∆Z)

F 2
r (U ′l , U

′
r,∆Z)

) . (88)

Estos flujos se usan en el modelo de volumenes finitos dado por (78).
Se cumplen las siguientes proposiciones:

Proposición 1 [11]: Si Fl y Fr son flujos numéricos consistentes para (85) que satisfacen (87),
entonces el flujo numérico (86) es consistente con (66).

Proposición 2 [11]: Si Fl y Fr son flujos balanceados con respecto los estados estacionarios discretos
en reposo, entonces el flujo dado por (86) también lo es.

Demostración: Las demostraciones de estas propociones se encuentran en [11].

6. Ejemplo bidimensional sin fricción

A continuación se presenta un ejemplo numérico para el modelo bidimensional sin fricción, extráıdo de
[18]. El dominio es [0, 2]× [0, 1]. La topograf́ıa está dada por

z(x, y) = 0.5exp(−25(x− 1)2 − 50(y − 1)2). (89)
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Las condiciones iniciales son

w(x, y, 0) = 1, u(x, y, 0) = 0.3, v(x, y, 0) = 0, (90)

donde w = z + h. Se considera g = 1 m/s2. En la imagen se muestra la solución h en t = 0.07 s. Se usó
una malla uniforme de 80000 elementos.

Figura 6.1: Simulación numérica en t = 0.07 s. La escala está en m.

El esquema también puede emplearse para mallas no uniformes, como se muestra a continuación con una
nueva malla para el mismo ejemplo numérico. En la figura se presenta la malla utilizada, que tiene 624
triángulos.

Figura 6.2: Malla no uniforme.
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En la figura siguiente se muestra el gráfico de la solución h para t = 0.07 s con esta malla.

Figura 6.3: Simulación numérica en t = 0.07 s. La escala está en m.

7. Modelo bidimensional con fricción

Consideremos ahora el modelo completo que incluye las fuerzas de fricción, dado por las ecuaciones en
(1). El término de fricción está dado por

H =


0

u√
u2 + v2

(
µhg +

g

ξ
(u2 + v2)

)
v√

u2 + v2

(
µhg +

g

ξ
(u2 + v2)

)
 . (91)

La fricción en el modelo reológico de Voellmy-Salm incluye dos partes:

a. Fricción de Coulomb dada por [20]:

Fc =
(u, v)√
u2 + v2

(µhg) (92)

b. Fricción turbulenta dada por [8]:

Ft =
(u, v)√
u2 + v2

(
g

ξ
(u2 + v2)

)
(93)

Cada parte de la fricción será tratada de manera diferente, usando un esquema de splitting con el fin de
asegurar estabilidad.
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7.1. Fricción de Coulomb

Hasta ahora, hemos considerado el problema sin fricción, cuya forma es

∂tU + ∂xF1(U) + ∂yF2(U) +B1(U)∂xZ +B2(U)∂yZ = 0 (94)

con U,F1, F2, B1, B2 dados por (10). Para este problema, podemos calcular el flujo numérico Fij =
F (Ui, Uj ,∆Z, nij). El problema que incluye la fricción de Coulomb tiene la forma

∂tU + ∂xF1(U) + ∂yF2(U) +B1(U)∂xZ +B2(U)∂yZ = B1(U)f1(t, x) +B2(U)f2(t, x) (95)

con
f1(t, x) = gµ

u√
u2 + v2

, f2(t, x) = gµ
v√

u2 + v2
(96)

Para este nuevo problema, se emplea el modelo de volumenes finitos dado por (67). Para calcular los flujos
Fij entre los elementos de la malla se usa

Fij = F (Ui, Uj ,∆Zij − f ij1 (xj − xi)1 − f ij2 (xj − xi)2, nij) (97)

Esto es, se usa el flujo numérico del problema (94) usando ∆Zij − f ij1 (xj − xi)1 − f ij2 (xj − xi)2 en lugar
de ∆Z. En esta fórmula, ∆Zij = Zj −Zi, xi y xj son puntos arbitrarios en el interior de los elementos Ci
y Cj , respectivamente, y f ij1 y f ij2 son valores aproximados de f1 y f2 en la arista Γij , con f ji = f ij . El
valor aproximado en este caso está dado por

f ij = −ϕgµ
(

(ghi − ghj −∆Zij)
xj − xi
|xj − xi|2

,
(uij , vij)

∆t

)
(98)

con

ϕgµ(X,Y ) = proj
gµ

(
proj
gµ

(X) +
2

1 + max(1,−X · Y/gµ|Y |)
Y

)
, (99)

proj
gµ

(X) =

 X si |X| ≤ gµ,

gµ
X

|X|
si |X| > gµ,

(100)

uij =
hiui + hjuj
hi + hj

, vij =
hivi + hjvj
hi + hj

. (101)

7.2. Fricción turbulenta

Una vez que se obtiene la solución hn, un y vn del método de volumenes finitos para el tiempo tn, que
denotaremos como h∗, u∗, v∗, se procede a incluir la fricción turbulenta mediante diferencias finitas. Lo
hecho a continuación se basa en lo desarrollado en [29]. Consideramos el siguiente problema

∂th = 0 (102.1)

∂t(hu) = −g
ξ
u
√
u2 + v2 (102.2)

∂t(hv) = −g
ξ
v
√
u2 + v2 (102.3)

(102)
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Debemos resolver este sistema de forma exacta, tomando como datos iniciales h∗, h∗u∗ y h∗v∗. De (102.1)
se tiene

h = h∗. (103)

Multiplicando (102.2) por u y (102.3) por v, se tiene

h∗(u∂tu+ v∂tu) = −g
ξ

(u2 + v2)3/2. (104)

Se hace el cambio de variable w = u2 + v2. Luego, se tiene ∂tw = 2u∂tu + 2v∂tv. Sea, además, w∗ =
(u∗)2 + (v∗)2. De aqúı, se tiene

h∗∂tw = −2g

ξ
w3/2,

h∗
∫ w

w∗

dw

w3/2
= −2g

ξ

∫ t

0

dt,

−2h∗(w−1/2 − (w∗)−1/2) = −2g

ξ
t,

w =

(
1

1/
√
w∗ + gt/h∗ξ

)2

,

w =
(h∗ξ)2w∗

(g
√
w∗t+ h∗ξ)2

.

(105)

Por otro lado, se tiene

h∗∂tu = −g
ξ

√
wu. (106)

Luego,

u = u∗exp

(
− g

ξh∗

∫ ∆t

0

√
w(t)dt

)
. (107)

Ahora, se tiene ∫ ∆t

0

√
w =

∫ ∆t

0

h∗ξ
√
w∗

g
√
w∗t+ h∗ξ

=
h∗ξ

g
(ln(g

√
w∗t+ h∗ξ)− ln(h∗ξ)).

(108)

Por lo tanto, la solución para el tiempo tn+1 está dada por

hn+1 = h∗,

un+1 =
u∗h∗ξ

g
√
w∗∆t+ h∗ξ

,

vn+1 =
v∗h∗ξ

g
√
w∗∆t+ h∗ξ

.

(109)

Este método de splitting [29] asegura la estabilidad y consistencia del método.
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7.3. Ejemplo numérico unidimensional con fricción de Voellmy-Salm

Primero, se presenta una simulación numérica para un ejemplo en una dimensión con topograf́ıa y fricción
de Voellmy-Salm. Este test se obtuvó de [27]. El dominio es el intervalo [0,500]. La topograf́ıa es una
pendiente constante de 13°. La condición inicial corresponde a una pila de material inicialmente en reposo
que tienen una pendiente relativa a la topograf́ıa de 20° y cuyo centro coincide con el centro del dominio.
Los parámetros empleados son g = 9.81, µ = 0.3 y ξ = 300. Se usaron 400 elementos. Las imágenes
muestran los resultados de la altura y velocidad en t = 0, t = 5 y t = 40. El paso temporal ∆t está dado
por la condición CFL.

Figura 7.1: Simulación numérica en t = 0 s. En el diagrama de la izquierda se muestra la topograf́ıa z (en
rojo) y la altura del material h + z (en azul). En el gráfico de la derecha se muestra la velocidad u del
fluido (en azul).
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Figura 7.2: Simulación numérica en t = 5 s. En el diagrama de la izquierda se muestra la topograf́ıa z (en
rojo) y la altura del material h + z (en azul). En el gráfico de la derecha se muestra la velocidad u del
fluido (en azul).

Figura 7.3: Simulación numérica en t = 40 s. En el diagrama de la izquierda se muestra la topograf́ıa z
(en rojo) y la altura del material h+ z (en azul). En el gráfico de la derecha se muestra la velocidad u del
fluido (en azul)
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7.4. Ejemplo numérico bidimensional con fricción de Voellmy-Salm

A continuación se presentan los resultados obtenidos con el esquema de volumenes finitos para un caso
sencillo bidimensional que incluye topograf́ıa y reoloǵıa de Voellmy-Salm. El ejemplo fue extráıdo de [13],
el cual fue testeado en [27]. El dominio está en un rectángulo con x ∈ [0, 30] e y ∈ [−15, 15], con una sección
inclinada en x ∈ [0, 17.5], una región horizontal en x ≥ 21.5 y en la zona de transición x ∈ [17.5, 21.5]
se tiene una inclinación suave entre las dos secciones de la topograf́ıa. El ángulo de inclinación de la
topograf́ıa está dado por

θ(x) =

 θ0, si 0 ≤ x ≤ 17.5,
θ0(1− (x− 17.5)/4), si 17.5 ≤ x ≤ 21.5,
0, si x ≥ 21.5.

(110)

Con θ0 = 35◦. El material es inicialmente una semi-esfera con radio r0 = 1.85 y centro localizado en
(x0, y0) = (4, 0). Con respecto a los parámetros f́ısicos, se consideró constante gravitacional g = 1, coefi-
ciente de Coulomb µ = 0.3 y coeficiente de fricción turbulenta ξ = 300. Se consideró una malla uniforme de
3600 elementos rectangulares. Se muestra en la figura la simulación numérica con el método de volumenes
finitos en distintos tiempos.

Figura 7.4: Simulación numérica en t = 0 s. En la imagen se muestra la topograf́ıa z (de color café) y la
altura del material h+ z (en tonos de azul de la escala a la derecha). La escala de la figura está dada en
m.
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Figura 7.5: Simulación numérica en t = 10 s. En la imagen se muestra la topograf́ıa z (de color café) y la
altura del material h+ z (en tonos de azul de la escala a la derecha). La escala de la figura está dada en
m.

Figura 7.6: Simulación numérica en t = 20 s. En la imagen se muestra la topograf́ıa z (de color café) y la
altura del material h+ z (en tonos de azul de la escala a la derecha). La escala de la figura está dada en
m.
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7.5. Avalancha en Rigopiano

Ahora se analizará el caso de la avalancha de nieve ocurrida el 18 de enero de 2017 en Rigopiano, parque
nacional del Gran Sasso, Italia, empleando información extraida de [30]: se obtuvó la información del
relieve de la zona, las caracteŕısticas y efectos de la avalancha, y los datos de los parámetros f́ısicos de la
fricción. Se eligió este ejemplo por la cantidad de datos e información que se tiene al respecto.

Este desastre natural destruyó el hotel Rigopiano, resultando en la muerte de 29 personas [30]. Los
estudios realizados después de la catástrofe indicaron que la avalancha fue una mezcla de nieve y madera,
desplazando rocas y árboles en su recorrido. El daño generado en el evento demuestra que la avalancha fue
de gran intensidad [30]. Se realizaron estudios forenses para reconstruir las circunstancias de la avalancha
y sus causas, recabando datos de la zona afectada. Se construyó un modelo numérico para reconstuir
las dinámicas de la avalancha y complemetar la información que se obtuvo al inspeccionar el sitio [30].
El objetivo presente es usar el modelo empleado hasta ahora en esta situación real y comparar con los
resultados publicados.

En la imagen se muestra una vista aérea del recorrido de la avalancha antes y después del evento.

Figura 7.7: Vista aérea del recorrido de la avalancha sobre el Hotel Rigopiano, antes (2015) y después
(2017) del evento catastrófico. Imagen extráıda de [30].
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En la siguente figura se muestra un mapa de la región de Abrazzo, donde ocurrió la avalancha. Se indica la
posición del Hotel Rigopiano, aśı como la ubicación de puntos de medición de nieve en la zona. También
se presenta un mapa de Italia con la posición de la región de Abrazzo.

Figura 7.8: Área geográfica de región Abrazzo con posición del Hotel Rigopiano (triángulo verde). También
se muestran medidores de nieve en la zona (ćıculos amarillos). Mapa de Italia en la parte superior con
región de Abrazzo marcada en rojo. En los diagramas de la derecha se muestra la altura y la pendiente
del relieve, indicando el flujo principal de la avalancha. Imagen extráıda de [28]
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A continuación se presenta una imagen con la topograf́ıa de la zona de Rigopiano que se estudia, cuya
altura se denominará z.

Figura 7.9: Topograf́ıa de Rigopiano de altura z. Esta superficie se considera como el relieve sin nieve
de la zona. Escala de la derecha está dada en m. Eje x está en dirección Este-Oeste y eje y en dirección
Sur-Norte (ver figura 7.8).
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En las figuras 7.10 y 7.11 se muestra la topograf́ıa en diferentes vistas.

Figura 7.10: Topograf́ıa de Rigopiano con escalas en m. Izquierda: Altura z usada para la simulación
numérica. Derecha: Altura del relieve de la imagen en [30].

Figura 7.11: Vista superior de topograf́ıa de Rigopiano. Escala en m.
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Primero se va considerar una parte del dominio. Se usará un dominio cuadrado de 500 m de largo en cada
lado cuyo centro está en el centro del dominio original, como se muestra en la figura.

Figura 7.12: Topograf́ıa en el dominio completo con sub-dominio de 500 m por lado en el centro (en
blanco).
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En las figuras se muestran la vista superior del relieve en este sub-dominio y los isoniveles de z en el
cuadrado.

Figura 7.13: Topograf́ıa en sub-dominio en vista superior. La posición aproximada del sub-dominio es
x ∈ [400267, 400767], y ∈ [4697323, 4697823].

Figura 7.14: Isoniveles de la topograf́ıa en el sub-dominio. Los valores en los isoniveles se presentan en m.
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Como altura de nieve inicial se tomará una pendiente constante con una altura máxima de 8 m en el borde
del dominio y que llega a 0 m en el isonivel z = 1600 m, como se puede ver en la figura.

Figura 7.15: Altura de nieve inicial. La escala a la derecha está dada en m.

Para la simulación se utilizó una malla uniforme de 2600 celdas cuadradas de 10 m por lado. Se tomó
como datos f́ısicos µ = 0.55, ξ = 2000 y g = 9.8 m/s2. Primero se presenta unas figuras de la simulación
sin incorporar la fricción, para observar el efecto de la fricción en los resultados.
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Figura 7.16: Simulación sin fricción en t = 0 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topograf́ıa en
la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.

Figura 7.17: Simulación sin fricción en t = 10 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topograf́ıa en
la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.
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Figura 7.18: Simulación sin fricción en t = 25 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topograf́ıa en
la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.

Figura 7.19: Simulación sin fricción en t = 50 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topograf́ıa en
la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.
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Ahora se presenta la simulación incluyendo la fricción de Coulomb (µ = 0.55), pero no la fricción turbu-
lenta.

Figura 7.20: Simulación con fricción de Coulomb en t = 0 s. La nieve se muestra en escala de grises y la
topograf́ıa en la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.

Figura 7.21: Simulación con fricción de Coulomb en t = 10 s. La nieve se muestra en escala de grises y la
topograf́ıa en la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.
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Figura 7.22: Simulación con fricción de Coulomb en t = 25 s. La nieve se muestra en escala de grises y la
topograf́ıa en la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.

Figura 7.23: Simulación con fricción de Coulomb en t = 50 s. La nieve se muestra en escala de grises y la
topograf́ıa en la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.

Se realizó la simulación con parámetro para la fricción turbulenta ξ = 2000. Los gráficos de la altura de
nieve en ese caso son iguales a los gráficos sin turbulencia. A continuación se muestra una simulación con
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fricción turbulenta con ξ = 20, en donde śı es posible ver diferencias en los gráficos y observar el efecto de
la turbulencia.

Figura 7.24: Simulación con fricción en t = 0 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topograf́ıa en
la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.

Figura 7.25: Simulación con fricción en t = 10 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topograf́ıa
en la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.

38



Figura 7.26: Simulación con fricción en t = 25 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topograf́ıa
en la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.

Figura 7.27: Simulación con fricción en t = 50 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topograf́ıa
en la escala de la derecha. La escala se encuentra en m.
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Finalmente, se muestra la simulación de la norma de la velocidad de la avalancha, considerando µ = 0.55
y ξ = 2000.

Figura 7.28: Simulación velocidad t = 10 s. Escala dada en m/s2

Figura 7.29: Simulación velocidad en t = 25 s. Escala dada en m/s2
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Figura 7.30: Simulación velocidad en t = 50 s. Escala dada en m/s2
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8. Simulación de avalanchas en coordenadas globales

Los modelos unidimensionales para avalanchas usuales se derivan de un modelo f́ısico con una pendiente
constante. Para estos casos, comúmente se usa como sistema de referencia un eje normal a la superficie
y uno paralelo a éste, con la misma dirección del flujo. Este método es el más sencillo cuando el ángulo
de la pendiente es grande. Este mismo sistema de coordenadas se puede aplicar localmente con los ejes
normales y tangente en cada punto de la superficie (sistema de coordenadas local o LCS). Sin embargo,
este enfoque puede causar problemas en algunas situaciones, como en el caso de paredes laterales o cuando
la dirección es vertical. Para evitar este tipo de problemas, se puede usar un sistema de cordenadas global
(GCS), con eje vertical (y opuesto a la dirección de la aceleración de gravedad) y un eje ortogal en una
dirección horizontal arbitraria.

En lo hecho hasta este punto se ha usado este sistema de coordenadas global, empleando las ecuacio-
nes de Navier-Stokes para derivar las ecuaciones del modelo. Ello implica tomar como supuesto que la
pendiente es muy suave. Esta suposición no es correcta en terrenos empinados como los presentes en los
casos de avalanchas. Por eso en estudio de avalanchas, muchos modelos emplean el sistema de coordenadas
local. Sin embargo, es posible continuar con el sistema de coordenadas global empleando un esquema que
considera el efecto en la velocidad vertical dado por el terreno escarpado. El esquema derivado de este
ánalisis del flujo se explica detalladamente en [42]. Lo que se presentará a continuación se basa principal-
mente en lo desarrollado en este paper, el cual emplea la reoloǵıa de Voellmy-Salm, como se ha usado en
lo realizado hasta esta parte.

8.1. Sistema de ecuaciones diferenciales del modelo

Se considera un flujo unidimensional con una topograf́ıa con una pendiente θ. El sistema de coordenadas
global con ejes x y z usado para el modelo se muestra en la figura. hv es la altura del fluido, zb es la
altura de la topograf́ıa del terreno y ux es la componente en x de la velocidad. En la imagen se observa el
volumen de control (CV) empleado en la derivación de las ecuaciones.
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Figura 8.1: Volumen de control (x es eje horizontal y z es eje vertical). hv es la altura del fluido, zb es la
altura de la topograf́ıa del terreno y ux es la componente en x de la velocidad.

Las ecuaciones bajo este sistema de coordenadas es el siguiente
∂thv + ∂x(hvux) = 0,

∂t(hvux) + ∂x

(
hvu

2
x + gcos2θ

h2
v

2

)
+ gcos2θhv∂xzb = −τ0

ρ

sτx
cosθ

,
(111)

donde el término derecho en la segunda ecuación representa la fricción de Voellmy-Salm y donde θ es el
ángulo de la pendiente de la topograf́ıa. En el caso dinámico la fricción tiene dos partes, una que depende
de la altura hv del fluido y otra que depende de la velocidad ux de éste. Se tiene [42]

τc = µρghvcos
2θ, (112)

τu = ρg
u2
x

ξcos2θ
, (113)

τ0 = τc + τu, (114)

donde ρ es la densidad del fluido, µ es el parámetro de fricción de Coulomb y ξ es el parámetro de la
fricción de trubulenta. Entonces, se tiene

τ0
ρ

= µghvcos
2θ + g

u2
x

ξcos2θ
(115)

Ahora, sτx representa la dirección y está dada por

sτx =
ux
|ux|

cosθ (116)

La derivación de estas ecuaciones se encuentra en [42]. Para el modelo numérico se usará el método de
volumenes finitos. Se utilizará el enfoque de MUSCL-Hancock con limitador minmod y se empleará como
solucionador de Riemann el de Osher-Solomon.
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8.2. Solucionador de Osher-Solomon

Lo que se presenta a continuación se basa primordialmente en [26]. Consideremos un sistema unidimen-
sional hiperbólico de leyes conservaticas dada por

∂tU + ∂xF (U) = 0, (117)

con U = U(x, t) y F es una función de flujo. Se busca una solución numérica mediante el método de
volumenes finitos con la siguiente forma

Un+1
i = Uni −

∆t

∆x
(Fni+1/2 − F

n
i−1/2), (118)

con una discretización como la hecha en la sección 4.1. El esquema de Osher-Solomon [22] es un solucio-
nador de Riemann que considera como flujo

Fi+1/2 =
F (Ui) + F (Ui+1)

2
− 1

2

∫ 1

0

|A(Φ(s))|Φ′(s)ds, (119)

donde A = ∂F
∂U es el Jacobiano de F y Φ es un camino que une Ui y Ui+1. Se tiene

|A(U)| = R(U)|Λ(U)|R−1(U), (120)

donde R es la matriz cuyas columnas son los vectores propios de A, R−1 es su inversa y Λ es la matriz
diagonal con los valores propios. Para reducir la complejidad del cálculo de la integral del flujo, que
depende del camino, Dumbster y Toro propusieron una forma de simplicar este esquema, conocido como
el solucionador Dumbster-Osher-Toro (DOT). En este método, se usa como camino Φ el segmento recto
que une Ui y Ui+1 dado por

Φ(Ui, Ui+1; s) = Ui + s(Ui+1 − Ui). (121)

Luego, se puede usar una fórmula de cuadratura de Gauss-Legendre para aproximar la integral. El flujo
queda dado por

Fi+1/2 =
F (Ui) + F (Ui+1)

2
− 1

2

(
3∑
k=1

wk|A(Ui + sk(Ui+1 − Ui))|

)
(Ui+1 − Ui), (122)

donde para la cuadratura de tres puntos de Gauss-Legendre para s ∈ [0, 1], las posiciones y pesos son

s1,3 =
1

2
±
√

15

10
, s2 =

1

2
, (123)

w1,3 =
5

18
, w2 =

8

18
. (124)

Para el caso de las ecuaciones de Saint Venant se tiene, como se explicó en la sección 3, que

A =
∂F

∂U
=

(
0 1

−u2 + gh 2u

)
. (125)
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8.3. Ejemplo con esquema DOT

A continuación se presenta un ejemplo con el método DOT. Se considera el dominio [-5,5] con altura inicial

h(x) =

 3, si x < 0,

1, si x ≥ 0.
(126)

y velocidad inicial u = 0 m/s. Se considera g = 1 m/s2. En la imagen se muestra la solución numérica
en t = 2 s con el esquema de Lax-Friederichs (LF) con 450 elementos, y con el esquema de DOT con 150
elementos.

Figura 8.2: Gráficos de h y hu en t = 2 s para esquema de Lax-Friedrichs y DOT.
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8.4. Esquema de Osher no conservativo

Ahora consideraremos el esquema de Osher no conservativo para el caso con topograf́ıa. Para ello, el
sistema de Saint-Venant debe ser escrito como un sistema cuasi-lineal agregando la ecuación ∂tz = 0. Se
tiene el sistema

∂tU +A(U)∂xU = 0, (127)

donde

U =

 h
hu
z

 , (128)

A(U) =

 0 1 0
−u2 + gh 2u gh

0 0 0

 . (129)

La extensión del esquema de Osher a sistemas hiperbólicos no conservativos se muestra en [22]. El modelo
numérico no conservativo de volumenes finitos está dado por

Un+1
i = Uni −

∆t

∆x
(D−i+1/2 −D

+
i−1/2) (130)

Para el caso del solucionador de Osher se tiene

D±i+1/2 =
1

2

∫ 1

0

(A(Φ(s))± |A(Φ(s))|)Φ′(s)ds (131)

Como lo hecho en el esquema conservativo, se usa un segmento recto para el camino y se evalúa la integral
mediante la fórmula de cuadratura de Gauss-Legendre. Aśı, tenemos

D±i+1/2 =
1

2

(
3∑
k=1

wk(A(Φ(sk))± |A(Φ(sk))|)

)
(Ui+1 − Ui), (132)

donde
Φ(sk) = Ui + sk(Ui+1 − Ui), (133)

y las posiciones sk y pesos wk están dados en (123) y (124), respectivamente.

8.5. Ejemplo con esquema de Osher no conservativo

En [26] se presenta como un ejemplo un problema de Riemann donde el estado derecho es hL = 3,
uL = 0.5 y zL = 0, y el estado derecho es hR = 2, uR = 2.07 y zR = 0.5, con el dominio x ∈ [−10, 10] y
con la posición inicial de la discontinuidad en xc = 0. Se toma g = 9.81 y se realizó una simulación con
250 elementos hasta el tiempo t = 1 s. En la imagen se muestra la solución con el esquema de Osher no
conservativo.
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Figura 8.3: Gráfico de h+ z en t = 1 s con esquema de Osher no consertivo. Topograf́ıa en azul y altura
de fluido en rojo.

8.6. Esquema no conservativo en coordenadas globales

Se considera el sistema en coordenadas globales visto antes con la ecuación diferencial ∂tzb = 0, para
incluir la topograf́ıa en el modelo numérico. Se tiene

∂thv + ∂x(hvux) = 0,

∂t(hvux) + ∂x

(
hvu

2
x + gcos2θ

h2
v

2

)
+ gcos2θhv∂xzb = −τ0

ρ

sτx
cosθ

,

∂tzb = 0.

(134)

Este sistema puede reescribirse como

∂tU + ∂xF + Γ∂tzb = S, (135)
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donde

U =

 hv
hvux
zb

 , (136)

F =

 hvux

hvu
2
x + gcos2θ

h2
v

2
0

 , (137)

Γ =

 0
gcos2θhv

0

 , (138)

S =

 0

−τ0
ρ

sτx
cosθ
0

 . (139)

La parte homogénea de este sistema es hiperbólica. Se tiene la matriz Jacobiana A dada por

A =

 0 1 0
−u2 + ghcos2θ 2u ghcos2θ

0 0 0

 . (140)

Se aplica entonces el método de Osher no conservativo usando esta matriz para el cálculo del flujo.

8.7. El término fuente de la fricción

Una vez que se obtiene la solución numérica del sistema sin fricción, que denotaremos como Û = (ĥv, ĥvûx, ẑb),
se corrige aplicando el término fuente S para el paso temporal. Se considera el problema de valor inicial
en el paso ∆t dado por 

d

dt
Ui = Si,

Ui(0) = Ûi.
(141)

Se usa el método de Euler impĺıcito, y se tiene

Un+1
i = Ûi + ∆tSn+1

i , (142)

donde Un+1
i es el valor que buscamos para el siguiente paso temporal. La fricción de Voellmy-Salm tiene

dos partes: la parte de Coulomb (Sn+1
i )µ y la parte turbulenta (Sn+1

i )ξ, que depende de la velocidad. Se
puede escribir el sistema como

Un+1
i −∆t(Sn+1

i )ξ = Ûi + ∆t(Sn+1
i )µ. (143)

La primera componente del vector fuente S es cero, por lo tanto, se tiene que (hv)
n+1
i = ĥv. Aśı, conocemos

(Sn+1
i )µ. Por otro lado, (Sn+1

i )ξ es desconocida, pues no sabemos el valor de (ux)i en el tiempo n + 1.
Aśı, en la ecuación anterior, el lado izquierdo tiene la velocidad desconocida y el lado derecho contiene

48



valores conocidos. Obviemos los ı́ndices espaciales y temporales, y sea ux la velocidad que buscamos (en
el tiempo n+ 1 para el elemento i). Se tiene

(Sn+1
i )µ =

 0

−µgĥvcos2θ
0

 , (144)

(Sn+1
i )ξ =


0

−g u2
x

ξcos2θ
0

 . (145)

Como el resto de las componentes son cero, sólo se debe considerar la segunda ecuación. Se tiene

ĥvux + ∆t
gu2

x

ξcos2θ
= ĥvûx −∆tµgĥvcos

2θ. (146)

Se tiene una ecuación no lineal cuya incógnita es ux. Para resolverlo se debe destinguir el caso en que el
flujo se detiene y el caso en que no.

Si |ĥvûx| ≤ ∆µgĥvcos
2θ, entonces la velocidad en el tiempo n+ 1 es cero.

En otro caso, se resuelve la ecuación con el método de Newton-Raphson usando como valor inicial
la velocidad en el tiempo anterior unx .

8.8. Ejemplo en coordendas globales

A continuación se trabaja con un ejemplo extráıdo de [42]. Se testea el método con esquema de recons-
trucción hidrostática usando las ecuaciones en coordenadas globales del sistema (112). El test realizado
consiste en un canal derecho con una pendiente constante y un prisma de nieve con altura constante. El
canal es de 400 m con una pendiente constante de 15°. La nieve ocupa un largo horizontal de 180 m con
una altura normal h0 = 1 m y su borde superior se encuentra 40 m bajando el punto superior del canal.
Los parámetros f́ısicos son µ = 0.23 y ξ = 2000. En la primera imagen se observa la topograf́ıa y el perfil
de nieve (graficando z + 10h para que sea visible). En la otra imagen se ve la simulación en t = 20 s con
el esquema de reconstrucción hidrostática con las ecuaciones en coordenadas globales.
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Figura 8.4: Altura inicial. Topograf́ıa z en rojo. Altura de fluido en azul (z + 10h para que sea visible).

Figura 8.5: Simulación en t = 20 s. Topograf́ıa z en rojo. Altura de fluido en azul (z + 10h para que sea
visible).
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9. Modelo bidimensional en coordenadas globales

El sistema de ecuaciones diferenciales para el modelo bidimensional está dado por

∂thv + ∂x(hvux) + ∂y(hvuy) = 0,

∂t(hvux) + ∂x

(
hvu

2
x + gcos2θ

h2
v

2

)
+ ∂y(hvuxuy) + gcos2θhv∂xzb = −τ0

ρ

sτx
cosθ

,

∂t(hvuy) + ∂x(hvuxuy) + ∂y

(
hvu

2
y + gcos2θ

h2
v

2

)
+ gcos2θhv∂xzb = −τ0

ρ

sτy
cosθ

.

(147)

La derivación de estas ecuaciones se presenta en [42]. De (115) y (116), el sistema queda como

∂thv + ∂x(hvux) + ∂y(hvuy) = 0,

∂t(hvux) + ∂x

(
hvu

2
x + gcos2θ

h2
v

2

)
+ ∂y(hvuxuy) + gcos2θhv∂xzb =

ux
|u|

(
µghvcos

2θ + g

(
u2
x + u2

y

ξcos2(θ)

))
,

∂t(hvuy) + ∂x(hvuxuy) + ∂y

(
hvu

2
y + gcos2θ

h2
v

2

)
+ gcos2θhv∂xzb =

uy
|u|

(
µghvcos

2θ + g

(
u2
x + u2

y

ξcos2(θ)

))
.

(148)
Podemos reescribir este sistema en la forma del modelo de avalanchas (1) de la siguiente manera

∂thv + ∂x(hvux) + ∂y(hvuy) = 0,

∂t(hvux) + ∂x

(
hvu

2
x + g̃

h2
v

2

)
+ ∂y(hvuxuy) + g̃hv∂xzb =

ux
|u|

(
µg̃hv +

g

ξ̃
(u2
x + u2

y)

)
,

∂t(hvuy) + ∂x(hvuxuy) + ∂y

(
hvu

2
y + g̃

h2
v

2

)
+ g̃hv∂xzb =

uy
|u|

(
µg̃hv +

g

ξ̃
(u2
x + u2

y)

)
.

(149)

en donde g̃ = gcos2θ y ξ̃ = ξcos2θ. De esta forma podemos emplear el método de reconstrucción hidrostáti-
ca para este sistema con los nuevos parámetros g̃ y ξ̃. Recordemos que este método permite incorporar la
fricción de Coulomb. Para el caso de la fricción turbulenta, ésta se agrega por medio de splitting, y para
hacerlo se usa el parámetro original g, como se puede observar del sistema de ecuaciones.

9.1. Avalancha Rigopiano con modelo en coordenadas globales

Ahora se presenta una simulación de la avalancha de Rigopiano empleando el sistema de ecuaciones
en coordenadas globales (sistema en (147)). El método numérico es volúmenes finitos con esquema de
reconstrucción hidrostática, modificando los parámetros para el nuevo modelo f́ısico, como se explica en
la sección anterior. Se trabajó con el dominio completo de la región de la avalancha, topograf́ıa que se
muestra en la figura 7.9. Como condición inicial se considera una pendiente constante con una altura
máxima de 2 m que va a 0 m en el isonivel z = 1600 m. Como datos se usó g = 9.8 m/s2, µ = 0.15,
k = g/ξ = 0.002 y un ángulo de pendiente θ = 30°.
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Figura 9.1: Simulación en t = 0 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topograf́ıa en la escala de
la derecha. La escala se encuentra en m.

Figura 9.2: Simulación en t = 15 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topograf́ıa en la escala de
la derecha. La escala se encuentra en m.
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Figura 9.3: Simulación en t = 30 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topograf́ıa en la escala de
la derecha. La escala se encuentra en m.

Figura 9.4: Simulación en t = 45 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topograf́ıa en la escala de
la derecha. La escala se encuentra en m.
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Figura 9.5: Simulación en t = 60 s. La nieve se muestra en escala de grises y la topograf́ıa en la escala de
la derecha. La escala se encuentra en m.

En esta sección, vimos que el modelo f́ısico con un sistema de coordenadas globales es más cercano a
la situación real. También mostramos el método de Osher como un esquema alternativo para tratar el
problema. En las siguientes secciones veremos formas en que mejorar el modelo numérico, considerando
dos opciones: emplear el flujo upwind HLLC, y hacer una extensión de segundo orden.

10. Flujo HLLC

En los ejemplos empleados hasta ahora se ha usado el flujo de Lax-Friedrichs en el esquema de recons-
trucción hidrostática. Para mejorar las simulaciones hechas se puede trabajar con otra froma de calcular
el flujo bajo el mismo esquema. Veremos ahora el solucionador de Riemann HLLC, que puede entregar
mejores resultados para el método. Lo que se muestra a constinuación se basa en lo presentado en [21].
El flujo de este esquema es upwind. Recordemos que estamos trabajando con el siguiente esquema

Un+1
i = Uni −

∆t

∆x
(Fni+1/2 − F

n
i−1/2). (150)
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El flujo con HLLC está dado por

FHLLC =



Fl, si 0 ≤ Sl,

F ∗l , si Sl ≤ 0 ≤ S∗,

F ∗r , si S∗ ≤ 0 ≤ Sr,

Fr, si Sr ≤ 0,

(151)

donde Sl, Sr y S∗ son estimaciones de las velocidades de onda, Fl y Fr son los flujos a izquierda y derecha,
respectivamente, y

F ∗l = Fl + Sl(U
∗
l − Ul), (152)

F ∗r = Fr + Sr(U
∗
r − Ur). (153)

Para el caso de Saint-Venant que nos interesa, se usa para los estados U∗l y U∗r

U∗l = hl

(
Sl − ul
Sl − S∗

) 1
S∗
vk

 , (154)

U∗r = hr

(
Sr − ur
Sr − S∗

) 1
S∗
vk

 . (155)

Se necesitan estimaciones de las velocidades de onda. No es recomendable usar los valores propios del
sistema para estas estimaciones. Se puede usar información de otros solucionadores de Riemann. Definimos

al =
√
ghl, ar =

√
ghr. (156)

Entonces, fijamos
Sl = ul − alql, S∗ = u∗, Sr = ur − arqr, (157)

qk =


1, si h∗ ≤ hk,√

1
2

(
h∗+hk

h2
k

)
, si h∗ ≥ hk,

(158)

con k = l, r. Para valores de h∗ y u∗ se puede usar

hs =
1

2
(hl + hr)−

1

4
(ur − ul)

(
hl + hr
al + ar

)
, (159)

us =
1

2
(ul + ur)−

1

4
(hr − hl)

(
al + ar
hl + hr

)
. (160)
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10.1. Ejemplos para solucionador de Riemann HLLC

A continuación se presenta el segundo ejemplo de la sección 4.6, que fue extráıdo de [11]. Recordemos
que el intervalo del dominio es [0,40] y se usó g = 9.81 m/s2. La condición inicial es h = 4 m y u = 10/4
m/s. La topograf́ıa z está dada por

z(x) =

 0.48
(

1−
(
x−20

40

)2)
si |x− 20| ≤ 4,

0 en otro caso.
(161)

Se presenta el nivel del fluido a t = 1 s con el flujo de Lax-Friedrichs y con HLLC, usando para ambos casos
50 elementos. Se presenta como solución de referencia el resultado numérico con el flujo de Lax-Friedrichs
con 3000 elementos.

Figura 10.1: Altura de fluido inicial h y topograf́ıa z.
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Figura 10.2: Nivel del fluido a t = 1 s. Solución de referencia con 3000 elementos, solución de comparación
Lax-Friedrich y HLLC hecha con 50 elementos.

También se presenat el caso bidimensional sin fricción de la sección 6 con el flujo HLLC, empleando 80000
elementos. Este ejemplo se encuentra en [18]. El dominio es [0, 2] × [0, 1] y se usó g = 1 m/s2. Las
condiciones iniciales son

w(x, y, 0) = 1, u(x, y, 0) = 0.3, v(x, y, 0) = 0, (162)

con w = z + h. La topograf́ıa z es

z(x, y) = 0.5exp(−25(x− 1)2 − 50(y − 1)2). (163)

En la primera imagen se muestra la topograf́ıa y el nivel de fluido inicial. En la segunda imagen se muestra
la simulación del nivel del fluido en t = 0.07 s.
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Figura 10.3: Condición inicial de la altura y topograf́ıa. Escala en m.

Figura 10.4: Simulación altura con HLLC para t = 0.07 s. Escala en m.
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11. Extensión a segundo orden

Otra forma de obtener mejores resultados en las soluciones numéricas es usar un esquema bien balanceado
de segundo orden. El método general para una dimensión entregado a continuación se deriva de [11]. Se
define una reconstrucción de segundo orden como un operador que a cada valor (Ui, Zi) = (hi, hiui, Zi),
i ∈ Z, le asocia los valores (Ui+1/2−, Zi+1/2−) y (Ui+1/2+, Zi+1/2+) y cumple que

Ui =
Ui−1/2+ + Ui+1/2−

2
, (164)

y si para una función suave U(x) se tiene

Ui =
1

∆xi

∫
Ci

U(x)dx, i ∈ Z, (165)

entonces se tiene que
Ui+1/2− = U(xi+1/2) +O(H2), (166)

Ui+1/2+ = U(xi+1/2) +O(H2), (167)

donde H = sup
i

∆xi. Aśı, se puede definir un modelo se segundo orden de la siguiente forma

Un+1
i = Uni −

∆t

∆xi
(Fi+1/2− − Fi−1/2+ − δFi), (168)

con
Fi+1/2− = Fl(U

n
i+1/2−, U

n
i+1/2+, Z

n
i+1/2−, Z

n
i+1/2+), (169)

Fi+1/2+ = Fr(U
n
i+1/2−, U

n
i+1/2+, Z

n
i+1/2−, Z

n
i+1/2+), (170)

δFi = Fc(U
n
i−1/2+, U

n
i+1/2−, Z

n
i−1/2+, Z

n
i+1/2−), (171)

donde Fc es el flujo centrado. Para las ecuaciones de Saint-Venant se puede usar la siguiente reconstruc-
ción de segundo orden. Se denotan los valores reconstruidos como Ui+1/2± = (hi+1/2±, hi+1/2±ui+1/2±).
Entonces, se tiene

hi−1/2+ = hi −
∆xi

2
Dhi, (172)

hi+1/2− = hi +
∆xi

2
Dhi, (173)

ui−1/2+ = ui −
hi+1/2−

hi

∆xi
2
Dui, (174)

ui+1/2− = ui −
hi−1/2+

hi

∆xi
2
Dui, (175)

donde las pendientes Dhi y Dui son la reconstrucción minmod dada por

DUi = minmod

(
Ui − Ui−1

(∆xi−1 + ∆xi)/2
,

Ui+1 − Ui
(∆xi + ∆xi+1)/2

)
, (176)
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donde

minmod(x, y) =


min(x, y), si x, y ≥ 0,

max(x, y), si x, y ≤ 0

0, en otro caso.

(177)

Para Zi se realiza reconstrucción minmod sobre ζi = ghi + Zi, obteniéndose ζi+1/2±. Luego, se tiene

Zi+1/2± = ζi+1/2± − ghi+1/2±. (178)

Ahora, veamos la definición del flujo centrado Fc. Se puede usar

Fc(Fl, Fr,∆Z) =

(
0

−h∗∆Z

)
, (179)

donde

h∗ =
hl + hr

2
. (180)

Para mantener la aproximación de segundo orden en el tiempo, se puede usar el método de Heun [11].
Podemos reescribir el sistema de (168) de la siguiente forma

Un+1 = Un + ∆tΦ(Un). (181)

El esquema de segundo orden en el tiempo estará dado por

Ũn+1 = Un + ∆tΦ(Un)

Ũn+2 = Ũn+1 + ∆tΦ(Ũn+1)

Ũn+2 =
Un + Ũn+2

2

(182)

Para que el esquema sea de segundo orden tanto en espacio como tiempo, el flujo numérico no debe
depender en ∆t. Para los ejemplos de la siguiente sección, emplearemos el flujo numérico de Rusanov,
dado por

FRus(Ul, Ur) =
1

2
(F (Ul) + F (Ur)− s(Ur − Ul)), (183)

donde s = máx(|ul|+
√
ghl, |ur|+

√
ghr) [21].
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11.1. Ejemplo numérico

Tratamos el ejemplo unidimensional de la sección 9.1 para comparar el esquema de primer orden con
el de segundo orden. Para ambos casos se muestra la solución numérica con 50 elementos para t = 1
s. Se presenta como solución de referencia el resultado con el esquema de primer orden hecho con 3000
elementos.

Figura 11.1: Nivel de fluido en t = 1 s. La solución de referencia se realizó con 3000 elementos. Soluciones
numéricas de primer y segundo orden fueron hechas con 50 elementos.

A continuación se presenta otro ejemplo de [11]. El dominio es [0,25] y g = 9.81 m/s2. Los datos iniciales
son h = 0.33 m y u = 0.18/0.33 m/s. La topograf́ıa es

z(x) =

 0.2− 0.05(1− (x− 10)2) si 8 ≤ x ≤ 4,

0 en otro caso.
(184)

El tiempo final t = 200 s. Para la solución de referencia se usaron 500 elementos. Para las soluciones
numéricas del esquema de primer orden y de segundo orden se usaron 50 elementos.
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Figura 11.2: Nivel de fluido en t = 200 s. La solución de referencia se realizó con 500 elementos. Soluciones
numéricas de primer y segundo orden fueron hechas con 50 elementos.
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12. Conclusión

Chile es un páıs montañoso y por lo tanto se enfrenta a desastres de avalanchas. Sin embargo, no existe
un programa oficial que se encargue de entregar alertas de avalanchas y existen vaćıos en la prevención de
los efectos de estos eventos [17]. Es por esto que creemos que es muy importante construir herramientas
numéricas para simular el flujo de avalanchas. Gracias a este tipo de instrumentos, se puede determinar
el riesgo de ciertas zonas expuestas y tomar decisiones preventivas para disminuir los daños.

En este trabajo se estudiaron modelos de avalanchas por medio del método de volúmenes finitos con
esquemas bien balanceados. Se trabajó con las ecuaciones de Saint-Venant con reoloǵıa de Voelmy-Salm,
que incluye como términos fuente la topograf́ıa del terreno y la fricción. Se utilizó un esquema numérico
no conservativo con reconstrucción hidrostática.

Primero se estudió este modelo numérico en una dimensión y en dos dimensiones, sin considerar la fricción.
El esquema es bien balanceado, consistente y estable. Se probó este método para distintos ejemplos y se
mostraron los resultados, tanto para el caso unidimensional como el bidimensional.

Para la fricción, se tuvó que considerar su efecto en dos partes. La fricción de Coulomb puede incor-
pararse al esquema no conservativo. Para la fricción turbulenta, se desarrolló un esquema de splitting para
asegurar la estabilidad del modelo. El método fue testeado con los ejemplos desarrollados en [27], con un
caso unidimensional con pendiente constante y un caso bidimensional con topograf́ıa de pendiente suave.

Finalmente, se analizó el caso de la avalancha de Rigopiano, Italia, ocurrida el 2017. Con los datos de
la topograf́ıa, supuestos de las condiciones iniciales y estimaciones de los parámetros f́ısicos se realizaron
simulaciones de la avalancha en una área reducida de la región. Se observó el efecto de la fricción en
el modelo, testeando el método numérico para tres casos: sin fricción, con fricción de Coulomb pero sin
fricción turbulenta, y con la fricción total. Se descubrió que para el esquema numérico el efecto de la
turbulencia no era perceptible, a menos que se modificará el valor del parámetro de fricción turbulenta.

En casos de avalanchas el ángulo de pendiente es muy grande, por lo que otro tipo modelo es necesa-
rio para encontrar resultados más precisos. Para explorar otra alternativa, se trabajó con un modelo en
coordenadas globales. Se trabajó con un esquema de Osher en una dimensión para este sistema. También se
adaptó el esquema de reconstrucción hidrostática para las ecuaciones en coordenadas globales. Este nuevo
esquema fue aplicado para la avalancha de Rigopiano. En esta simulación se empleó todo el dominio y
se trabajó con estimaciones más razonables para los parámetros de fricción y para la altura de nieve inicial.

Con estos cambios, se ha mejorado la presición los resultados anteriores. Sin embargo, todav́ıa se pueden
hacer mejoras. Se puede buscar otros modelos f́ısicos más complejos que describan de manera más realista
las caracteŕısticas del flujo de la avalancha. También, se puede trabajar con modelos numéricos más exac-
tos, sobre todo para la inclusión de la fricción y del efecto en la velocidad por el ángulo de la pendiente.
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En lo que respecta al trabajo a futuro, existen varias alternativas para continuar con lo hecho en este
trabajo. Se puede extender el método de Osher en coordenadas globales para el modelo bidimensional y
aplicarlo para el caso de la avalancha de Rigopiano. Se puede mejorar el orden de convergencia del esquema
numérico empleado. También, se pueden hacer estimaciones de parámetros f́ısicos y validar el modelo.

Finalmente, pueden buscarse aplicaciones para avalanchas en Chile. El cambio climático tiene un impor-
tante efecto en las condiciones de los lugares con acumulaciones de nieve. Algunas zonas pueden volverse
más inseguras y pueden producirse cáıdas de nieve de manera más impredecible. Chile tiene que enfrentar-
se a este tipo de problemas. Para combatir estas situaciones, se debe trabajar con distintos métodos que
ayuden a construir planes de prevención. Se debe invertir en sitios para monitorear y analizar avalanchas,
aśı como entrenar a profesionales para el estudio de este tipo de eventos.

Creemos que el trabajo en modelos numéricos para complementar este tipo de actividades es muy im-
portante. Si se puede construir una herramienta numérica que sea exacta y rápida en la creación de
simulaciones, se podŕıa disponer de una fuente sencilla y barata de información para posibles avalanchas.
Puede ayudar en la creación de alertas de avalanchas y en la toma de medidas de prevención de daños.
Aunque el trabajo en programación computacional puede tener limitaciones (tanto en el modelo f́ısico
como en el esquema numérico), creemos que es posible avanzar hacia una herramienta que pueda realizar
estos objetivos. Validar este tipo de modelos con situaciones reales (en laboratorio o datos en terreno)
es muy importante. También es relevante observar lo que se ha hecho en otros páıses que se enfrentan a
desaf́ıos similares y buscar colaboraciones en lo que sea posible. Queda mucho por lo que trabajar en esta
área. Este trabajo ha sido un primer acercamiento en crear instrumentos de este tipo y estudiar simula-
ciones numéricas de avalanchas. Esperamos que en el futuro se avance más con estas ideas y se puedan
aplicar a situaciones prácticas.
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[16] S. P. Pudasaini y K. Hutter. Avalanche dynamics: dynamics of rapid flows of dense granular ava-
lanches. Springer Science y Business Media, 2007.

[17] L. Ramı́rez y J. Mery. “Las avalanchas en Chile: efectos y sistemas de control”. En: Revista de la
Construcción (2007).

[18] Steve Bryson y col. “Well-Balanced Positivity Preserving Central-Upwind Scheme on Triangular
Grids for the Saint-Venant System”. En: ESAIM Mathematical Modelling and Numerical Analysis
(2008).

[19] E.D. Fernandez-Nieto y col. “A new Savage–Hutter type model for submarine avalanches and gene-
rated tsunami”. En: Journal of Computational Physics (2008), págs. 7720-7754.
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