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Capitulo 1

Introduccion

En epidemiologia la transmisién de enfermedades en una poblacién se describe por medio
del modelo propuesto por William O. Kermack y Anderson G. McKendrick en 1927 [Kermack
and McKendrick, 1927], el cual consta de un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias
que asume que la poblacién se divide en grupos mutuamente excluyentes (o clases) tales
como: susceptibles, infectados y removidos/recuperados; que supone que la poblacién estd
mezclada de manera homogénea y que el proceso epidémico es determinista. No obstante, en
la realidad los organismos se mezclan de manera no homogénea, se distribuyen en el espacio
y generalmente interactiian con el entorno fisico y con otros organismos. Hay evidencia
considerable que el espacio puede afectar la dindmica de las poblaciones ( [Cantrell and
Cosner, 2003]) y estas consideraciones pueden ser representadas de manera simple por el
término de difusién.

Desde su creacion, el modelo Kermack-McKendrick ha evolucionado considerando: otras
clases como expuestos, asintomaticos o en cuarentena; efectos demograficos como nacimien-
tos, muertes, inmigracion o emigracion; heterogeneidad de la poblacion clasificando a grupos
por edad, género, étnia o grupo social; y otros comportamientos de dispersion espacial mas
complejos que la simple difusiéon como conveccion, adveccion, taxis, quimiotaxis o difusién
cruzada.

Los modelos matematicos basados en el modelo compartimental de Kermack-McKendrick
se han utilizado para describir la propogacion de enfermedades infecciosas tales como hantavi-
rus, influenza A /HIN1, VIH, tuberculosis, célera, hepatitis, ébola, COVID-19, etc. Entender
el comportamiento de estas enfermedades es esencial para la vigilancia de la salud publica y
la implementacion de medidas o estrategias reactivas que permitan minimizar el nimero de
infectados en la poblacién. Por ejemplo, en [Biirger et al., 2018] se describe la transmisién del
hantavirus en roedores utilizando un modelo espacio-temporal que divide a la poblacién en
susceptible-expuesto-infectado-recuperado (SEIR), que distingue entre subpoblaciones mas-
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culinas y femeninas, y que la describe como un sistema de conveccién-difusién-reacciéon; o
como en [Biirger et al., 2016] en donde se desarrolla un modelo espacio-temporal SEIR de
transmisién de la influenza A/HIN1 en el ano 2009 en Chile.

En el presente trabajo se propone un modelo para la propagacion de enfermedades entre
dos poblaciones. Las poblacciones H; y Hy estan confinadas en las regiones espaciales €2y y
(2, respectivamente, e interactiian entre ellas en una region comun a §2; y €2y denotada por
Q). La enfermedad nace en la poblacion H; y se propaga hacia la poblacion Hy por medio del
contacto entre un individuo infectado de la poblacién H; y un individuo susceptible de la
poblacién H,. En la poblacién H; la enfermedad serd descrita por el modelo SIS (susceptible-
infectado-susceptible) con difusién y su coeficiente de contagio serd una funcién que depende
de los parametros de control «, v v t., y de la variable temporal, por su parte la enfermedad
en la poblaciéon H, seréd descrita por el modelo SIR (susceptible-infectado-recuperado) con
difusién y sus coeficientes de contagio seran constantes.

El modelo propuesto es una simplificacién del modelo presentado en [Anaya et al., 2015]
y es el resultado de acoplar los modelos SIS y SIR con difusion, consiste en una ecuacion
de reaccion-difusion con coeficientes de difusién constantes, no incluye términos: no-locales,
no-lineales ni cruzados, es de la forma:

% = dAU+ F<t7a777t67u)

y se llamard modelo espacio-temporal. Si no se considera el término de difusién entonces se

obtiene: p
d_;b = F(t,a,7,t.,u)

el cual se denominara modelo temporal. En ambos modelos u es la variable de estado.

El modelo temporal es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales y se
hace uso de la teoria clasica para probar existencia y unicidad de la solucion, ademas se
logra mostrar que dicha solucién depende de los pardmetros de control y se obtienen algunas
propiedades de ella. Por otro lado, el modelo espacio-temporal consiste en dos sistemas
de ecuaciones diferenciales parciales (con dominios espaciales distintos) acoplados y que
interactian en la regién espacial Q. Para probar existencia, unicidad y dependencia de los
parametros de control de la solucién del modelo, el sistema se resuelve desde la teoria de
Co-semigrupos y se concibe como el acople de problemas abstractos de Cauchy semilineales
en dominios espaciales diferentes.

Desde ambos modelos es posible extraer informacion epidemioldgica de interés como
la tasa de incidencia de la enfermedad, incidencia acumulada de la enfermedad, la cantidad
maxima de individuos infectados o el tiempo de extincion de la enfermedad en cada poblacién.
Uno de los objetivos de este trabajo es verificar si la variacién de los parametros de control
tienen un efecto en el comportamiento de la enfermedad en la poblaciéon Hs analizando si
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el cambio de ellos afecta los indicadores epidemiolégicos (también llamados cantidades de
interés) de manera significativa, y si lo hace entonces el siguiente objetivo es encontrar los
valores de dichos pardmetros que afecten a las cantidades de interés de forma que éstos
indiquen que el impacto de enfermedad en la poblaciéon Hy sea menor.

El andlisis del efecto de los parametros de control sobre la solucién de los modelos (tem-
poral y espacio-temporal) y sobre las cantidades de interés se desarrolla numéricamente,
en el caso del modelo temporal se emplea el esquema de Euler explicito para encontrar su
solucién y las cantidades de interés asociadas a él. En el caso del modelo espacio-temporal,
el andlisis se hace en dimensién espacial 1 y se emplea el esquema de diferencias finitas de
Crank-Nicolson. A partir de este andlisis se escogen las cantidades de interés que definiran
la funcién objetivo del problema de optimizacion que surge de minimizar tales indicadores.

En este trabajo se desea encontrar el valor del parametro que minimiza cierto funcional
formado por las cantidades de interés, sin embargo la bisqueda puede tener como objetivo
encontrar el conjunto de parametros que hace que el modelo propuesto represente de mejor
manera a ciertos datos observados, tal como en [Coronel et al., 2019] en donde el problema
consiste en la determinacién de los coeficientes en los términos de reaccién a partir de una
observacién de las variables de estado en el tiempo final del proceso (problema de identi-
ficacién), se aplica una metodologia basada en la optimizacién con ecuaciones diferenciales
parciales como restricciones y se reformula el problema inverso como un problema de opti-
mizacién para una funcién de costo apropiada; o como en [Biirger et al., 2021] en donde se
trabaja con modelos de crecimiento fenomenoldgicos (los que requieren un nimero pequeno
de pardmetros para describir los patrones de crecimiento de una epidemia) y se propone un
estudio sistematico para precisar las diferencias entre los PGMs (phenomenological growth
models) y para determinar cémo éstos pueden explicar la capacidad de ciertos modelos, en

comparaciéon con otros, para adaptarse de mejor manera a los datos (Influenza, Ebola y
COVID-19).

Ahora bien, la teorfa de Cy-semigrupos ofrece una forma explicita de la solucién del
modelo espacio-temporal que junto con las propiedades de F'y supuestos adecuados permiten
mostrar la existencia del 6ptimo del problema de optimizacién. Basado en [Berres et al., 2005]
y [Hinze et al., 2009], se calcula el gradiente continuo y el gradiente discreto de la funcién
objetivo por medio del cédlculo del lagrangiano para encontrar el éptimo, y se muestra la
existencia de la solucién de los respectivos problemas adjuntos. Se procede de forma analoga
para el modelo temporal.

Por 1ltimo, se resuelve numéricamente cada uno de los problemas de optimizacién hacien-
do uso del gradiente discreto y de los métodos numéricos generados por la funcién fmincon
de MATLAB. Se analiza el rendimiento y la solucién entregada por cada uno de los métodos
con los que trabaja fmincon, y se presta especial atencion en determinar si proporcionar el
gradiente discreto beneficia la bisqueda del 6ptimo.
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El procedimiento descrito consta de un parte tedrica y otra de experimentacion numérica,
y se presenta en esta tesis de la siguiente manera:

= Capitulo 2 - Modelo de Propagacién de Enfermedades: se describe la obtencién
del modelo de reaccion-difusién que se estudiara.

= Capitulo 3 - Planteamiento del Problema: se exponen los objetivos de este tra-
bajo. Desde un punto de vista epidemiologico se detallan las cantidades de interés que
daran origen a la funciéon objetivo con la que se trabaja.

= Capitulo 4 - Modelo Temporal: se prueba existencia y unicidad de la solucion del
modelo temporal y se muestra que ella depende de los pardmetros de control.

= Capitulo 5 - Modelo Espacio-Temporal: se presentan definiciones y resultados
elementales de espacios de sobolev y teoria de Cy-semigrupos los que seran usados
para probar existencia y unicidad de la soluciéon del modelo espacio-temporal ademés
de dependencia con respecto a los parametros de control.

s Capitulo 6 - Optimizacion: se definen los problemas de optimizaciéon asociados a
cada modelo y se muestra la existencia del éptimo. Se calculan los gradientes continuos
y discretos de la funcion objetivo por medio del calculo del lagrangiano y se prueba la
existencia de la solucién de los problemas adjuntos.

= Capitulo 7 - Analisis de Sensibilidad: se analiza numéricamente la respuesta a la
variacién de los parametros de control de las soluciones y de las cantidades de interés
que se obtienen desde cada modelo. Se define la funcién objetivo con la que se trabaja
en el problema de optimizacion.

» Capitulo 8 - Resultados Numéricos de Optimizacién: se resuelven numérica-
mente los problemas de optimizacién presentados en el capitulo 6. Se encuentra el
optimo a través de los métodos numéricos proporcionados por la funcién fmincon de
MATLAB y se comparan sus rendimientos (uno de estos métodos utiliza el gradiente
discreto calculado en el capitulo 6).



Capitulo 2

Modelo de Propagacion de
Enfermedades

Las epidemias han tenido un impacto relevante en el desarrollo de los eventos a lo largo de
la historia. La Peste Negra, ahora identificada como probablemente la bubédnica, fue causada
por un organismo (Bacillus pestis) y transmitida por pulgas al hombre (principalmente de
ratas negras), invadié Europa desde el siglo sexto y se extendié desde Asia hacia Europa
en varias olas durante el siglo XIV comenzando en 1346, y se estima que caus6 la muerte
de hasta un tercio de la poblacion de Europa entre 1346 y 1350. La enfermedad resurgio
regularmente en varios partes de Europa durante més de 300 anos (especialmente como la
Gran Plaga de Londres de 1665-1666) para luego retirarse gradualmente del continente. Mas
del 15 % de la poblacién de Londres murid, la peste aparecié de repente, crecié en intensidad
y luego desaparecié dejando parte de la poblacion sin ser afectada.

Hasta principios del siglo pasado existian pocos trabajos sobre modelos matematicos que
estudiaran el comportamiento de las enfermedades. Una excepcién interesante es un articulo
de Daniel Bernoulli escrito en 1760 (publicado en 1766) que analiza las muertes por viruela
y estaba dirigido a influir sobre las politicas ptublicas para que en ellas se considerara la
variolacién (una técnica de inyeccién de una cepa leve del virus de la viruela para inducir
inmunidad contra la enfermedad completa). Sin embargo, a principios del siglo XX se realiz6
un trabajo més sistematico sobre el modelado de enfermedades. William Heaton Hamer,
quién estaba interesado en la recurrencia regular del sarampién, y Ronald Ross, quién obtuvo
un premio Nobel en 1902 por demostrar que la malaria fue transmitida por mosquitos,
propusieron hipdtesis sobre la transmisién de enfermedades infecciosas e investigaron sus
consecuencias a través de modelos matematicos.

Basado en estos trabajos, W.0. Kermack y A.G. McKendrick publicaron en 1927 un
articulo cldsico: A contribution to the mathematical theory of epidemics [Kermack and Mc-
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Kendrick, 1927] cuyas predicciones son muy similares al comportamiento observado en la
Peste Negra y en otras innumerables epidemias. En este articulo se descubre una condicién
para la propagacién de una enfermedad (condicién del umbral) y se brinda una forma para
predecir el tamano final de una epidemia.

El modelo de Kermack-McKendrick se basa en supuestos relativamente simples sobre
las tasas de transferencia entre las diferentes clases de miembros de la poblacién y en él se
asume que la poblacién esta mezclada de manera homogénea. La teoria basada en la condicién
del umbral se ha extendido a modelos mucho mas complejos que incluyen mecanismos de
dispersion espacial y se ha complementado con la teoria de control para optimizar politicas
de salud publica.

2.1. Modelo epidémico simple de Kermack-McKendrick

El modelo supone que la poblacién en estudio estd mezclada de manera homogéneal,
la divide en grupos mutuamente excluyentes - compartimentos - y asume que el proceso
epidémico es determinista, es decir, que el comportamiento de la enfermedad esta determi-
nada completamente por su historia (depende del tiempo) y que las interrelaciones dindmicas
entre los compartimentos estan descritas por las tasas de transferencia entre ellos (o tasas

de flujo).

En principio, la poblacién serd dividida en tres compartimentos (o clases) etiquetadas
como S, Iy R:

» Susceptibles - S(¢): denota al nimero de individuos en el tiempo ¢ sanos y sin inmunidad
al agente infeccioso y que por tanto pueden ser infectados al ser expuestos a éste.

» Infectados - I(%): es el nimero de individuos afectados por la enfermedad y que pueden
transmitirla por contacto a los individuos susceptibles.

» Recuperados - R(t): es el numero de aquellos individuos inmunes, aislados y/o que
fueron infectados y que se recuperaron, pero que una vez recuperados son inmunes a
la enfermedad y en consecuencia no afectan a la transmisién de la esta.?

Se hara uso de la terminologia ST R para describir una enfermedad que confiere inmunidad
contra la reinfecciéon y para indicar que el paso de los individuos entre las clases es desde la
clase susceptible S hacia la clase infectados I y desde ésta hacia la clase recuperados R (las

Idicho de un conjunto: formado por elementos iguales.
2esta caracterizacién es diferente de la perspectiva epidemioldgica pero a menudo son equivalentes desde
un punto de vista que considera sélo el estado del individuo con respecto a la enfermedad.
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epidemias suelen ser enfermedades de este tipo). Por otra parte, se empleard la terminologia
S1S cuando la poblacion es dividida en solo dos clases, para describir una enfermedad sin
inmunidad contra la reinfeccion y para indicar que la transferencia de los individuos es desde
la clase susceptible hacia la clase infectados y viceversa (por lo general, las enfermedades
causadas por un virus son del tipo STR, mientras que las enfermedades causadas por bacterias
son del tipo SIS). El proceso de transmisién se representa por medio del siguiente diagrama

de transferencia;:

Figura 2.1: Flujo de transferencia de los modelos SIR (arriba) y SIS (abajo)

El objetivo del modelo es rastrear el nimero de individuos en cada uno de los tres
compartimentos en un momento ¢ dado, para ello se considera un pequeno intervalo de tiempo
[t,t + At] y el cambio neto de la cantidad de individuos que pertenecen al compartimento
(AS, AI y AR respectivamente). En el diagrama de transferencia, las flechas indican la
direccion del movimiento individual y en consecuencia el cambio neto de la cantidad de
individuos en un compartimento es la cantidad de individuos que entran menos la cantidad
de individuos que salen de él durante el intervalo de tiempo. Aplicando este principio a cada
compartimento, el modelo SIR se puede expresar como:

AS(t) = S(t+ At)—S(t) = — Nuevos Infectados
AI(t) = I(t+At)—1I(t) = + Nuevos Infectados — Transferidos hacia R 3 (2.1)
AR(t) = R(t+At)—R(t) = + Transferidos hacia R

A partir del cambio neto (por ejemplo: AS) es posible obtener la razén de cambio pro-
medio (i—f) y si At tiene a 0, se obtiene la razén de cambio o tasa de cambio instantdnea

de la cantidad S en el tiempo t, esto es, se obtiene una derivada con respecto al tiempo o
tasa de transferencia (%), y como resultado los modelos son formulados inicialmente como
ecuaciones diferenciales 3.

El modelo (2.1) se basa en los siguientes supuestos:

3al formular modelos en términos de las derivadas también se estd asumiendo que el niimero de individuos
en un compartimento es una funcién diferenciable en el tiempo.
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(1) Si N > 0 es la cantidad total de individuos de la poblacién y [ es el coeficiente de
transmision, probabilidad de contagio de una persona por unidad de tiempo o el nimero
promedio de contactos suficientes para la transmisién de la enfermedad, entonces la
fraccién de individuos infectados es I/N y por tanto (5I)/N es el nimero promedio
de contactos con infectados por unidad de tiempo de un individuo susceptible, y en
consecuencia, S(GI)/N es el nimero de nuevos infectados por unidad de tiempo por
cada uno de los miembros de S(t) ( [Ma and Xia, 2008], p.19).

(77) La tasa de transferencia desde un compartimento es proporcional al nimero de indi-
viduos en él, por tanto la tasa de transferencia de I a R (tasa de recuperacién) puede
escribirse como v/ (t) (la fraccién de infectados que se recuperan por unidad de tiempo
es una constante v > 0).

(73) Se ignoran fendémenos demogréficos en la poblacién (no se consideran nacimientos,
muertes naturales, emigracién o inmigraciéon) y se asume que la duracién de la enfer-
medad es corta en comparacion con el tiempo de vida de los huéspedes, en consecuencia
el tamano de la poblacién es constante:

S(t)+1I(t)+ R(t)=N

(iv) El periodo de incubacién es lo suficientemente corto de modo que serd despreciado
(no hay periodo de latencia!) y por consiguiente cuando un individuo de la clase S es
infectado pasa de inmediato a la clase I.

por tanto, el conjunto de ecuaciones (2.1) queda asi:

asi) 8 )

Ll 00

T B s 1) (2:2)
%f) = () )

De forma analoga se obtienen las ecuaciones para el modelo S1.S:
AS(t) = S(t+At)—S(t) = — Nuevos Infectados + Nuevos Susceptibles

AI(t) = I(t+At)—1(t) = + Nuevos Infectados — Nuevos Susceptibles

4es el tiempo que pasa desde la exposicién a algo que puede causar una enfermedad (como radiacién o
un virus) hasta la aparicién de sintomas.
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pero en este caso los infectados que pueden recuperarse de la enfermedad no gozan de inmu-
nidad y si bien la transmisién de la enfermedad se rige por los mismos supuestos (i) y (iv),
en el supuesto (iz) los individuos recuperados regresan a la clase S a una tasa v/ en lugar
de pasar a la clase R y en (iii) se considera:

S(t)+I(t) =N

luego, las ecuaciones diferenciales para el modelo STS son:

%f) - —%S(t)l(t)wLﬂ(t)
(2.3)
dil_? _ %S(t)](t)—’ﬂ(t)

Los modelos compartimentales basicos que describen el comportamiento de las enferme-
dades transmisibles estan contenidas en tres articulos escritos por Kermack y McKendrick en
1927, 1932 y 1933. Lo que a menudo se llama el modelo epidémico Kermack-McKendrick es
en realidad un caso especial del modelo general presentado en estos documentos (el modelo
general incluye la dependencia de la edad de infeccion, es decir, el tiempo transcurrido desde
la infeccién). El caso especial del modelo propuesto por Kermack y McKendrick en 1927 es
el presentado en (2.2) y (2.3), y son las bases del modelo que se utiliza en este trabajo.

(B/N)SI v

Figura 2.2: Flujo de transmisién del modelo STR con sus tasas de transferencias.

yl

(B/N)SI

Figura 2.3: Flujo de transmisién del modelo SIS con sus tasas de transferencias.
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2.2. Difusiéon y Modelo de Propagacién de Enfermeda-
des entre dos Poblaciones

Los modelos que se han descrito asumen que todos los individuos de la poblacion experi-
mentan el mismo entorno homogéneo, sin embargo, en la realidad los organismos se mezclan
de manera no homogénea, se distribuyen en el espacio y tipicamente interactian con el en-
torno fisico y con otros organismos. Hay evidencia considerable que el espacio puede afectar
la dindmica de las poblaciones y la estructura de las comunidades ( [Cantrell and Cosner,
2003]), por tanto tener presente estas consideraciones ayudara a obtener un modelo que se
ajuste de mejor manera a la realidad.

Dichas consideraciones pueden describirse por medio del proceso de difusién. El concep-
to de difusién puede verse aproximadamente como la tendencia de un grupo de particulas
inicialmente concentradas cerca de un punto en el espacio a extenderse en el tiempo ocupan-
do gradualmente un drea cada vez mas grande alrededor del punto inicial. Aqui el término
particulas no solo se refiere a particulas fisicas, sino también a individuos de una poblacion
bioldgica o a cualquier otra unidad identificable y el término espacio no se refiere sélo al espa-
cio euclidiano ordinario sino que también sera un espacio abstracto como un nicho ecolégico
( [Cantrell and Cosner, 2003]).

Los modelos de difusién pueden derivarse como los limites a gran escala de los modelos
de dispersion basados en caminatas aleatorias, o bien, también puede derivarse de la Ley de
Fick, ley que describe el flujo de una sustancia difusora en términos de su gradiente (en este
caso el flujo neto de la poblacion) y es esta ultima descripcion la que se considerara en este
trabajo (para mds informacién sobre caminatas aleatorias y Ley de Fick ver [Okubo and
Levin, 2001], [Cantrell and Cosner, 2003] y [Murray, 2002]).

2.2.1. Difusion

La difusion es el fenémeno por el cual un grupo de particulas en su conjunto se extiende
segin el movimiento irregular o aleatorio de cada particula, es decir, cuando el movimiento
microscopico irregular de cada particula da lugar a un movimiento macroscépico regular del
grupo total de particulas (regularidad macroscépica), el fendmeno de difusién surge.

La teorfa clésica de difusién (Ley de Fick) menciona que la cantidad de materia trans-
portada en la direccién z (en una dimensién) a través de una unidad de drea en una unidad
de tiempo - flujo J, - es proporcional al gradiente de la concentracion de la materia, es decir:

x Y

ou

donde u es la concentracion de la materia, d es el coeficiente de difusion, difusividad o tasa
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de movimiento y el signo menos indica que la difusiéon transporta materia desde una alta a
una baja concentracién. Haciendo uso de la Ley de Fick (2.4) se puede obtener:

%= = 5:(5)

Si d se considera constante, entonces:

ou_
ot Ox2

y extendiendo a un espacio de dimension mayor, la ecuacién de difusiéon queda como:

ou

Ahora bien, supéngase que la poblacién en estudio se distribuye espacialmente en una
regién ). Si u(x,t) representa la densidad de poblacién en la posicién = y en el tiempo ¢,
entonces el término de difusion describe el movimiento en el espacio del flujo neto de los
individuos de la poblacién. Agregando estas consideraciones a los modelos deterministicos
ya presentados, se obtiene un modelo que adicionalmente considera la distribucién espacial
de los individuos como interacciones individuales espaciales aleatorias que dan lugar a un
movimiento general de la poblacién.

Si se define A(x,t) como la densidad de poblacién de la clase A y se consideran los
supuestos sobre la dindmica de las interacciones entre las clases, entonces:

/ [S(x,t) + I(x,t)]de = N , para el modelo SIS
Q
(2.5)
/ [S(x,t) + I(x,t) + R(x,t)]dez = N , para el modelo STR
Q

y las ecuaciones que representan a los modelos con difusion quedan como:

% = dAS(z,t) — %S(m, Iz, t) + 71 (2, 1)
Modelo SIS con difusion
0I(x,t)

_ s
0 = dAI(z,t) + NS(:L‘, I (x,t) — ~vI(2,1)
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dS(x,t) p )

pn = dAS(z,t) NS(x,t)I(x,t)
8[(;;, t) — dAAI(z,t) + %S(w, I (x,t) — I (x,t) Modelo SIR con difusién
% = dAR(z,t) +vI(z,t) )

2.2.2. Modelo de Propagacion de Enfermedades entre dos Pobla-
ciones

Considere dos poblaciones H; y Hs, que estan confinadas en las regiones espaciales €y y
(2, respectivamente. Asuma que la cantidad total de invididuos de la poblaciéon H; es N; > 0
(1 =1,2) y que ambas poblaciones interactudn en una regién comun a ; y €y llamada €.

Figura 2.4: Esquema que representa €2; (en azul), €5 (en negro) y la regién donde interactiian

2 (achurada)

La enfermedad nace en la poblacién H; y se propaga hacia la poblacién Hs por medio
del contacto entre un individuo infectado de la poblaciéon H; y un individuo susceptible de
la poblacién H,. En la poblaciéon H; la enfermedad sera descrita por medio del modelo ST.5
con difusion, las clases se denotaran por: Sy v I, y los pardametros por: By, v 5. Aqui, el
coeficiente de transmision [y, no sera constante, serd una funciéon que depende de t y de los
parametros a, v y t., y se definird como:

gbb ) si t S tc

Bbb(taavﬁyatC) = .
Bp <04 +(1— a)e_“’(t_tc)> , sttt >t

donde Ebb > 0 es el coeficiente inicial de transmisién de la enfermedad en H;.

Por otro lado, el modelo STR con difusion describira el desarrollo de la enfermedad en
la poblacion Hs. Las clases se denotaran por: Sy, I, v Ry, v sus parametros por: Sun ¥V Va.
La trasmision de la enfermedad de la poblacién H; a la poblacion Hs se representara por el
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. o . Bon . .,
término de incidencia — .S, 1, con [y, como el coeficiente de transmisién de la enfermedad
2
entre las poblaciones.

Por tanto, el conjunto de ecuaciones que representa la situacion descrita es:

05wt _ gy ASy (1) — 2D g (s 0) + (1)
ot M
OB, t) gy Al t) + P 60 1o, t) — ()
ot M
0Sp(x,t
gf):@AMm%%?mwmm%%?mﬁM“) 29)
a[(iﬂ,t) = d AIh(l',t) + @Sh(l"t)lh(l'a t) + @Sh(l‘at)lb(l‘a t) - 7h[h($’t)
ot No N
8R((95§, t) = ds ARp(x,t) + ypIp(x,t)

donde a := [a, 7, t.]" y d; > 0 son los coeficientes de difusién (i = 1,2, 3,4,5).
A partir de (2.6) se define:
M (z,t) := Sp(x,t) + Iy(z,t)
My(x,t) := Sp(x,t) + In(z,t) + Ry(z, t)

y en vista de (2.5) se obtiene:

/ M;(z,t)de = N; , para i=1,2.
Q;

El requerimiento que la poblacién H; permanezca confinada durante todo el tiempo en
Q; se traduce en la siguiente condicién de frontera sin flujo:

VM;(z,t)-n, =0 , para (z,t) € 0Q; x [0,00)

donde 7; es el vector normal a lo largo de 0€2; en direccién hacia el exterior de €2; (i = 1,2),
es decir:

VSb(xat) = V[b<x>t) " = 0 , para (:L‘,t) S an X [Oa OO)

VSu(z,t) - ny = VIp(x,t) - e =VRy(zx,t)-m=0 , para (z,t) € 9 x [0,00)
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El diagrama de transferencia en cada poblacién (poblacién H; en azul y poblacién Ho
en negro) y la interaccién entre ambas poblaciones (linea punteada) es representada a través
del siguiente esquema:

Yulp
S b \ I b
Bop(t, a)
BT
@s,gb + %Shlh Ynln

Sh N, 2 ; Ih

Figura 2.5: Interaccién entre las poblaciones y flujo de transmisién con sus tasas de transfe-
rencia en cada una de ellas.

2.3. Ecuacion de Reaccion-Difusion

La ecuacién de difusién (ecuacién diferencial parcial) que representa el fenémeno de
dispersion local de los individuos de la poblacién:

ou
Eri dAu
y la ecuacién diferencial ordinaria que se obtiene del modelo deterministico y que representa
la historia de vida de la poblacién (reaccion):
du
o=
dan lugar a la ecuacién de reaccion-difusion:

f(z,t,u)

ou
— =dA
5 dAu+ f(z,t,u)

Estos modelos pueden ser analizados para dar informacion sobre la dinamica de una
poblacién en una escala de tiempo grande, fueron introducidos por Skellam [Skellam, 1951]
y por Kierstead y Slobodkin [Kierstead and Slobodkin, 1953], pueden ser extendidos a varias
especies que interactian entre si y a explicar el comportamiento de dispersion que es mas
complejo que la simple difusion: adveccion, taxis, quimiotaxis y difusion-cruzada (para més
informacién visitar [Murray, 2002]).
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El sistema de ecuaciones de reaccién-difusion que describird la propagacion de enferme-
dades entre ambas poblaciones sera:

Ou = DAu+ F(t,a,u) (2.7)
ot
donde u := [Sy, Iy, Sk, I, Ry]*, D es la matriz diagonal de difusion con [dy, dy,ds, da, ds]" en

la diagonal (d; > 0,7 = 1,2) y F se define como:

i _ﬁbb(t, a) Sp(x, t)Iy(x,t) + ylp(x, t)
Ny
Bbb](\;’ a)Sb(ac, ) Iy(x, t) — ylp(z, t)
1
F(t,a,u) = _%Sh(x,t)Jh(x,t) — %Sh(xjt)lb(%t)
Bhn Bon

Esh(l‘, t)]h(ZL‘, t)

+ Fsh('x7 t)]b(xa t) - /thh(l‘a t)
2

B /th h (l‘ ) t) _

La ecuacién (2.7) es una simplificacién del sistema de ecuaciones estudiado en [Anaya
et al., 2015], tanto en los términos de difusién como en los términos de reaccién, pues en ella
solo se consideran coeficientes constantes de difusién, en lugar de los términos no-locales,
no-lineales y cruzados estudiados en [Anaya et al., 2015].



Capitulo 3

Planteamiento del Problema

De aqui en adelante, la poblacién transmisora de la enfermedad (poblacién H;) serd por
ejemplo una poblacién de aves, porcinos o roedores y la poblacion Hs serd una poblacion
de seres humanos. Al sistema (2.7) se agrega una variable auxiliar Cj,(z,t) que representa el
término de incidencia de la enfermedad en la poblacion Hs y cuya ecuacién asociada es:

OCK(z,t)  Bhn

T = Esh(%t)]h(%t)

por tanto el conjunto de ecuaciones con el que se trabajara es:

% = DAu+ F(t,a,u) (3.1)

donde u := [Sy, I, S, In, R, Ch)", a := [, v, t.]", D es la matriz de difusién (matriz diagonal

con [dy,dy,ds, dsy, dy,0]" en la diagonal, d; > 0, i = 1,2) y F se redefine como:

[ Bw(t,a) ]
N

Sb(x7 t)[b(x7 t) + 7b1b<x7 t)
1

Ws‘b(z,ﬂ[b(w,w - foIb(xﬂf)

O (e ) () %smmb(x,t)

F(t,a,u) := Ny 5
_Sh(x7t)jh(x7t) + %Sh(xa t)Ib(x>t> - PYhIh(;ut)
2

- 2 -
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Los coeficientes de transmisién (Za’},b, Bon ¥ Brn) v las tasas de transferencia (v, y 75) del
modelo (3.1) son pardmetros propios de la enfermedad en cada poblacién. En este modelo
el coeficiente de transmisién de la enfermedad de la poblacién Hy (S (t,a)) es una funcién
que depende de t y del pardmetro a:

B .S t<t.
ity =1 i (3.2)

Boy (a +(1— oc)e‘”“‘tﬂ)> , sttt >t
en particular, el parametro afecta el coeficiente de contagio de la poblacién H; de la siguiente

manera: « determina cudnto disminuye [y (t, a) con respecto a [y, 7y establece cudn rapido
decrece y t. cuando lo hace.

2
0.4 T
I
02r 1
I
I
0 1 ‘
0 10 20 30 40 50
t
4
0.4 T
I
02| 'K f
|
S
0 ‘ ‘ 1 ‘ ‘
0 10 20 30 40 50
t
6
0.4 ‘ : : v
I
I
I
1
0 ‘ ‘ ‘ 1 ‘
0 10 20 30 40 50

Figura 3.1: By (t,a) (en azul), By = 0.3 (en r0jo) y afy (en verde). Grafico 1y 2: t, = 25
(en negro), v = 0.2 y o varfa: @ = 0.2 (izq.) y a = 0.8 (der.). Grafico 3 y 4: t. = 25 (en
negro), « = 0.2 y y varfa: v = 0.2 (izq.) y v = 2.5 (der.). Grafico 5y 6: « =0.2,y =02y
t. (en negro) varia: t. = 10 (izq.) y t. = 35 (der.).

Modificar By (t, a) a través de a significa tener control sobre la transmisién de la enferme-
dad en la poblacién H; y puesto que la enfermedad nace en ella y se propaga a la poblacién
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H,, entonces se espera, en principio, tener control sobre la enfermedad en esta ultima.

3.1. Indicadores o Cantidades de Interés

La epidemiologia es el estudio de la distribucién, frecuencia y determinantes de los pro-
blemas de salud y enfermedades en una poblaciéon humana. El propdsito de ella es obtener,
interpretar y utilizar la informacién para reducir las enfermedades y promover la salud en
los individuos [Vaughan and Morrow, 1989].

La medicion de la frecuencia de las enfermedades implica obtener informaciéon sobre
la ocurrencia de un fenémeno de salud (enfermedad, trastorno o muerte) en poblaciones

y por lo tanto son fundamentales para las investigaciones descriptivas y analiticas de la
enfermedad [Fuentes and del Prado, 2013].

Las dos principales medidas o indicadores de la frecuencia de una enfermedad son: inci-
dencia y prevalencia, y se definen a continuacién:

» Incidencia: mide el nimero de nuevos casos, episodios o eventos que ocurren en un
periodo definido. Es la medida de frecuencia mas basica y es el mejor indicador para
determinar si una condicién decrece, crece o permanece estética [Vaughan and Morrow,
1989]. La incidencia de una enfermedad puede medirse de dos formas:

e Tasa de Incidencia: también denominada densidad de incidencia, expresa la ocu-
rrencia de la enfermedad entre la poblacion en relacion con unidades de tiempo-
personas, por lo que mide la velocidad de ocurrencia de la enfermedad (es el
potencial instantaneo de cambio en el estado de salud por unidad de tiempo, du-
rante un periodo especifico, en relacién con el tamano de la poblacién susceptible
en el mismo periodo [Moreno-Altamirano et al., 2000]).

e Incidencia Acumulada: expresa unicamente el volumen de nuevos casos de
infectados en una poblacién durante un periodo determinado, y mide la proba-
bilidad o el riesgo promedio de los miembros de una poblacién de contraer una
enfermedad en un periodo especifico [Moreno-Altamirano et al., 2000].

= Tasa de Ataque: es una tasa de incidencia que se utiliza para aquellos casos en que
las enfermedades se presentan en un periodo muy corto (el periodo de exposicién es
limitado), se emplea frecuentemente para brotes epidémicos [Ministerio de Salud del
Pert, 2001].

» Tasa de Ataque Secundaria: es un indicador que mide la velocidad de propagacion
de una enfermedad. Mide la frecuencia de nuevos casos durante un periodo epidémico
entre los contactos de casos conocidos [Ministerio de Salud del Pert, 2001].
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= Prevalencia: es la proporcion de individuos de una poblacion que tienen la enfermedad
en un momento determinado, este indicador describe la situacién en un punto en el
tiempo contabilizando tanto los casos nuevos como los antiguos [Ministerio de Salud
del Pert, 2001].

En este trabajo se considerara la incidencia acumulada y la tasa de incidencia de la enfer-
medad ambas en la poblacién de humanos (en este caso, la tasa de incidencia es equivalente a
la tasa de ataque puesto que la enfermedad en estudio se considera una epidemia). Ademsds,
se consideraran otras dos cantidades de interés o indicadores: cantidad maxima de humanos
infectados y el tiempo de extincion de la enfermedad en humanos, y sus definiciones estan
sujetas al modelo matemético con el cual se representa la propagacion de la enfermedad.

Suponga que el dominio temporal de la enfermedad es I := [0,7], donde T" > 0 es un
nimero muy grande, y considere el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (sistema
de reaccién) que forma parte de (3.1). Para este caso, los indicadores estdn representados
por:

T
» Tasa de Ataque en Humanos: R,(T) := / I (t)dt.
0

T
» Incidencia Acumulada en Humanos: C(7T) := %Sh(t)lh(t)dt.
o V2

» Cantidad Maxima de Humanos Infectados - Il;léIX I,(t): es la cantidad maxima
S

de individuos infectados de la poblaciéon Hs considerando todo el periodo de duracion
de la enfermedad.

» Tiempo de Extincion de la Enfermedad en Humanos - t.,: es el tiempo posterior
a tmae v en donde la cantidad de humanos infectados es inferior a 1 (¢4, es el tiempo
en donde se alcanza la maxima cantidad de humanos infectados). Mateméaticamente,
ter se define como t,0p < ter v In(ter) < 1 donde t,00 €8 In(tmaz) = r?eéulx I ().

Por otro lado, si se considera el modelo (3.1) completamente, entonces los indicadores se
definen como:

» Tasa de Ataque Promedio en Humanos: Ry(z,T)dz (aqui || es la

1
€[ Ja,
medida de la region en donde se distribuye la poblacién de humanos. La medida sera
longitud si la regién estd en un espacio unidimensional, drea en el caso bidimensional
y volumen en el caso tridimensional).
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» Incidencia Acumulada Promedio en Humanos:

1
m 5 Ch(,CE, T)da:
2

» Cantidad Maxima de Humanos Infectados: es el méximo valor de la densidad
promedio de humanos infectados durante todo el periodo de duracion de la enfermedad

1
y se define como —méx/ I (x,t)dx.
‘QQ‘ tel Qs ( )

= Tiempo de Extincion de la Enfermedad en Humanos: es el tiempo t., supe-
rior a t;,e: v es tal que la densidad promedio sobre la regién en la que se distribu-

ye la poblacion Hs es menor que 1. En términos matematicos, t., es el tiempo que

1
cumple con tee < tex ¥ —— In(z,te,)dr < 1, donde ty,4, €s / In(x, tyes )de =

‘QQ‘ Qo Qo
mAax / In(x, t)d.
Q

tel

Disminuir éstas cantidades de interés o indicadores implica disminuir el impacto de la
enfermedad sobre la poblacién Hs y puesto que se tiene control sobre la transmision de la
enfermedad entonces surge la siguiente pregunta: jes posible disminuir éstos indicadores a
través del control del coeficiente de transmisién de la enfermedad en la poblacién H,?. Para
responderla, en primer lugar se debe saber si modificar el coeficiente de transmisién por
medio de a tiene un efecto sobre los indicadores escogidos (Anélisis de Sensibilidad), y si lo
tiene, entonces el siguiente paso es determinar el valor de a para el cual los indicadores se
minimizan (Problema de Optimizacién).

3.2. Analisis de Sensibilidad y
Problema de Optimizacion

Se llamara analisis de sensibilidad a estudiar numéricamente cuan sensibles son los indi-
cadores al cambio de a, en principio este andlisis se hard para el sistema de reaccién y luego
se replicara el estudio en los indicadores que se obtienen del sistema de reaccion-difusion.

Posteriormente, se seleccionaran aquellos indicadores que son sensibles a a y adecuados
para generar una funcién objetivo a minimizar, a priori, la funcién estara compuesta por
una combinacién lineal de los cuatros indicadores. Luego de seleccionar la funcién objetivo
adecuada, se procederd a resolver el problema de optimizacion el cual consiste en encontrar el
valor de a tal que minimice dicha funcién. En términos generales, el problema de optimizacion
se define como:
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minimizar J(u,a) := AR,(T) + BCL(T) + C’Htlélx In(t) + Dtey
€
sujeto a:

d
d—?: = F(t,a,u)

para el caso del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, y:

( A B
J(u,a) = —— [ Rp(x,T)dx+ — | Cup(z,T)dx
€] Jo, €] Jo,
minimizar
—i—C ma /I(a:t)da:+Dt
T | X ex
’QQ’ tel Qs h ’
sujeto a:
0
\ 8—?:DAu+F(t,a,u)

para el caso del sistema de ecuaciones diferenciales parciales (aqui A, B, C'y D son nimeros
reales. ).
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Modelo Temporal

En este capitulo se aborda matematicamente el modelo temporal (sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias que se obtiene de (3.1) también llamado sistema de reaccién). El
problema se plantea formalmente en términos matematicos, se prueba existencia y unicidad
de la solucion, dependencia con respecto a la variable o parametro de control y se obtienen
algunas caracteristicas de ella.

4.1. Modelo Matematico Temporal

En un intervalo de tiempo dado [0,7] (7' > 0), el modelo considera dos poblaciones
independientes H; y Hs, con numero total de individuos Ny, No > 0, respectivamente. La
poblacién H; es dividida en dos compartimentos o clases: susceptibles e infectados, mientras
que la poblacion Hs es dividida en tres clases: susceptibles, infectados y recuperados.

Las variables de estado u; := uy () y ug := us(t) representan la cantidad de individuos en
el tiempo t de la clase susceptibles e infectados de la poblacion Hy, por su parte, las variables
vy = v1(t), vy := va(t) y v3 := wv3(t) representan las cantidades de individuos de las clases
susceptibles, infectados y recuperados de la poblacion H, en el tiempo t. Luego, la poblacién
total en cada poblacién esta dada por:

ur(t) +ug(t) = Ny, v1(t) + va(t) + v3(t) = Ny (4.1)

La enfermedad nace en la poblacion H; y se transmite a la poblacién Hy por el contacto
entre un individuo infectado de la poblaciéon H; con un individuo susceptible de la poblacion
H,. La enfermedad en la poblacion H; se describe por medio del modelo S7S'y en la poblacién
H; a través del modelo STR agregando el término de incidencia (By,/N2)vius. La tasa de

22
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recuperacién 0 < v, < 1 de la poblaciéon H; es constante y el periodo de infeccién en la
poblacién H; estd dada por 1/, (si ¢ = 1 entonces r = by si i = 2 entonces r = h).
El coeficiente de transmisién de la enfermedad en Hy (0 < By, < 1) y el coeficiente de
transmisién entre ambas poblaciones (0 < By, < 1) se considerardn constantes, no obstante,
el coeficiente de transmision en H; (fy,) dependera de ¢ y de la variable de control a :=
[, 7, te]". Bup se define como:

Ebb , si t<t,
/Bbb(t7 (I) =

Bib <a + (1 - oz)e_w_tc)> . oSt t>t,

donde 0 < Za’,,b < 1 es el coeficiente inicial de transmision de la enfermedad en H; y a € ) C
(0,1) x (0, M) x (0,T), con M > 0y @ un conjunto cerrado, acotado y convexo.

Adicionalmente se considera la variable ¢ =: ¢(t) que representa el término de incidencia
de la enfermedad en la poblacién Hj y tiene como ecuacién asociada a:

de Bhh

%(t) A (t)va(t)

Asi, para la variable de control a € @), el modelo temporal de la propagaciéon de la en-
fermedad de H; a H, se obtiene del acoplamiento de los modelos SIS yv SIR a través del
tefmino de incidencia (B, /Na)vius. El conjunto de ecuaciones resultante es:

%(t) — _%tl’a)ul(t)@(t) + Ypua(t)
(4.2)
T = P00
con u;(0) >0 (i=1,2)y Ny >0
( dv; Bhn Boh
E(t) = —Evl(t)vz(t) - Evl (t)ua(t)
%(t) B %vl(t)w(t) + %“1@)1@@) — () (43)
\ %( ) = va(t)
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con v;(0) >0 (:=1,2,3) y Ny > 0.

de Bnn
{a(t) = L utn) (4.4)

con ¢(0) >0 .

En la siguiente seccion se prueba la existencia y unicidad de la solucién del sistema
(4.2)-(4.4). Especificamente, se prueba que el sistema tiene solucién tnica en C([0,00),R)
(tTeorema 4.2.1) y es Unica con respecto al parametro a (Teorema 4.2.2). Ademsds, las so-
luciones estan acotadas (Corolario 4.2.3) y pertenecen a H'([0,7]) donde T > 0 (Corolario
4.2.4).

4.2. Existencia y Unicidad

Sea G : [0,00) x R? x R®> — R5:

[ _ Bbbz(éi D s (s (t) + ialt)
51’17](\2’ a) uy (F)ug(t) — yusa(t)
Glt,au) = | % o1 (t)unlt) — %vl(t)m(t)
i (E)a(t) + S (O)ualt) = st
Tnva(t)

con u : [0,00) = R5 y u := [uy, ug, v1, v, v3]". El problema (4.2)-(4.3) es de la forma:

@:G(t,a,u) , t>0
dt (4.5)
u(0) = g

donde ug = [u1(0), u2(0), v1(0), v2(0), v3(0)]*.
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Teorema 4.2.1: Para a € Q fijo y ug € R?,, el problema (4.5) tiene solucién tnica en [0, co)
y 0 < u(t) < M para todo ¢ > 0, donde 0 = [0,0,0,0,0]", M = [Ny, Ny, N, N, NoJ' € RY,
N1 = ul(O) + U/Q(O) y N2 = Ul(O) + 7)2(0) + U3(O).

Demostracion:

Sea a € Q. Se define G(t,u) := G(t,a,u) y por tanto G(t,u) : [0,00) x R> — R5. Considere
el problema de Cauchy:

d
Y Gtu) L, t>0

dt (4.6)
u(0) = g

con ug € Ri. Como G es continua con respecto a t y es localmente Lipschitz continua en u
(ver anexo A.1.2 y A.1.3) entonces por resultados fundamentales de la teoria de ecuaciones
diferenciales ordinarias, existe u(t) solucién tnica de (4.6) en un intervalo maximal 4, 1=
[0, tmaz ), Para algin t,ae > 0 (u € C(Lnae, R?)) v u(t) es:

t
u(t) = o + / Gls,u())ds € Inus
0

Por otro lado, si las condiciones iniciales son no negativas entonces las soluciones son no
negativas (u(t) > 0 en I,,.,). En efecto, procediendo como en [Li, 2018] p.37, el cono de R”:

Ri_ - {(u17u27vlav27v3) € RS U Z Oau2 Z O7U1 Z 07U2 Z OaUS Z O}

es positivamente invariante con respecto a (4.6), esto se obtiene si el campo vectorial definido
por du/dt es tangente a Ri o tiene direccién hacia el interior de Ri. En este caso:

= 0. El campo vectorial
u2=0
du/dt en este plano es tangente a ¢l y en consecuencia es invariante a (4.6) (ninguna
solucién en el interior de R% puede escapar del interior a través de este plano).
du
= Plano us, vy, v9,v3 : Aqui uy = 0, luego d_tl
u1=0
vectorial du/dt apunta hacia el interior de ]Ri y por tanto ninguna solucion puede
escapar del interior de R a través de este plano.

du
= Plano uy, v, vo,v3 : En este plano us = 0y por tanto —2

= Yug > 0. En este plano el campo

d’Ul
= Plano Uy, U2,V9,V3 ¢ V1 = O, d_ =0.
t v1=0
dvy Boh
» Plano uy,us,v1,v3 : v9 =0, — = —uvjuy > 0.
dt va=0 Ny
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dv
» Plano uq, us, v1,v9 : v3 =0, d_753 = vy > 0.
v3=0

en consecuencia, se tiene que:

si u;(0) > 0 entonces u;(t) > 0 para todo ¢ € [0, t;az) (i = 1,2).
(4.7)
si v;(0) > 0 entonces v;(t) > 0 para todo t € [0, tne) (i = 1,2,3).

Por otra parte, al sumar la primera y la segunda componente del sistema (4.6), se obtiene:

dt i

= < lun(t) + ua()] = 0

luego, si N(t) = uy(t) + us(t) y considerando (4.1), entonces se genera el P.V.1I:

d
—Nt:(] t Otmax
ZN () L 1€ (0, tmaa)

N(0) = u1(0) + u2(0)

cuya solucién es N(t) = N(0) para todo t € [0,t;4,) y por lo tanto Ny = N(0). Si de
forma anéloga, se suma la tercera, cuarta y quinta ecuacién del sistema (4.6), y se considera
nuevamente (4.1), entonces se obtiene:

(Vt € [O7tmax) ) ul(t) + u?(t) = Nl
(4.8)
(Vte|0,tma) ) vi(t) + va(t) + vs(t) = No
con N1 = Ul(O) + UQ(O) y N2 = UI(O) + UQ(O) + U3(0).
Por tanto, de (4.7) y (4.8):
(Vte[0,tmu) )0 <u(t) <N (i=1,2).
(V1 €0, tmar) ) 0 <v;(t) < Ny (i =1,2,3).

las soluciones estan acotadas en el intervalo maximal de existencia, en consecuencia, pueden
ser extendidas a [0, 00), es decir, u € C([0, 00), R?).
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Teorema 4.2.2: Las soluciones de (4.5) son tnicas respecto a a € Q.
Demostracion:
Sean a; # as € Q y ug, v € R.. Se define u(t) := (u;(t))?_; como la solucién de (4.5) con a;

t)
v g, y v(t) := (v;(t))?_; como la solucién de (4.5) con ay y vg. Por Teorema 4.2.1, la solucién
esta dada por:

t
u(t) = uo +/ G(s,ar,u(s))ds , t>0
0

t
v(t) = vy —|—/ G(s,az,v(s))ds , t>0
0
Sea t > 0:

ds

R5

G(s,a1,u(s)) — G(s,ag,v(s))‘

t
ut) — v(®)][ze < Il — vollas + /
0

por propiedad de G (A.1.4):

t t
< |fuo—vollgs +C / 1By (5, 01) — B, az) s+ / Ll[u(s) — v(s) [gsds
0 0

t
y por desigualdad A.1.5 considerando A(t) = ||ug — vol|rs + c/ |Bon (s, a1) — Bew(s, az)|ds y
0

k(t) = L > 0, se tiene que para todo t > 0:

¢
l[u(t) —v(t)||rs < ||uo — vollrs + N1/ |Bu (5, a1) — Bu(s, as)|ds
0
t S
—I—/ L(HUO — vol[rs + N1/ | Boy (T, a1) — By (T, a2)‘d7>eL(ps)d$
0 0

aqui ||ug — vo||lrs = 0 si ug = vo y |Be(T, a1) — Bew(7,a2)| = 0 si a3 = ay (por continuidad de
B en a) y por tanto ||u — v||w = 0, lo cual implica la unicidad de la solucién con respecto
a la condicién inicial y a € Q.
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Corolario 4.2.3: La solucién del sistema (4.2)-(4.4) (u;,v;,¢) existe en C(]0,00),R?), es
Unica con respecto a las condiciones iniciales y a a € @),ademaés:

, t>0
0<u(t) <Ny . j=1,23
y si se considera ¢ € [0, 7] (T > 0) entonces existe N3 > 0 tal que 0 < ¢(t) < N3 en [0,7].

Demostracion:

Por Teorema 4.2.1, existe u;, v; € C([0, 00), R) solucién (4.2)-(4.3) y si las condiciones iniciales
son no negativas:

., t>0
0< vj(t) <N, , =123
luego:
d t
iy = @vl(t)w(t) >0 = cft)= @/ v1(s)va(s)ds + ¢ € C([0, 00), R)
dt N, No J,

y ¢ es Unica con respecto a a € () puesto que vy y vy lo son por Teorema 4.2.2. Ademas, si
t € [0,7] entonces 0 < ¢(t) < N3 := BTNy + ¢ con ¢y > 0.

Corolario 4.2.4: Las soluciones de (4.2)-(4.4) también pertenecen a H'([0,T1]).
Demostracion:
Por Corolario 4.2.3, en particular para ¢ € [0, T]:

0<w(t) <Ny, , i=1,2

OSU](t)SNQ , j:1,2,3

T
os/immP§WT,i=L2
0

T
og/ ;P < N3T |, §=1,2,3
0

desde donde se obtiene que u;,v; € L*([0,7T]) (parai=1,2y j =1,2,3).
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Por otro lado, de (4.9) y considerando que 0 < afy, < Bu(t,a) < By, para todo (t,a) €
[0,00) x @, se tiene:

— N1 5w < Gi(t,a,u) < N1
— N1 < Gat,a,u) < N1 B
—BunNo — BunN1 - < Gs(t,a,u) < 0
— N2 < Gu(t,a,u) < BunNo + BenN1
0 < Gs(t,a,u) < YnNo

du
con G = (G;)}_;, y puesto que — = G, entonces:

dt

du;
0< |4 ‘<L =12
< | W] = !
, >0
dv;
0< | ‘ <L, j=123
— dt ( ) — Y j Y )
, ~ dul de 9
donde L = max{’bel,Bble,’thQ,thNQ + 5th1}. Por lo tanto, E, E €L ([O,T]), €S

decir, u;,v; € H'([0,T)).
Por otra parte, el Corolario 4.2.3 también implica que ¢ € L*([0, T],R) y por tltimo:

d d
d—g(w - %vl(t)vg(t) te0, 7] =  0< d—j(t) < BunNa , t € [0, T].

es decir, c € H([0,T)).
Proposicién 4.2.5: El modelo temporal tiene solucién: u;, v;, ¢ € C([0,T],R) N H*([0,T]),
estd acotada y es tinica con respecto a ug, ¢o y a € Q en [0,T] para todo T > 0.

Demostracion:

Directo del Corolario 4.2.3 y 4.2.4.

Proposicién 4.2.6: Se define el nimero béasico de reproduccién del modelo (4.1) como:

_ 5bb(t7 CL)
Vo

Rb(t, CL)
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luego, si existe (7,a) € [0,00) x @ tal que para todo t > 7 se cumple Ry(t,a) < 1, entonces
us(t) = 0y uy(t) — Ny cuando t — oo.

Demostracion:
Basado en [Li, 2018] p.46. Como u; (t)+uz(t) = Ny entonces uy (t) = Ny —ua(t) y sustituyendo

CeI1l:

dUQ _ /Bbb (t, CL)

%@) N, g (H)ua(t) — ywus(t)
se obtiene:
%(t} — ﬁbb](\za a) [N1 — ug(t)] ua(t) — vpus(t)

Para simplificar notacion, sea 5* = fy(t, a), por tanto la expresiéon anterior queda como:

duy B
—(t) =
dt (t) N,

(N1 — ua(t)] ua(t) — mua(t)

*

= [ =l ua(t) — K00

= [B* — 1] ua(t) [1 Brus(t) }

N [B — )

por hipétesis existe (7, a) tal que para todo t > 7: Ry(t,a) < 1, luego 5* < =, y por tanto:

Brua(t) } -0

(B =] <0 A [1—m

con uy(t) > 0, de aqui:

. duy
m sl uy = 0 entonces — = 0.

dt

du
= si uy > 0 entonces d_t2 < 0.

en consecuencia u2(t) es monoétona decreciente y puesto que 0 < u2(t) < Ni, entonces
uz(t) — 0 cuando t — oo y por tanto u(t) — Ny.
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Modelo Espacio - Temporal

En este capitulo el sistema de ecuaciones diferenciales parciales (sistema de reaccién-
difusién o modelo espacio - temporal) se define formalmente en términos mateméticos y se
prueba la existencia y unicidad de la soluciéon, y dependencia de ella con respecto al parametro
de control. Se utilizan resultados de la Teorfa de Espacios de Sobolev ( [Lions and Magenes,
1972]) y de la Teoria de Cy-Semigrupos ( [Pazy, 1983] y [Vrabie, 2003]) para ello.

Como primera parte de este capitulo se presenta la teoria relacionada con Espacios de
Sobolev y Cy-Semigrupos y como segunda parte se expone la demostracion de sistema reac-
cién-difusion.

5.1. Problema Abstracto de Cauchy

5.1.1. Preliminares

Definicién 5.1.1: Sea Q@ C R"™ un conjunto abierto y n € N. Para p € [1,00), se define
el espacio vectorial:

LP(Q) ={u:Q — R:uesmedibley / |u(x)|Pdr < oo}
0

y si p = oo entonces:
L>(2) = {u: Q — R : u es medible y existe una constante C' > 0

tal que |u(z)| < C ct.pen Q}

31
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dotados respectivamente con las normas:

1
lulloiey = ( / |u<x>\Pd:c) peloo)
0
||| oo (@) =Inf{C' > 0 : |u(z)] < C c.t.p en Q}

Nota 5.1.2: Si u € L*>(Q) entonces |u(z)| < ||uf|r=(q) c.t.p en .

Definicién 5.1.3: Sea 2 C R” un abierto y n € N. Para k € Ny y p € [1, 00|, se define
el espacio de Sobolev W*?(Q)) por:

WHhP(Q) = {u € LP(R) : u tiene derivada débil Du € EP(2) para todo |a| < k}

dotado con la norma:

hSA

lullweo@ = | D ID%llE, | . pe[Loo)

| <k

[l [wroe ) = Z || D[ oo

| <k

Nota 5.1.4: En el caso que p = 2 se escribe H*(Q) := W*2(Q) y si k = 0 se escribe
LP(Q) := WOP(Q) para p € [1,00).

Teorema 5.1.5: Sea 2 C R" un abierto, k € Ny y p € [1,00]. Entonces W*?(Q) es un
espacio de Banach y:

» L?(Q) es un espacio de Hilbert con producto interior:

(u,v)20) = / wv dz
Q

» H5(Q) = WH2(Q) es un espacio de Hilbert con producto interior:

(u, U)Hk(g) = Z (D“u, DQU)L2(Q)

la|<k
Definicién 5.1.6: Sea X Banach y sea T' > 0. Se definen:

» O(0,T); X) = {u:[0,T] = X es continua y ||ul|c(o,m.x) := méxeep,n ||u(t)||x < oo}
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» AC(]0,7); X) = {u:[0,7] — X es absolutamente continua}

» Si X es separable y p € [1,00):

LP(0,T;X) = {u : [0, 7] — X fuertemente medible:

T 1/p
oy = ([ o) < oo}
0

L>(0,T;X) = {u : [0, 7] — X fuertemente medible:
| e oy 1= inE{C > 0 ¢ [Ju(®)]|x < C ctpen [0,T]} < oo}

« WLP([0,T); X) = {u e AC([0,T); X) : % C Lp(O,T;X)}

Teorema 5.1.7: Sea T' > 0 y X un espacio de Banach separable. Entonces para 1 <
p < oo los espacios LP(0,T; X) son espacios Banach. Para p € [1,00) el espacio dual de

1 1
LP(0,T; X) puede ser identificado isométricamente con L4(0,7; X*) donde — + — =1y X*
p q

es el espacio dual de X, ademas:

T
(w0 o) = [ (wlt) ) e
0

Por otro lado, si H es un espacio de Hilbert separable entonces L?(0,T; H) es un espacio
de Hilbert con producto interior:

() = [ (), u(0)

Definicién 5.1.8 (Gelfand Triple): Sean H y V espacio de Hilbert con una inyeccién
continua y densa V' — H, entonces se tienen inyecciones continuas y densas:

Ve H=H"=V" (5.1)

donde H* y V* es el espacio dual de H y V respectivamente y (5.1) se denomina Gelfand
Triple.

Notar que la inyeccién H — V* estd dada por y € H — (y,-) € H* C V*. Ademis, se
define:
WO, T;H, V) :={u:uec L*0,T;V), du € L*(0,T;V*)}
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Teorema 5.1.9: ( [Hinze et al., 2009], p.40). Sea V — H — V* (Gelfand Triple),
entonces W(0,T'; H, V') es una espacio de Hilbert (y por tanto reflexivo) y se tiene la inyeccién
continua:

W(0,T;H,V)— C([0,T); H)

Ademas, para u,v € W(0,T; H,V) se tiene la siguiente férmula de integracién por partes:

(u(t), o)) — (uls),v(s))n = / (Ou(7), 0(T))ve v + (D (T), w(T)) v+ v dr (5.2)

para todo t,s € [0,T]. En particular, si u = v entonces:

() = luls)IT = 2/ (Oru(r), u(7))v-vdr (5:3)

Nota 5.1.10: La inyeccién H — V* estd dada por (v, w)y«y = (v,w)y para todo v € H y
weV.

5.1.2. () Semigrupos

Sea X un espacio de Banach con norma denotada por || - ||, £L(X) el espacio de los
operadores lineales de X (esto es, f € L£(X) si y sélosi f : X — X y f es lineal) y
Ul zxy = SUD||4/|<1 |Uz|| para todo U € L(X).

Definicién 5.1.10: Sea 7" > 0y F : [0,7] x X — X. F se dice Lipschitz continua en
u € X uniformemente con respecto a t si existe una constante L > 0 tal que:

[F'(t,u) = F(t,v)|| < Lf|ju — ]|
para todo u,v € X y t € [0,T].

Definicién 5.1.11: Una familia de operadores lineales acotados S(t) : X — X donde
(0 <t < o0), denotada por {S(t)}+>0, se dice semigrupo de operadores lineales acotados en
X si:

» S(0)x = z, para todo = € X.

» S(t+s)=S5(t)S(s), para todo t,s > 0.

Un semigrupo de operadores lineales acotados {S(t) }+>¢ es uniformemente continuo si:

ltl’ﬁ)l 1S(t) = I||zxy =0, I es el operador identidad en X.
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El operador lineal A : Dom(A) C X — X definido por:

Dom(A) :{x €X: lim 1(S(zs)g; - :E) existe}

t—0t

Az = lim 1(5(1&),@ — x) , € Dom(A)

t—0+ ¢

se llama generador infinitesimal del semigrupo {S(t)}+>¢.

Definicién 5.1.13: Un semigrupo {S(t) }+>0 de operadores lineales acotados en X es un
semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados si:

13}51 S(t)x =z, paratodoz € X.

Un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados en X sera llamado
un semigrupo de clase Cy o simplemente C\ semigrupo.

Si A es el generador infinitesimal del Cy semigrupo {S(#)}¢>0, entonces S(t) = e para
t>0.

Teorema 5.1.14: (Teorema 2.3.1, [Vrabie, 2003], p.41) Si {S(¢) }+>0 es un Cy semigrupo,
entonces existe M > 1y w € R tal que:

SOl < Me™
para todo ¢t > 0.
Nota 5.1.15: Segun Teorema 2.2, [Pazy, 1983], p.4: w > 0.

Definicién 5.1.16: Un Cj semigrupo {S(t)}:>o en X se dice un Cy semigrupo de con-
tracciones si M =1y w =0, y por tanto ||S(t)||zx) < 1 para todo ¢ > 0.

Corolario 5.1.17: (Corolario 2.5, [Pazy, 1983], p.5) Si A es un generador infinitesimal
de un Cy semigrupo {S(t) }+>0 entonces Dom(A) es denso en X y A es un operador lineal y
cerrado.

Definicién 5.1.18: Sea X* el dual de X. Se denota por (z*,z) o (z,z*) el valor de
x* € X en z € X. Sea A un operador lineal con dominio denso Dom(A) en X. Se dice que
A* es el operador adjunto de A y se define como al operador lineal de Dom(A*) C X* en
X* tal que: Dom(A*) es el conjunto de todos los elementos x* € X* para los cuales existe
un y* € X* tal que:
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(x*, Ax) = (y*,x) para todo z € Dom(A) (5.4)
y si z* € Dom(A*) entonces y* = A*z* donde y* es el elemento de X* que satisface (5.4).

Observar que si Dom(A) es denso en X entonces existe a lo mas un y* € X* para el cual
(5.4) se cumple ( [Pazy, 1983], p. 38).

Definicién 5.1.19: Sea H un espacio de Hilbert con producto interior (-, -). Un operador
A en H es auto-adjunto si A = A*.

Definicién 5.1.20: Un operador lineal A en X es disipativo si y sélo si:
Ve Dom(A),VA>0, |[(M—Az|| > Az

Definicién 5.1.21: ( [Barbu, 1989], p.174) Un operador A en un espacio Hilbert H es
disipativo en H siy sélo si:

V€ Dom(A) , (Az,z) <0

5.1.3. P.V.I Semilineal

Sea X un espacio de Banach y A un generador infinitesimal de un Cy semigrupo {S(¢) }+>0
en X. El problema del valor inicial semilineal es:

%u(t) = Au(t) + G(t,u(t)) , te0,T]
(P)
U(O) = g , Ug € X

donde T > 0, G : [0,7] x X — X es medible en ¢ y Lipschitz continua en u € X uniforme-
mente con respecto a t.

La forma integral de (P) es:
t
u(t) = etug +/ AIG(ru(r))dr , t € 0,7 (5.5)
0

y por tanto una solucién continua u de la ecuacién integral (5.5), es decir, u € C([0,T]; X),
se denominara una mild solution del problema de valor inicial (P).

Por otra parte, una solucién cldasica de (P) es una solucién continua en [0,77], conti-
nuamente diferenciable en (0,7, u(t) € Dom(A) para cada t € (0,7] y satisface (P) en
[0, T]. Ademés, una solucién fuerte de (P) es una solucién absolutamente continua en [0, 77,
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W' (t) € LY0,T; X), u(t) € Dom(A) c.t.p en (0,T) y satisface (P) c.t.p (0,T) ( [Vrabie, 2003],
p.250, p.184).

Por dltimo, la existencia de la solucién de (P) estd asegurada por los siguientes teoremas:

Proposiciéon 5.A: (Proposicién 1.2, [Barbu, 1989], p.175) Sea G : [0,7] x X — X
medible en ¢ y Lipschitz continua en u € X, uniformemente con respecto a t. Si A es
un generador infinitesimal de un Cy semigrupo {S(t)}+>0 en X entonces para todo uy €
X el problema (P) tiene una tnica mild solution u en C([0,7]; X). Si ademéds X es un
espacio de Hilbert y A es autoadjunto y disipativo en X entonces (Au,u) € L*(0,T;X),
u € W2([6,T]; X) para todo 6 € [0,7] y u es una solucién fuerte de (P). Por dltimo, si
|(Aug, ug)| < oo entonces u € WH2([0, T]; X).

Teorema 5.B: (Teorema 2.1, [Apreutesei, 2012]) Sea A : Dom(A) C X — X un genera-
dor infinitesimal de un Cj semigrupo de contracciones {S(t)}:+>o en el espacio de Banach X,
G :[0,T] x X — X medible en ¢ y Lipschitz continua en u € X, uniformemente con respecto
at. Si ug € X entonces el problema (P) tiene una unica mild solution u en C([0,7T]; X). Si
ademds X es un espacio de Hilbert, A es autoadjunto y disipativo en X, y uy € Dom(A)
entonces u es una solucién fuerte y u € WH2([0, T]; X) N L*(0, T; Dom(A)).

5.2. Modelo Matematico Espacio - Temporal

En un intervalo de tiempo dado [0,7] (T > 0), el modelo considera dos poblaciones
independientes H; y Hy con nimero total de individuos Ni, No > 0 respectivamente. La
poblacién H; se distribuye sobre un dominio espacial acotado y con frontera suficientemente
suave €; CR! (i = 1,2 y [ =1,2,3), donde Q1 # Qy y Q3 NQy # 0. Se asume que ambas
poblaciones interactuan en una regiéon en comun Q= Q1 Ny, con Q %), para i =1, 2.

La poblacion H; es dividida en dos compartimentos o clases: susceptibles e infectados,
mientras que la poblacion Hs es dividida en tres clases: susceptibles, infectados y recuperados.

Las variables de estado uy := wui(x,t) y ug := us(x,t) representan las densidades de
poblacién en el espacio x y tiempo t de la clase susceptibles e infectados de la poblacién H;
respectivamente, y las variables v := vy (z,t), vo 1= vo(x,t) v v3 := v3(z,t) representan las
densidades de poblacién de las clases susceptibles, infectados y recuperados, respectivamente,
de la poblacion Hs en el espacio x y tiempo t. Por tanto, la poblacién total en cada poblacién
esta dada por:

/ (2, 1) + ua(, )z = Ny | / [y (1, 1) + va(, £) + vs(a, )] dr = Ny
Q1 Q2
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La enfermedad nace en la poblacion H; y se transmite a la poblacién Hs por el contacto
entre un individuo infectado de la poblaciéon H; con un individuo susceptible de la poblacion
Hs. La enfermedad en la poblacién H; se describe por medio del modelo SIS con difusién y
en la poblacién Hj a través del modelo STR con difusion. La tasa de recuperacion 0 < v, < 1
de la poblacion H; es constante y el periodo de infeccién en la poblacién H; estd dada por
1/7- (sii =1 entonces r = by si i = 2 entonces r = h). El coeficiente de transmisién de
la enfermedad en Hy (0 < fpn < 1) y el coeficiente de transmisiéon entre ambas poblaciones
(0 < Bpn < 1) se consideraran constantes, no obstante, el coeficiente de transmisién en H;
(Bw) dependerd de t y de la variable de control a := [a, 7, t]". By se define como:

Ebb , si t<t,

B (t,a) =
Bup (oz +(1— oz)e”(t*tc)> , sl t>t,

donde 0 < Bbb < 1 es el coeficiente inicial de transmision de la enfermedad en H; y a € Q C
(0,1) x (0, M) x (0,T), con M > 0y @ un conjunto cerrado, acotado y convexo.

Adicionalmente se considera la variable ¢ =: ¢(z, t) que representa el término de incidencia
de la enfermedad en la poblacién H, y tiene como ecuacion asociada a:

Ore(x,t) = %vl (x,t)vg(x, )

2

Asi, para la variable de control a € @, la propagacién de la enfermedad de H; a Hs
se modela por medio del acoplamiento de los sistemas de ecuaciones diferenciales parcia-
les derivados de los modelos SIS y SIR con difusién a través del término de incidencia
(Bpn/N2)viug, luego el conjunto de ecuaciones resultante que considera la variable espacial
es:

t
Oy = d,Auy — Mum + Yo
Ny
(5.6)
t
Ous = dyAus + Wulug — Yl
1

para (z,t) € Q= x (0,7).
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)
oy = dyAv; — %UIUQ - %mm
Oy = dyAvy + %UIUQ + %b:vl?m — VU2 (5.7)
[ O3 = dyAvs + Y02
{ oic = %?}11}2 (5.8)

para (z,t) € Qor = Q9 x (0,7), donde A es el operador Laplaciano en €; (i = 1,2) y
dy,d, > 0 son los coeficientes de difusiéon constantes.

El requerimiento que la poblacién H; permanezca confinada durante todo el tiempo en
Q; (i =1,2) se traduce en las siguientes condiciones de frontera sin flujo:

Vug(z,t)-m =0 ,en Z =00 x (0,T)

1,T

para k=1,2y:

Vouj(z,t)-m2 =0 ,en Z =080y x (0,T)

2,T

para j = 1,2, 3, donde 7; es el vector normal a lo largo de 0f2; en direccién hacia el exterior

de Q; (i =1,2).
Finalmente, las condiciones iniciales:
’UJ(I,O) :wo(x) , WwE {U17U2,U1,U2,U3,C}

son funciones no negativas en sus respectivos dominios espaciales: {2y para {uy, us} y 2y para
{v1,v2, 03, c}.

En las siguientes secciones se probara la existencia y unicidad de la solucion del sistema
de reaccién-difusion (5.6)-(5.8). Dado que los sistemas estdn acoplados sélo por el término
(Bpn/N2)viug, primero se probard la existencia y unicidad (e.u) de (5.6) para luego probar
e.u de (5.7) y posteriormente la e.u de (5.8). La funcién u; obtenida de (5.6) se extenderd
de forma adecuada a €/ Q y serd una funcién conocida en (5.7). La demostracion de la
existencia y unicidad se basa, en parte, en el procedimiento presentado en [Apreutesei, 2012
y [Zhou et al., 2019].

Por 1ltimo, considere la siguiente configuracién (la cual serd usada en la e.u del sistema



40 Capitulo 5

(5.6)-(5.8)):
Sea k € Ny X = [L*(€)]" el espacio de Banach con norma:

lullx = sup{[ju;][ : j = 1,.... k}

1/2
con u = (u;)¥_, € Xy ||uy|| := </ |uj(x)|2dx) para todo j =1,... k.
Q

Para j = 1,...,k, se define 4; como el operador A; : Dom(A;) C L*(Q) — L*(Q) tal
que:

» Aju; = mAu;, m > 0.

» u; € Dom(A4,) = {u € H*(Q) : g—:; =0en 89}.

y que genera a S; = {S;(t)}i>0 el Cy semigrupo de contracciones en L?(2). Ademds, A; es
auto-adjunto y es disipativo en L*(2) (Teorema 4.2.2, [Vrabie, 2003], p. 84), luego S = (5;)h_,
es un Cj semigrupo de contracciones en X con generador infinitesimal A = (Aj)le el cual

es auto-adjunto y disipativo en X, en efecto: sea x € Dom(A4;):

(Ajz,x) = d; / Az x dr = dj/ x g—de —d; /(Vm)gdx = —dj/(Va:)de <0
Q o N Q Q

5.2.1. Existencia y Unicidad Sistema (5.6)

Sea:
t
Gi(t,a,u) = Bl 7a)u1u2+’ybu2
Ny
t,a
G2<t7 a, U) = (ﬁbb](v )ul - 7b) U2
1
2 Ow 2 t
y D= {w € H* () : E e 0 enaﬂl}, con u:y x [0, 7] = R*y u = [uyg,us]’, luego
Ui

(5.6) se reescribe como:
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Oyuy = dyAuy + G (t, a,uy, us) , en

8tU2 = duAUQ -+ Gg(t, a, Uy, UQ) , e€en QI,T
Vuy-m =Vusy - =0 , en Z (5.9)

1T

up(x,0) = ud(x) , us(z,0) =ud(x) , eny

Teorema 5.2.1: Para a € Q fijo, si u)(z) > 0y u)(z) € DN L>(Q) (j = 1,2), entonces
el sistema (5.9) tiene solucién tnica u;, es no negatlva, existe una constante C' > 0 que sélo
depende de ug y es independiente de a tal que: 0 < u;(z,t) < C c.t.p en  x [0,7]. Ademés:

uj € L>®(Qy ) N WLQ(O,T; LQ(Ql)) N LZ(O,T; Hz(Ql)) N L>(0,T; Hl(Ql)) N C([O,T];LQ(Ql))
con j =1,2.
Demostracion:

Considere la configuracién presentada con k = 2, m = d, y Q = Q; (X = [L2(Q1)]%). Sea
a € Q fijoy ul(x) >0 € Dom(A;) N L>(y) para j = 1,2.

Se define f(t,u) = G(t,a,u), f:[0,T] x R* — R*y f = (f)_;, luego (5.9) queda como:

Ouy = dyAuy + f1(t, uy, uz) , en
Oug = dyAuy + fo(t, ug, ug) , en i p
Vuy-m =Vuy-m =0 , en Z (5.10)

ui(z,0) = ud(x) , us(z,0) =ud(x) , en Ql

El problema (5.10) puede ser tratado como una ecuacién diferencial ordinaria abstracta no
homogénea de la forma [Martin and Smith, 1990]:

iu( t) = Au(t) + F(t,u(t)) , t€][0,7T]

dt (P.1)
u(0) = ug , e X

donde uy = [u¥(z),ud(x)]’, u(t) € X es tal que [u(t)](z) := [u1(z,t), uz(z,t)]" para (z,t) €
Q1 x[0,T] y F := (Fj)j-, es una funcién F : [0,T] x X — X definida como [Fj(t, ¢)](z) :=
fi(t, o(x)) para (t,¢) € [0,T] x X y x € (.

El operador A es un generador infinitesimal de un Cj semigrupo de contracciones en X, F
es continua y medible en ¢ para t € [0, 7] pero no es Lipschitz continua en u uniformemente
con respecto a t, sin embargo, truncando la funcién F' se obtiene en una funciéon Lipschitz
continua.
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Se define el problema truncado asociado a (P.1) como:

iuN(t) = Au(t) + FN(t,u™(t)) , t€0,T]
dt (PT.1)
u¥(0) = uy , up € X

donde N > 0 es suficientemente grande, [u® (¢)|(z) = [u}(x,t),ud (z,t)]' para (z,t) €
Q x [0,T) y FY := (FEN)3_, es una funcién F¥ : [0,T] x X — X tal que [F)¥ (¢, p)|(x) :=

Vi Y
[V (t, (x)) para (t,¢) € [0,T] x X y x € Qy, con f}¥(t,(x)) (j = 1,2) definida como:

Il

= si|uy| < N entonces uy no sufre cambio alguno en f;.
» si u; > N entonces u; se sustituye por N en f;.
» si u; < —N entonces u; se sustituye por —N en f;.
Si se procede de forma similar con uy entonces FY(t,u) es Lipschitz continua en u € X

uniformemente con respecto a t € [0,7] (anexo B.1.1), en consecuencia por Teorema 5.B el
problema (PT.1) admite una tnica solucién fuerte u’¥ € W12([0,T]; X), asf para j = 1,2:

(u}(t) € C([0,T]; L* (1))

uj (t) € Dom(A;) c.t.pen (0,7T) y por tanto u} (t) € L*(0,T; H*(1)) (5.11)

d
| Sl () € 12(0,T5 L2()

Ademés, uf (t) € L>(0,T; H'(Qy)), en efecto, sea t € [0,T], de (PT.1) se obtiene:

t t
/ / |Osuy (, s)|2 dxds — 2du/ / Osul (x, 8)Aul (, s) dads
0 JO 0 J

t t
+di/ / |Aujlv(x, s)! dxds = / ‘le(s, ul (x,8), ud (x, S))‘Q dxds
0 Ql 0 Ql
por identidad de Green:

¢
—2du/ Osuy (z, $)Auf (z,5) deds = d, | |[Vuy (z, t)‘z dv —d, | |V (z, O)‘2 dx
0 Ql Ql Q1

y por tanto:



Modelo Espacio - Temporal 43

t
/ |Osuy (, 3)!2 dads +d, | |V (z, t)‘2 dv —d, | |V (z, O)‘2 dx
0 (951 1951

951

t t

+di/ |Aujlv($,s)| dxds :/ ‘L]CIN(S,UAV(:I;,s),ué\](:zc,s))‘2 dxds
0 951 0

O

reordenando:

t
/ ’le(s, ul (z,8), ud (z, s))|2 dxds + d, |Vu[1)(a:)’2 dx
0 (921 1951

(5.12)
t t
= / / |8Suff(:p,5)‘2 dxds + du/ ‘Vuiv(x,m? dz + di/ / ‘Au{v(x,s)} dzds
0 Ql Ql 0 Ql
Por otro lado, por la Lipschitz continuidad de F(t,u) en u € X se obtiene:
12 (s, 0t w220y = 1Y (s, 08, ug)) = £1 (5, 0,0)l | L2qeny < Ll [lz2(@u)+LlJud [|z2(0y)

donde L > 0 es la constante de Lipschitz continuidad, de aqui:

¢
/ ‘ffv(s,uiv(x,s),uév(m,s))‘z dxds <
0o Jo,

t t
<L (/ ‘uf’(x,s)f dxds +/ |ud (x, 3)‘2 dxds)
0 Ql 0 Ql

y como u} (t) € L*(0,T; H*(Q1)) (j = 1,2 por (5.11)) y uf(x) € H*(Q;) entonces:

t
/ |f1N(57UiV(Ia<9);U§V($,S))}2 dxds + d, ‘Vu(l)(x)|2 dr < 0o
0 Q1 Q1

por tanto, de (5.12) se obtiene:
t

t
/ |Oguy (, s)!z dxds + d,, |Vujlv($,t)‘2 dx + dz/ |Aut (z,5)| dads < oo
0 (951 (951 0

Q1

y por (5.11) se concluye que ‘Vujlv(x,t)f dr < 0o, es decir, ud¥ € L>(0,T; H'(;)). Por
1951
el mismo procedimiento se prueba que ud € L*°(0,T; H'(Q1)).

Por otra parte, u} (z,t) es acotada en @, donde Q := Q; x (0,7) (por conveniencia de
notacién). En efecto, sea:

M = mésc{]| ¥ |1y, 10l [ ey = 5= 1,2} > 0
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M esta bien definida pues fJN estd acotada por definicién, luego ul¥ (x,t) satisface:

%um):Alu{V(t)+F5V(t,uiv(t),uév<t>> L tE[0,T]

uy (0) = uf
y por tanto U7 (z,t) = uf (z,t) — Mt — |[ul|| L, satisface el problema:

%U{V(t) = A UN@) + FN(tu (), ud (#) =M , te[0,T)]

U(0) = uf — [Jul]| L= (@)

luego por Teorema 5.B la solucion existe y:
t
() = M (1 = =) + | € (R0 o) = 1)
0

Dado que u — [[u]|z=(0) < 0y F¥(r,uf (r),ud (r)) — M < 0 entonces U (t) < 0 para
todo t € [0,T], es decir, UN(x,t) < 0 para todo (x,t) € Q y consecuencia ul (x,t) <
Mt + ||uf]|L=(q,) para todo (z,t) € Q. De la misma manera se prueba que W{¥(z,t) =
ul (z,t) + Mt + ||uf||o,) > 0 en Q y por tanto uf' (z,t) > —Mt — ||ul||1=(q,) para todo
(x,t) € Q, por consiguiente:

(V(z,t) €Q) uf (z,1)] < Mt + ||ufllz=(,)
Procediendo de forma analoga se obtiene que:

(V(z,t) €Q) [uf (x,1)] < Mt + ||[usllz=(,)
asi:

(V(2,0) € Q) Ju¥(a,6)] < M+ [[ud]1(a (5.13)
donde M sélo depende de N, de esta forma se tiene que u} (z,t) € L™(Q) (j = 1,2).

Ademés, u} (x,t) es no negativa en Q. uy (x,t) verifica el problema:

Oy = duluy + f3' (L uy' uy') -, en @

Vuy -1 =0 ceny (5.14)
LT

ul (z,0) = ud(x) , en )y

Se define (ud)*(z,t) = max{ul (z,t),0} y ()~ (z,t) = — min{ud (x,t),0}, luego
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ud = (ud)*t — (ud)~ y por tanto si ()~ (z,t) = 0 en Q entonces ud (z,t) > 0 en Q.
Sea t € [0, 7], multiplicando (5.14) por (u}')~ se obtiene:

1 d

3 s (ud')~ | = d,Aud (u) )™+ f (tul u) ) (ug )~

integrando sobre €); y aplicando integracién por partes:

1 d 2 2 _
3 [l e dn [ ) de= [l ) de
1 1 !

Ny — <5bb(t @) N

aqui fy (. uy’, uj N, 1 ’Yb) uy y por (5.13): f3' (t,uy’, ud") < ef'uj’, luego:

1 d
1 / W) do+ d, / V) P de<e [ |@d) | de
dS o1}
como el segundo término del lado izquierdo es positivo entonces:
1 d 2 2
3 [ ey Parsd [ jo) [ a

e integrando sobre [0, ¢]:

t
1 ‘(uév)_f dr < cjlv/ }(uév)_f dxds
2 (951 0 Q4

aplicando la desigualdad A.1.5:

(W)~ (2,8)] dz <0
1951

y por tanto (ud)~(z,t) = 0, es decir, ud (x,t) > 0 para todo (z,t) € Q.

Para probar la no negatividad de u¥(x,t) considere el problema auxiliar:

oy = dAu + fY(uuf)  en Q
Vi m =0 cen Y (5.15)
1T
¥ (z,0) = ul(2) , en ()
N ~N N\ __ 6bb(taa) N~N . . . .
donde fi"(t,uy,uy) = — N U2 U es Lipschitz continua en X uniformemente con res-
1

pecto a t € [0,T] y f¥ < fN (ver anexo B.1.2) y puesto que ud (z,t) € L®(Q), se tiene:
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N < AUl en Q.

Por Teorema 5.B la solucién del problema (5.15) existe y procediendo como en el caso anterior

se obtiene:

t
@y P < ch/ @) duds
Q1 0 Q4

aplicando la desigualdad A.1.5:

(@)
1971

(x,t)|2 dx <0

y por tanto (ul)~(x,t) = 0, es decir, u)(x,t) > 0 para todo (z,t) € Q. Luego, por el
principio de comparacion de ecuaciones parabdlicas:

ul (z,t) > ¥ (z,t) > 0 , para todo (z,t) € Q.

Por otra parte, se definio:

M = max{[| [}l =), [[ufll L) = 5= 1,2}

y si se escoge N > 2méx{||uf||r=,) : j = 1,2} entonces existe # € (0,T) tal que:

MO + |||z~ (0,) <

N
= =12
2 7._7 )

y por (5.13): [u} (z,t)] < N en (x,t) € 4 x (0,6) (j = 1,2), por consiguiente F = F' para
todo t € (0,0) y por tanto ul (z,t) y ud (x,t) es solucién del problema (5.10) en €, x (0,6).

Por ultimo, para probar la existencia de la solucion global en @), se verificara que la solucién
local estd uniformemente acotada en €25 x (0,6). El problema (5.10) tiene solucién en §2; x
(0,0), luego sumando la primera y segunda ecuacién de (5.10) se obtiene el problema de

difusidn:

O (ul +ud) = dyA(ud +ud) ,
V(U{V"i_uév)'nlzo )
up(2,0) + ug(x,0) = ud(x) +ud(z)

como uf(x) + uy(x) > 0y uf(x) + ud(x) €

en 2y x (0,0)
en 9 x (0,0)
en Ql

L>(€) entonces la solucién del problema de

difusién existe, es ul¥ (z, 1) +ud (z,t) > 0en Q; x (0,0) y ul¥ (z, 1) +ud (z,t) € L=®(Q1 % (0,0)),
es decir, existe C' > 0 que depende de u{ + u9 y es independiente de la variable de control a

tal que:

0 < ul¥(z,t) +ud(z,t) < C c.tp en Q; x (0,0)
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Puesto que ul¥ (x,t) > 0y ud (x,t) > 0 en Q; x (0,6) entonces:
0 <ul¥(z,t) <C ct.penQ x(0,0)

esto es, ul (z,t), ud (z,t) € L>=(Q;x(0,0)), en consecuencia la solucién de (5.10) estd definida
en todo € x (0,77, asi (5.9) tiene solucién u; := u) (j =1,2) y es tal que:

Wl € L(Qur) N WE2(0, T3 LA(S)) N L2(0,T5 HA(Q1)) A L2(0, T3 B (R4)) 1 C(0, T; L))

Teorema 5.2.2: La solucién de (5.9) es tnica con respecto a a € Q.
Demostracion:

Considere las condiciones del teorema anterior y a; # ay € Q. Sea u = [uy,us]’ € X la
solucién (P.1) con a; y ug, y sea v = [v1,v9]" € X la solucién de (P.1) con ay y v, luego:

u(t) = S(t)ug + /OtS(t —r)F(r,a,u(r))dr , te[0,T].
v(t) = S(t)vy + /0 t S(t — r)F(r,az, v(r))dr , tel0,T].
Sea t € [0, T:
[lu(t) = v(®)llx < [IS(#)(uo = vo)llx + /Ot 1S(t =) [F(r,a1,u(r)) — F(r, ag, v(r))] || xdr
< [19®Ilecxlluo = vollx + /Ot 1S =)l l[F(r,an,ulr)) = F(r; ag, v(r))||xdr

puesto que S es un Cj semigrupo de contracciones en X entonces ||S(t)||zx) < 1 para
t € [0,T] (Definicién 5.1.16), en consecuencia:

t
sHw—wmx+/Wwwumuv»—Fwﬂmwmﬂuw
0

por tanto:

[lu(t) = v(®)llx < [luo —vollx + /0 [E(r, a1, u(r)) = F(r, az, v(r))|| xdr
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por B.1.3:

t t
< Juo — vol|x +/ Llfa(r) — v(r)||xdr + L/ | By (1, ag) — Buw(r, ar)|dr
0 0

reordenando:
t t
[lu(t) = v(®)[|x < [[uo — vollx + L/ | B (7, a2) — Buw(r, ax)|dr +/ Llu(r) = v(r)||xdr
0 0
t
por desigualdad A.1.5 considerando h(t) = |lug — vo||x + L/ |Bon (1, ag) — Bpp(r, ar)|dr y
0
k(t)=L>0:

[Ju(t) — v(®)|Ix < [luo — vol|x +/0 | Buo (7, a2) — By (7, a1)|dr

t S
+/ (Huo — vol|x +/ | Bow (7, a2) — Bup(7, a1)|dr> Lelt=9) gs
0 0

luego ||ug — vo||x = 0 si ug = vy y |Bw(7, a2) — Bep(r,a1)| = 0 si a1 = ag, por tanto se obtiene
la unicidad de la solucién con respecto a a € Q). 0

5.2.2. Existencia y Unicidad Sistema (5.7)

Por Teorema 5.2.2, para a € () existe un unico uy en €2 solucién de (5.9). Se define s
en (), como sigue:

us(z,t) , (2,t) € Qx[0,T]
HQ(I‘,t) =

0, (z,t) € (Q:\Q)x1[0,T]

con 2 = Oy N (2, por tanto para a € @), us € {25 es Unico, asi por definicién de wy y por
Teorema 5.2.1:

ﬂg € LOO(QQVT) N Wl’Q(O, T, L2(Qg)) N LQ(O, T, HZ(QQ))
y (5.16)
Uy € L=(0,T; H' () N C([0,T7; L*(€s))

Por otra parte, sea:
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Gl(tv a, U) = <_%U2 - %bzﬂ2) U1
Ga(t,a,v) = (%Ul - ’Yh) vy + %Ul%
G3(t7 a, U) = TnU2
2 Ow 3 t
y D = {w € H*() : o =0 enaﬂg} con v : Qe x[0,7] = R? y v := [vq, v, v3]", luego
2
(5.7) se reescribe como:
( 8,51)1 = dvA’Ul + Gl (t, a, Vi, Uy, ’Ug) , én 927T
(9,51)2 = dvAUQ —+ Gz(t, a, vy, Uy, ’213) , €n QQ’T
8151}3 = dUAU3 + Gg(t, a, v, Uy, ’U3) , €én QQ’T (5 17)
Vovj-n, =0 , enz,paraj:1,2,3. '
2,7
[ vi(z,0) = v () , en )y, paraj=1,23.

Teorema 5.2.3: Para a € Q fijo, si v)(z) > 0y v)(z) € DN L®(y) para j = 1,2,3,
entonces el sistema (5.17) tiene solucién unica v;, es no negativa, existe una constante C' > 0
que sélo depende de v? y es independiente de a tal que: 0 < v;(z,t) < C c.t.p en £y x [0,T7].
Ademas:

v; € L>®(Qaq) N WLQ(O,T; LQ(QQ)) N L2(O,T; HQ(QQ)) N L>(0,T; H1<Q2)) N C([O,T];L2(Qg)>
con j =1,2,3.
Demostracion:

Considere la configuracién presentada con k = 3, m = d, y Q = Qy (X = [L2(Q)]"). Sea
a € Q fijoy v)(z) >0 € Dom(A;) N L>®(y) para j =1,2,3.

Se define f(t,u) = G(t,a,u), f:[0,T] xR — R®y f = (f)3_;, luego (5.17) queda como:

( Qv = dyAuy + fi(t, v, v0,03) , en Qo
Oy = dyAvy + fo(t,v1,v2,v3) , enQyp
atUS = dvAU3 + f3<t7 U1, V2, U3) , €en QQ,T

5.18
Vovj-n, =0 , enz,paraj:1,2,3. ( )
2T

v;(z,0) = v} (x) , en Q; , para j = 1,2,3.
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El problema (5.18) puede ser tratado como una ecuacién diferencial ordinaria abstracta no
homogénea de la forma:

iv( t)=Av(t)+ F(t,v(t)) , t€[0,T]
dt (P.2)
v(0) = vy , voeX

donde vy = [v?(m) v9(x),v9(2)],}, v(t) € X es tal que [v(t)](z) := [vi(z, 1), va(, t), v3(z, )]

0
para (x,t) € Qy x [0,T] y :}7 (F})3_, es una funcién F : [0,7] x X — X definida como
[Fy(t.@))(x) = y(t, plx)) para (1) € [0,T) x X y @ € Q.

El operador A es un generador infinitesimal de un Cj semigrupo de contracciones en X, F
es continua y medible en ¢ para t € [0,T] pero no es Lipschitz continua en u uniformemente
en t, sin embargo truncando la funcién se obtiene:

4

(t) = AvN(t) + FN(t,vN (1) , t€]0,T]
at (PT.2)
vV (0) = vy , voeX
donde N > 0 es suficientemente grande, [vV(t)](z) = [v¥(x,t),v) (x,t), v (x,t)]! para

(z,t) € Qo x [0,T] y FN := (FN)3_, es una funcién FV : [0, T] x X — X tal que

gFg(?éw)](x) = [ (t,p(x)) para (t,¢) € [0,T] x X y x € Qy, con f¥(t,¢(z)) (j = 1,2,3)

» si|vy| < N entonces vy no sufre cambio alguno en f;.
» siv; > N entonces vy se sustituye por N en f;.

» si v; < —N entonces vy se sustituye por —N en f;.

Si se procede de forma similar con vy y v3 entonces FN (¢, u) es Lipschitz continua en v € X
uniformemente con respecto a t € [0,7] (ver anexo B.1.4), en consecuencia el problema
(PT.2) admite una tnica solucién fuerte vV € WH2([0,T); X) (Teorema 5.B). Asi, para
j=1,2,3:

(o) (t) € C((0,T]; L*(22))

v (t) € Dom(A;) c.t.p en [0,T] y por tanto v} (t) € L*(0,T; H*(y)) (5.19)

| ol (1) € L0, T3 L2(%))
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Ademas, v)¥(t) € L>(0,T; H'()), en efecto, sea t € [0,T], de (PT.2), procediendo como
en el Teorema 5.2.1 y considerando (5.19) se concluye que:

‘Vv{v(x,t)F dr < o0
Qo

por tanto vl € L*(0,T;H'(,)) y por el mismo procedimiento se prueba que v €

L2(0,T; H' () (j = 2,3). :

Por otra parte, v} (z,t) es acotada en @ donde Q := Q3 x (0,T) (por conveniencia de
notacién). En efecto, sea:

M = max{[| [}, [[]llL=() : 7 =1,2,3} >0

M esta bien definida pues fN estd acotada por definicién y de forma andloga al Teorema
6.3.1 se concluye que v; (:L’ t) es acotada en (), por tanto:

(¥ (@) €Q) oY (e,0)] < Mt +[[ef]|z~e) (520
donde M sélo depende de N (vl (x,t) € L®(Q), j = 1,2,3).

Ademés, v} (z,t) es no negativa en Q. vy (z,1) verifica el problema:

Oy = dyAvy + fN(t o vy, vg) , en Q
Vop i =0 cen) (5.21)
2T
(x 0) = Ul(x) , en ()

donde fV(t, v, vl vl :( th N—@_>UN.
fl( 1 2 3) NQ N2 U2 1

Como v}, 1y € L=(Q) (por 5.20 y 5.16 respectivamente) entonces f{¥ (¢, v, v), vl¥) < N,

Sea t € [0,7T], multiplicando (5.21) por (v)¥)™ y calculando como en el Teorema 5.2.1 se
concluye que:

(o)~ (2, 8)]" dz <0
Qo

es decir, v)¥(z,t) > 0 para todo (z,t) € Q.

Para probar la no negatividad de v}’ (z,t) considere el problema auxiliar:
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oY = d,ABY + Nt oN, Y, 0)) | enQ
vy 12 =0 en) (5.22)
vy (2,0) = vy(x) ; €n QQ
donde fN(t,vN Y, YY) = (%vl — %) 5 y vV, vl son soluciones de (PT.2). F es Lips-
2

chitz continua en X uniformemente con respecto a t € [0, 7] y como vV es no negativa

entonces fV < fV (ver anexo B.1.5), ademas por (5.20): f¥ < Yol en Q.

Por Teorema 5.B, la solucién de (5.22) existe y procediendo como en el caso anterior se

obtiene (0Y)~(x,t) = 0, es decir, v3' (x,t) > 0 para todo (x,t) € Q, luego por el principio de

comparacion de ecuaciones parabodlicas se obtiene:
v (x,t) >0 (x,t) > 0 , para todo (z,t) € Q.
Por otra parte, para probar la no negatividad de v} (x,t) considere el problema auxiliar:
oY =d,AvY | enQ
Vol my =0 , €en Z
W (2,0) = o9(x) , enQy

cuya solucién 9 existe y es no negativa en @, luego como 0 < f := 4,0l (v} es solucién de

(PT.2) y es no negativa) entonces por el principio de comparacién de ecuaciones parabdlicas:
v (x,t) >0l (x,t) > 0 , para todo (z,t) € Q.

Ahora, si se escoge N > 2max{|[v}||r=(,) : j = 1,2,3} entonces la terna v (z,t), v} (z,1)
y v& (x,t) es solucién del problema (5.18) en €y x (0, 0).

Finalmente, sumando la primera, segunda y tercera ecuacion de (5.18) se obtiene el problema
de difusién:

O (vl +v) +oll) = dvA(v{V + v + o) , en €y x (0,0)
Vo) + o) +0l) me=0 , en 09 x (0,0)
v1(x,0) + vo(z, O)+U3(x 0) = o)(x) + vI(x) + vi(x) , en Ny

dado que v{(z) +v9(z) +v3(z) > 0y v{(z) +0v9(z) +vI(x) € L>=(2) entonces la solucién del
problema de difusién es v} (z,t) +vd (z,t) +v (z,t) € L=®(Q2x (0,0)) y v (z,t) +vd (z, 1) +
v (x,t) > 0, es decir, existe C' > 0 que depende de v{ + v§ + v§ y es independiente de la
variable de control a tal que:

0 <o](z,t) + v (z,t) + v (x,t) < C ct.pen O x (0,0)
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y puesto que para j = 1,2, 3: U]N(.Cﬁ,t) >0 en O x (0,60) entonces:
0< U;V(iﬁ,t) < Cect.penQ x(0,0)

esto es, v (x,t) € L®(Q x (0,0)), en consecuencia la solucién de (5.18) estd definida en
todo Qy x [0, T, asi (5.17) tiene solucién v; := v (j =1,2,3) y es tal que:

oY € L(Qur) N WI2(0, T3 L2(Qs)) N LA(0, T3 HA(Qs)) N L=(0, T3 HY () 1 C([0, T L($2))

Teorema 5.2.4: La solucién de (5.17) es tnica con respecto a a € Q.
Demostracion:

Sean las condiciones del Teorema 5.2.3.

Sea ay, a3 € Q (a1 # ay) y W) € L*(Qy) asociado a a; € Q (j = 1,2).

Sea ademds v = (v;)?_; solucién del problema (P.2) con vy y a1, y w = (w;)3_, solucién del
problema (P.2) con wq y ag, luego:

t
v(t) = S(t)uo —|—/ S(t—r)F(r,ay,v(r))dr , tel0,T].
0
t
w(t) = S(t)wy +/ S(t—r)F(r,ag,w(r))dr , te]|0,T].
0
Sea t € [0,T] y procediendo como en el Teorema 5.2.2 se obtiene:
t
[Iv(t) = w(t)l[x < luo — vol[x + / |F(r, a1, v(r)) — F(r, a2, w(r))||xdr
0
por B.1.6:
t t
< o = unllx + 2 [ V) = wlrllsdr + 2 [ @) = w0
0 0

y reordenando:

t t
< o~ wnlls + L [ |[a3(r) = B e+ L [ 1v(r) = wio) s
0 0
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t

por desigualdad A.1.5 considerando h(t) = |lug — wol|x + L/ [a3(r) — us(r)||r2mdr y
0

k(t)=L>0:

t
[lut) = v(®)l[x < {luo = wollx + L/O 125(r) = 5 ()| L2 dr

b ¢
[ (o= wall 4 2 [ 00) = w00 ) LM
0 0

luego |ug — wol|x = 0si ug = wy y |[g(r) —u3(r)|| 12, = 0 si a1 = as (por Teorema 5.2.2),
por tanto se obtiene la unicidad de la solucién con respecto a a € Q. 0

5.2.3. Existencia y Unicidad Sistema (5.8)

Oc(z,t) = %vl(x,t)vg(:c,t) , (1) € Q9 x (0,T)
2

c(z,0) = A(z) , x €y

Teorema 5.2.5: Sea a € Q, si ® > 0 € L>()y) entonces el problema (5.8) tiene solucién
Unica con respecto a a, es no negativa y:

cc LOO<QQ7T) N LZ(O, T, L2(QQ)>
oic € LQ(O, T; L2(Qg))
Demostracion:

Seaa € Qy X = L>®(Qy). Para a € () existe una tnica v; solucién del sistema (5.7), es no
negativa y:

vy € L®(Qar) N IWI2(0,T; 12()) N I2(0,T; B2 () 1 L¥(0,T; H' () 1 C(0,T); 1(52))
(j = 1,2). Luego, el sistema (5.8) puede escribirse como:

d
Ec(t) = F(t,a,c) ) tE<OvT]

c0) = &">0 €X
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donde [c(t)](z) = c(x,t) parax € Qo y F : [0,T] x X — X es definida como [F(t,a,c)|(z) =
Bhn

Fvl(x,t)vg(x, t) con x € {2y y donde v; depende de a (por Teorema 5.2.4) (j = 1,2).
2

Por tanto en 2y 7:

¢
c(x,t) = %/ vi(z, 8)va(z, 8)ds + & >0
Ny Jo
NE
B [ 0
c(z,t) < 7 | Mvillz=@amvelle=@zr) + 1€ 2=(02)
2. Jo

y en consecuencia ¢ € L>(Qy7) N L*(0,T; L*(Q2)), ademas:

atc('% t) < # | ’Ul ’ ’L‘X’(Qz,T)UQ(xa t)
2

sea C' = %HUlHLw(QQ,T) > 0:
2

10c(t)]] L2(02) < C?llva(t)]] 12(020)

[10e(®)l| 720 < CHlv2(D)1Z2 (0

T T
/0 10kc(5) 2200 s < C / [02(5)] 20

y como vy € L2(0,T; H?(S)y)) entonces dyc € L?(0,T; L*(€s)).



Capitulo 6
Optimizacion

Tal como se menciond en el capitulo 3, se desea disminuir el impacto de la enfermedad
en la poblacién de humanos minimizando las cantidades de interés (Tasa de Ataque en
Humanos, Incidencia Acumulada en Humanos, Cantidad Maxima de Humanos Infectados y
el Tiempo de Extincién de la Enfermedad en Humanos) a través del control del coeficiente
de transmisién de la enfermedad en la poblacién transmisora de la enfermedad (Bu(t, a)).

Se desea minimizar el funcional:

J(u,a) == ARy(T) + BCL(T) + C’Htleéulx I(t) + Dtoy + €g(a) (6.1)
A B C
J(u,a) == — [ Rp(z,T)dx + —=— | Cu(z,T)dx + — max Iy (x,t)dx
()= o] Jy, e e g, Orlen e+ o mdy /Q (@)
+Dte, +c9(a) (6.2)

donde a = [a,7,t.]' vy u = [Sy, Iy, Sk, In, Ry, Ch]* (con w solucién del modelo temporal en el
caso de (6.1) y solucién del modelo espacio-temporal en el caso de (6.2)) y donde A, B, C,
D, € € R son parametros que junto a la funcién g : Q@ C R?> — R se determinardn a través
de ensayos numeéricos.

En este capitulo se exponen los argumentos para asegurar la existencia de la solucién del
problema de optimizacién (primero se hard para el poblema que involucra el modelo temporal
y luego para el modelo espacio-temporal); se obtiene el problema adjunto y el gradiente
continuos; y se presentan: el esquema discreto del problema de optimizacion, el problema
adjunto discreto y el gradiente discreto que serd utilizado para el calculo del 6ptimo.

o6
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6.1. Optimizacion con restricciones EDO

6.1.1. Existencia del ()ptimo

Sea F': [0,00) x R3 x R® — RE:

[ _5bb](vtl’ D s (un(t) + ua(t) _
5%](51’ LT ———
% 1 (Bus(t) + %’Zvl (t)uz(t) — yva(t)
2 ()

_ %vl(t)vz(t) |

donde F = (F})%_,, u:[0,00) = R® y w := [uy, u, vy, v9, v3, c|'.

=1

Se denominard problema directo al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

d

d—“ = F(t,a,u) , te(0,T]

t (6.3)
u(0) = wup>0

donde 0 = [0,0,0,0,0,0]", y cuya solucién existe (u € [C([0,T],R)|®N[H([0,T])]°), depende
del pardmetro a: u = u(a) (Proposicién 4.2.5) y es de la forma:

u(t) = ug —|—/0 F(s,a,u(s))ds , te€[0,T]
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Por otra parte, se define el problema de optimizacion:
min J(u(T),a) :== Avg(T) + Be(T) + e{(1 — a)* + +*}
(u7 a) e Wad >< Q (64)

sujeto a: u satisface (6.3)

donde:
= () es un conjunto no vacio, convexo, acotado y cerrado tal que @ C (0,1) x (0, M) x
(0, 7)CR*y M > 0.

s Woa={uelC0,T,R)*N[H(0,T])]°:0<u<M}conOy
M= [Nl,Nl, NQ, NQ,NQ, Ng]t segfm Corolario 4.2.3.

» J:[C[0,T],R) N[H ([0, T)N]* x R?* - Ry g(a) := {(1 —a)®>+~*} se obtienen tras el
analisis de sensibilidad y otras consideraciones cuyos detalles se presentaran el capitulo
de Analisis de Sensibilidad.

Puesto que v = u(a) entonces (6.4) puede ser formulado de forma equivalente como:

min  J(u(T),a)
“€Q (6.5)

s. a:  u = u(a) satisface (6.3)

Teorema 6.1.1: El problema (6.5) tiene al menos una solucién 6ptima a € Q).
Demostracion:

Se tiene:

a) Q C R3 es no vacio, convexo, acotado y cerrado.

b) J(u(T),a) = Avs(T) + Be(T) + e{(1 — a)*> + 4*} > 0 pues vs,c € W,y (Corolario
4.2.3) y A, B e € R son escogidos adecuadamente para ello (ver capitulo de Andlisis
de Sensibilidad).

c) J es continua en u y a.

Dado que J >0 (b.) y @ es no vacio (a.), el infimo:

J* = ;g{of? J(u(T),a)
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existe y en consecuencia es posible encontrar una sucesién minimizante (a;) C @ tal que:

J* = lm J(ug(T), ar) (6.6)

k—o0

La sucesién ay, estd acotada pues Q C R? es acotado (a.), por tanto existe una subsucesién
convergente a a € R® (ag, — a cuando n — 00) y como @ es cerrado entonces @ € Q.

Por otra parte, como:
t
u(t) = uo —i—/ F(s,a,u(s))ds , te€][0,T]
0
entonces se obtiene una sucesion en W, de la forma:

t
w0 =0+ [ Flsan, o, (9)ds . t€[0.1]
0
t
Sea t € [0,T] y ua(t) = ug —i—/ F(s,a,uz(s))ds:
0

ds

]RG

ot (1) — g (8)] [z < /0

F (s, ar, ur, (5)) = F(s,, uals))|

y por propiedad de F' (A.2.1):

t t
< 0/ | Bob (S, an, ) — Bev(s,a)|ds + L/ |[ug, (8) — ua(s)||reds
0 0

por desigualdad de Gronwall (A.1.5):
t n s t
< C/ !ﬁbb(s,akn)—ﬂbb(S,a)|ds+LC/ </ Bon (7 s, ) — B (7, a)|d7)€fs Lar g
0 0 0

T T s
SC/O |5bb(s,akn)—ﬂbb(S,a)|ds+LC/0 (/0 |Bus (7, s, ) —Bos (7 a)|d7_)6L(T—s) s

=
T T s

||k, —tal|oo S/ ’Bbb(saakn)_ﬂbb(saa)‘d5+L/ (/ | Bow (7, ak,, ) — B (T, @)’dT)eL(Tfs) ds
0 0 0

por continuidad de Sy (t,a) (A.1.1) se concluye que uy, — ug si ag, — a cuando n — oo.
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Por dltimo, la continuidad de J (c.) implica:
J(u, (T), ax,,) = Avs,, (T) + Bey, (T) + e{(1 — o, )* + 75, }

— J(ua(T),as) = Avs, (T) + Bea(T) + e{(1 — @)* + 7}

cuando ay, — a y consecuencia: J* = J(ug, az) (por 6.6), es decir a es el éptimo.

6.1.2. Gradiente

Calcular el gradiente sera ttil para implementar la optimizaciéon numérica del problema.
En esta subseccion se calculara el gradiente continuo y el gradiente discreto de la funcién
objetivo J por medio del calculo del lagrangiano asociado al problema de optimizacién en
estudio ( [?], [Hinze et al., 2009]). Representar el gradiente de J con respecto al pardmetro
a a través del lagrangiano involucra resolver un sistema adjunto (otro sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias), sin embargo, es una forma més eficiente de calcularlo que hacerlo
por medio de las derivadas direccionales en las direcciones de las componentes de a.

Considere el problema de optimizacion:

min J(u,a) sujeto a: e(u,a) =0

(u,a) e W xY

donde e(u, a) se denominara problema directo y representa un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias o bien un sistema de ecuaciones diferenciales parciales cuya solucion v € W
depende del parametro a € Y.

Por lo general el problema de optimizacién se reformula agregando (o sustrayendo) las
restricciones a la funcion objetivo por medio del lagrangiano, el cual se define como sigue:

L(u,a,\) = J(u,a) + E(u,a,\)

donde A son los multiplicadores de Lagrange relacionados con la restriccion e(u,a) = 0y
E(u,a,\) = (e(u,a), A) es la formulacién variacional de e(u,a) = 0, luego:

J(u,a) = L(u,a,\) — E(u,a,\)

y puesto que u = u(a) entonces J(a) := J(u,a), en consecuencia:

dJ(a) dL(u,a,N) dE(u,a,\)

da da da
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dE A
Como u es admisible (esto es: e(u,a) = 0) entonces (Z_ﬂa) = 0 y puesto que:
a
dl(u,a,\)  /OL(u,a,)) du(a) N OL(u,a, \)
da B ou  da da

se obtiene:

dJ(a) /O0L(u,a,\) du(a) +8£(u,a,)\)
da ou  da da

aqui du(a)/da no puede ser calculado puesto que u no es una funcién explicita del pardmetro
a, sin embargo si se considera A tal que:

OL(u,a,\)

=0
ou

entonces la derivada de la funcion objetivo con respecto al parametro a es:

dJ(a) 0L(u,a,\)

da da

donde u es soluciéon del problema directo y A es solucion del problema adjunto, este ultimo, es
el problema que se genera a partir de la condicién L(u, a, \)/Ou = 0 (el problema adjunto es
otro sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias u otro sistema de ecuaciones diferenciales
parciales, respectivamente).

El gradiente continuo y discreto se obtienen siguiendo el procedimiento expuesto en [Cha-
vent, 2009] (pag. 65-71) pero considerando a uy como pardmetro fijo y a a como variable.

a) Gradiente Continuo

Sea el problema de optimizacién:

min J(u(T),a) :== Avs(T) + Be(T) + e{(1 — a)* + ~*}
(u,a) e W xY
sujeto a: u = u(a) satisface (6.3)

donde (6.3) es el problema directo y por Proposicion 4.2.5 es posible considerar W :=
[HY([0,T])]°. Sea YV := R3 y Z := [L*([0,T])]% el lagrangiano asociado al problema de
optimizaciéon esta dado por:
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L WxYxZ" =R

L(u,a,\) = J(u(T),a)+ E(u,a,\)

donde J : W x Y = R, E(u,a, ) := (e(u,a),\) ;5. (Z* es el dual de Z) es la formulacién
variacional del problema directo con:

y por tanto:

B, a,\) = /0 ' [F(ta,u() — Pty

donde A(t) := [\;(¢)]S, € Z* := L?([0,T])° son los multiplicadores de Lagrange, luego:

L(u,a,)) = J(u(T),a) + /0 ' [F(t,a,u(t))— - }A(t)dt

y aplicando integracién por partes se obtiene:

L(u,a,\) = J(u(T),a)+/0 [F(t,a,u(t)))\(t)+u(t)%§t)} dt —u(T)NT)+u(0)A(0)

Al calcular la derivada de £ en la direccién du € W:

dA

<%(u,a, )\),5u> = 9 ), ayou + /0 ' [a—F(t,a,u(t))t5u)\(t) +du

— == o ]dt — Su(T)N(T)

+3u(0)A(0)
omo u(0) = ug es pardmetro fijo entonces se obtiene:

<a—£(u, a,\), 5u> = ?(U(T), a)ou + /0 [08_5<t’ a, u(t)) 6ul(t) + 5u%] dt — ou(T)N(T)

ou U

y puesto que:

oL

8—u(u,a,/\) =0
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entonces:

TroF . d\
/0 (S (1 a,u(0) 6uA(r) + 602 dt = 0
<~
/T [a—F(t (t))tA<t)+@]5 dt =0
o Lo e ar )"
=
OF t .
[a—u(t, a, u(t))A(t) + a} Su=0
~
d\  OF

- = %(t, a,u(t)) \(t)

—(u(T),a)éu — ou(T)NT) =0

en consecuencia A es solucion del siguiente problema adjunto:

—— = —(ta,u(®)'A(t) , t€][0,T)

d\(t)  OF
dt ou
A1) = ),

ou
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Teorema 6.1.2: El problema adjunto al problema de optimizacién es:

, _%(t) - %’ZG)W@) (Rt = (1))
_%(t) _ <5bb](\?;1, a) uy (t) — %) ()\g(t) — /\1(15)) + %m(ﬂ(&(t) ~ (t)
~Su) - %mm () + 20(0) = Xa(0)) + %M;UQ(t) (Malt) = ()
.t e (0,7
B - %’jmu) () + 20(8) = 2al®)) + 31 (3s() = 11))
ds
~2(t) = 0
dXg
S

con A\ (T) = X(T) = X(T) = M(T) =0, A\5(T) = Ay X(T) = B (ver A.2.3) y estd bien
definido.

Demostracion:

Considere el cambio de variable t = T — ¢, el problema adjunto queda como un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias lineal con ¢ € [0,7] y condicién incial \;(0) = 0
(1=1,2,3,4), A\5(0) = Ay \(0) = B.

: TOF .
Y por tanto su solucién es A(t) = z exp (— a—(t, a, u(t))tdt), donde:
o Ou
B (i, @) B (i, a) ]
e d P @ 0 0 0
N1 (%) N1 (5 0
B (t, a) B (t, a) Bon Bon
oD - Lk Boh 0 0
N, + % N, T N, U N,
OF . _Bun o Ben o Prn o Ben Phn
%(’a’u)t_ ! 0 NN N, 2+N2u2 0 Ny’
0 0 L 1 @Ul Y D 1
Ny Ny Ny
0 0 0 0 0 0
i 0 0 0 0 o 0 |
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es una matriz con coeficientes continuos y acotados en 0 <t < T

Por ultimo, por Proposicién 4.2.5: u = u(a) y por tanto J(a) := J(u(T),a), luego:

<dgia)75a> _ <g_§(”’a’ >\)75G> = <%(U(T),a) + /OT %(t7a7u(t))tA(t)dt,6a>

donde da € R?, por consiguiente, el gradiente continuo queda como:

Vo (a) = %(u(T),@) —i—/o aa—];(t,a,u(t))t)\(t)dt

con A(t) solucién del problema adjunto y u(t) solucién del problema directo (gradiente con-
tinuo como tal en A.2.3).

b) Gradiente Discreto

Seah>0,t"=0<t <t?< .. <thl <tK =Tyt = t* 1 h una particién de
[0, 7). Considere u* := u(t*) para todo k = 0,1, ..., K y el problema directo discreto (Euler
explicito aplicado al problema directo):

h (6.7)

u = Up
Considerel problema de optimizacién discreto:

min  Jy,(u”, a)

a€ Q)

s.a:  u satisface (6.7)

con J (uf, a) = zuf+e {(1 — a)> + 42} y 2 :=[0,0,0,0, A, B]' € RS. El lagrangiano discreto
asociado al problema de optimizacién se define como:

Ly (un, a, ) := Jp(u”, a) + Ep(up, a, \p)

donde uy, := (u*)K, (u* € RP) es la solucién del problema directo discreto, A, := (A\*)K |



66 Capitulo 6

(A\¥ € RY) son los multiplicadores de lagrange discretos con A¥ como la aproximacién de A(t)
en el tiempo t* para todo k =1,..., K, y:

K-1
En(up,a,\p) = Z {hF(tk,a,uk) — (uFtt — uk)}/\l€+1
k=0
K-1 K-1
_ Z hF(tk, a, uk))\kJrl _ Z(ukJrl _ uk))\kJrl
k=0 k=0
K-1 K—1

Aplicando suma por partes: Z(u’“rl — RN = g BNE g 0\0 — Z()\kH — Mk

k=0 k=0
obtiene:
K-1 K-1
Uh,a )\h — Z hF )\k+1 K)\K + U(])\O + Z(}\k+l . )\k)uk
k=0 k=0

luego, considerando una direccién arbitraria duy, := (du*)E_; (du* € RO):

OE 18F —
< b (5uh> hz % s a, uF)SuF N — SuBNE 1 500N + Z (AP — AF) sk

Oun’ —0 k=0
aqui u° es fijo y por tanto du’ = 0.

Al derivar parcialmente £;, con respecto a duy, := (duf)E_ | (du* € R):

9Ly 9Jn KilaF k kxt s, kyk+1 KK
(un, a, A\n), 5uh> = —(uK,a)éuK+hZ—(t L a, u®) Ut AT — Sut A
<8uh ouk — Ju
K-1
+ (/\k—H . /\k)éuk
k=0

_ dJp K K K — OF k k\tyk+1 k+1 k k
—{au—K(u ,a) — A }5u +§ h%(t,a,u))\ + AT = A" S du

debido a que:
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entonces, para todo k =0,...K — 1:

0Jn OF

&L_K(UK’G) N =0 A ha_( a7uk)t>\k+1 LR Ak =
esto es:

ae]h 8F

Gur (WHa) = AT =00 A A= AR R (8 0, uf) AR

por consiguiente se genera el siguiente problema adjunto discreto:

F
N = )\k“—l—hg—(tk,a,u’“)t)\“l , k=K—-1,...,0
u

0Jy,

MK au—K(U ,a)

Por dltimo, el diferencial del lagrangiano con respecto al vector de parametros a queda:

<8£h (un, @, An), 5a> — <%(uK,a) + %(uh,a, )\h),(5a>
a

oa oa
=
L) 8Jh - OF | '
—_— A h— YENEF
da (n, @ An) = )+ 6@
k=0
y por tanto el gradiente discreto es:
~ a.J, — OF
o h el tk k t)\k—f—l
Vadi(6) = 0+ h Y ()

donde A* es solucién del problema adjunto discreto y u* es solucién del problema directo
discreto.
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Para este trabajo se tiene que el problema directo discreto es:

(
k41
Uy

N =

tk

N
t* a
ub +h (%u’fug — 'ybu'g)
5hh By
vk 4+ h < bok — —Zokub
1 I (6.8)
Brn_ 4, Bon 4,
vh +h <N2 N+ Evl% YUk
v + hoypvl
Bhn
ck + hEv'fvg
donde uf >0 (1 =1,2),v) >0 (j = 1,2,3) y ¢ > 0. El problema adjunto discreto es:
tk
AP h—ﬁ””gvl’ ) ub (A5 = N
Nt L, <5bb(tk,a) uk — %) (}\l2f+1 _ )\ll»c+1) 4 Pen Bon E (L \kH1)
N1 N2
AR g, Brn k()\k-i-l AL )\k+1) 4 Pon Bon k()\k—i-l )\k-l-l)
3 Ny 3 N, (6.9)

)\k+1+h{f\lg k()\k—l—l Ty )\k;+1) . (Ak+1 )\k+1>}

0

con M= = E = E =0, A = Ay \E = B; y el gradiente discreto es:
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1
Oyt (3 — A%)

N —2¢(1 — a) K-1| N, da
Vodn(a) = +hy L os (6.10)
2 —
B | W ek (X - )

6.2. Optimizacion con restricciones EDP

6.2.1. Existencia del ()ptimo

Considere nuevamente el sistema de ecuaciones diferenciales parciales acoplados:

( Oyuy = dyAuy + Gt a,ur,u9) , enQyp
Orug = dyAug + Go(t, a,ur,uz) , enQyp

Vu;-m =0 , en Z ,para j = 1,2. (6.11)
1T
[ uj(z,0) = uf(x) , en()y ,paraj=1,2.

(D1 = d,Avy + Fi(t,a,v1,02,Tp) , enQorp
Oy = dyAvy + Fo(t,a,v1,v2,T2) , enfop

at7)3 = dvAUg -+ Fg(t, a, ’Ug) , €en QQT
: , (6.12)
Vuj-ny =0 , enz,paraj:1,2,3.
2,T

[ vi(z,0) = o) (x) , en )y, paraj=1,23.

Oc = H(t,a,v1,v2) , enQyr
{ c(z,0) = () ., enf€)y (6.13)

donde:

up(z,t) , (x,t) € Qx1[0,T]
ﬂg(l’, t) =

0, (z,8) € (Q\ Q) x[0,7T]
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_ Buwl(t,a)

Gi(t,a,uq,u9) = N,z + Vo2
1
t
Gy(t, a,uy, uz) = wulm — YUz
1
Fi(t,a,v1,v2,Up) = —%02 - %)ZUQ U
Fy(t,a,v1,v9,U) = %Ul — ’Yh> Vg + %Uﬂz
F3(t,a,v) = U2
H<t7 a, vy, UQ) = %h:vl'UZ
. 0 9 ow
J=12: uj(z) >0¢€ {wEH (Ql):%:O enaﬂl}
1

7=1,2,3: v)(z) >0¢ {w € H*(Qy) : STU} =0 enan}
2
A(x) >0 € L=(Qy)

el cual, por Teoremas 5.2.1, 5.2.3 y 5.2.5, tiene solucién no negativa y:

u; € L=®(Q ) N LA20,T; L3 (), j=1,2. (6.14)
Vj, C € LOO(QQ’T)HLQ(O,T, L2<QQ>) , 1=1,2,3 '
luego, para j = 1,2 se define:
Wj = {U) € LOO(QJ,T) n L2(07T7 L2<Q])) : w(xvt) > 0, ((L’,t) = Qj7T}
Considere el problema de optimizacion:
( 1
min J(u(-,T),a) = o {Avs(z,T) + Be(x, T)Ydr + e{(1 — a)* ++°}
2l Ja,
(u,a)
W,y xQ (6.15)
sujeto a: u satisface (6.11) - (6.13)

_ t o
donde u = [uy, ug, vy, v, v3, c|" y:

= () es un conjunto no vacio, convexo, acotado y cerrado tal que @ C (0,1) x (0, M) x
(0,7) CR®y M > 0.

. Wog = [WA]? x [Wa]t.
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o T [L(Qr) N LA0,T5 L2(9))]? x [L°(Q7) N L20,T; L2 (Q2))]* xR* - Ry
g(a) :== {(1—a)?>+~?} se obtienen tras el anélisis de sensibilidad y otras consideraciones
cuyos detalles se presentaran en el capitulo de Analisis de Sensibilidad.

Por Teoremas 5.2.2 y 5.2.4 la solucién de (6.11)-(6.13) depende del pardmetro a y en
consecuencia u = u(a), por tanto (6.15) puede ser formulado de forma equivalente como:

min J(u(-,T),a)
a€Q

(6.16)
s.a u = u(a) satisface (6.11) - (6.13)
Teorema 6.2.1: El problema (6.16) tiene al menos una solucién 6ptima a € Q.
Demostracion:
Se tiene:
a) Q C R3 es no vacio, convexo, acotado y cerrado.
1
b) J(u(-,T),a)= o {Avs(z, T)+Be(z, T) }dr+e{(1—a)?*+7*} > 0 pues vs, ¢ € Wy
2| Ja,
y A, B,e € R son escogidos adecuadamente para ello (ver capitulo de Andlisis de

Sensibilidad).

c¢) J es continua en u y a.

Dado que J >0 (b.) y @ es no vacio (a.), el infimo:

J" = ;Ielg J(u(-,T),a)

existe y en consecuencia es posible encontrar una sucesién minimizante (a;) C @ tal que:

J* = lim J(ug(-,T), ax) (6.17)

k—o00

La sucesion ay, estd acotada pues Q C R3 es acotado (a.), por tanto existe una subsucesién
convergente a a € R3 (az, — @ cuando n — o0) y como @ es cerrado entonces a € Q.
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Por otra parte, por Teoremas 5.2.1 y 5.2.3 la solucién de (6.11)-(6.13) es de la forma:

¢
u;(t) = S;(t)ul +/ Si(t —r)Gi(rya,uy,u0) dr, t€[0,T] , j=1,2.
0
¢
vi(t) = Ti(t)v? —|—/ T;(t — r)Fi(r,a,vy,va,00) dr , t€[0,T] , i=1,2
0
¢
vs(t) = T;()v) +/ T3(t — r)F3(r,a,vy,v9) dr , te€[0,T]
0

t
C(t):CO"‘/H(?“,@,Ul,UQ)dT , t€[0,T]
0

donde S; es el Cj semigrupo de contracciones en L*(€2;) descrito en el Teorema 5.2.1 (j = 1, 2)
y T; es el Cy semigrupo de contracciones en L?(€);) descrito en el Teorema 5.2.3 (i = 1,2, 3),
por consiguiente se obtiene una sucesion en W,4:

t
u;gn(t) = S](t)ug +/ Sj(t - T)Gj(r7 akn,ulf"(r),ugn(r))dr , L€ [O7T] ) .] =12
0
t
Uf”(t) = T;(t)v! +/ T;(t — r)Fy(r, akn,v]f”(r),vlgn(r),ﬂ];"(r))dr , tel]0,T] , 1=1,2
0
t
vl?f" (t) = Ty(t)vd + / T5(t — r)F5(r, akn,vf” (r), v’g”(r))dr , te€[0,T]
0

¢
cFn(t) =" +/ H(r, akn,vf"(r),vg"(r))dr , te€[0,T]
0

t
Sea t € [0,T] y u§(t) = Sa(t)ud +/ So(t — 7)Go(r, a,ul(r),uj(r))dr. Procediendo como en

0
el Teorema 5.2.2 (considerando la propiedad B.1.3 y desigualdad A.1.5) se tiene:

T
[ — wlll gy < C / 1Bio(5, an,) — B, @)\ds
0

+ C’/OT (/OS | B (T, a,, ) — Bon (T, d)\dT) eCT=9) (s

donde C' > 0 es independiente de ay, (propiedad B.1.3), luego por continuidad de [y (¢, a)
(A.1.1) se concluye que ub® — u§ si a, — @ cuando n — oo y por tanto wy* — S si a, — @
cuando n — oo (aqui Uy es la extension de uy sobre €s).
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t
Por otro lado, si v¥(t) = Ti(t)v?+/ Ti(t—r)Fi(r,a, v} (r),vy(r),us(r))dr (i = 1,2), entonces

0
procediendo como en el Teorema 5.2.4 (considerando la propiedad B.1.6 y desigualdad A.1.5):

t
[l () = vf ()] 22y < L/O [ (r) = w3 (r)]] 20y dr

¢ ¢
+/ (L/ ||ﬂ§"(r) — HS(T)HLQ(QQ)CZT) Le™t=9)ds
0 0

donde L > 0 es independiente de ay,,. Luego, si ap, — @ entonces v — v¢ (i = 1,2).

t
Ahora, como v§(t) = Ty(t)v§ + / Ts(t — r)F3(r,a, vy (r))dr entonces:
0

t
105 (8) = 0§ (O)llras) < [ log" (8) = v3(B)]]22(0)
0

y por tanto: vA" — v§ si ay,, — @ (pues vh" — v3).

Por tltimo, en virtud de vf* — v? cuando az, — a (i = 1,2), se obtiene:

crn(t) ="+ /0 o (rYokn (rYdr — A(t) = +/0 o8 (r)vs(r)dr

en L?(Q) cuando ag, — a.

Asi, por continuidad de J (c.), se obtiene:

1
J(ug, (-, 1), ax,) = m A {Avy" (2, T) + Bck"(x, T)}dx 4+ e{(1 — ozkn)Q + 'y,zn}

- J(ua(-,T),aa)—|Q—l2’ [ (A1) + B T+ {1 - 0 +77)

cuando ag, — a y en consecuencia J* = J(ug(-,T),a) (por 6.17), es decir, a es el éptimo.

O
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6.2.2. Gradiente

De forma analoga a la seccion 6.1.2 se obtendra el gradiente de J a través del lagrangiano y
en este caso el problema adjunto serd un sistema de ecuaciones diferenciales parciales. Basado
en [Hinze et al., 2009] (p. 58, 59, 63, 78-79) y en [Berres et al., 2005] se obtiene el gradiente
continuo y discreto.

a) Gradiente Continuo

a.1) Problema General: Sea Q CR, I eN, T >0y:

Owu = DAu+ F(t,a,u) , enQp:=Qx(0,7)
Vu; -n=0 , enZ:: 0 x (0,T) parai =1,2,.., k. (6.18)
T

u(z,0) = up(x) , en ()

donde u := (u;)¥_, € [L?(0,T; H*(R2))]* depende del pardmetro a (u = u(a)) con du €
[L2(0,T; L2(Q)]k, F : [0,T] x R* x R¥ — R* 5 el vector normal a lo largo de 9 en
direccién hacia el exterior de €2 y D una matriz diagonal de k filas y k£ columnas, con k& € N.

Se llamara problema directo al problema (6.18) y su formulacién variacional considerando
u? pardmetro fijo es:

T T T
/ (Opu, p) e g dt + / / D VuVpdx dt = / / F(t,a,u)p dx dt
0 o Ja o Ja

para todo p € [L*(0,T; H*(Q))]*.

Por otro lado, sea el problema de optimizacién:

min J(u(-,T),a)
(u,a) e W xY (6.19)
sujeto a: u satisface el problema (6.18)

donde W := [W(0,T; L>, H)]*, Y :=R3y J: W xY — R. Sea Z := [L?(0,T; H'(Q)*)]", el

lagrangiano asociado al problema de optimizacién (6.19) estd dado por:

L WxYxZ"—=R

L(u,a,p) = J(u(-,T),a) + E(u,a,p)
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con E(u,a,p) = (e(u,

a), * es el dual de Z) la formulacién variacional del problema
directo, p := (p;)¥_, € [L?

P)z,z+ (
(0,T; H(£2))]* los multiplicadores de Lagrange y por tanto:

T
E(u,a,p):/ (Opu(t),p Hl*Hldt“—/ /DVqudazdt—/ / (t,a,u)p dx dt
0

Si se considera:

. /Vqudx:/ vVu-ndS—/vAudm
Q o9 Q

» Para H'(Q) — L*(Q) — H'Y(Q)*:
(w(T), p(T)) 2 = (u(0), p(0)) 2 = /O (Ou(t), p(t)) =t +/0 (Op(t), u(t)) e g dlt

entonces E queda como:

E(u,a,p) = —/0T<8tp(t),u(t))H1*7H1dt+ /OT ( DuVp -n dS)dt

o0

_/OT(/QDuApdx)dt—/oT(/QF(t,a,u)pdx)dt
_ /Q w(0)p(0) dz + /Q W(T)p(T) da

luego derivando L en la direccién du € W, se obtiene:

<—3£(g,ua,p)75u> = <%,5u> + <—8E(g;a’p),5u>

donde:

T T
(P2t 0} =~ [0 o0t i+ [ ([ 60D wp-nas)ar
ou 0 ’ 0 o0

_/T(/guDApdx>dt—/T(/a@—i(t,a,u)%updaz)dt
0 Q 0 Q
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_ /Q 5u(0)p(0) dx + / ou(T)p(T) du

Q

como u(0) = wugy entonces du(0) = 0. Ademds, puesto que L*(2) — H'(Q)* entonces
(v, w) e g1 = (v, w) 2 para todo v € L*(Q) y w € H'(Q)*, asi:

T T T
= —/ /atp ou dxdt—/ /D Ap du dmdt+/ </ ou D Vpn dS)dt
o Ja o Jo 0 00
T
—/ /(a—F(t,a,u)tpéu>d:cdt+/6u(T)p(T) dx
o Jo \Ou Q
T aF T
= —/ / (@p—l—D Ap+—(t,a,u)’ p)éu dmdt+D/ Vp-n ou dSdt
0 JQ du 0 Joa
+/5u(T)p(T) dx
Q
por tanto:
oL aJ T OF .
<%<u,a,p>,6u> = o (u(, 7). a)3u(T) - / / (00 + D Ap+ S (t.a,u)' p)du dudt
T
+D/ Vp-ndoudSdt + / ou(T)p(T) dx
o Joo Q

Para u solucion del problema directo, se desea encontrar p tal que satisface:

oL
%(1% a7p) =0

T 8F T
—/ / (&p—l—DAp—i——(t,a,u)tp) dxdt + D / / Vp-n dSdt
o Ja ou 0o Joq
oJ
—f—/Q (%(U(T), a) —I—p(T)) dr =0

es decir:
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T
. / / (@p—i—DAp—i-a—F(t,a,u)tp) dxdt =0
0 Q au

T
-D/ Vp - n dSdt =0
0 o0

[ (Gott 1@+ pD)) e =0

en consecuencia p satisface el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales (proble-

ma adjunto):

Por tltimo, como u = u(a) entonces J(a) := J(u(-,T),a), luego:

~ oL
va‘](a> - %(u,a,p)

(9J
(?a //aataua:t)) p(z,t) dr dt

con p(zx,t) solucién del problema adjunto y u(x,t) solucién del problema directo.

)
F
op(x,t) = —-D Ap(x,t)—aa—u(t,a,u)tp(x,t) , en Qp
! Vpi(z,t)-n = 0 : eanarai: ook
T
oJ
| p@D) = g (. T)a) , enQ

(6.20)

a.2) Problema en Estudio: En este caso, el problema directo es el sistema (6.11)-(6.13)

el cual se presenta nuevamente a continuacién:

( Ouy = dyAuy — Bbb](\/_l’ @) upug + Wpuz , en

Oty = d,Ausy + Bun(t, @) g — WUz , en

Vu;-m =0 1 , enz,parajzl,z
L uy(2,0) = u(x) , en flllT, para j = 1,2.
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(
8151}1 = dvAvl — %Uﬂlg — @ﬂzvl , €én QQ T
Ny Ny ’
hh Bon
(9tv2 = dvAUQ + —V1V2 + — UV — YpU2 , €1 QZT
N, Ny
8,51)3 = dvA’Ug —+ 07X%) , €en QQvT
Vovj-ny =10 , enz,paraj:1,2,3.
2,T
( vj(z,0) = v)(x) , en )y ,paraj=1,2 3.
Bhn
oc = — Q
tC N, V12, €NdiyT

c(x,0) =(x) , en

El problema de optimizacién (problema (6.15)) es:

( 1
€] Jo,

(u, a)
€ Wad X Q

sujeto a: u satisface (6.9) - (6.11)

\

min J(u(-,T),a) = — [ {Avs(z,T)+ Be(x, T)}dx + {(1 — a)* + +?}

donde u := [uy, us, v1,v9,v3,c]". De acuerdo a lo expuesto en a.1), el problema adjunto al

problema de optimizacion es:

( pi(2,T) = pj (2) :

( t,a
op1 = —dyApy — ﬁbb](v )U2 (p2 — 1)
1
t,a —
Opa = —d, Apy — (6%](\[1 )U1 - 'Yb) (p2 —p1) — %Ul Py —
Vpj-m =0
\ pi(z,T)=0
(
Ops = —d,Aps — %UQ (pa + p6s — p3) — %% (pa —p3)
5 2 2
Oipy = —d,Apy — %Ul (P4 +ps —Pp3) — Vn (Ps — pa) 7
2
(9t]95 = —dvAp&s )
Vpj-ne =0 ;

, €n Ql,T

Ps3) , enflp

, enz,parajzl,z
1T
, en ), paraj=1,2.

cn QQVT

cn QQVT

en QZT

en Z , para j = 3,4,5.
2T

en (), , para j = 3,4,5.
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{ Ope =0 , en$yp
pe(z, T) =pt(x) , eny
T T T A T B
con ps (z) = py(z) =0, ps (z) = i y pg(x) = o para todo z € Q. (ver A.2.3 y

considerar p en lugar de \).

Teorema 6.2.2: El problema adjunto tiene solucién.

Demostracion:
De:
Ops = 0 , €1 QQ,T
B
pe(z,T) =——— , enf)

€2,

se obtiene que pg(x,t) = para todo (x,t) € Qa7

19

Se denotard por (A) al siguiente conjunto de ecuaciones que tiene a pg como funcién conocida:

.
Oip3 = —d,Aps — %w (Pa+ps — p3) — %ﬂz (pa—ps) , enfar
2 2
Oips = —dyApy — %01 (p1+ps — p3) = vn (P5 — pa) , enf{lr
2
Ops = —d,Aps , €n Qz,T
Vpj-n2=0 : enz,paraj:3,4,5.
2,7
( pj(z,T) = pf(x) , en )y  paraj=3,4,5.

Considere el siguiente cambio de variable s = T —t y el cambio de funciones g;(z,s) =
p;j(z,T —s) donde p;(z, T —s) = p;(z,t) para (z,t) € Qor (j = 3,4,5), luego el sistema (A)
es equivalente a:

(
0sq3 = dyAgz + %02 (qa +ps — g3) + %% (a—gs3) , enQar
2 2
)
0sqs = dyAqy + #Ul (g1 +p6 — q3) + 71 (g5 — q4) , enQQyr
2
0sqs = dyAgs , enQQyp
Vg -n2=0 , enz,paraj:3,4,5.
2T
[ ¢j(z,0) = qJT(a:) , en$)y , paraj=3,4,5.

el cual se denotarda por (B), luego procediendo como en el Teorema 5.2.3 se tiene que el
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sistema (B) es equivalente a:

J-a(s) = Aq(s) + F(t.a(s) . s €[0,7]
(P)

q(0) = q, , QX

donde X = [L*(Q)]%, qy = (P} ,2(7))3-;, a(s) € X es tal que
[a(s)](z) == [g3(x, 5), qa(x, 5), gs5(, 5)|" para (z,s) € Qy x[0,T] y F := (F})3_, definida como:

(B (5 03 00, 03)](z) 1= % (04(&) + pis — o)) + %a (oa(2) — ws(x))
Fa(s, 0010 29 (2) 5= S (pular) + o = o (2) + 7 () — (o)

[F3(S7 ¥3, P4, 905)]('1;) =0
para (tu 90) € [OaT] x X yxE QQ.

F :[0,T] x X — X estd bien definida puesto que vy, vy, Uy € L*(Q) y como F es lineal
entonces es Lipschitz continua, asi (P) satisface las hipdtesis del Teorema 5.B y por tanto
tiene solucion, lo cual implica que (B) tiene solucién y por consiguiente (A) tiene solucidn.

Ahora, considere: i € {3,4}, Q=0 N0, y:
pi(z,t) , (x,t) € Q x [0, T]

T%’(xat): N
0 . (2,4) € (@ \Q)x[0,T]

luego p; es una extension de p; en €2y, y procediendo como se acaba de hacer, se obtiene que
el sistema:

( t,a
Oip1 = —d,Apy — ﬁbb;v )Uz (p2 — p1) , en{yr
1
t,a _
Oip2 = —d Apy — <6bb]<v )U1 — %) (p2 —p1) — %vl (Ps—D3) , enyr
1 2
Vp;-m =0 , enz,parajzl,z
LT
| pj(z,T)=0 , en (), paraj=1,2.

tiene solucion.
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b) Gradiente Discreto

b.1) Problema General cuando 2 C R: Sea el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales:

Owu= DAu+ F(t,a,u) , enQp=Qx(0,7T)
Vu;-n=20 , enZz@Qx(O,T)parai:1,2,..,l.

T
u(z,0) = ug(x) , en()

con u := (u;)!_, (I € N), el que serd considerado como problema directo. Aqui Q := [0, L] C
R, T >0y Q x[0,T] se particionard como sigue:

» [0,L] en K + 1 elementos de la forma xz; = jAx con Az > 0, j = 0,..., K tal que
K=L/Ax,20=0y xx = L.

» [0,7] en M — 1 subintervalos de la forma [t",t"*] donde At > 0, t" = nAt, n =
0,.... M —1talque M =T/At, t° =0y t" =T.

El problema directo se resuelve haciendo uso del esquema de Crank-Nicolson (el cual no
tiene restricciones de estabilidad) y por tanto se genera el siguiente problema directo discreto:

(A R U T R S i R S WP
At 2 Az? Ax? T
paraj=1,.. K —=1yn=0,... M —1
u —u (6.21)
S50 g =1 Kyn=0,... M—1
Ax
L u) = wugj,paraj=1,..., K —1.

donde uf} = u(jAr,nAt) € R’, up; € R! para todo j = 1,.., K. y D € M;(R) es una

matriz diagonal.

Se define up = {U?GRI ci=1,.... K—1A nzO,...,M} a la solucién de (6.21),

uM = (u}")IL y el problema de optimizacién discreto como:
min Ia(uM, a)
a€qQ

s. a: ua satisface (6.21)
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Sea pa = {p? ER : j=1,.... K—1 An=0,... ,M} los multiplicadores de lagrange
discretos, el lagrangiano asociado al problema de optimizacién discreto queda como:

‘CA(uAa aypA) = ‘]A(UM7 CL) + EA(UAa aapA)

donde Ea(ua,a,pa) denota la formulacién débil discreta.

Ahora, del esquema discreto (6.21) se obtiene:

At
n+1 n __ n+1 n+1 n+1 n
At
ysiv:i= SALZ entonces:
x
wIt —ul = yD(u?ill —2ul ol ol — 20l ol ) + ALF(t", a,u})

=vD ({u?ill +uf )+ {u’”Jrl +ul } —2{u ;LH + u?}) + ALE(t", a,uf)

+1
n+1/2 _ um oy

, se obtiene:
2

considerando .

n n n+1/2 n+12 n+12 n n
wit — :VD<2uj+1/ 20—y /)—i-AtF(t ,a,uf)

luego, multiplicando por p"Jrl y sumando sobre j y n:

1/2 1/2 1/2
En(ua,a,pa) := {(u?“ — u?) —vD <2u?:1/ + 2u n+ +1/ 4u;-l+ / )}p?“
7j=1 n=0
- AtF(tn7 )p;H_l
K—1M-1 K—1M-1
_ 1 1 +1/2 1
B DAl VRS, 3 St
j=1 n=0 j=1 n=0
K—1M-1 K—1M-1
—ouD Z Z un+1/2 n+1 n 4VDZ Z un+1/2 n+1
j=1 n=0 j=1 n=0
K—1M-1
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haciendo uso de sumas por partes:

ME

n+tl _  n\ n+l _ M _M _ 00
" (“j “j)pj =U; Py T Upy—

( n+1 p‘;b)

3

Il

=)
=)

Por otro lado, modificando indices en:

K-1
n+1/2 p4+1 n+1/2 n+1 n+1/2 n+1 n+1/2 n+1
" E:u]Jrl D; E U, +u Pr—1— U Py
Jj=1
K-1
n+1/2 n+1 n+1/2 n+1 n+1/2 n41 n+1/2 npi1
= Uj_1" p; § u; +tu P —Ug_q Pk
Jj=1
se obtiene:
K-1
_ M M n n+l
EA(UA,G,}?A) - U; Py — Uy p] + § ] )
Jj=1
M-1 (K-1
n+1/2 n+1 n+1/2 n+1 n+1/2 npi1
—2vD uj Py T u Pr—1 — U1~ Po
n=0 7=1
M-1 (K-1
n+1/2 n+1 n+1/2 n+1 n+1/2 pa1
—2vD u; Py tu by —Ug_1 Pk
n=0 7=1
K-1M-1 K-1M-1
+1 2
—|—4VD§ § n+1/ n+1 AtE,E:F TL);L+1
Jj=1 n=0 7j=1 n=0
es decir:
K-1M-1 K-1M-1
o E : E : n n+1 n+1 n+1
EA(UA7a7pA) - (p] pj ) VD ( + 2pj+1 -

j=1 n=0 j=1 n=0



84 Capitulo 6

K-1
+ <u§wp§w —u p]>
j=1
M-1
_ouD Z <U7IL(+1/2an+11 n+1/2p61+1 +un+1/2p711+1 unK+11/2 ?{H)
n=0
K—1M-1
—AtY D Pt a )yt
j=1 n=0
Observar que:
M-1
oD Z (u?(+1/2pq;(+11 n+1/2p8+1 +un+1/2p711+1 ?11/2 nK+1>
n=0
n+1/2  ntl1/2 +1/2
= —2vD Z {( / Upe_ 1/ >an+_11 - <p¢;(+1 pTIL<+11>uTIL<—1/ }
—9uD Z {( nt+l "+1>u3+1/2 _ <u711+1/2 _ ug+1/2>p8+1}
aqui:
i <un+1/2 _ un+1/2> _ ule + uttt Ut upth _ U — Uk N Wt — it
K K=t 2 2 2 2
. <un+1/2 un+1/2> _uf At e Cug + up _up —ug N wptt — !
! 0 2 2 2 2
puesto que las condiciones de frontera cumplen:
y
ur —u"
Vi=1,K,n=0,...,.M) —L—I1—9
(Vg ) N

entonces:

. <u7[1(+1/2 B uf;(t11/2> _ (urlz+1/2 _ ug+1/2) —0



Optimizacion

85
por tanto:
M-1
—9uD Z ( ot / Pl gt / pE gt /2 UK+_1/ K+1>
n=0
M-1
n n n+1/2 n n n+1/2
= —2vD Z {<p1+1 p0+1> o (pK+1 pK+11>uK+1/ }
n=0
y en consecuencia:
K—1M-1 K—1M-1
Ea(ua,a,pa) = (p? p;‘“) —vD ( P20 4p”“) s
j=1 n= Jj=1 n=0
K-1
M, M 0,0
+ >l —udpl}
j=1
n n n+1/2 n n n+1/2
—2uD Z {( - +1>u0+/ (pK+1 pK+11>uK+1/ }
K—1M-1
ALY Y Pt a,uf)ppt! (6.22)
j=1 n=0

Luego, considerando du} una direccién arbitraria se obtiene:

oF ouy
<a—f= 5u;‘> = (p "H)M _uD (zp"“ +2pi — 4p"+1) '}
u 2

+ {5uMpM 5u0p§’}

—9uD { (p1+1 —p0+1>70 B (pK+1 _pK+_11> K 1}

oOF
ou?

J

n n\t,n+1g, n
(", a,u})'pi™ ou]



86 Capitulo 6

es decir:

00U ) = o (wt a)dug’ + (pj —pj+1>5“j —vb (21’131 + 20501 — 4pj+1>_j
ou; u; 2

+{duj'p}" — ouipj}

—9uD { (p1+1 _p0+1>70 B <pK+1 —pKtll) 1;( 1}

aF T n
—At% (t", a,u})p] +15uj

J

¢ ,,0 < : . 0 __ A .
aqul u; = Ujp €5 un parametro ﬁJO y en consecuencla 5Uj =0, por consiguiente:

J

<_A 5U?> = {(p? _ij) —vD <pjj11 +pji11 - 2pj+1) - At@u” (t » @, Uy )tijrl} ou;

n )
3uj

oJ.
+ {%—ﬁ(uy,a) +p§w}6u§”

—uD { (P = p)oup — (PRt - PRy )outy }

De forma andloga que en el caso continuo se desea encontrar pa tal que:

0L

@u? (uAv aapA) =0

luego pa cumple con:

ou

T T T T 8F T N
. <p? — p4+1> —vD (pjfll — 2pj+1 —|—pji11> — At—n(t",a,u?)tpjJrl = 0, para todo j =
J

L,...K—1yn=0,...,M—1.
oJ

" a_JA\/[(UM,a)ﬂLpé”:O, paratodo 7 =1,..., K — 1.
u

J

] <p7f—p6’> =0 A (p”K—p?(_1> =0, para todon =0,..., M.
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esto es, pa satisface el siguiente problema adjunto discreto:

n+1

)
p p] D n+1 n+1 n+1 OF n n+1
At 2Az (3t =2 +pj+1>+aun(t’ ks
j
paratodoj=1,..., K—1yn=0,..., M — 1.
6.23)
9. (
pj-‘”:—a—f/j(uM a), paratodoj=1,..., K — 1.
u

J

L o6 =P N Pi_q =Dk, paratodon =0,..., M.

el cual es un esquema de diferencias ﬁnitas explicito con condiciones finales y cuya restriccion

DAL 1 DAL . DAt 1
de estabilidad es ;555 < 3 A S 7 2A22 = 6

entonces se tiende a m1n1m1zar los errores por truncamiento (p. 891, [Chapra and Canale,
2006]).

Finalmente, como u = u(a) entonces Ja(a) := Ja(uM, a) y el gradiente discreto con
respecto al parametro a:

dJa(a) _ OLA(un,a,pa)
da da

es:

N

—1 M-

,_.

S’I%

0Ja

VaJa() = G2

,a) — At

J

ul)plitt (6.24)

1 n=0

aqui se considera la formulacién variacional segun (6.22), u es solucion del problema directo
discreto y pj es solucion del problema adjunto discreto.
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b.2) Problema en estudio: Sea Q) =[0,[1] CR, Qo =[ls, L]CRy0<ly <l <L.

0 I L L

Figura 6.1: Intervalo de trabajo [0, L]. En azul 1 y en negro €.

[0, ;] se particiona de tal forma que z; = jAz con Az > 0, j = 0,...,k1, 2o = 0, T, = I
vy g, = U (0 < ky < ky), por su parte [lo, L] se particiona de modo que z; = jAz con
7= /{,‘2,...,K, K = L/Ax, Ty = lg, T = [y YT = L (kg <k < K)

Por su parte, [0, 7] se divide en M — 1 subintervalos de la forma [t",¢""!] donde At > 0,
t"=nAtconn=0,..,M —1tal que M =T/At, t* =0y t" =T.

El problema directo discreto que se obtiene al aplicar el esquema Crank-Nicolson al
problema (6.11)-(6.13) es:

e Paratodoj=1,....ky—1 y n=0,..., M —1:

([ d,At d, At d, At d, At
U n+1 U n+1 U n+l _ “u n
T A2 i * (1 * Ax? ) T oAz e T 9Ag2 i

duAt n duAt n ﬁbb(tn’ a’) n n n
+ (1 — —AIQ ) ulj + WUIj+1 + At (_Tulju% + 7bu2j ’

(6.25)

duyAt d AL\ L dJAE L dJAE
T oAL2 121 - (1 + AIQ) 2 T 9AL2 241 T QA2 12

d, At d, At t"
+ (1 —— ) uh 4+ ——uf  + At (Mu?jugj — %UQJ) :
\

Az? % 9Ag2 EH Ny

([ — n n — n n o __ n n J— n —
con uf, =uy, A uf = wuf YUy =up A ouy = uy o, para todon =0,...,M.
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e Paratodo j=ko+1,... K—1y n=0,.... M —1:

( d,At ] " d, At o+ d, At gt d, At -
2A 2 V1 Ax2 1; 2A 12 Vi IAx2 i1

dyAt\ - dyAt Buh p n DBoh oy o
+(1_A—{172)U + IA L2 1J+1 _'_At{ sz Uy _Evlju% ’

AL dAEY o dAE L dyAE
A 2 2J+1 (1 + Al‘2 ) UQJ'+ B QALUZU%TH = 2AI2U2J71
(6.26)

d,At\ o d,At Bun ., o B
+(1—A—$2)“ +2A22]+1+At{N2 A i Tl (L

d, At d, At d, At d, At
v n+1 v n+1 v n+l _ v n
T oA2 Us; 4 (1 + A2 ) Vs, — 2Ax2U3j+1 - 2Ax2v3j71

LA AL
LT T A ) U T oA T AT

n — n n — n n — n n — n n — n n J— n
COn Uy, = UL, A Vi = Ul s Uy = Uy, A Ugpe = Vg5 U3, = Uy N U3y = Vg,
para todon =0,..., M.

J2.7

n4+1 /th n n
{ At =cp +At N, (6.27)

Se define la solucién del problema directo discreto (6.25)-(6.27) como

up = [uf, uy,of vy vy (con j=0,..., K yn=0,...,M), donde:
up. =uy =0 , cuando j =k +1,..., K.yn=0,..., M.

=vy =c'=0 , cuandoj=0,..., ke —1.yn=0,...,M.

M= (ud)E .
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Por otro lado, se define la funcién de costo discreta:

Az

Ia(uM a) =

L—1

Jj=k2

i {Avé\f%—Bcﬁw} +e{(l-—a)++%}

y por tanto el problema de optimizacion discreto queda:

min

a €@

sujeto a:

Ja(uM, a)
(6.28)

uj satisface (6.25) — (6.27)

De acuerdo a (6.23) y a A.2.3 (con p en lugar de \), se obtiene que el problema adjunto

discreto para el problema (6.28) es

e Paratodo j=ko+1,... K—1y n=0,.... M —1:
(P = pg
d, At d, At d, At
n _ v n+1 v n+1 v n+1
Py = gagpePia T (1  Ag? ) Pz, 9Ag2 B
d, At d, At Bhrn
n _ v n+1 v n+1 n n+1 n+1 n+1
" " d,At
(757 = 287" } + Saarhh
d, At d, At Bhn
no__ v n+1 v n+1 n n+1 n+1 n+1
P = oAb T A2 ) P "’At{m Vg, (P +Ds;  — D3, ) +
ﬁbh n ( n+1 n+1> d At n+1
\ N2 QAIL‘Q 3]+1

con condiciones de frontera:

— 7
pka - p’wk2+1 pr—l

ZPZWparatodonz(),---»Myw6{374’5}
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AA BA
condiciones finales: pé\f_ =7 _Z, péf, = _TZ y pé\f_ = pi‘f_ =0.
d, At 1
< —.
2Az%2 — 6

y restriccién de estabilidad:

e Paratodoj=1,....ksy—1 y n=0,...,M —1:

( d, At d, At
no__ u n+1 u n+1
Py = a2 b= Az ) P2 *
ﬁbb(t”, a) n n+1 n—+1 ﬁbh n n+1 n+1 duAt n+1
At { (T%j — T (p2j — Dy, > + Ezﬁj <p4j — D3, ) + W%Hl
(6.30)
dy, At dy At Bbb(tn (l) dy At
n _ U n+1 U n+1 ) n n+1 n+1 U n+1
L YN T (1 A2 ) P, + At {Tuzy‘ <p23' Py ) * A2

con condiciones de frontera:
Py = P, A pﬁkl_l :pgkl, para todon =0,..., M y w € {1,2}

d, At 1
< —.
2Ax2 — 6

condiciones finales: p% = p{‘f = 0 y restriccion de estabilidad:

Por tltimo, se define la solucién del problema adjunto discreto (6.29)-(6.30) como
p} = [pi,, v, 05,05, 0% P ]t (con j=0,..., K yn=0,...,M), donde:

pY, =py =0 , cuandoj =k +1,..., K.yn=0,..., M.

Py, =y, =ps5, =pg, =0, cuando j =0,..., ko —1.yn=20,..., M.

y por tanto el gradiente discreto de la funcién costo con respecto al pardmetro a (de acuerdo
a (6.24) y a A.2.3) queda como:

1 85&7 n n ,n n+1 n+1
B —2¢(1 — a) ki—1M—1 Eé)—a(t s a)ul s, <p2j — Py )
VoJa(a) = —ALY Y (6.31)
2e7y j=1 n= 1 0B

Ma—v(t", a)ui uy, (pgjﬂ - p?ﬂ)

J



Capitulo 7

Analisis de Sensibilidad

En el capitulo 4 y 5 se prob¢ la existencia de la solucion del modelo temporal y espacio-
temporal respectivamente, y por tanto los problemas estan bien definidos.

En este capitulo se analizara numéricamente la respuesta a la variacion del parametro a
de las soluciones del modelo temporal y del modelo espacio-temporal, y la respuesta de las
cantidades de interés (segin cada modelo). Ademas se explicard la obtencién del funcional
con el cual se trabaja en cada uno de los problemas de optimizacién que se presentaron en
el capitulo 6.

El modelo temporal tendra como dominio el intervalo [0, 7] y el modelo espacio-temporal
tendrd como dominio espacial a un subconjunto de R ([0, L]) y como dominio temporal a
[0,T].

92
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7.1. Modelo Temporal

Recordar que:
» uy(t) y us(t) es la cantidad de individuos susceptibles e infectados en el tiempo t,
respectivamente, de la poblacién Hj.

w v1(t), va(t) y v3(t) es la cantidad de individuos susceptibles, infectados y recuperados
en el t iempo ¢, respectivamente, de la poblacion H,.

= ¢(t) es el término de incidencia en el tiempo ¢ en la poblacién Hs.

a) Solucién Numérica

Se resuelve el esquema (6.9) con condiciones iniciales v = 99.990, u9 = 0.001, v = 100

y vy =19 = =0y los valores con los que se trabajard son:

T = 700.

Parametros del modelo: Ny = Ny = 100, v, = 0.1, v, = 0.1, Bpp, = 0.2, Bypr = 0.3.

Pardmetros de By B = 0.3 y [0, 7, 1] € [0.05,1] x [0.05, 1] x [5,300].

Parametros del esquema numérico: h = 0.05 y K = 14.000.

los resultados numeéricos se presentan a continuacién:
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Ejemplo 1: « =0.3, v =0.2, t. = 50

100 200 300 400 500 600 700

20— |

1 I
0
0 100 200 300 400 500 600 700
t
100
|
90 [~ 1 T
80 - I i

60 - A

50 - [ A

a0

30—

200 300 400 500 600 700

Figura 7.1: t. (linea vertical punteada en negro). Grafico sup.: By, en azul; Grafico centr.:
up en azul y uy en rojo; Grafico inf.: vy en azul, vy en rojo, vz en verde y ¢ en celeste.
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Ejemplo 2: « =0.3, v =02y t. = 150 .

0 100 200 300 400 500 600 700

80~

60 - B
50 - 1 B
40 B
30 B

20

100

90 -

80~

70

60

50 -

40 -

30

20 -

Figura 7.2: t. (linea vertical punteada en negro). Grafico sup.: Sy, en azul; Grafico centr.:
up en azul y us en rojo; Grafico inf.: v; en azul, vy en rojo, vs en verde y ¢ en celeste.
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Ejemplo 3: « =0.2, v =04, t. =60

0 100 200 300 400 500 600 700

100
90 - 1 A
80 - | —
70 e
60 - e
50 - .
40 - e
30 - e

20 -

0 100 200 300 400 500 600 700

100
90 -
80
70 |

60 - A

40 8
30 8

20 - A

Figura 7.3: t. (linea vertical punteada en negro). Grafico sup.: By, en azul; Grafico centr.:
uy en azul y us en rojo; Grafico inf.: v; en azul, vy en rojo, vs en verde y ¢ en celeste.
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b) Cantidades de Interés

Las cantidades de interés (o indicadores) se definieron como:

Tasa de Ataque en Humanos: v3(7T).

» Incidencia Acumulada en Humanos: ¢(7).

» Cantidad Maxima de Humanos Infectados - r?éz_x v9(t): es la cantidad méaxima
€

de individuos infectados de la poblaciéon Hy considerando todo el periodo de duracién
de la enfermedad.

= Tiempo de Extincion de la Enfermedad en Humanos - t.,: es el tiempo posterior
a tymaee v en donde la cantidad de humanos infectados es inferior a 1 (¢,,q, es el tiempo
en donde se alcanza la maxima cantidad de humanos infectados). Mateméticamente,
ter se define como ty,up < ter v Vo(ter) < 1 donde tpap €8 Vo(tmes) = ntleélx va(t).

Luego, para:

» a,7 € {0.05+0.0025: j =0,...,380}

mt,e{5+45:5=0,...,21}

se obtiene:
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Tasa de Ataque de Humanos (v3(7)):

Figura 7.4: t. = 10 (sup.), t. = 20 (centr.) y t. = 30 (inf.)
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95

90

85

Figura 7.5: t. = 35 (sup.), t. = 45 (centr.) y t. = 65 (inf.).

Se observa que mientras t. crece: para o > 0.35, v3(T") se mantiene constante (v3(7T') =
100) y para o < 0.35, v3(7T") crece hasta vs(1") = 100.
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Incidencia Acumulada de Humanos (¢(7)):

80

75

Figura 7.6: t. = 10 (sup.), t. = 20 (centr.) y t. = 25 (inf.).
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80

75

70

Figura 7.7: t. = 35 (sup.), t. = 45 (centr.) y t. = 60 (inf.).

Por su parte, ¢(7") disminuye y tiende a 51.4754 cuando t. crece.
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Cantidad Maxima de Humanos Infectados (nlrtla}x va(t)):
S

Figura 7.8: t. = 10 (sup.), t. = 20 (centr.) y t. = 30 (inf.).
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35

30

25

20

t. = 60

0.2
02 0.3

Figura 7.9: t. = 35 (sup.), t. = 45 (centr.) y t. = 60 (inf.).

Aqui, I?a}x vo(t) € [1,37.2176] y mientras t. crece I?a}x v9(t) tiende a su méximo valor.
S S
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Tiempo de Extincién de la Enfermedad en Humanos (t.,):

t. =10

0.1 0.2 0.3 0.4 05 (X 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 7.10: t. = 10 (sup.), t. = 20 (centr.) y t. = 30 (inf.).
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te

35

260 —
240 —

220 —

0.1 0.2 0.3 0.4 05 (X 0.6 0.7 08 0.9 1

260 —

240 —

220 —

200 —

180 —

160 —

140 —

120 —|

100

0.1 0.2 0.3 04 05 (X 0.6 0.7 0.8 0.9 1

260 —
240 —|
220 —
200 —
180 —
160 —
140 —|

120 —

100
/ / /
01 02 03 04 05 (¢ 06 07 08 09 1

Figura 7.11: t. = 35 (sup.), t. = 45 (centr.) y t. = 60 (inf.).

Por su parte, t., alcanza su méximo (274.8500) cuando 0.35 < a < 0.5y t. = 10.
Mientras t. crece, t., decrece hasta ser constante (99.4500) en todo el dominio de prueba.

Por consiguiente, se concluye que todas las cantidades de interés se ven afectadas por la
variacion de los parametros a, v y t..
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c) Funcién Objetivo

La funcién objetivo propuesta inicialmente es:

J(u(T),a) = Avs(T) + Be(T) + C'trrfgm%(] Vo(t) + Dtey + g(a)
€lo,

donde ¢ es una funcién que debe aportar a la convexidad de J y se considerard, en un
principio, como una combinacién lineal de los siguientes términos: 7%, (1 —7)?2, o2, (1 — a)?,
—2 -2
t.7ya .

Tras diversas pruebas numéricas se define g como sigue:

ola) = (1-a) +7°

Figura 7.12: Funcion g(a) = (1 — a)? ++2%.

Considerando la respuesta de las cantidades de interés a la variaciéon de a y la suavidad
de las curvas obtenidas, se decide:

= No considerar t., como parte de la funcién costo.

= Considerar t. como parametro fijo que se escoge de manera que aporte a la convexidad

de J. Luego la variable de control queda como a := [a, 7]".

Por tanto, la tarea es escoger: t., A, B, C, D y ¢ de manera que aporten suavidad y
convexidad a J en alguna regién convexa del dominio de a (en este caso: a € [0.05,0.7] X
[0.05,0.7]). Aqui, el criterio de eleccién de los pardmetros mencionados obedece a otorgar
propiedades de convexidad parcial a la funcién objetivo, sin embargo, la eleccién de éstos se
podria regir con mas fuerza por criterios epidemioldgicos.
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Ejemplos de parametros y la funcién objetivo resultante se presentan a continuacion:
Ejemplo 1:

J(u(T),a) = 2v3(T) — 3¢(T) + méxseor v2(t) +45{(1 — a)* ++*} y t. = 15

120 —|

«@

Figura 7.13: Grafico sup.: Tridimensional, Grafico inf.: Lineas de Contorno.
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Ejemplo 2:

J(u(T),a) = 5v3(T) + 2¢(T) + 4 méxsepor v2(t) + 10{(1 — @)* ++*} y t. = 35.

760 —

Figura 7.14: Grafico sup.: Tridimensional, Grafico inf.: Lineas de Contorno.
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Ejemplo 3:

J(u(T),a) = 1503(T) + ¢(T) + 75{(1 — a)* + ¥*} y t. = 20

1650

1600

1550

1500

1450

1400

1350

Figura 7.15: Grafico sup.: Tridimensional, Grafico inf.: Lineas de Contorno.

Por simplicidad, suavidad y convexidad parcial, la funcién costo J con la que se trabajara
es la que se define en el ejemplo 3:

J(u(T),a) = 15v3(T) + c(T) + 75 {(1 — a)* ++*} >0
con t, = 20.
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7.2. Modelo Espacio -Temporal

Recordar que:
w uy(z,t) y us(x,t) es la densidad de individuos susceptibles e infectados, respectivamen-
te, de la poblacién H;.

w v(z,t), va(x,t) y v3(z,t) es la densidad de individuos susceptibles, infectados y recu-
perados, respectivamente, de la poblacién Hs.

» ¢(z,t) es el término de incidencia en la poblacién Hs.

a) Solucién Numérica

El dominio temporal y espacial serdn respectivamente: [0, 7] y [0, L], aqui £; = [0, 4],
Qo = [lo, L], Q = [lo, 1], 0 < I3 < ly <y < Ly los valores con los que se trabajara son:
T =600, Iy = 25, Iy = 50, I, = 100 y L = 150,

0 5 L L L

Figura 7.16: Intervalo de trabajo [0, L]. En azul dominio espacial de la poblacién H; y en
negro dominio espacial de la poblacion Hs.

El sistema de reaccién-difusién compuesto por (6.11), (6.12) y (6.13) con condiciones
iniciales:

(99990 , z€[0,l3] (0001 , x€[0,l
“1(’”’())_{ 100 ,xe]zg,zl]’UQ(x’())_{ 0 , x€]ll]

v1(z,0) = 100, va(z,0) = v3(x,0) = ¢(x,0) = 0 para todo = € [la, L.

es resuelto numéricamente por el esquema de Crank-Nicolson obteniéndose el esquema numéri-

co (6.25)-(6.27).
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Los valores que se consideraran son:

» Parametros del modelo: d, = d, = 0.8, N; = Ny = 100, 7, = 0.1, 7, = 0.1, Bpp, = 0.2,
Ben, = 0.3.

= Pardmetros de By: By = 0.3, [ov, 7, t.] € [0.05,0.6] x [0.05,0.6] x [35, 160].

= Parametros del esquema numérico: Ax = 0.5, At = 0.1, K = 300 y M = 6000.

los resultados numeéricos se presentan a continuacién:
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a) Solucién Numérica

Ejemplo 1: « =0.3, v =04, t. = 120

t=10

100 . b
| |

90 — 1 1 -

g0l | | |
| |

70 — 1 1 |
| |

60 [~ I I —
| |

40 — 1 1 —
| |

30— -
| |

20 - | | -
| |

10 I I -
0 1 1

0 50 100 150

X
t=10

100 f .
| |

90 — 1 1 -

80 - ! ! -
| |

70 - | | 1
| |

60 [~ —
| |
| |

40 — 1 1 —
| |

30 — -
| |

20 - | | -
| |

10 -
1 1
0 ! ]

0 50 100 150

Figura 7.17: Solucién en t = 10. Grafico sup.: u; en azul y us en rojo; Grafico inf.: v; en
azul, vo en rojo, vs en verde y ¢ en celeste.
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t=52

100

90 —

80 §

70 —

50 —

40 —

30 [~

20 f

o

50 100 150

t=52

100 —

80 —

70 —

60 —

30 [~

20 —

o
S
I

b o mm EE EE o EE e O EE E E Em Em Em

0 50 100 150

Figura 7.18: Solucién en ¢t = 52. Grafico sup.: u; en azul y uy en rojo; Grafico inf.: v; en
azul, v9 en rojo, vz en verde y ¢ en celeste.
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t=70
'
1
I _
1 i
1
I —
1
I _
1 i
1
I _
I —
|
1 _
1
I _
|
100 150
X
100 T =100 .
e '
90 — 1 -
80 [ ' ' -
1 1
70 - 1 1 -
1 1
60 — I I -
50l | | i
1 1
40 — 1 1 -
30 - ! ! =
| |
20 - 1 1 =
1 1
10 - \ I —
0 i — !
0 50 100 150

Figura 7.19: Solucién en t = 70. Grafico sup.: u; en azul y uy en rojo; Grafico inf.: v; en
azul, v9 en rojo, vz en verde y ¢ en celeste.



Analisis de Sensibilidad 115

t=120

100
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100
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Figura 7.20: Solucién en t = 120. Grafico sup.: u; en azul y uy en rojo; Grafico inf.: v,
en azul, v, en rojo, vz en verde y ¢ en celeste.
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t=130

100
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Figura 7.21: Solucién en t = 130. Grafico sup.: u; en azul y uy en rojo; Grafico inf.: v,
en azul, v, en rojo, vz en verde y ¢ en celeste.
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t=160
100 T T
|
90 — 1 1 -
80 - 1 | |
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70 I I -
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60 — I I -
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30 — -
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|
30 — -
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10+ .
| |
o | 1 _
0 50 100 150

Figura 7.22: Solucién en t = 160. Grafico sup.: u; en azul y uy en rojo; Grafico inf.: v,
en azul, v, en rojo, vz en verde y ¢ en celeste.
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t=400
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Figura 7.23: Solucién en t = 400. Grafico sup.: u; en azul y uy en rojo; Grafico inf.: v,
en azul, v, en rojo, vz en verde y ¢ en celeste.
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b) Cantidades de Interés

En este modelo las cantidades de interés se definen como integrales y se escoge conside-
rarlas, en términos discretos, de la siguiente forma:

L K
f(z,)de ~ Z f(zy, ) Ax

L2 i=ko

por otro lado, como €y = [l5, L] entonces |2y| = L — I3 y en consecuencia:

Tasa de Ataque Promedio en Humanos:

1 Az &
‘Q_2| o Ug(l‘,T)dZE ~ I _ 12 Z’Ug(l‘i,T).

i=ko

Incidencia Acumulada Promedio en Humanos:

K

1 Azx
—— T)dx ~ ——— L T).
|QQ| Q4 C(l’, ) T L_l2 ZC(ZL‘ )

i=ko

Cantidad Maxima de Humanos Infectados: es el maximo valor de la densidad
promedio de humanos infectados durante todo el periodo de duracion de la enfermedad

K
1 Ax
se define como —— max va(x, t)dr ~ max Vo, ty).
Y || tef0,7] /QQ 2(2,1) L — 1y ne1,..., M} z}; 2( )
i=ko

Tiempo de Extincién de la Enfermedad en Humanos: es el tiempo t., supe-
rior a t,. v es tal que la densidad promedio sobre la regién en la que se distribu-
ye la poblacién H,; es menor que 1. En términos matematicos, t., es el tiempo que

V9(x, ter)dr < 1, donde 4, €8 Uo(Z, tpaz )dT =

cumple con tpar < tex V ———
€20 Jo, 2

MA&x / vo(x, t)dx.
Q2

te[0,7

Luego, para:

a,v € {0.05 + j0.0075: j =0, ..., 74}
t. € {35,60, 85,100,125, 160}

se obtiene:
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Ax
Tasa de Ataque en Humanos | —— Z vs(x;, T')

i,

iy
B,
”%%%%%zgmﬂ

iy,
iy,
7, /I// 707 AL
:
—

Figura 7.24: t. = 35 (sup.), t. = 60 (centr.) y t. = 80 (inf.)
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t. =100

92

90

t. =125

92
90
88

86

84

82

80

t. = 160

92

90

88

86

84

82

80

78 -
06

Figura 7.25: t. = 100 (sup.), t. = 125 (centr.) y t. = 160 (inf.)

Conforme t. crece: para o > 0.35, la Tasa de Ataque Promedio en Humanos se mantiene
constante (93.2121) y para a < 0.35, la tasa crece desde 77.9483 hasta ser constante (93.2121)
en todo la regiéon de prueba.
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A
Incidencia Acumulada en Humanos | —— Z c(x;, T)

80 —|

Figura 7.26: t. = 35 (sup.), t. = 60 (centro) y t. = 80 (inf.)
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=100

o~
o

80 |

SRR
TLTTTTTRUINTIRY

t. =125

75 —

70 —

t. =160

80 —|

70 —

Figura 7.27: t. = 100 (sup.), t. = 125 (centro) y t. = 160 (inf.)

La Incidencia Acumulada Promedio en Humanos decrece de 80.5125 hasta 59.5177 cuando
t. crece.
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K
A
Cantidad Méxima de Humanos Infectados | ———  méx g vo (i, ty) |:
L — 3 ne{,...,.M} - -
i=ko

—
—
‘:“\\‘:‘:‘%:\“\\‘:{g‘:‘::‘::\“‘“ S
S
s LLERURE R

ELUNRRRS

=
W
=
=

L LT L T ety
L LY
T T T TR TS

Figura 7.28: t. = 10 (sup.), t. = 35 (centro) y t. = 60 (inf.)
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t. =80

0.6

01

t. =100

45 —|

06

0.6

01

t. =125
8 —
75—
7]
6.5 —]
6~

4.5 —|

06

06

01

Figura 7.29: t. = 80 (sup.), t. = 100 (centro) y t. = 125 (inf.)
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Tiempo de Extincién de la Enfermedad en Humanos:

360 —|
350 —{
340

330 —|
320 |
310 —|
300

290 —

280 —

360 —|
350 —|
340

330 —|

Figura 7.30: t. = 20 (sup.), t. = 35 (centro) y t. = 60 (inf.)
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360 —|
350 —|
340

330 —|
320 ~|

310 —|

t. =100

360 —|
350 —|
340

330 —|
320 |

310 —|

t. =125

360 —|
350 —|
340

330 —|
320 —|
310 —|
300

290 —
280 —

06

Figura 7.31: t. = 80 (sup.), t. = 100 (centro) y t. = 125 (inf.)

t.. del modelo espacio-temporal se comporta de manera similar al caso temporal.

Por tanto, las cantidades de interés son sensibles al parametro de control.
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c) Funcién Objetivo

En este caso la funcién objetivo propuesta inicialmente es:

J(u(-T), a) = ﬁ (/Q {Avs(z,T) + Be(z, T)} da + C mix /Q vz(:c,t)dx>

te[0,7

+Dt., + eg(a)

donde g tiene el mismo objetivo que en la seccién anterior. En vista de la respuesta de las
cantidades de interés a la variacion de a y considerando cierta suavidad en la curva obtenida,
se decide:

= No considerar t., como parte de la funcién costo.

= Considerar t. como parametro fijo que se elegird de manera que aporte a la convexidad
de J y en consecuencia la variable de control queda como a := [a,7]".

= Mantener la definicién de g(a) = (1 — a)? +~2%.

01 0.2 03 (8%
Figura 7.32: Funcion g(a) = (1 — a)? ++2%.

A través de ensayos numéricos se desea encontrar los valores de: t., A, B, C, D y ¢ tales
que J sea suave y convexa en cierta regién convexa de [0.05,0.6] x [0.05,0.6].
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Ejemplo 1:

J(u(,T),a) = ﬁ ( i {bvs(x,T) + 6¢(z,T)} dv + 10 max /Q vz(x,t)dx)

t€[0,T]

+60 {(1 — a)* +~+?} y t. = 80.

Wy
""/"/I/I//I
/II
'/ Illl""‘lllllll

960 = IIIIII/I Illll
- - "f. "/ '//Ill///'///ll///
"'.""",///,//'/” ///f’,, 1

930 —
0.6

',, ///,,55//@////
0.5
0.6

02 :
01 0.1 o

0.55

0.5

0.45

0.4

0.35

0.25

”“‘“]}1

“uw“‘

A

0.15

0.1

0.05 1 -
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

930

Figura 7.33: Grafico sup.: Tridimensional, Grafico inf.: Lineas de Contorno.
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Ejemplo 2

] / . t)dm)

max
telo,T

| (/2 {3v3(z,T) + 5¢(x, T)} dx + 80

1
€2

2}y t. = 100.

+90{(1 — a)? + 7

=
SSSSOTTIY

f

Grafico sup.: Tridimensional, Grafico inf.: Lineas de Contorno.

Figura 7.34
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Ejemplo 3:

1
{2vs(z, T)}dz + 80 max | wy(x,t)dz | + 90 {(1 — a)? +~2}

J(“(? )7a) |Q2| Q te[0,7] Jq,

y t. = 60.

i
G

(SAEEEEES
I/"”“"”“"/’""Il =

2% % 0
S5 7
==
’0% &
===

i)
o.::o::et'f/,,i,lll,,','///"lllllll,;
7

7

= L W )

)

e Uy,

=
=

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

Figura 7.35: Grafico sup.: Tridimensional, Grafico inf.: Lineas de Contorno.
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Ejemplo 4:

1
€22] Jo,

J(u(-,T),a) = {35v3(x, T) + 8c(x, T)} dz 4 200 { (1 — a)* + 7*} vy t. = 100.

3900
3850
3800
3750

3700

3650

7
06 "'z’/////'////////
. . %

I/,,,','I,l/,’
‘uM' 7

0.5
0.6

o1 «

3900
3850

3800

i
i

“u\ i
WHMMV WW‘M
‘HH U‘ “f‘}:::“:‘ ) S / // 3700
m

3750

3650

Figura 7.36: Grafico sup.: Tridimensional, Grafico inf.: Lineas de Contorno.
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Se decide trabajar con la funcién costo definida en el ejemplo 4:

J(u(-T), a) = ﬁ [ {350 )+ 8ol T)} do +200 {(1= ) 5%} = 0

aqui t. = 100.
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Resultados Numéricos - Optimizacion

Para encontrar el éptimo de los problemas de optimizacién presentado en el capitulo 6
se hard uso de la funcién fmincon de MATLAB la cual trabaja con métodos que se basan
en el calculo del gradiente, por defecto fmincon usa una aproximacion por diferencias finitas
del gradiente de la funcién objetivo, sin embargo, también es posible que trabaje con un
gradiente proporcionado por el usuario. Los métodos con los que trabaja esta funcién son:
Interior-Point Optimization, SQP and SQP-Legacy Optimization, Active-Set Optimization y
Trust-Region-Reflective Optimization (para més detalles de cada algoritmo se puede visitar
la pdgina de MATLAB 1).

En las siguientes secciones se comparan los resultados que se obtienen desde cada uno de
los métodos con los que trabaja fmincon, los tres primeros aproximan el gradiente mientras
que el iltimo usa el gradiente entregado por el usuario, en este caso, se usara el gradiente
discreto obtenido por medio del calculo del lagrangiano.

Lhttps : / Jwww.mathworks.com/help/optim/ug/ fmincon.html#buspb fq — 6

134
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8.1. Optimizacién con restricciones EDO
Recordar que: T' = 700, h = 0.05, K = 14.000, N; = Ny = 100, v = 0.1, v = 0.1,
Bun = 0.2, By = 0.3, up = [99.990,0.001, 100,0,0,0], By = 0.3 v [or, 4] € [0.05, 1] x [0.05, 1].

En vista del capitulo 7 seccién 1, se escoge la funcién costo:

jh(a) = Jh(UK,a) = Avé{ + BcX +z—:{(1 — a)2 _|_72} >0

aqui A=15, B=1,e =75y t. = 20.

— 11650

11600

1 1550

= 1500

1450

1400

— 1350

1 I 1 I I I
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
«

Figura 8.1: Gréfico de Lineas de Contorno de J,(a).

El problema de optimizacion discreto es:

min Jn(a)

a €@

sujeto a:  u* satisface (6.8)

con problema adjunto asociado (6.9). Por otro lado, de (6.10) se obtiene que el gradiente
discreto es:
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1 9B
L0 gyt (35— )

N —2-75(1 — ) 13099 | 100 da
Vadn(a) = +0.05 ) 05
2. — 1 bb
75y +=0 100 07 (%, a)ufus (A5 — AT

y se define una aproximacién numérica del gradiente de J, como sigue:

—Ju(e+ 2h,y) + 4y (a + h, ) = 3J4(,7)
donde a = [, 7]" y h > 0.

A modo de ensayo numérico, se calcula Yajh y A, para distintos valores del pardmetro
a y se observa que si h decrece entonces AJ, tiende a V,Jp,.

a = [a,7]’ Vadn(a) Vadn(a) = Ady(a) ,
h=01 | h=00l | h=0.01
06989 _111?5%65;4 18.4809 0.0215 1.9099 x 10~*
09'765 _111?331298515 3.1562 6.0592 6.20299 x 10~*
0.5225 0.16827 x 10* | 8.08 x 10° | 4.2568 x 10° 25.3872
00_'116 _jé?égggg 70.4431 0.2911 0.0035
8:(133 _?}32822522 2.5716 0.0714 8.1584 x 10~*
06.22515 :i:}lg?g 4118 x 10° | 5.2445 0.0359

Cuadro 8.1: Comparacion de Vajh con Ajh para distintos valores h.
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(0.6,0.75) -
®

(0.3425,0.68)

(0.63,0.19)

| | 1 | | |
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 8.2: jh(a) y puntos de prueba.

Ahora, sea la regién de buisqueda @ = [0.08,0.34] x [0.1,0.75] y el punto inicial ay =
[0.03,0.7]%, los resultados obtenidos tras calcular el éptimo a través de los métodos: Interior
Point (I-P), SQP, Active-Set (A-S) y Trust-Region-Reflective (T-R-R) (a este ultimo se le
proporciona el gradiente discreto) se presentan en la siguiente tabla:

’ Método ‘ Optimo (@opt) ‘ Vadn(aopt) ‘ Ja(@opt) ‘ Iter. ‘
0.25782659589 0.00085449218
=P 0.21966114660 0.00173950195 1329.01902294 | 21
0.25782641012 0.00108337402
SQP 0.21966145140 0.00170898437 1329.01902294 | 18

0.257826182040741 0.000717163085938
A5 0.219660062523856 0.001586914062500 1329.01902294 | 17
0.257826329563787 0.052580162 « 10-11

0.219660315387243 0.171951342

T-R-R 1329.01902294 | 10

Cuadro 8.2: Resultados de los método de optimizacién (Iter: Iteraciones)

0.257826329563787

091066031538 7243 | ¥ €5 Tn(Gopt) = 1329.01902294.

por tanto el 6ptimo se alcanza en aqpy; =

El método Trust-Region-Reflective tuvo mejor rendimiento, el gradiente en el 6ptimo es
el mas cercano al vector nulo y demora menos iteraciones en encontrarlo.
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1650

= 1600

1550

1500

1450

1400

= 1350

0.4 0.45

Figura 8.3: .J,(a), regién de biisqueda @ (lineas punteada negra), ag (rojo) y aep (verde).

Por tltimo, las variables de estado en el 6ptimo son:

100.5
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4.5~
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10 20 30 40 50 60 70 80 20 100

100

90 [

70 -

60 —
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20

o
o
T

[ - o - o o o o e o = =
1

0 100 200 300 400 500 600 700

Figura 8.4: Grafico sup.: u;, Grafico centr.: uy, Gréafico inf.:v; (azul), vy (rojo), vs
(verde) y ¢ (celestre), en aqy y t. = 20.
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8.2. Optimizacion con restricciones EDP

Recordar que: I3 = 25, [, = 50, [y = 100, k; = 201, L = 150, T" = 600, Az = 0.5,
At =0.1, K =300, M = 6000, d, = d,, = 0.8, Ny = Ny = 100, 7, = 0.1, 3, = 0.1, By = 0.2,
Ben = 0.3, By, = 0.3, [a, 7] € [0.05,0.6] x [0.05,0.6] y condiciones iniciales:

~99.990 |, x €0l {0001 , x€(0,l
ul(x’o)_{ 100 ,xe]zg,zl]’UQ(””’o)_{ 0 , z€lly]

v1(z,0) = 100, vy(z,0) = v3(x,0) = ¢(z,0) = 0 para todo = € [ly, L].

Como se mencioné en el capitulo 7 seccién 2, la funcion costo con la que se trabajara es:

Ta(a) = Ja(uM a) = / {Avs(,T) + Be(e, T)} de + e {(1 — a)> + 42} >0

100

aqui A =35, B=28, =200y t.= 100.

0.6

3900

0.

o

3850

0.

i

3800

0.

w

3750

0.

n

3700

0.

3650

Figura 8.5: Gréfico de Lineas de Contorno de jA(a).
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El problema directo discreto es el esquema numérico (6.25)-(6.27) y el problema de op-
timizacion discreto es:

min Ja(a)
a€Q
s.a: uf} satisface (6.25) — (6.27)

por tanto, el problema adjunto discreto es (6.29)-(6.30) con A = 35 y B = 8. Luego, en
virtud de (6.31), el gradiente discreto queda:

1 aﬁbb n n,mn n+1 n+1
—2-200(1 — «) 200 5999 | 100 da (t >a)u1ju2j {ij — by }
VaJA(a) = —OIZZ
2 - 2007 j=1 n=0 Laﬂbb (", a)u ul { ntl n+1}
100 a,_y 9 1]' 2j p2j plj

De manera andloga a la seccién anterior, se define una aproximacién numérica del gra-
diente de Ja como:

AJA(G) = —
2h —Ja(a,y + 2h) 4 4Ja (v, v + h) — 3Ja(a,7)

donde a = [a,7]" vy h > 0. Ademds, se calcula VajA y AjA para distintos valores del
parametro a:

@
(0.5,0.5)

@
il ‘,‘

|

°
(0.4475,0.17)

0.4 0.5 0.6

Figura 8.6: .Ja(a) y puntos de prueba.
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I R
HVGJA(a)HQ
h=0.1[h=0.00] h=0.001
[ 0.155 | —73.7547
0.485 { 177 4G5 } 3.3944 | 0.0926 0.1004
0.305 2.5637 s
05 01014 | X 103 | 0.1237 | 0.2107 0.1541
0.5 —273.5504
0.5 205.5533 0.0518 | 0.0143 0.0133
0.17 —19.6416
0.9375 99 0320 12.8904 | 0.8969 0.9615
0.1025 —161.2290
0.4475 —9256.2728
0.17 116.5595 0.0418 | 0.0725 0.0762

Cuadro 8.3: Comparacion de VajA con AJp para distintos valores h.

Esta vez, la region de busqueda es @@ = [0.07,0.3] x [0.07,0.5] y el punto inicial ag =
[0.08,0.4775], los resultados obtenidos tras calcular el 6ptimo a través de los métodos: Inte-
rior Point (L.P), SQP, Active-Set (A-S) y Trust-Region-Reflective (T-R-R), a este ultimo se
le proporciona el gradiente discreto, se presentan en la siguiente tabla:

’ Método ‘ Optimo (agp) ‘ Vada(@opt) ‘ Ja(@opt) ‘ Iter. ‘
LP || oot L | s | % 107 | 3626.50667442 | 19
SQP gigfgiggggii 8;?;2832;2; x 1073 | 3626.50667442 | 14
A-S gégfgigggﬁig Eg%@ﬁ%@%ﬁ x 1073 | 3626.50667442 | 8

L-R-R gégiggiﬁiiig i;ggjﬁﬁégjg; 3626.72359931 | 17

Cuadro 8.4: Resultados de los método de optimizaciéon (Iter: Iteraciones)
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0.16865677185
0.23134813645

S€ eSCOge a Agpt = { } como 6ptimo y su valor es jA(aopt) = 3626.59667442.

- 3900

3850

3800

- 3750

3700

3650

0.4 0.45

Figura 8.7: Ja(a), region de biisqueda @ (lineas punteada negra), ag (rojo), aep escogido
(verde) y aop entregado considerando el gradiente discreto (azul).
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Las variables de estado en el 6ptimo son:
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Figura 8.8: Solucién en t = 10. Grafico sup.: u; en azul y uy en rojo; Grafico inf.: v; en

azul, vo en rojo, vz en verde y ¢ en celeste.
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t=58

O o o o o o o o o o o o o o o .
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ol T e e

Figura 8.9: Solucion en ¢t = 58. Grafico sup.: u; en azul y us en rojo; Grafico inf.: v; en
azul, v9 en rojo, vz en verde y ¢ en celeste.
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t=106
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Figura 8.10: Solucién en ¢ = 106. Grafico sup.: u; en azul y us en rojo; Grafico inf.: v,
en azul, v, en rojo, vz en verde y ¢ en celeste.
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Figura 8.11: Solucién en ¢ = 130. Grafico sup.: u; en azul y us en rojo; Grafico inf.: v,
en azul, v, en rojo, vz en verde y ¢ en celeste.
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t=200
100 » :
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Figura 8.12: Solucién en ¢ = 200. Grafico sup.: u; en azul y us en rojo; Grafico inf.: v,
en azul, v, en rojo, vz en verde y ¢ en celeste.
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t=400
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Figura 8.13: Solucién en ¢ = 400. Grafico sup.: u; en azul y us en rojo; Grafico inf.: v,
en azul, v, en rojo, vz en verde y ¢ en celeste.
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Conclusiones

El conjunto de ecuaciones propuesto tiene por objetivo modelar un escenario epide-
mioldgico simple en donde sélo se consideran a lo mas 3 compartimentos o clases, coefi-
cientes de difusion y coeficientes de contagio constantes salvo el coeficiente de contagio de la
poblacién Hy, el que sélo depende de la variable temporal y de los pardmetros a = [a, 7, t.]".

En este trabajo se mostré que el modelo propuesto esta bien definido, en particular, los
trabajos de [Apreutesei, 2012] y [Zhou et al., 2019], y la teorfa de Cy-semigrupo propor-
cionaron herramientas utiles para probar existencia, unicidad y dependencia con respecto
al parametro a considerando que el dominio espacial estaba confomado por dos regiones.
Ademas la teoria de Cy-semigrup entregd una forma explicita de la solucion, que junto a
las propiedades de F', a las caracteristicas de [y(t,a) y J, ayudd a probar la existencia del
optimo y la existencia de la solucion de los problemas adjuntos.

El anélisis numérico de la respuesta de las soluciones y de las cantidades de interés
al parametro de control entrega que ambas se ven afectadas a la variacién de éste. Dada
la respuesta de las cantidades de interés se decidié considerar a t. como parametro fijo y
considerar [a, y]" como pardmetro que participa en el problema de optimizacién. La definicién
de la funcién objetivo, es decir, la eleccién de los coeficientes: A, B, C, D, ¢, de la funcién
g v t. obedece a otorgar propiedades de convexidad parcial en términos de cémo se ve la
funcién y por esa razon es que se pudo haber escogido cualquier otra funciéon que tuviera
esas caracteristicas, asimismo, la eleccion de la funcién objetivo pudo haber considerado
mayormente criterios epidemiolédgicos.

Por otra parte, la obtencién del gradiente discreto fue ttil para el problema de optimi-
zacion asociado al modelo temporal, sin embargo, no tuvo el mismo efecto para el caso del
modelo espacio-temporal. Para el modelo temporal se logré encontrar el 6ptimo y el método
al que se le proporcioné el gradiente discreto tuvo mejor rendimiento (el éptimo que se obtu-
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vo tiene el gradiente mas pequeno y el método demord menos iteraciones en encontrarlo), por
tanto trabajar con el gradiente discreto fue una ventaja. No obstante, en el modelo espacio-
temporal no se logré un buen resultado, el 6ptimo entregado por el método T-R-R (método
que utiliza el gradiente discreto) es mayor al entregado por los otros. Este problema puede
deberse a los errores de redondeo de la soluciéon numérica del problema directo y adjunto los
que se transfieren al gradiente discreto, sin embargo, no se tiene seguridad de ello.

Posibles trabajos futuros son:

» Establecer las condiciones de optimalidad para el problema de optimizacion.

= Mostrar convergencia de los métodos numéricos utilizados para resolver los problemas
directos y adjuntos.

= Implementar un método de optimizacién basado en el gradiente discreto y mostrar
convergencia del mismo.

= Encontrar el gradiente discreto y resolver el problema de optimizacién considerando
dimensién espacial 2.



Anexo A

A.1) Modelo Temporal

Recordar que: By, : [0,00) x R® — R:

gbb , si t<t,
Bbb(t (l) =

Bib <a +(1— oz)e_'Y(t_tC)> . oSt o t>t,

y G:]0,00) x R? x R5 — R5:

G(t,a,u) = Bhn Boh

donde a € Q C R, u: [0,00) = R® y u := [uy, us, vy, va, v3)".
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A.1.1) Bu(t,a) es continua en (t,a) € [0,00) X Q)

Para (t, [o,7,t.]") € [0,00) x @, las funciones: e, —y(t — t.), (1 — a) y « son funciones

continuas y por tanto Sy (a + (1 — a)e‘”“‘te)) es continua en [0,00) X Q.

Por otro lado, para a fijo, si t — t. entonces Sy (t, a) — B;, y en consecuencia [y (t, a) es
continua.

A.1.2) Continuidad de G(t,u)

Parat >0y a € Q, G es continua puesto que [y, es continua (A.1.1). Como f(u,v) = u
y g(u,v) = v son funciones continuas en u y G se define como multiplicacién y sumas de f
y g, entonces G es continua en wu.

A.1.3) G es localmente Lipschitz continua en u para todo t > 0

En este caso, G se dice localmente Lipschitz continua en u para todo t > 0, si para N > 0,
existe L := L(N) > 0, tal que:

1G(t, a,u) = Gt a,0)||ps < Ll|u = vf[ps (*)
cuando ||u||lgs < N, ||v]|lrs < N, t >0y a € Q fijo.

Ahora, sea v = (v;)_,u = (u;)?_, € R5, F = (F;)?_;, t > 0y a € Q. Para probar (*) se
procede como en (A.1.5) considerando a; = as.

A.1.4) Propiedad de G

Sea v € R? y se define la norma:
l|lv||gs = méx{|v;| :i=1,...,5}

Sea N > 0, v = (w)iy y u = (u)iy € B®, G = (G, y suponga que [Jullss < N,
l|v]|[gs < N (es decir, para todo i = 1,...,5 se tiene |v;] < N). Sea ademéds t > 0y

a1 # as € Q:
B (t, a1) B (t, az)

UpUs + ————= U109 + Y5 (V2 — Uu2)
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(t t,a
< ‘—ﬁbb GQ)UWQ — —ﬁbb( 1)Uluz + Vo |V2 — U2
Ny
(t,a t,a t,a
lﬁbb 2) vy _u1)+u1<5bb( 2), Pl 1)u2>‘

N, N,

+Y| V2 — U2

2| [v1 — ua| + |uy

< ’/Bbb(taGQ) g
N

‘51;1;(15,612)@  Buw(t, a1)
NN

+p|v2 — us]

Como |ui| < N, |va] < Ny |Bu(t, 2)| < B para todo t >0y z € Q (por definicién de
B) entonces:

= %N‘Ul —u|+ N 5bb(Nt,1a2)02 - ﬁbbgf];al)uz vy — U
aqui:
5bb§ff,1a2)vg B 5bb§ff,1a1)u2’ _ ‘ﬁbb (t, az) vy — Bbbgf;lal)UQ " 5bb§ff,1a1)v2 B &bg@lal)?}z’
= %71@1)(@2 — Uy) — w(ﬁbb%’l@) _ 5“’531“1))
< |21y — ) 4 Fe2) D)
< %f”) [0 —uz\+N(5bb (t, az) 5bb§f;la1)‘

por lo tanto:

Gl(t,al,u)—Gl(t,ag,v)’ S @N|'U1—U1|+ @N—F’Yb |U2—U2
Ny Ny
N
+F|ﬁbb(ta az) — Buw(t, a1)
1

N
< (ﬁbbN 1 %> v — ul|ps + Ewbb(t’a?) — Buw(t, a1)]|

= De manera andloga se obtiene que:
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Bb N
‘G2(t7a17u) — Gaft, 02,?))’ < (N N+ | [lv—u||gs + F‘ﬂbb(taaa) — Bw(t, a1)|
1
. Gs(t,ahu) - G3(7f, a27”U)’ > %Usw - @% 4‘ + ‘— UzUz — @U:ﬂ@
2 Ny
thluu — V3V |—|—ﬁ—]uu — V30|
S T, Uste T U3 4 N, stz — Usvz
aqui:
|usuy — v3v4| = |usug — v304 + v3uy — Vsuy| < |uz — vs||ua| + |ug — val|vs]

Como |v3] < Ny |uy| < N entonces:

S N(|U3 — U3| + |U4 — U4’>
de forma analoga, se tiene:
|U3U2 — U3’U2| S N(‘U,g - U3| + |U2 - U2|>

por tanto:

th

Gult o) = Galt 0] < N (fs =l o =l ) +

N
Sea Rl = F max {th, Bbh}:
2

S Rl (2|’LL3 — U3| + |U4 — U4| + |U2 — Ug|>

< AR;||u — vl|gs

= (Gt a1, u) = Gult, a2771)’ < %\U?ﬂm — v3y| + %lusuz — v3V2| + Vp|Vs — U4
2 2

Brn

< _N<’U3 —uz| + |U4—U4\> + Fon

Ny

+’Yb|7j4 — U4|

Sea R2 ‘= max {@N @N, ’)/b}I

< 5Ry|

- G5(t,a1,U,) - G5(ta CLQ,'U)’ < P)/bl

_N<’U3 — vg| + [uz —U2\>

_N<’U3 —v3| + |uy _UQD
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3 N
= Por ultimo, sea L = max {%N + Y, 4Ry, 5R2} y C = N luego se tiene que para
1 1

todoj=1,...,5:
(V62 0) |Gy(t a1, u) = Gyt az,v)| < Llju = vllss + ClBu(t,a1) — Bu(t, 02)]

y por lo tanto:

(V120) ||Glt,a1,u) = Gt a2,0)|| | < Lllu = vllss + ClAn(t, 1) = Buo(t, az)

A.1.5) Desigualdad de Gronwall Generalizada

Si:
u(t) < h(t) +/ k(s)u(s)ds , t€ [ty,T)

to
donde todas las funciones involucradas son funciones reales y continuas en [ty, T), T' < 0o y
k(t) > 0, entonces:

u(t) < h(t) + /th(s)ﬁ(s)e</5 K(T)dT) ds , te€l[ty,T)

to

[?], p.14.

A.2) Optimizaciéon con restricciones EDO

A.2.1) Propiedad de F

Sea v € R%, se define la norma en R® como:
[|v]|gs = max{|v;| :i=1,...,6}
t
Sea v = (v;)%;,u = (u;)?_; € RS. Considere F(t,a,u) = {G(t,a, u), %mvg] ,F = (F)%,
2
y a; # az € @, luego por propiedad de G (A.1.4) y:

(Vt>0) ‘Fe(t,al,u) _ Fﬁ(t,ag,v)‘ < %N(mg(t) — ()] + Jua(t) — vl(t)|>

se obtiene que existen L > 0y C' > 0 tales que:

(V1 20)) ||F(tan,0) = F(ta2,0)]|| < Ll = vllss + ClBt ar) = Bult, a2)]
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0B
A.2.2) —
) da
95 0 , si t<t,
bb
8_a(t’ ) _
Brb (1 — 6_7('5_’56)) . sl t>t,
0 , si t<t,
0B ( ‘ ) B
07 Byt —t)(1 — a)e™ =) s >4,
0 st <t
0w, | i
at (t7 CL) - —
¢ Buwy(1 —a)e =t st >t,
0 0 0
aqui %(t, a)y ai;b(t, a) son continuas con respecto t pero ;tib (t,a) no lo es, no obstante,
las tres funciones son continuas en a.
oF OF
A23) —vyv —
) ou Y Oa
T Bw(t,a) B (t, @) 1
N, o N, up + Y 0 0 00
B (t, a) B (t, a)
— 0 0 00
N, Ug N, Uy — MmN
0 Boh o Bhh v, Boh ” Bhh o 00
9 __IPbh _Phh, _ [bh _Phh
. (ta a, U) = N2 N2 N2 N2
o 8 Bn B B
0 bh Phh b Phh 00
N, U1 N, 2 + N, Us N, V1 — Yn
0 0 0 i 00
Bhh Bhh
0 0 — — 00
i N, 2 N, ! |
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_Be(t,a)
N
—Llﬁ’ a)ul +
g—i(t,a,u)t)\ = 0
0
0
0
=
oF
a—u(t, a, U)t A=
y:

Buy(t, a)
Ny

Bob (tu (l)

u2

uir —"%

Ny

Bhn
Ny
Bhh

- U1

Ny

Bbb(t’ a) U2 (Az - )\1>

Ny

(6bb(t’ a)ul - ’Vb) <>\2 - )\1)
S (Ma+ A = Ag)

(M+M—&)Mﬁ%—&)

0

0 0 0
Bon 0 0
No
Bhh Boh Bhh
Zhh Foh 0o £hh
N 2T N, Ny 2
Bun o Peny,
Ny 1= "7 h Ny 1
0 0 0
0 0 0
Bbh
+ —v )\4 — )\3
= )
Bbh
+ —us ()\4 — )\3)
Ny

=[0,0,0,0, A, B]'

t=T

© AT

A2
A3
A4

A5

L ¢
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por lo tanto el problema adjunto queda como:

dM\;
_E@)

dXs
— 2t
o ()

_
dt

d\4
_E(ﬂ

(t)

dXs
— 22t
o (&)

AT
dt

%vl (t) <A4(t) + Xs(t) — As(t)) + Yn (As(ﬂ - M(t))
0
0

A(T), Mo (T), A3(T), M(T), As(T), Ae(T)]" = [0,0,0,0, A, B]'

y haciendo t = T — ¢ (y por tanto df = —dt) se tiene:

s (t)

dAy -
—2(f
o ()

s
dt

dXs -
s (t)

()

dXs -
— (2

Do
L dt

_d)\lA_

(i)

&b](\Z, D () (A2(£) - Al(t))
5bb](\;517 a) uy (t) — ’Vb) ()\2(15) - )\1(5)) + %b:vl (£)(Aa(t) — A3(2))
%vz(ﬂ (M(t) + Xe(t) — Az(f)) + %”;‘ 5(f) ()\4(t) - )\3(25))
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[A1(0), A2(0), A3(0), A4(0), A5(0), As(0)]" = [0,0,0,0, A, B]'

con 0 <t < T. Por otro lado:

[ 1 9By 1 OBw 1 O0Bw
N, a (t, a)urus N, o (t, a)urusg N ot (t, a)uius
10 10 10
E%(lﬁ, ) 1U2 E%(t,&)ullbg E aﬁtib(t,a)ulug
g—];(t,a,u) = 0 0 0
0 0 0
0 0 0
L 0 0 0
luego:
[ 1 9B i
Ma—@(t, CL)U1U2 <>\2 — )\1)
oF 10
%(tv a, u)t A= Eai’)ljb@? a)u1u2 (AQ - /\1>
1 9By
I E 8tc (t,a)Uqu <)\2 — )\1) |
ademés:
oJ

S ult) )

= [-2¢(1 — @), 2¢7, 0]

t=T
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B.1) Modelo Espacio- Temporal

B.1.1) Propiedad 1

Sea X = [L2()]? el espacio de Banach con norma:

[lullx = sup{[fu] : j = 1,2}

1/2
|uj(x)]2dx) para todo j = 1, 2.

con = ()i € X v gl =

951

Ademas, sea a € @ fijo, se define F': [0,T] x X — X:
_ Buwl(t,a)
Ny

Buw(t, a)
Ny

UUz + Yplz

F(t,a,u) =

UrU2 — YplU2

donde u := (u;)i_; € X, F:= (F;)7_, y para x € (1

_%tl’a)ul(x)uz(x) + Wz ()
[F'(t, a,u)](x) = .
ﬁbb](\h’ %) ur (z)ug () — Yus(x)

entonces F' es continua y medible en ¢ € [0, 7.

161
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Sea N > 0 suficientemente grande, a partir de F' se define 'V como sigue:

si Ju;(z,t)] < N entonces u; no sufre cambio alguno en Fj.

si u;(x,t) > N entonces u; se sustituye por N en Fj.

si u;(z,t) < —N entonces u; se sustituye por —N en F}.

para i,j € {1,2}, luego se tienen los siguientes casos para FjN (1=1,2):

» Si para todo i = 1,2: |u;(z)] < N entonces para u,v € X, t € [0,T] y x € Q:

I[FN (¢, a,u)](x) — [FN (¢, a,0)](x)| = ‘ -

wn (2)uz(z) + ﬁb"](\;l’ %) 1 (2)vs ()

Buw(t, a)
N

(s () — va(a))|

< %@01(@02(%) - %ﬁ’a)ul(ﬂuﬂx)‘ + Y |u2(r) — va()
< %ﬁ’a) |1 (z)va () — up (x)us(z)] + Ypluz(x) — vao(x)|
< @ |01 (2) o () — ug (2)ug ()] + Yplua(x) — va(2))
=1y,
aqui:
[v1(z)va(z) — ur(@)us ()| = [v1(2)va(T) — wr(T)ua(z) + us (@) v2(7) — wr(T)v2(7)]

por lo tanto:

< Jvi(z) = wi(@)||v2(2)] + |v2(7) — ua(z)|[us ()]

< N(jun(@) = wa(@)] + [eale) — ws()])
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R0 ))(@) = [F 10, 0)](0)] < S2NTon () = (o) + (fV—N + %> () — us(a)|

si Ly = <@N + ’yb), entonces:
Ny

< Ly(Jor(@) — ()] + [02(2) — ua()])

asi:

7Y (10, 0)(@) — (Y a,0))(@)| < 23 (Jon (@) = n (@) + fos(a) — ua()])
< Blor(@) — w (@) +2Lafor(2) = w1 (@) len(2) — ua(@)] + Llen(e) = ua()]

por desigualdad de Young:

0(2) — e (@)lloa() — s(a)] < 3loa() — (@2 + o) — ()

luego:

J,

(1 (8, a,w)] () = [FT (t,a,v))(2) dr < (Li+ L) ) [o1(2) — wa ()] dz

HL+ L) [ va(x) = ug() Pda
1951

por tanto:

| FN(t a,u) — FN(t a,0)|| < L3+ Ly ([Jor — w| + |Jve — us])

N|FN(t,a,u) — FN(t a,v)| < 2v/L? + Li||lv — ul|x

de forma analoga se tiene:

N|FN (¢, a,u) — FY(t,a,v)| < 2v/L3+ Lol||lv — ul|x
y en consecuencia:

HFN(t?avu) - FN(tvaav)HX < LHU_UHX
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con L =méx{2\/L? + L; :i=1,2} > 0.

» Sijui(z)] < N A (uj(x) >N V wuj(zr) < —N) para i # j € {1,2}, entonces para
k=1,2: F¥ es una funcién lineal de la forma:

Bbb(t,a)ch o Bbb(taa>ch+dN

Ny N
Bu(t,a)
N

o es una funcion de la forma cN,con eV d¥ € Ry w € {uy,us}. Por lo tanto

1
es Lipschitz continua en w € X uniformemente con respecto a t € [0,7].

Asi, FN(t,u) es Lipschitz continua en v € X uniformemente con respecto a t € [0,7]
(7=1,2).

B.1.2) Propiedad de f

Bult,a)
N,

Sea N > 0, uy solucién del problema (PT.1) y g(t,uj,uy) = Ustty. Si g se

redefine como sigue:

w si|u;(x,t)] < N entonces u; no sufre cambio alguno en g.
» siw;(z,t) > N entonces u; se sustituye por N en g.

» siw;(z,t) < —N entonces u; se sustituye por —N en g.

para ¢ = 1,2 y se denota por fle , entonces procediendo como en B.1.1 se concluye que EN
es Lipschitz continua en X uniformemente con respecto a t € [0, T]. Por otro lado, si ug > 0
entonces fi¥ < fI¥ donde f1¥ se define como en el teorema 5.3.1.

B.1.3) Propiedad 2

Sea aj,a; € Q, a1 # ag, y v = (v;)2, yu = (u;)2; € X = [L*()]* soluciones del
problema (6.4), entonces (por teorema 5.3.1) u, v son funciones no negativas y existe N > 0
(independiente de a € Q) tal que 0 < v;(z,t) < Ny 0 < u;(x,t) < N para todo (z,t) € Q1.
Sea ademas t € [0, 7] y x € Qy:
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) _ ‘ _ Bbbgf;lal)ul(x)%(x) n Bbbgff,lag)

[F1(t, a1, w)](2) = [Fi (2 az, 0)] () vy (w)vy()+

(a(w) = va(x)

< )Bbb (t,az) v (@) os() — Mm(w)m(x)‘ + %‘vg(x) - uQ(x)‘

Ny
Bbb t,as) ool (00 (2) — () + ul(x)(ﬁbbgff,lm)w(x) _ 5bb§€;1a1)u2(x))‘
+yp|v2(x) — U2($)‘
< )_ﬁbb (2 oy ) o ) = s ()] + |u1<x>|\%’1“2>vz<x> - %’1‘“)“2@\
9 [02(2) — wa ()|

como u;(z) < N, v(x) < Ny |Buw(t, 2)| < B para todo t > 0y z € Q entonces:

Bbb

R L L B L S R ey
aqui:
B (t, az) 5bb t,ay) B (t, az) ~ Bw(tar)
N, el ‘ - ‘ va( N, @)
+ﬁbb§ff’lal)v2(:c) - Bbb‘(:f’lal)vz(x)‘

_ ‘Bbb (t,a1) Bw(t,a1) — Bu(t, a2)>)

(2(e) = ) = afer) (G2 = 2

|02(2) = ua(2)] + |v2(2)

< ‘ﬁbbt—’al) |‘ﬂbb(t,a2) B Bbb(t,al)
= N, N,

Ny

< %\02(93) —ug(x)| + _‘ﬁbb (t,as) — Bu(t, al)‘
1
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por lo tanto:

[Fa(t, a1, w)](@) — [Fa(t, az,v)](2)| < SENou() = i (@) + (N]\i"b + %) [02(2) — uz(2)|

+%|ﬁbb(t, az) — Bu(t,ar)]

Np N
sea L :méx{%biN,Tﬁlbb#—%,E}:

+| B (t, az) — Bu(t, a1)])

Considere a, b, ¢ > 0, resolviendo el trinomio al cuadrado y haciendo uso de la desigualdad
de Young se obtiene:

(a+b+c)? < 3a®+ 3% + 3¢

por tanto:

J,

Fi(t ar,u))(z) — [Fy (£ a3, 0)) ()| do <

3L2 ( : lv1(2) — uy () Pde + lvg () — uQ(x)|2d:B) +3L2 |Bes (¢, a) — Bus(t, ay)|dx

Q1 Q1

||F1<t7 a17u) - Fl(ta a2, U)H S 3L%||/U - UHX + 3L%|5bb(ta CLQ) - /Bbb(t7 a1)||Ql|
sea Ly = max {3L3,3L3||} (|Q1] < oo, pues Q; es acotado)

HFl(ta ai, u) - F1<t) a27/U)|| S LQHU - U||X + L2|/Bbb(t7 a2) - 6bb<t) a1)|
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De manera analoga se obtiene que:
[1F5(t, a1, u) — Fa(t, az,0)|| < Loflv — ul|x + La|Bu(t, az) — Bus(, a1)]
Por lo tanto, para todo ¢ € [0, T:
||F(t,a,u) — F(t,a,v)||x < Lllu—v||x + L|Bw(t,a1) — Bu(t, as)]

con L = Ly > 0 (constante que no depende de a € Q).

B.1.4) Propiedad 3

Sea X = [L2(2,)]” el espacio de Banach con norma:

[lullx = sup{[Ju;]| : j = 1,2,3}

1/2
con u = (u;)3_, € X y ||u]| = ( |uj(:1:)]2da:) para todo j = 1,2, 3.

Q2

Ademas, sea a € @ fijo, se define F': [0,T] x X — X:

—@’01’02 — @ﬂg(t)ﬂl ]
Ny Ny
F(t7 a, U’) - %’011}2 — YrU2 + %M;UlﬂQ(t)
| ThU2

donde v := (v;)3_; € X, Uy € C([0,T]; L*(Qy)), F := (F)}_, y para z € Qy:

[F(t,a,u)](x) = Bhn

entonces ' estd bien definida, F' es continua y medible en ¢ € [0, T7.
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Sea N > 0 suficientemente grande, a partir de F' (notar que en su definicién sélo interviene
v1 y vg) se define FN como sigue:

» si|v;(x,t)] < N entonces v; no sufre cambio alguno en Fj.
» siv;(x,t) > N entonces v; se sustituye por N en Fj.

» siv;(x,t) < —N entonces v; se sustituye por —N en F.
parai=1,2y j =1,2,3, luego se tienen los siguientes casos para FjN:

» Si para todo i = 1,2: |v;(z)] < N, entonces para u,v € X, t € [0,T] y x € Qq:

Bhn Bhn

(Y (0, w)() = [ (10, 0)](@)] = | o oa(e) = T (@)uaz)
+%E2(x, tyor () — %”’;ag(x, o (;p)‘
< |92 on(o)a(o) — i (w)ua0)] + | T2, 0] o (0) — )
como Uy(x,t) € L®(y 1) entonces:
B Bon

|01 (2)v2 () —ua (2)uz ()| +| 5=

[T | Lo (9.1 |01 () =11 ()]

N,

< [o1(@) = w(@)llval@)] + [va(w) = ua(@)fus ()
< N (Jor (@) = w (@)] + oa() = ua(@)])

por lo tanto:
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R o l(e) = (0, 0)] < (SN -+ Sl mllimion ) (o) = (o)
2 2
0 N o) — ()
Ny
sea Ly = —f\?hN + Bon ||u2||Loo(Q2 )

1Bt a,w))(@) = [FY (60, 0)](@)] < L (Jor(2) = w(@)] + lea(2) = w()])
y procediendo como en B.1.1 se obtiene:

|FY (1 a,u) = FY (ta,0)]| < 20/T8+ Llo = ullx

Por otra parte:

(0} (@) = 1B (1.0, 0)(0)] = | 2 (0)ua(0) — S ()en()
Bon Boh
+Eu2(x, tuy (z) — —ng(x, t)vl(x)‘

12 L (@ 1) [un () =01 ()]

Ny

+n [va2(x) — ug(7)]

Brn

2

Bbh
N,

<

N (Jor(@) = w(@)] + [va() - ua(a)])

[[@a]| ow (07 [ (2) = 01 ()] + i [v2(2) — wa(2)]
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5hh
Ny

5bh
Ny

(i

mmummT)wnm—uwm|

(| ) eso) = et
2
si Ly = %N +m {%H%HLWQQ,T%%} entonces:

2

1 (0, w)(@) = [F (1 a,0))(@)] < Lo (for(@) = wi(@)] + lea() = (@) )

15 (¢, a,w) = F¥(ta,0)|] < 20/T3 + Lallu = vllx

Por ultimo:

|[EY (8 a,w)](2) = [FY (¢, a,0))(2)| < Ls [us(2) — va(2))]

donde Lz = =, por lo tanto:
|75 (¢, a,u) = F5¥ (¢, a,0)|] < LilJu — v]|x
y en consecuencia:

||FN(t7a’u) - FN(t’CL?U)HX < L||U_U||X

con L = méX{L§,2\/Lf + L1,2¢/L% + Lg} > 0.

» Si|vi(z)] < N A (vi(x) > N V vj(z) < —N) para i # j € {1,2}, entonces F{¥
(k =1,2,3) es una funcién lineal o constante de la forma:

o FN = (CN+dNE2)v1+rN, FN =cNoy+dVug o BN =N +dVuy (k=1,2).

N _ N N _
o [}V =c" o Iy = yvs.

aqui ¢, d",rN representan ntimeros reales que dependen de N (no necesariamente son los
mismos en cada F}\). Asi, FV(t,u) es Lipschitz continua en u € X uniformemente con

respecto a t € [0,7] (j =1,2,3).
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B.1.5) Propiedad de j?;N

Sea N > 0, vy solucién del problema (PT.1), uy segun el teorema 5.3.3 y g(t,v1,v2) =

(@vl — 7b> vo. Si g se redefine como sigue:

» si|v;(x,t)| < N entonces v; no sufre cambio alguno en g.
» si v;(x,t) > N entonces v; se sustituye por N en g.

» siv;(z,t) < —N entonces v; se sustituye por —N en g.

para i = 1,2 y se denota por EN , entonces EN es Lipschitz continua en X uniformemente con
respecto a t € [0,7] (proceder como en B.1.4). Por otro lado, si v; > 0 entonces f¥ < fV
donde f§' se define como en el teorema 5.3.3 (aqui Uy > 0 en Qy x (0,7)).

B.1.6) Propiedad 4

Sea aj,az € Q, a1 # az, v = (V)3 yu = (w)d, € X = [L*(Q)]? soluciones del
problema (P.2), entonces (por teorema 5.3.4) u, v son funciones no negativas y existe N > 0
(independiente de a € Q) tal que 0 < v;(z,t) < Ny 0 < u;(x,t) < N para todo (z,t) € Qo r.

Sea T (x, ) asociado aj, t € [0,T] y = € Qy:

Byt ](2) = [F3 (002, 0]0)]| = | = S 0)a(a) + (@)
Boh 4 Boh _
—Eug(x, tug () + Euz(ac, t)vy(x)
< %Wl(if)?fz(x) ~ up(2)uala)] + % Bz, t)or(2) — (e, t)un ()]

aqui

v [or(@)va(@) — wa (@)ua(@)] < for(2) = w(@)] + [va(7) = ua(2)]

n (w3 (, o (2) — Uy (w, ua (2)] < Jor(e) — ua(@)] + [W3(x, 1) — U3(w, 1)
6hh 6bh

or tanto, si L; = max ¢ —, — » > 0 entonces:
p 1 {N N2}
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[F1(t, a1, u)|(x) — [Fi(t, ag, v)|(2)| < 2L4 (Jvi(z) — ua(@)] + |va(z) — ua(z)]

y en consecuencia existe Lo > 0 tal que:
1 F1(t, ar,u) = Fi(t, az, 0)|| < Lollo = ullx +[[T5(t) — T ()] 22(0)

Por otra parte:

(Bt w](2) — [Falts a2, 0)](@)]| = |~ Sun(0)a(a) + (@)
—%”:ﬂ;(az, tuy(x) + %’Zﬂg(x, t)vy ()
—%”’;ﬂ;(x, tug () + %bzﬂ%(x, t)vy ()
< s (0)a(0) = (@) 0] + RE B )0 (0) — (o, O )

aqui

= oy (7)va(2) — wi(2)ue(w)] < |vi(z) — wi(2)| + |va2(2) — ua(z)|

= [Tz, hor(x) = (2, ua (2)] < Jor(2) — wa ()] + [W5(x,£) — (2, 1))

6hh Bbh

or tanto, si [y = méax<{ —, — » > 0 entonces:
p ) 1 {N 7N2}

[Fi(t, a1, u)](z) — [Fl(ta%v)](ﬁf)‘ < 2Ly (Joi(2) — wa ()] + |v2(x) — uz(2)]
y en consecuencia existe Lo > 0 tal que:

[F1(t, a1,u) — Fi(t, az,v)|| < Lo||v — ul|x + La||uj(t) — a5 (t)|| 12(0)

Por otro lado:

Bt 0)(0) — (Bt 0))(0)] = | 220 )al) — (@)
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0 Hue) - DB (o)
+yn(va(2) — ug(x))
< %Ml(aﬁ)w(m) — vy (x)va(z)| + %b;l Uy (@, tuy () — U3(x, )v1 ()] + nlva() — vz ()]

aqui

= |u(z)uz(x) — vi(@)ve(7)] < |ur(z) — vi(2)]| + |ug(r) — va ()|

o [uy(x, thur (2) — W3 (x, Hvr (2)] < Jua () — vi ()] + [3(x, £) — u5(x, 1)

. Bhn Bun . Bon
or tanto, si Ly = max ¢ — + Yn, — + —— ¢ > 0 entonces:
p 3 { N, Th Ny N,

[Fo(t, ar, w)](2) = [Fa(t, as, v)](:r)‘ < 2L (Jur () — 01 ()] + [uz(2) = va(2)]

+uy(x, t) —u5(x,t)|)
y en consecuencia existe Ly > 0 tal que:

1Fa(t ar, ) — Fa(t, az, v)]| < Lallo — ullx + Lol [7(t) — ()] 20
Por ultimo:
[F3(t, a1, u)](z) — [F3(t, az, )] (2)| < ynluz(z) — va(z)]

|| F5(t, a1, u) — Fs(t,a2,0)|| < 7illug — va|x

|1 F5(t, a1, u) — F(t, az, 0)|] < yilluz — vallx + l[(8) — T5(4)] |20y
y en consecuencia existe L > 0 (independiente de a € Q) tal que:

IF(t a1, u) — F(t,a5,0)][x < Lllo — ullx + LI[Eh(8) — @0l 20
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