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RESUMEN DE LA TESIS

Modelacion fenomenolégica del flujo en vortice:

Aplicacién a hidrociclones
por

Luis Jaime Collantes Santisteban
Doctor en Ciencias Aplicadas ¢/m Ingenieria Matematica
Universidad de Concepcion, Chile, 2000

Fernando Concha Arcil, Profesor Patrocinante

En esta Tesis se propone un modelo fenomenoldgico que repre-
senta el flujo en vortice desarrollado dentro de un hidrociclon de
fondo plano. Se prueba existencia de solucién para los campos de
velocidad media y presion media del fluido y ademaés se utiliza un
método de expansién en términos del nimero de Rossby para la
obtencion de una solucién completa especifica.
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Capitulo 1

Introduccion

Los hidrociclones son equipos que han encontrado un amplio uso en
la Industria Minero-Metaltirgica y Quimica, principalmente debido a su
simplicidad operacional, su bajo costo y su versatilidad. Dos son su tipo
de aplicaciones. El primero se refiere a la separaciéon por tamano de una
suspension, operacion que recibe el nombre de clasificacion y el segundo a la
separacion de las particulas segin su densidad. Esta tltima es una operacion
de pre-concentracion.

El fluido conteniendo particulas de diferentes tamanos y densidades, 6
aun dos fluidos distintos, son inyectados a alta velocidad a través de un
tubo de alimentacién, el cual es de seccién transversal circular o rectangular
y se junta tangencialmente al cuerpo del hidrociclén, ver figura 1.1. La
alta velocidad rotacional induce una aceleracién centrifuga que produce el
movimiento relativo de las particulas con respecto al fluido. Como el flujo
sale del equipo a través del nicleo del ciclén por la parte superior (vortex) e
inferior (apex), componentes de velocidad radial y axial deben existir. Las
altas aceleraciones radiales producidas permiten una rapida migracién de
las particulas permitiendo un gran caudal a través del equipo. Por el apex
se descargan las particulas gruesas y en el vortex rebalsan las particulas
finas. Por consiguiente se forma un flujo en vértice tridimensional dentro del
hidrociclén.

La simplicidad operacional y estructural del hidrociclén esconde, sin
embargo, una gran complejidad en los mecanismos que rigen su accion. Los
esfuerzos que se ha hecho para describir el comportamiento del equipo han
dado lugar a dos tipos de modelos: los modelos empiricos y los modelos
fenomenoldgicos.

Los modelos empiricos estan basados en la observacion experimental
de la operacion de un hidrocicléon y consisten en la correlacion entre
las variables obtenidas por ajuste estadistico a numerosos datos. Mas
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Figura 1.1: Representaciéon geométrica de un hidrociclén cénico.

especificamente, las expresiones empiricas relacionan eficiencia de clasifi-
cacién o separacion por tamano a las dimensiones del hidrociclén y mas
comunmente al caudal de alimentacion y de descarga.

La modelacién empirica ha culminado en los modelos propuestos por Lynch
(Lynch y Rao, 1975) y posteriormente por Plitt (1976), los cuales son de
utilidad en el control de hidrociclones de tamano industrial y en el modelo
de Arterburn (1982) utilizado para disefio. La experiencia ha demostrado
que estos modelos tienen serias limitaciones. Mencionamos aqui sus dos
principales limitaciones. Primero, que pueden ser utilizados solamente
dentro de un pequeno rango de condiciones vecinas a aquellas en que fueron
obtenidos sus parametros y segundo, que las ecuaciones desarrolladas para
un tipo de material no son generalmente validas para otro. También es
importante sefialar que existen contradicciones entre los diversos modelos
empiricos.

Antunes y Medronho (1987) hicieron una evaluacién critica de los modelos
de Lynch y Rao y de Plitt, realizando una gran cantidad de experiencias
con cinco distintos tipos de hidrociclones. Los autores concluyen que el
modelo de Lynch y Rao no predice adecuadamente el comportamiento de



los equipos en ninguna circunstancia y que el modelo de Plitt sélo puede ser
usado en una vecindad de un 5% de las condiciones para las cuales fueron
determinados sus parametros.

La modelacién fenomenolégica, se basa en cambio, en el estudio de
los fenémenos fisicos que suceden dentro del hidrociclén en su operacion.
Aqui las ecuaciones del modelo son independientes del material y son
validadas con datos experimentales. Ademas la geometria del diseno del
hidrociclén es incorporado en este modelo, por lo que luego se puede
investigar facilmente otros nuevos disefnos.

Aspectos relevantes en la modelacién de hidro-
ciclones

e El principal problema en la simulacion numérica de hidrociclones
es el tremendo recurso computacional necesitado. A este problema
contribuyen varios factores. Por ejemplo, para un hidrocicléon de
100 (mm) de didmetro, la discretizacién del dominio tridimensional
requiere una malla de 20,000 volimenes e involucra la solucién de
muchas ecuaciones diferenciales en estos volimenes haciendo el proceso
extremadamente lento en la estacién de trabajo disponible. La simplifi-
cacion axial-simétrica permite discretizar el dominio bidimensional en
aproximadamente 2,000 volimenes, haciendo los calculos mas rapidos.

e Agregado al problema de recursos computacionales estd la naturaleza
turbulenta del flujo. La alta velocidad de entrada, del orden de varios
metros por segundo, produce un flujo altamente turbulento en el equi-
po. La modelaciéon de turbulencia es crucial para obtener resultados
razonables de los patrones de flujo. Existen muchos modelos de turbu-
lencia, desde los més simples modelos de viscosidad de remolino (eddy
viscosity) para turbulencia isotrépica a los mds complicados modelos
de esfuerzo de Reynolds para el caso no isotrépico. Los modelos mas
completos requieren la solucién de ecuaciones diferenciales adicionales
que incrementan la potencia computacional necesitada.

e Generalmente se considera la hipotesis de simetria axial, la cual es
una aproximacion de la situacién real del flujo ya que en su modo
normal de operacion, el hidrociclén no tiene una entrada distribuida
simétricamente. Esta hipdtesis, sin embargo, ha sido retenida en



previos estudios analiticos asi como en investigaciones numéricas.
En vista de la evidencia experimental que el flujo pierde su caracter
tridimensional a una corta distancia de la entrada tangencial y llega a
ser muy cercano a axial simétrico, es permisible considerarlo simétrico,
ganando mucho en términos de simplicidad a costo de una minima
pérdida de precision. Esta hipdtesis, sin embargo, impide que la solu-
cién pueda ser obtenida de la real condicion de frontera en la entrada,
sino que s6lo por aproximacién (Malhotra et al. [26]). Bloor [8] hace
una evaluacion de la forma en que la eleccién de las condiciones de
frontera para el modelo axial-simétrico influye la naturaleza del flujo y,
aun mas, da la sugerencia de una eleccién apropiada de las condiciones
que pueden ser relacionadas a las condiciones de real entrada.

Otra dificultad en la modelaciéon de un hidrociclén es el nucleo de
aire. El fuerte movimiento en vértice, inducido por la alta velocidad
tangencial de entrada, crea una zona de baja presion en el centro del
equipo que succiona aire del exterior formando un ntcleo de aire de
naturaleza desconocida. La forma de esta columna de aire ha sido
descrita como cilindrica y cénica, pero por simple observacién, ninguna
de estas descripciones se ajustan a la real forma.

Mientras en una operaciéon normal, un hidrociclén tiene velocidades
axiales y tangenciales del orden de varios metros por segundo, la
velocidad radial es de un orden de magnitud més pequeno. Por esta
razon la distribucion de velocidad radial en el equipo no es muy bien
conocida. Es dificil medir esta componente de velocidad en presencia
de componentes tangenciales y axiales altamente turbulentas con
fluctuaciones del mismo orden de magnitud de la componente radial.
Las distribuciones de velocidad radial informadas en publicaciones ex-
perimentales han sido obtenidas utilizando la ecuaciéon de continuidad
en conjunto con datos experimentales de las velocidades tangenciales
y axiales.

Es conveniente resaltar que, mientras los hidrociclones cénicos son
los equipos mas ampliamente usados en la Industria Minera, los
hidrociclones cilindricos, méas cominmente llamados hidrociclones de
fondo plano, ver figura 1.2, fueron los primeros en ser modelados
matematicamente. La razon de ésto es que la geometria cilindrica es
mas familiar al tratamiento matematico que la combinacion cilindrico-
conica.



El trabajo previo en hidrociclones de fondo plano fué fragmentario
y restringido en el sentido que sélo la componente tangencial de
velocidad fué estudiada, suponiendo que ésta es funcion sélo de la
coordenada radial y que la forma funcional de la velocidad radial
podria ser derivada de la evidencia experimental. La consecuencia de
esta hipdtesis no fué investigada con posterioridad.

e El objetivo que se persigue en el trabajo con hidrociclones es dilucidar
el mecanismo por el cual ocurre la separacion de particulas dentro del
equipo y asi definir los limites practicos de eficiencia y descubrir fuentes
de ineficiencia en la operacion de clasificacién.

Bloor e Ingham [5, 6, 7, 9, 10] desarrollaron, en una serie de articulos,
un modelo de clasificacién para un hidrociclén conico. Su trabajo con-
sistié en obtener los patrones de flujo del hidrociclén suponiendo que
en éste escurre un fluido ideal. Luego introdujeron particulas que, al
moverse en este fluido, pasan al rebalse o descarga dependiendo de su
trayectoria de equilibrio. Para calcular ésta resuelven la ecuacion de
movimiento de las particulas (balance de momentum) en la direccién
axial y radial ya que en la otra direccion las particulas son arrastradas
por el fluido a su misma velocidad. Para mayores detalles ver Barrien-
tos et al. [4].

El camino seguido por Bloor e Ingham y complementado por Barrien-
tos et al. [4] es viable para hidrociclones de fondo plano. Sin embargo
para hacerlo es necesario disponer de un buen modelo del patrén de
flujo en un hidrociclén de fondo plano.

El objetivo de la presente Tesis es predecir el patrén de flujo en un hi-
drociclén de fondo plano en términos de pardmetros geométricos y variables
operacionales.

En base a los comentarios anteriores se propone un modelo fenome-
nolégico para los ciclones de fondo plano que permite obtener distribuciones
de velocidad y presion en forma cerrada como formas funcionales simples.
En tal modelo se consideran las ecuaciones de conservacion de masa y
momentum en su forma completa. Por otra parte, se considera el flujo como
turbulento isotrépico, con la turbulencia representada por una constante
viscosidad de remolino v. Como la operacion de hidrociclones industriales es
en régimen estacionario, se considera el problema bajo el mismo régimen.

Las Ecuaciones de Navier-Stokes en estado estacionario, con apropiadas
condiciones de frontera, constituyen el punto de partida para resolver este
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Figura 1.2: Representacién esquemética de un hidrociclén de fondo plano.

problema de dinamica de fluidos, que matematicamente esta dado por:

—yAu+Zu,-Diu+Vp = f, en() (1.1)
i=1
V-u = 0,enQ (1.2)
u = ¢,enl
con
¢1 enl’
¢_ ¢2 en PQ
"] @3 enTly
0 enl—-{IhUlUTs}

donde, f es la densidad de las fuerzas externas (fuerza gravitacional), v es
la viscosidad, u y p son los campos de velocidad media y presion media,
respectivamente.

A continuacién se presenta una revisiéon del desarrollo de modelos
fenomenolégicos del flujo en un hidrociclén, desde la perspectiva de la



dindmica de fluidos (ecuaciones de Navier-Stokes).

1. Modelos con velocidad radial y tangencial que dependen sélo
de la coordenada radial r.

Kelsall (1952) fué el primero en determinar experimentalmente las
caracteristicas esenciales del patron de flujo en un hidrocicléon. Con re-
gular grado de aproximacién, su trabajo muestra que las componentes
de velocidad radial y tangencial dependen sélo de la coordenada r.
Rietema y colaboradores (Rietema y Krajenbrink (1958), Rietema
(1961) y Van Duijn y Rietema (1983)) modelaron el hidrociclén
como un aparato cilindrico usando coordenadas cilindricas. Supo-
niendo simetria axial, ellos consideraron que la alimentacién entra al
equipo a través de toda la periferia cilindrica con una combinacién
independiente de una componente de velocidad radial vg y una
componente de velocidad tangencial vyg, ver figura 1.3. Como la tinica
informacién disponible acerca de distribucién de velocidades en un
hidrociclén fué la de Kelsall para un hidrociclén cénico, Rietema y
colaboradores, basaron su trabajo en el patrén de flujo determinado
experimentalmente para hidrociclones conicos, sin esperar que estos
patrones fueran diferentes de aquellos de hidrociclones cilindricos.
Sélo la componente tangencial de velocidad fué estudiada, suponiendo

VR

Vp__ .|

Figura 1.3: Modelo axial-simétrico de un hidrociclén segiin Rietema.

que ésta es funcién s6lo de la coordenada radial y que la forma
funcional de la velocidad radial podria ser derivada de la evidencia ex-
perimental. Como ejemplos tenemos los casos analizados por Rietema
y Krajenbrink [30], donde la velocidad radial se supuso de la forma
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v, = Ruvg/r, Rietema [29], quien usé una velocidad radial constante
en todo el campo de flujo v, = vy 6 Rietema [31] quien utiliz6 la
velocidad radial como una funcién lineal del radio, v, = (vg/R)r.
En los tres casos ellos obtuvieron una ecuacién analitica con muy
similares distribuciones de velocidad tangencial, excepto para el valor
del nimero radial de Reynolds con el que compararon su prediccion
con respecto a los experimentos de Kelsall. Mientras que para Rietema
y Krajenbrink [30] este valor fué de Re ~ 3, correspondiente a una
viscosidad de remolino del orden de v &~ 10~3(m?/s), para Rietema [29]
Re =~ 10, ésto es, una viscosidad turbulenta de remolino del orden
de v ~ 3x10 *(m?/s) y para Rietema [31] Re ~ 30, ésto es, con una
viscosidad turbulenta de remolino de v ~ 10~ %(m?/s).

El problema con los modelos desarrollados por Rietema y colabora-
dores es que ellos no consideran explicitamente la velocidad axial, que
fué experimentalmente conocida en su tiempo y supusieron arbitraria-
mente una velocidad radial. Aldn mas, sus soluciones sélo sirven para
calcular la fuerza centrifuga, pero no da indicios de como las particulas
y el fluido son evacuados del equipo. Resulta entonces necesario
incorporar la componente axial de las Ecuaciones de Navier-Stokes en
el proceso dinamico.

. Modelos con velocidad tangencial dependiendo sélo de la
coordenada radial r y las velocidades radial y axial depen-
diendo de las coordenadas radial r y axial z.

Bloor e Ingham (1973, 1983) analizaron el flujo isocérico inviscido
dentro de un hidrociclon. Suponiendo vortice libre para la velocidad
tangencial, obtuvieron las velocidades radial y axial como funciones
de las coordenadas radial y axial. Luego usaron los resultados de
velocidad radial y axial para recalcular la velocidad tangencial de las
ecuaciones de Navier-Stokes con viscosidad de remolino variable.

Bloor e Ingham (1987) concluyen diciendo que es crucial que un modelo
que intente analizar la eficiencia de separacion de un cicléon deba tener
en cuenta no sélo la velocidad de rotacién (spin) sino también las otras
componentes de velocidad.

Por consiguiente, para resolver el proceso dindmico en hidrociclones
cilindricos es esencial solucionar las 3 componentes de velocidad en las
ecuaciones de Navier-Stokes juntamente con la ecuacién de continuidad.



Capitulo 2

Existencia y unicidad de
solucion

En este capitulo se hace un estudio concerniente al analisis de existencia-
unicidad de solucién del problema de hidrociclones planteado en (1.1)—(1.3).
En general se tomé6 como referencia las demostraciones dadas por Te-
mam [32, 33| sobre ecuaciones de Stokes y de Navier-Stokes, las mismas que
en este capitulo se detallan.

2.1 Marco funcional

Primero, se da una descripcién detallada de los espacios funcionales y de
los dominios considerados en este trabajo.

Sea €2 C R™ un conjunto abierto, con frontera I'. Todas las funciones
consideradas aqui se asumirdn reales y localmente sumables en el sentido de
Lebesgue, mientras que todas las derivadas seran interpretadas en el sentido
generalizado.

El espacio

L*(Q) = {u : Q — R; /quac < oo}
Q

es un espacio de Hilbert con la norma | . | proveniente del producto interior

(.,.) dado por
(u,v) := / uv dx.
0

Se denota por D(f2) al espacio:

D(Q) :=C°(Q2) ={u:Q2 = R, ueC®(), sop u compacto, sop u C Q}



donde sop u = {z € Q, u(z) # 0}.
El espacio de Sobolev H!(f2) es definido por

HYQ) = {u € L3(Q); Du € I2(Q),i=1,...,n}

donde D; := 0/0x;.
Constituye un espacio de Hilbert, H!(€2) con la norma [.] proveniente del
producto interior [.,.] dado por

[u,v] := (u,v) + Z(Diu, D) = (u,v) + (Vu, Vv).

i=1
Se define el espacio H}(2) como

—HI(Q)
Hy(Q):=D(Q) ",

dicho espacio es Hilbert con la norma [.].
En H'(Q) se define también el producto interior ((.,.)) como

((u,v)) := (Vu, Vv)

y se denota por || . || la norma proveniente de este producto interior.
Se cumple que || u || <[u] y|u]| <[u], Vue HY(Q).

Consideremos la desigualdad de Poincaré:
Si €2 es acotado en alguna direccién, entonces existe una constante ¢ > 0,
¢ = ¢(Q), tal que:
lu| <c|Dul, Yu€ Hy ()

donde D es la derivada en la direccion acotada y ¢ es acotado por 2/, siendo
[ el didmetro de €2 6 el grosor de €2 en esa direccion.

Como consecuencia de este resultado, para  acotado, las normas [.]y || . ||
son equivalentes en H} (). El espacio Hj(§2) con la norma || . || también es
un espacio de Hilbert.

Ahora se describen los espacios Holder.
Sea 0 < v < 1. Una funcién u : 2 — R, es Lipschitziana si existe ¢ > 0 tal
que:
lu(z) —u(y) | <c |z—y]|, Vz,y € Q,

se dice que u es Holder-continua con exponente 7 si existe ¢ > 0 tal que:

|U($)—U(y)|§0|$—y"y, Vx,yeQ,
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luego, las funciones Lipschitzianas son aquellas Holder-continuas con expo-
nente 1.

Siu: € — R es una funcién continua y acotada, su norma es definida por
[l lleg) == sup | u(z) | .
e

Siwu: € — R es Holder-continua con exponente v, su y-ésima Holder semi-
norma es definida por

[uensm = sup { | ulw) — uly) |}

THAYEN ‘ T—Y |7

y su y-ésima Holder norma por
| u ||c0,v(§) =|[u ||C(§) + [u]con(ﬁ)-

Definicién 2.1.1 EI espacio Hélder C*7(Q) consiste de todas las funciones
u: ) — R que son k-veces continuamente diferenciables y cuyas k-ésimas
deriwadas parciales son Holder-continuas con exponente 7.

En este espacio la siguiente norma estd bien definida:

1 lera@ = D 11 DU ey + D [D*u]conm)-

la|<k al=k

El espacio de funciones C*?(Q) es un espacio de Banach.

Definicién 2.1.2 Un conjunto abierto (2 C R™ es de clase C" si §2 estd local-

mente a un lado de I y existen subconjuntos abiertos X; C IR, i =0,...,m,
tal que:

1. Xy C Q

2. Q C lJi'X;
3. Para todo indicei, i = 1,...,m, existe una aplicacion ¢; : X; — B(0,1)

con ¢; € C"(X;), ;' € C"(B(0,1)) y tal que:
o $:(X;NQ) = B(0,1)NR"
={y=(9,vn) € B" [y € B(0,1), yn > 0}
° ¢i(XiND) ={y=(9,yn) € R" /y € B(0,1), yo = 0}
e 4;(0X;NQ) ={y=(9,9.) e R /||y || =1, yo > 0}
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Se dice que {(Xy, ¢i)}i—y ,, €5 un sistema de cartas locales para I'.

Por otro lado, si ¢; € C*(X;) y ¢;' € C¥(B(0,1)) se dice que Q es un
dominio de clase C¥7 ¢ Q € Ck.

Segundo, se consideran las desigualdades de Sobolev y los teoremas de
compacidad.

Seame Z, m>1y1l<p<oo. Sea () acotado y de clase C%!. El espacio
de Sobolev W™P(Q)) se define como

WwmP(Q) ={ue LP(Q) : Du e LP(Q), V| a |<m}.
Notacién: H™(Q) = W™2(Q).

2.1.1 Teoremas de inclusion

1. Si % — ™ > () entonces W™P(Q) C LI(£2) con % =

y

RS 1=
33

| u |Lq(Q) < C(mapa n, Q) H u ||WmaP(Q) Vu € Wm’p(Q)' (2'1)
2. Si % — ™ = ( entonces W™P(Q2) C Li(©), para cualquier © acotado,
O CQ, cualquierg: 1 <g<ooy
| u |Lq(@) < c(m,p, n,q, G)a Q) H u HWm,P(Q) Vu € Wm’p(Q) (2'2)
3. Si % — 2 < 0 entonces W™P(Q) C C°(©) c.t.p., para cualquier ©
acotado, © C Q y
| u |C°(®) < C(mapana G)a Q) H u HWm,p(Q) Vu € Wm,p(Q) (23)
Las anteriores propiedades son vélidas también para Wy (Q) en lugar de

WmP(Q)) sin ninguna restriccién para Q. En particular para el caso p = 2,
m =1, se tiene:

n=2: H}(Q) C LY() cualquierg:1 < ¢ < oo (2.4)
n>3: H}Q) c L™r=2(Q). (2.5)

2.1.2 Teoremas de Compacidad
1.Sil<p<n:

Wh?(Q) cc LY(Q), cualquierg: 1< ¢ < ¢ (2.6)

|
S|~

con — =
q1

SR

12



2.Sip>n:
W?(Q) cc LYR), cualquierq: 1< g < oc. (2.7)
En ambos casos CC denotando inclusiéon compacta.
Las anteriores propiedades son validas también para W,”(Q) en lugar de

WLP(Q) sin ninguna restriccién sobre 2. En particular para el caso p = 2, se
tiene:

n=2: Hj(Q)cc LIN), cualquierg:1<gq< oo (2.8)
n>3: Hi(Q) cc L*(Q). (2.9)

Tercero, se caracteriza el gradiente de una distribucion.

Proposicién 2.1.1 Sea 2 un conjunto abierto de R™ y £ ={f1,...fn},
i €D(Q), i=1,...,n. Una condicidn necesaria y suficiente para que
f = Vp, para algin p € D'(Q), es que

<f,v>=0,VveV

donde
V={ve[DQ)]"/V-v=0}.

Prueba. Para todovey:

n
<f,v>=<Vpv> = Y <Dp,uv>
=1

n
= —Z < p, Djv; >
i=1

= —<p,V-v>
= 0.
El reciproco se prueba usando un profundo resultado de De Rham [19].

Proposicion 2.1.2 Sea 2 un conjunto abierto y acotado de IR™, de clase
CcolL,

1. Sip € D'(Q) tiene todas sus primeras derivadas Dip, i = 1,...,n, en
L*(Q), entonces p € L*(Q) y

|p |L2(Q)/R <c() | Vp |

donde L*(Q)/R es isomorfo al subespacio de L?(Q) ortogonal a las
constantes, ésto es, al conjunto

{p € I2(Q) /Qp(x)dx - 0} |
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2. Sip € D'(Q) tiene todas sus primeras derivadas Dip, i =1,...,n, en
H-Y(Q) := [H)(Q)]', entonces p € L2(Q) y

[P l2yr < () [ VP [|g-10p-

Deny y Lions [18] prueban la primera parte, la segunda es probada en
Necas [27].

A continuacion, se definen y caracterizan los espacios V' y V en los cua-
les Temam prueba existencia y unicidad de solucién de las Ecuaciones de
Navier-Stokes. Mds atin, se introduce una forma no lineal (trilineal) que se
utiliza en la formulacién variacional.

Los espacios V' y V son definidos por:

Vo= pis@l’ (2.10)
77 =yl @@ (2.11)
donde Hj(€2) N L™(Q?) es equipado con lanorma || . [[gaq) + | - |pn(o)-

En general V es un subespacio de V, diferente de V', pero por (2.4) y (2.5),
V =V paran = 2,3 6 4. En estos casos Hy(Q) N L"(Q) = H(Q) y sus
respectivas normas son equivalentes.

Teorema 2.1.1 Sea Q un conjunto abierto y acotado de IR", de clase C%*.
V' es caracterizado por

V ={vel[H{]"/V-v =0}.

Prueba. Sea V = {ve[H;()]"/V-v=0}. Temam prueba que V = V.
Se ve que V C V. En efecto:
Sea u € V, luego u € [Hj(Q2)]" y existe una sucesién (u,,),,.y C V tal que

lu—u, || =3 0en [H ()]

Entonces, para cada ¢ = 1,...,n se tiene que
| U — Ui || ™= 0 en H}(Q),
ésto implica que
| Dzuz —Diuim | m—_m>o Oen LQ(Q), Vi = 1,...,’/’L

siguiéndose que
V-u, =5 V-.uen L),
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pero como u,, € V, se tiene que V -u,, = 0, Vm € N, de donde se deriva
que V - u-OyasquV

A continuacion Temam prueba que un funcional lineal y continuo
L:V — RconLly :OestalqueL—()enV
Para ésto en primer lugar se ve que V es un subespacio cerrado de [HZ()]".
Por un corolario del teorema de Hahn-Banach, L se extiende a un funcional
lineal y continuo cuyo dominio es [Hj(2)]". Luego L admite una (no tinica)
representacion del tipo:

=) <lyvi> conly € HY Q) y v =(vr,...,v,) € [H(Q)]".

i=1
Ahora el vector distribucién 1= (Iy,...1,) € [H~1(2)]" es tal que
<Lv>=0,Vvey,

como consecuencia de que Y C V' y

n
VWweV: <lLv>= Z <ljv; >= L(v) =0, yaque Ly =0.
i=1
Aplicando la proposicién (2.1.1) se sigue que existe p € D'(Q2) tal que 1 = Vp.
Més atin como D;p=1; € H™*(Q),Vi=1,...,n, se establece, aplicando la
proposicién (2.1.2), que p € L*().
Luego, para todo w; € D(Q) :

<l w; >=<Dip,w; >= — <p,Diw; >= — (p, Diw;).
Ahora para todo w; € Hj(Q) existe una sucesién (wi),cny C D(Q)
wi =3 w; en (H{(Q);] . ]]). Entonces

Dywy, ™3 Dyw; en L*(9).
Para todo w; € Hy () :

<l,w;, >=<l;, hm wi >= lim < [;, wy, >

k—o0

k—o0
Como consecuencia, para todo v € V' se obtiene

= Zn:<lz»vi >= —(p,zniji) = (=p,V-v) = 0.
=1 i=1

por consiguiente, L = 0 en V. Se sigue necesariamente que V = V, lo cual
es justificado por otro corolario del Teorema de Hahn-Banach.
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Lema 2.1.1 Sea (2 un conjunto abierto y acotado de IR™. La forma b definida
por:

be [Hy(Q)]" x [Hy(Q)]" x [Hy () N LMQ)" — R

(u,v,w) — Z/uZ (Djv;) w; dx
Q

ij=1

es trilineal y continua.
Prueba. Primero se ve que para cualquier n, b(u, v, w) estd bien definida,
probando que

b, v, w) | < e 0 o |V e | % Doy (212)

Paran > 3:
Por (2.5) u; € H} (Q) € L*™=2(Q). Como v; € H}(Q) luego Dyv; € L2().
Igualmente, como w; € HF(Q) N L™(2) entonces w; € L™(N).
Por la desigualdad general de Holder! y el hecho que "2—;2 + % + % =1 se tiene
que u; (Dv;)w; € LY(Q) y

< | |L2n/(n72>(n) | Div; |L2(Q) | w; |Ln(Q)

/ U; (Divj) o dx
Q

luego, aplicando la desigualdad discreta de Holder? y (2.5) se obtiene

n

[b(u,v,w)| < Z

1,j=1

/ U; (DZ"UJ') wy dx
Q

n

< D [l ansoen oy [ Divsl2g@) lwil e
ij=1

< D il I Divlme @ [Wls @

=1
!Desigualdad general de Holder. Sea 1 < py,...,p, < 0o, con pll—}— p% +-- 1% =1,
y asuma que uy € LP*(Q) para k = 1,..., m. Entonces

m
/ |U1 .. 'u,mldaj' < H |uk|LPk(Q)
@ k=1

?Desigualdad discreta de Holder. Para a = (ay,...,a,), b = (by,...,b,) € R" y
1<p<oo, %+%zlsetieneque

n 1/p n 1/q
< (Zl%l”) (zw)
k=1 k=1
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IN

[l [ensn-a @] V¥l (W@

IN

c(n, D w gy 11V gy [ W my @)oo @
Paran =2:
u € [Hy(Q)]", v € [Hy(Q)]", w € [Hy(Q) N L2(Q)]" = [Hs(Q)]" por (2.4).
Més atin Hy(Q) C L*(Q) y
[z < @l u o) Wizer < @ wlljmpep (213)

Como u; € L*(Q), Div; € L*(Q) y w; € L*(Q) entonces por la desigualdad
general de Holder se sigue que u;(D;vj)w; € L) y

/ U; (DZ"U]') Wy dz
Q

< i [gaey | Divy 2y | Wi [1ae)

luego, aplicando la desigualdad discreta de Holder y (2.13) se obtiene

n

b, v,w)| < >

/ U; (DZ"U]') w dx
Q

7,7=1
< Z [ui| L2y | Divi| 2@y [wjl e

ij=1

n
< D fuilwae) IDivlpa gy [Wlizaw)

=1
< \u\ LA(Q)]"™ |VV‘ L2(2)]™ |W| LA
< ( )||u||[Hé(Q)] ||v||[H6(Q)] ||W||[H3(Q)]n

Es obvio que la forma b es trilineal. Probemos que b es continua. Si:

uy "2% uwen [H} ()",
vi 2% ven [HE )"y
wr 2% wen [HH(Q)NLMQ)]" (2.14)

se tiene que probar que b(ug, vg, W) hoop b(u,v,w). En efecto:
|b(uk,vk,wk) — b(u v W)‘

+ b(u, v, wi) — b(u, v, w)|

+b(u, v, — v, wg) + b(u, v,wg) — b(u, v, w)|

+b(u, vy — v, wg) + b(u, v, wy — w)|

+

|b(u, v — v, wg)| + |b(u, v, w — W)
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<c(n)|luy—u H[Hg(n)]" | Vi H[Hg(n)]" || Wi ||[H3(Q)mm(n)]"

+c(n)|la H[Hé(g)]” [ vk —v ||[Hé(Q)]n || Wi H[H(%(Q)ﬂLn(Q)]n
+c(n)|la H[H(}(Q)]” | v H[Hé(Q)]n | wy —w H[H(}(Q)nLn(Q)]”
k—o0

— 0

aqui se ha usado (2.12) y (2.14).

En particular se tiene:

Lema 2.1.2 Para (2 un conjunto abierto y acotado de IR™, b es una forma
trilineal en V x V. x V. Sin <4, b es trilineal continua en V xV x V.

2.2 Formulacién variacional del problema ho-
mogéneo

Sea ) un conjunto abierto y acotado de IR™, de clase C%' y sea
f e [L2()]" 6f € [H(2)]". Se busca una funcién vectorial u = (u1, . .., u,)
representando la velocidad del fluido y una funcién escalar p representando
la presion, definidas en €2 y que satisfacen el siguiente problema de valor de
frontera:

~vAu+» u;Dju+Vp = f, enQ (2.15)
i=1

V-u = 0, enQ (2.16)

u = 0,enl (2.17)

Siuy pson funciones suaves satisfaciendo (2.15)—(2.17), tomando el producto
interior de (2.15) con v € V, se obtiene:

(—vAu + Z u; Diu+ Vp,v) = (f,v). (2.18)
i=1
Analizando (—Au,v) :

8ui
81/i

(—Aug,v;) = —/Aui v, dxz/Vui-Vvi dx— | vi=—ds (la.ident. Green).
Q Q r

Como v; € D(Q2) entonces v; =0 en I'. Luego
(—Aug,v;) = / Vu; - Vv de = ((u,v5))
Q
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por consiguiente
(_Aua V) = ((ua V)) (219)

Analizando (Vp, v):
(Dip,v;) = / v; Dipdx = —/pDiUi dx (integracién por partes)
Q Q

= _(pa Dzvl)
entonces:

n n

Y (Dip,vi) ==Y (p,Div;) = —(p,V-v) =0, puesv €V

i=1 i=1
luego
(Vp,v) = 0. (2.20)

Reemplazando (2.19) y (2.20) en (2.18) y considerando la forma b del le-
ma 2.1.1 se obtiene

v((u,v))+b(u,u,v)=(f,v), Vve . (2.21)

Cada lado de (2.21) depende lineal y continuamente de v para la topologia
de [H(Q) N L™(2)]". Luego la igualdad (2.21) es vélida por continuidad para
todo v € V.

Con respecto a la funcién suave u, u € [H'(Q)]" y por el teorema de tra-
zas (que también es vélido para dominios Lipschitzianos, ver Wloka [36])
u; € ker(y) = Hy (), donde vy, : H'(Q) — L*(T"), ya que por (2.17):

Youi = u;|r = 0.

Entonces u € [H} (2)]" verificando por (2.16) que V-u = 0 en §2. De acuerdo
al teorema 2.1.1 se concluye que u € V y satisface

v((n,v)) +b(u,u,v) = (f,v), VWweV. (2.22)

Reciprocamente: se asume que u € V satisface (2.22).

Como (v Au— Y7  u; D;u+f) € [D'(Q)]", entonces es posible tomar en el

sentido distribucional
n
< vAu — ZuiDiu+f,v >=0, VveV
i=1

lo que implica, aplicando la proposiciéon 2.1.1, que existe una distribucion
p € D'(R2) tal que:

vAu— Z u; Diju+f =Vp en(Q, en el sentido distribucional.

=1
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Més atin por la proposicién 2.1.2 se puede afirmar para n < 4 que p € L?(Q).
En efecto:

Paran = 3 6 4 por (2.5) se tiene H}(Q2) C L™(52), entonces L™ (2) C H™1(Q)
con % + % = 1.

Por (2.5) u; € H () € L*™®™=2(Q). Ademdas D;u; € L*(1).

Por consiguiente u;D;u; € L"(Q) ya que ”2—;2 + % = % Esto implica que
u;Dyu € [H7H(Q)]".

Para n = 2, u; € H}(Q) € L*(Q) por (2.4). Ademés D;u € [L?(Q2)]", luego
w;Diu € [L*3(Q)]". Como H{(R) C L*(R), entonces L¥3(Q) ¢ H () lo
que implica que u;D;u € [H* )"

Es fécil ver que Au € [H Y(Q)]" y f € [H *(Q)]"

Por otro lado, usando el hecho que V-u = 0 € L?(Q), ya que u € V, se
establece que V-u =0 en €2, en el sentido distribucional.

Finalmente u; € Hy () = ker(y,), entonces vo(u;) =0en I',Vi=1,... n.

Como conclusién, la formulacién variacional del problema homogéneo de
Navier-Stokes es:

Encontraru € V : v ((u,v)) +b(u,u,v) = (f,v), Wwe V. (2.23)

Notemos que esta formulaciéon variacional reduce el problema clésico
(2.15)—(2.17) al problema de encontrar sélo u, la existencia de p es una
consecuencia de la proposicién 2.1.1 y proposicion 2.1.2.

Para probar existencia y unicidad de solucién del problema homogéneo de
Navier-Stokes, Temam establece algunas propiedades de la forma trilineal b
y algunos lemas previos.

Lema 2.2.1

b(u,v,v) = 0, YueV, Vv e [H} Q)N LY Q)" (2.24)
b(u,v,w) =-=b(u,w,v), Yu € V;Vv,w e [H}Q) N L (Q)]". (2.25)

Prueba. Por la continuidad de b es suficiente probar (2.24) parau € V' y

v e[DE)".
/Quz'(Dz'Uj)Ujdx = /Q“Z'Di(g
1

1

) dx
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Luego

n n 1
b(u,v,v) = Z/Qui(Divj)vj dx = Z_i/Q(DZu’)U? dx

ij=1 =1

1 ”/ )
= —C V -u)v;dx

= 0.

Para probar (2.25): v+w € [HZ(Q) N L"(Q)]" luego b(u,v + w,v+w) =0
por (2.24), lo que implica que

b(u,v,v) +b(u,w,v) +b(u,v,w) + b(u,w,w) =0
por consiguiente, aplicando (2.24) se obtiene:
b(u,v,w) = —b(u, w,v).

Lema 2.2.2 Sea X wun espacio de Hilbert finito dimensional con producto
interior [.,.] y norma [.] y sea P una aplicacion continua de X en si mismo,
tal que

[P(z),z] >0, VzxeX: [z]=k>0.
Entonces eziste € € X, [€] < k tal que P(&€) = 0.

Prueba. Para k > 0 sea Dy := {y € X/ [y] < k}. Para todo = € 9(Dy) :
[P(z),x] > 0. Se prueba por el absurdo que existe £ € Dy, tal que P(§) = 0.
Para ésto se supone que P no tiene ceros en Dy, (ésto es P(x) # 0, Vo € Dy).
Se define

S Dk — Dk
P(¢)

& = S():= —km

Note que para £ € Dy se tiene [S(§)] = k, luego S(§) € d(Dy) C Dy. Més
aln, por la suposicién hecha, la aplicacion S es continua. Por el teorema de
Brouwer?® se sigue que S tiene un punto fijo en D, denotado por &. Por lo
tanto S(&) = &, ésto implica que

P& .
Fpgy — & Y [l =k
Entonces e
{_km,go} = [0, &) = [o]" =k

lo que significa que [P(&),&] = —k[P(&)] < 0, lo que contradice la supo-
sicién. Como conclusién existe £ € Dy, tal que P(€) = 0.

3Teorema de Brouwer: Si B = B(0,R), R > 0y f: B — B es una aplicacién
continua, entonces f tiene un punto fijo.
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Lema 2.2.3 Siu, "“CuenV yu, = u en [L%(Q)]", entonces

b(ug, g, v) =3 b(u, u,v), Vv € V. (2.26)

Prueba. En forma similar a la prueba de (2.24) y (2.25) del lema 2.2.1 se
tiene que

b(ug, u, v) = —Z/ukz‘(Divg’)umdﬂf
Q

2,j=1
= —Z/ukiukj(Din) dz
i,j=17%
Ademids, v € [D(Q)]" luego v; € D(Q) y Div; € D(Q). Esto implica que
Dijv; € L*°(Q). Por el hecho que
Uk IH—O)O u; € LQ(Q) Y Uk IH—O)O Uu; € LQ(Q)

entonces*

Uk Ulcj IH—O)O U; Uj € Ll (Q)
y consecuentemente
Ui Ukj Dﬂ)j IH—O>O Us; Uj DZ”Uj e L} (Q)
Nuevamente, en forma similar a la prueba de (2.24) y (2.25), se obtiene
n n n
Z / Ups Uk Di’Uj dz IH—O)O Z / U; (Di’Uj) Uj dr = — Z / U; (DZ’LL]) v dx
ij=1"% ij=1"% i,j=1"%

por lo tanto

b(ug, ug, v) hoop b(u,u,v), Vv e V.

Teorema 2.2.1 Sea Q un subconjunto abierto y acotado de R", de clase C%!
y sea f € [HY(Q)]". Luego el problema (2.23):

Encontraru € V : v((u,v)) +b(u,u,v) = (f,v), Vv eV

‘Resultado: Si fj koo feLrP(Q)y gk hoge geLiIN),1<p<oo,1<g< 00, con

%4— % =1 entonces frgr =3 fg € L'().
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tiene al menos una solucion u € V y eziste una distribucion p € D'(Q)
(pe L?(Q) si n=2,3 64) tal que (2.15)-(2.17):

—uAu+ZuiDiu+Vp = f, enQ
i=1

V-u = 0, enQ

0, enl’

u
son satisfechas.

Prueba. Temam prueba la existencia de u utilizando el método de Galerkin:
construye una solucién aproximada de (2.23) y luego pasa al limite.
[H}()]" es un espacio de Hilbert separable y V como subespacio de [H{ (Q)]"
es Hilbert y separable’.

Debido a que un espacio de Hilbert separable admite una base Hilbertiana® y

que V= V[Hé(mmm(m] se sigue que existe una sucesion wy, ..., Wy, ... de
elementos linealmente independientes de V tal que el espacio generado por
la sucesién (wy) y denotado por W es denso en V C V.

Para cada entero fijo m > 1, se busca definir una solucién aproximada u,,
de (2.23) como

u, = Z gi,mwi; gi,m € R (227)

i=1
v ((am, wk)) + b(upm, up, wi) = (£, wy), k=1,...,m. (2.28)
(2.27)-(2.28) es un sistema de ecuaciones no lineales para & m, - - -, &mm;
para la existencia de una solucion de este sistema se tiene que considerar lo

siguiente:

Sea X =< wy,...,w, >; X = (X,((.,.))) es un espacio de Hilbert, donde
((.,.)) es el producto interior de V, definido anteriormente.

Se define

P,: X—= X
u— P,(u)

5Todo subespacio de un espacio separable, es separable.
6Base Hilbertiana de un espacio de Hilbert H es una sucesién (ej) de elementos de
H tal que:

1. lex| = 1, Vk; (ex,e1) =0, Vk,1: k #1

2. El espacio generado por la sucesién (ey) es denso en H.
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de la siguiente forma:
Parau e X :

F,: X— R
v Fu(v):=v((u,v))+b(uu,v)—(fv)

por (2.25) y (2.12) se tiene que

[Fu(v)]

IN

v|((w, V) + [b(w, u, v)| + [(f, V)]

v|((w,v))[+ [b(w, v, u)| + [(f, V)]

vi[allyl[vily +e@) [l allyll v Il [[ally + [ £l v [l
= (Wllally+e@)[[ully[laly+[flly) v, ¥WveX

IN

entonces F, € X' (ésto es, F, es lineal y continua en X). Por el teorema de
representacion de Riesz se establece que existe un unico y = P, (u) € X tal
que

FU(V) = ((Y:V))a Vv € X

ésto significa que
((Ppu,v)) =v((u,v)) +b(u,u,v) — (f,v), Vv e X, Vue X. (2.29)

P, es continua:
k—00

Siug “2F uen X se debe probar que Pn(ur) = Py(u) en X, lo que

es equivalente a probar que ((P,(ug),v)) 2 ((Pp(u),v)), Vv € X. En
efecto:

(P (ug),v)) = (Bn(u),v))| =
= [v((ug, v)) + b(ug, ug, v) — (£,v) — v ((u,v)) — b(u, u,v) + (£, v)|
lv ((ux — u,v)) + b(ug, ug, v) — b(u,u,v)|
< |((u;c —vu, v))i+ib(uk, uk,v)v— b(u, u, v)J|
2% 0.

Maés atn por (2.24):

(Pa(w),w)) = v|lulf*+b(u,u,u)~(f u)
vl ulf®— (fu)
> viw|P=[Iflull

luego
(Pn(u),w)) = |[u [ (v]|[al[ =] f]l.)
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se sigue que ((P,(u),u)) > 0 para ||u || =k y k lo suficientemente grande
(mds precisamente para k > =|| £ ||, ).
De esta forma se tiene la hipotesis del lema 2.2.2 y luego se afirma que existe
u, € X tal que P,(u,) =0. Por (2.29) y para k = 1,...,m, ésto implica
que

v ((am, wg)) + b(um, up, wi) — (£, wy) =0

por lo tanto, existe una solucién u,, de (2.27)-(2.28).

Paso al limite:

Multiplicando (2.28) por &, y sumando las respectivas igualdades para
k=1,...,m se obtiene

v ((um; um)) + b(uma Uy, um) = (f: um)

luego

2

Vi |7 = (fun) < [[ £ ]ly]] um ||
lo que implica
1

lan Il < 1 £1]y,

entonces (u,,) es acotada en V| el cual es Hilbert y consecuentemente refle-

xivo’. Se sigue que existe una subsucesién (u,) C (u,,) y existe u € V tal

m/ — o0
que U,y — uenlV.

!

En vista de (2.8) y (2.9) se tiene que H{ (Q) CC L*(Q), por lo que u,y "—5 u
en [L*(Q)]".
De (2.28), para cualquier v = wy,..., W,,, ... se tiene:

v (W, V) + b(upy, upy, v) = (£,v) (2.30)
para tal v se considera

g: V- R
w g(w) = ((w,v))

COMO U,y ™2 yen V y g € V' entonces g(u,,) g g(u), lo que significa

m/ —o0

que (up,v)) — ((u,v)).
Aplicando el lema 2.2.3 en (2.30), param’ — 00 : b(Uyy, Uy, v) — b(u, u, v)
y

v((u,v))+b(u,u,v) = (f,v)

"Toda sucesién acotada en un espacio reflexivo posee una subsucesién débilmente con-
vergente
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para cualquier v = wq,..., W,,,... y consecuentemente para todo v € W.
Ya que W es denso en V, para cada v € V existe una sucesién (zz) C W tal

k— o .. .
que z;, — v en V, entonces por la continuidad de b se tiene que

b(u, u, z) s b(u,u,v).

Por la 1ltima convergencia y haciendo £ — oo en
v ((11, Zk)) + b(u, u, Zk) = (f’ Zk)

se obtiene .
v ((u,v)) +b(w,u,v) = (£,v), ¥ e 7

lo que significa que u € V' es una solucién de (2.23).

Para la unicidad de solucién del problema homogéneo de Navier-Stokes,
Temam presenta el siguiente resultado:

Teorema 2.2.2 Sin <4 y v es “suficientemente grande” ¢ f es “suficien-

temente pequeno” tal que
v > e(n)|| £ ||y, (2.31)

entonces existe un dnico u € V solucion de (2.23). La constante c(n)
en (2.31) es la constante c(n) de (2.12).

Prueba. Como para n < 4 se tiene que V =V, luego en (2.23) se puede
tomar v = u y se obtiene

2
vi[all”=(Fu) <[ £l || ufl
por consiguiente una solucién de (2.23) satisface
1
lafl< Il (2.32)

A continuacién, sean u, y u,. dos soluciones de (2.23) y sea u = u, — U,,,
luego para todov € V :

v((u,v)) +b(u,,u,,v) = (f,v) (2.33)
V (Wi, V) + 0(0s, Wi, v) = (f,v) (2.34)

Sustrayendo (2.34) de (2.33) se tiene respectivamente
v ((u,v) = (0, v)) = v (0. = W, v)) = v ((u,v))
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b(Uy, Uy, V) — B(Way Wi, V) = b(U4, Wy — W, V) + bW, Ui, V) — D(Wssy Wi, V)
=b(Uy, Uy — Ui, V) + 0(Us — Ws, Uy, V)
=b(u,,u,v) + b(u, Uy, V)
entonces
v((u,v)) +b(us,u,v) +b(u,u.,,v) =0, Vv € V. (2.35)

Tomando v = u en (2.35): v|| u ||> = —b(u, u,,,u). Por (2.12) y (2.32) se
sigue que

2 2
vilall" = [b(u,u,u)| < c(n)|f a7 .. |
1
< )| ulP=] £y,

v

luego
2
W =) £ Ily,) [[u]f <o.

Por (2.31) se concluye que || u || = 0 y consecuentemente u, = U,,.

Observacién 2.2.1 En (2.31) se puede reemplazar c¢(n) por un valor es-
pecifico, por ejemplo ¢(n) = 2v/3d, donde d es el didmetro de Q 6 el grosor
de Q en alguna direccién acotada, como se ve en Ladyzhenskaya [23].

2.3 Las ecuaciones de Navier-Stokes: caso no
homogéneo

Sea 2 un subconjunto abierto y acotado de R", de clase C%! y sea
f € [H }(Q)]" y ¢ definida en T bajo las siguientes condiciones:

¢ = o(curl¢), donde € [H*(Q)|", D;€ € [L*(V)]", € € [L™(Q)]" (2.36)

El problema es encontrar u y p tal que:

—vAu+ ) uDu+Vp = f, enQ (2.37)
=1

V-u = 0, en{) (2.38)

u = ¢, enl. (2.39)

Para probar existencia de solucion de este problema no homogéneo, Temam
necesita de algunos lemas previos.
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Lema 2.3.1 Sea p(z) = d(z,I") = distancia de z o I'. Para cualquier € > 0
t

eziste una funcién 0, € C*(Q) tal que
b = 1 en una vecindad de I' que depende de € (2.40)
1
b = 0 sip(x) > 25(€), 0(€) = exp(—-) (2.41)
€
|IDpb.(z)| < €/p(x), sip(x) <26(e), k=1,...,n. (2.42)
Prueba. Se considera
ne: Rf —» IR
1 si0< <6
A= me(A) =X elog($) sid? <A<
0 sSiA>0
y se define ((z) = n.(p(z)), Vz € Q.
De esta forma
1 si0 < p(z) < 62
Clz)={ € log(ﬁ) sid? < p(z) <4
0 si p(x) > 6.

Por regularizacion se deﬁne_ Oc := e * ps(e) € Cy° (R™), dorgle se asume que (,
se extiende por 0 fuera de €. Se sigue que sop 6, C {z € Q/0 < p(z) < 26} .
Definido de esta forma 6, satisface (2.40), (2.41) y (2.42).

Lema 2.3.2 Exziste una constante positiva c1(Q2) tal que
1
\;U|L2(n) < @[ v |l 1), Vv € Ho (). (2.43)

Prueba. Tomando una particién de la unidad subordinada a un cubrimiento
de I' y coordenadas locales cerca a la frontera (lo cual es posible ya que 2 es
acotado y de clase C%'(Q2)) la prueba de (2.43) se reduce al dominio

Q={z=(2",z,)/2" = (z1,...,2p-1) € R", 7, > 0}

en este caso p(r) = .
Temam prueba primeramente la siguiente desigualdad unidimensional:

0l v(s) ’ e 2
— ds < 4 [v'(s)|*ds, Yv € D(0,400). (2.44)
0 0
En efecto:
1 S
vls) _ —/ w(t) dt, conv' = w
s s Jo

/O+Oo |”§’2)|2ds - /0+0081—2 [/Osw(t) dtrds
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Haciendo en el lado derecho s = e¢? y luego ¢t = e” se obtiene

2

+oo 2 +o0 e
/ |U(i)‘ ds = / e’ {/ w(t)dt} do
0 s —00 0
400 o 2
= / e’ [/ w(e”)e” dT:| do
_—Iciooo r o - 2
= / / e~ 2eTw(eT) dT:| do

+00 2
= / / e_(”_T)/Qw(eT)eT/QdT] do

+oo [ ptoo 2
= / (J—T)e_(”_T)/Qw(eT)eT/QdT} do

o LJ — 00

donde ) representa la funcién de Heaviside

1 sio>0
y(“)_{o si o < 0.

Para terminar la prueba de (2.44) se define
f(t) =Y(t)e™* € L'(R) y g(t) = w(e")e”? € L*(IR)

entonces f+g € L*(R) y || f*g ||L2(R) < f ||L1(R)|| g ||L2(R)-
Tomando el cuadrado de esta desigualdad se obtiene

[ esoar < [ / |f(0)|d0r | oo ao
/7] _Zw—ﬂgmm]fza < | [ Yot 2 [ wterseras

+oo[ f+oo 2
/ [ (0 — T)e_(”_T)/Qw(eT)eT/QdT] do

OO < [ / Zz(a)e—v/?do] 2/+O<Ew(e”)]2 edo

o0

—00

finalmente, se consigue (2.44) calculando los términos del lado derecho de
esta desigualdad:

+00 +oo
(0)e ?do = / e do =2
0

—0o0
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/_+°° [w(e?)]? e do = /0+oo [w(t)] dt = /0+00 v'(s)|? ds.

o0

Asi, por (2.44) para todo v € D(£2) en el nuevo dominio (2 se tiene que

2 +oc ! 2
PR R S LT P
Q Ip RrRr—1 [Jo T
o0
< / [4/ |Dyv(a’, 2,) |2 da:”] dz'!
Rn—1 0

= 4/|Dnv(x)\2dx
0

2
< 4l v Py

En consecuencia para el dominio original se tiene que

[o(2)* 2 2
Q |p($)|2 dx S CI(Q) || v HH&(Q)’ Vv € D(Q)

como D(Q) es denso en H{ (), por continuidad se sigue que la tltima desi-
gualdad es vélida para todo v € Hg(9).

Lema 2.3.3 Para cualquier v > 0, existe ¢ = 1p(7y) tal que
Ye[H'(QNL"(Q]", V-9 =0, v(h) = penl (2.45)
b(v, %, V)| <yl v VeV (2.46)

Prueba. Temam considera la funcién 6. del lema 2.3.1 y £ de (2.36) y de-
fine ¢ = curl(.£). Como 0, € C*(Q), ¢& € [H2(Q)]", D& € [L"()]" y
€ € [L>*(Q)]" se tiene que ¢ € [H(Q) N L™(Q)]". Por (2.36) y (2.40) se si-
gue que V-9 =0y (¢) = ¢penT, lo que completa la prueba de (2.45).
Para la prueba de (2.46). Por la definicién de 9 se satisface

Y;i(z) =0sip(z) > 25(e), Vj=1,...,n. (2.47)

Maés atin por (2.42) y como v € [L*°(Q)]", para p(z) < 2§(¢) y para todo
indice 7, j = 1,...,n se tiene

€

&+ DE))) (2.48)

\%@NS@(
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. 12
donde | Dg(2)] = { L7, [Dig (@) |
Se define Q) := {z € Q/ p(z) < 20}. Para todo v € V se tiene que:

/2

vitjlre@) = { |vi ()[4 (= |2d:z:}
- { @) Lty (@) o + /Wsw,( ) M dx}w
< { i (@ ! ($+|D£(x)\>2] dx}m
< { [ Lo+ pewrmer] a)
< {2c% & ;’))fd +/\D§ 2lun(a x]}
_ { %L2(m)2+ ([/ DE()*lus(x |dx]1/2) }
< { % [/ DE()2|vi(x |dx] 2>2}

por lo tanto

‘U1¢J|L2(Q) <c {

/2
(/Ivz )*|Dg(= Idx> };lsz’,jﬁn.

(2.49)
Como v € V en particular para todo indice i,7 = 1,...,n : v; € L*(),

donde 1_ %

Mas aun, como |D¢| € L*(2), por Holder se tiene que v;| D€| € L2(Q) y

|UZ|D§HL2 < ‘UZ‘LG () | [DE] ‘Ln

0 = 198 = ( [ petorar)

(/Q \vi(x)\Qng(x)‘de> 1/2
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se tiene

IN

11(€)[vi o ()

< p(e)|vilreo)



reemplazando en (2.49) y aplicando (2.43) y (2.5) se obtiene

(%

IN

C3 €

[vih;| 2 () + c3 p(€) v e ()

Plrze)
< ca(e+ ple) || vi HH(}(Q)-

A continuacién, para cada v € V:

b(v,,v)| = |b(v,v,¥| =

Z/{;Ui(Din)wjdx

4,j=1
n

< Z/M%‘HDM\M
i,j=17%
n

< > Jvitileaey | Do)
ig=1

n

< 3 cale+ @) ] v gy Dty ooy

3,j=1
entonces
2
(v, .| < 3 (e + () ||V [y (2.50)

Por otro lado §(e) = exp(—1/¢), entonces J(e) 20y Q28T Note que
p(€) puede ser escrito como p(e) = ([, gﬁdx)l/", donde gg = x| DE(z)" y

)1 siz e
Xa = 0, sizeQ-—0

de (2.36) se tiene que D;¢ € [L™(Q)]", luego g4 < |DE™ € L'(9).
Por el teorema de convergencia dominada se sigue que

e—0

1/n
lim pu(€) = (lg%/ﬂgadl) =0

por este hecho se puede tomar en (2.50) € lo suficientemente pequeno tal que
cs (e 4+ p(e)) <7, lo que implica que

lim . gadr = /Qli_r%gﬁda: =0

b(v, %, V) <YV [[fga s YV EV

esta desigualdad es valida por continuidad para todo v € V, con lo que
Temam completa la prueba de (2.46).
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A continuacion se presentan las demostraciones de existencia y unicidad
de solucién para el problema (2.37)—(2.39), dadas por Temam.

Teorema 2.3.1 Sea Q) un subconjunto abierto y acotado de R™, de clase C%'.
Sea f € [H1(Q)]" y ¢ definida en T bajo la condicion (2.36):

¢ = vo(curl§), donde§ € [HQ(Q)}R, D& € [L"()]", & € [L>®()]".

Entonces existe u € [H'(Q)]" y existe una distribucién p € D'(Q) (p € L*(Q)
si m=2,3 6 4) que verifica (2.37)—(2.39):

—VAu+Zu,~Diu+Vp = f, enQl
i=1

V-u = 0, enQ2

u = ¢, enl

Prueba. Por el lema 2.3.3 para 7 = v/2 existe ¢ € [H'(Q) N L*(Q)]" tal
que

V-p=0enQ, yo¥) =pen Ty |b(v,9,v) <v/2||v ][> WweV.

Sea 1t = u — 4, entonces 0 € [H*(Q)]".

EnQ: Vit=V-(u—t)=V-u-Veep=0.EnT: a=u—th = dp—¢=0.
Como consecuencia u € V.

Introduciendo u en (2.37) se obtiene

—vAG+ ) i D+ Y i Dap+ Y 9 Diti+ Vp =1 (2.51)
=1 =1 =1

donde f = f 4+ vAvp — -7 4 Diab. Es claro que (f 4+ vAp) € [H()]". Se
completa ahora la prueba que f € [H~1(Q)]".

Paran =2:
P € HY(Q) € LA(Q2) por (2.2). Ademés Dyap € [L*(Q)]", por consiguiente
YD € [L3(Q)]".
Como por (2.4) H}(2) C L*(R) entonces L*3(Q) ¢ H~1(f2) lo que implica
que ¥ Dih € [HH(Q)]".

Paran > 3:
¥; € LM(Q)y Dinp € [L*(Q)]" entonces ¢;D;p € [L¥(Q)]" : 2
Ya que por (2.5) H{(Q) € L*Q) : a = 2 y 14+ L =
L¥(Q) ¢ HY(Q), lo que implica que ¢;D;yp € [HH(Q)]".
Se puede ver que el nuevo problema se resuelve si se encuentra u € V tal que

_ 1

1 _ 1,
27 o
1

, entonces

v (4, v)) + b(d, 8, v) 4+ b(d, 3, v) + b(ep,0,v) = (f,v), VWweV. (2.52)
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La existencia de u € V satisfaciendo (2.52) se prueba exactamente como en
el teorema 2.2.1.
Para el paso ((P,Vv,V)) >0 para ||V || =k >0:

(Pn¥,9) = v[| V[P +b(¥,9,9) +b(¥, 4, %) + b(h, ¥,v) — (£, ¥)
=0 =0
> WP +0(,4,9) = [ £l ¥ ]
14 N a A
> VI = E ¥

la tltima desigualdad por el hecho que [b(v,%,v)| < §| v > implica que
~Z|v > < b(v,1p,v) y consecuentemente sllv P <v||v|?*+b(v,,v).
Por lo tanto

(P ) 2 IV LGV 1= 1€ 1) =k (GE= 1 £ l10)

tomando k lo suficientemente grande (especificamente k > 2|| f ||,,,) se sigue
que ((Pn¥,Vv)) > 0para ||V || =k > 0.
Paso al limite:

V (Qmy W) (s U, W) +0(0m, ¥, Wi ) +0(2h, T, W) = (£, wy). (2.53)

Multiplicando (2.53) por &, y sumando las respectivas igualdades para
k=1,...,m se obtiene

V|| G |12+ 0( Gy 1, ) = (£, 80) < || £ ]y |] G ||

luego
vl |2 < 1 E [y || G || = b, 1, )
< | [y ] ||+ [6(Tm, 9, )|
N n ]/ R
< A E v [ B [+ 5 1] G [

ésto implica que
N 2 4
11 < = 11 E

Como consecuencia existe una subsucesion () C (Q,,) y existe u € V
N m' =00 A . N m'—oo
tal que @,y — 1 en V. Se sigue que i,y — 1 en [L?(Q)]". Por el

lema 2.2.3 y lema 2.1.1 se tiene que

3,
lg
[«
o>

b(ﬁm’; ﬁm’a v,iflc)
b(ﬁm’a"pawk) g
(W, Qs W) -

b( il
b1,
b(v,

awk)

by
8

!

<

awk)

In
o>

7wkz)-



Haciendo m’ — oo en (2.53) se obtiene
v (1, v)) + (@, 8,v) + b(@, ,v) + b3, 8, v) = (£, v)

para cualquier v = wy,..., W,,,... y luego es vélido para todo v € V. Por
lo tanto @ € V' es una solucién de (2.52).

Observacion 2.3.1 En vista de (2.1), (2.2) y (2.3) del teorema de inclusién
de Sobolev, para n < 3, la condicién (2.36) se reduce a & € [H2(Q)]".

Teorema 2.3.2 Asuma que n < 4, que la norma de ¢ en L*(Q) (a =4, si
n=2; a=n, sin=3,4) es “suficientemente pequena” tal que

v,V < Sl wev (2.54)

y v “suficientemente grande” (o’f' “suficientemente pequena”) tal que
v > de(n)|| 1[Iy, (2.5)

donde c(n) es la constante de (2.12) y £ =f +vAd — 3" | ¢:Dib.
Entonces eziste una unica solucidn {u, p} de (2.37)-(2.39) (p es unica excepto
una constante).

Prueba. Se prob6 en el lema 2.2.1, lema 2.1.1 y lema 2.1.2 que para todo
veV:

b(v,p,v) = —b(v,v, o)
b(v,v,p)| < c(n)||v H2‘¢|L°‘(Q)

luego la condicién (2.54) es satisfecha si [@| () es lo suficientemente pequena

tal que
v

agg) < ———- 2.56
|| L) < 2e(n) (2.56)
entonces ll; = u; — ¢ es una solucion

Sea u; una solucién de (2.37)—(2.39),
=1y en (2.52) y aplicar (2.54) se obtiene

de (2.52) con 9= ¢. Al tomar v

v P = —b(iy, ¢, a1)+ (F, )
v, . P N
< 5||u1||2+||f||w||u1||

luego
) 2,
oy [ < Z{l £ [l (2.57)
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A continuacién, se asume que @y y 4y son dos soluciones de (2.37)—(2.39).
Sea g =ug— ¢, 13 = u; — ¢, 4 = 0y — Uy; Gy y U satisfacen (2.52) con

P=¢r
v (o, v)) + b(tag, g, v) + b(to, ¢, V) + b(¢p, 80, v) = (£,v), VeV
v ((ﬁl’v)) + b(ﬁlaﬁlav) + b(ﬁl, ¢a V) + b(¢’ ﬁlav) = (f’ V)a VV S V

Al tomar v = 1 en éstas ecuaciones y sustraer la segunda de la primera, se
obtiene

v ((tg, 1)) + b(tg, Gy, Gy — 1) + b(1g, ¢, 1) + b(¢, Gy, Gy — 1)
—v ((ay,0)) — b(ay,4y,09 — 1) — b(y, P, 1) — b(¢p, 0y, 09 —10y) =0
v (g — 1y, 1)) — b1y, Gg, 01) + b(g, ¢, 1) — b(¢p, 0, 1)
—b(ty, @y, 0g) — b(y, @, @) — b(p, 0y, 1g) =0

entonces
VH u H2 = (b(ﬁ(), ﬁo’ ﬁl) + b(ﬁl’ ﬁla ﬁO)) - (b(ﬁO: ¢a ﬁ) - b(ﬁla d): ﬁ))
- b(ﬁa ﬁOa ﬁl) - b(ﬁa ¢a ﬁ)
pero b(ﬁ, fl(), ﬁl) = —b(ll, uy, 110) = —b(fl, fl1, ﬁ() — ﬁ1) = —b(ﬁ, fll, ﬁ), luego

2

=
o>
o=
uﬂ)
N

c(n)|| @[] a ]

= A A
< )| £l a .
v
Al reemplazar la tltima desigualdad en (2.58) y usando (2.54) se obtiene

. 2 A . V., . 2 - v . 112
a2 el f Il alP+ 5l alf = (2w 111+ ) lal

<

entonces (1/2 —de(n)|| £ ||V,) |4 ] <0. Por (2.55) se sigue que || @ || =0
y consecuentemente = 0. Esto significa que @y = 11y y por (2.37) se obtiene
que Vpo = Vp; concluyendo que py — p; es una constante, lo que completa
la prueba.
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2.4 Aplicacion

Sea ) C R? un dominio abierto y acotado. No hay restriccién en que
) sea simplemente conexo siné que podria ser un dominio Lipschitziano
miltiplemente conexo. Se denota por I';, 0 < i < I, las componentes conexas
de I'. Un vector unitario normal exterior a la frontera puede ser definido en
casi todo I'; éste es denotado por v.
Se define el espacio H (div,2) como

H(div, Q) := {v e [XQ)]*/ V. -ve LQ(Q)}
Se recuerdan primero algunos resultados importantes.

Lema 2.4.1 Sea Q € C%' en R3. Para una funcién u en H(div,Q) que
satisface

V-u =
<u'V51>F¢ =

0, en 2 (2.59)
0, 0<i<I (2.60)
existe un vector potencial ¥ € [HY(Q)]’, tal que

u=curlypen) y V-¢p=0en. (2.61)

Reciprocamente, para una funcidn 1 en [Hl(Q)]s, la funcion u = curle
satisface (2.59) y (2.60).

Para su prueba ver por ejemplo el lema 3.5 de Amrouche et al. [1] 6 el
teorema 3.2 de Girault y Raviart [20].

Lema 2.4.2 Si se tiene que el dominio Q es de clase C™' para un entero
m > 1, entonces el espacio de funciones

{v e [13(Q)° ;curlv € [H"H(Q)]*,V-ve H" Q) yv-v € Hm—l/Z(r)}

estd continuamente incluido en [H™(Q)]®.

Para su prueba ver el corolario 2.15 de Amrouche et al. [1].

Observacion 2.4.1 El lema 2.4.2 no es en general valido para domi-
nios Lipschitzianos, como es probado en el referido trabajo mediante un
contraejemplo en un dominio no convexo que tiene una “esquina reentrante”.

En el siguiente teorema Temam prueba que, para una clase especifica de
dominios, se obtiene la condicién (2.36) del teorema 2.3.1 concerniente a la
existencia de solucién del problema no homogéneo de Navier-Stokes.
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Teorema 2.4.1 Sea ¢ una funcion en [Hl/Q(F)}3 tal que
/¢-uds=0, i=1,....1 (2.62)
I

Entonces, la condicidn (2.86): existe € € [H*(Q)]® tal que ¢ = o (curl £),
es satisfecha.

Prueba. Con ¢ satisfaciendo (2.62) el siguiente problema no-homogéneo de
Stokes:

AP+ VII = 0 en
V-® = 0 en(
P = ¢ enl

admite, de acuerdo a Temam [32], una solucién ® € [H'()]° tal que
Yo(®) = ¢. Para los detalles de esta prueba, ver Collantes et al. [12]. Por
el lema 2.4.1 se sigue que existe & € [H'(Q)]’ tal que & = curlé en Q.
Entonces 4p(curl &) = ¢.

Por la férmula generalizada de Stokes se tiene que

(u, Vw) + (V- u,w) =< y,u,vow >, Yue€ [HI(Q)F, Yw € H' ()

tomando w = 1 y u = § se obtiene que v, £ = 0. Una forma de conseguir
que & pertenezca a [H2(€2)]° es considerando 2 de clase C2! y aplicando el
lema 2.4.2 para m = 2.

Observaciéon 2.4.2 La existencia de solucién del problema no homogéneo
de Navier-Stokes para dominios Lipschitzianos en general, es ain un pro-
blema abierto ya que sélo con esta hipdtesis no se puede asegurar que la
condicién (2.36) del teorema 2.3.1 sea satisfecha.

Observacién 2.4.3 Un hidrociclén (ver figura 1.2) es un dominio Lipschit-
ziano simplemente conexo; se le denota por €2 en el préximo teorema. Para
el flujo en voértice desarrollado dentro de un hidrociclén, es valida la condi-

cién (2.62):
/q’) -vds=0.
r

Finalmente se aplica el teorema 2.3.1 y el teorema 2.4.1 para establecer
existencia de solucién del problema (1.1)—(1.3) planteado en la Introduccién,
lo que constituye el aporte original de este trabajo.
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Teorema 2.4.2 Considere Q = Q| JQo, donde y contiene las “esqui-
nas” de Q y sea Q' =Q;JQs con Q3 de clase C*'. Entonces el proble-
ma (1.1)-(1.3):

—vAu + Zuz Du+Vp = f, enqQ
i=1

V-u = 0, en®

u = ¢, enl
con
¢ enl
b= ¢ enly
@3 enl'y
0 67’LF-{F1UF2UP3}

tiene una solucion para los campos de velocidad media y presion media del
fluido.

Observacion 2.4.4 Debido a la alta velocidad de entrada ¢; y como v

es pequena para el proceso industrial considerado, no es posible obtener la
desigualdad (2.55) del teorema 2.3.2 para establecer unicidad de solucién.
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Capitulo 3

Modelo fenomenoloégico

3.1 Modelo fisico

La hipétesis de simetria axial conduce a una representacion diferente de
la alimentacion en el equipo. La figura 3.1 muestra esta representacion. Se
considera el hidrociclon dividido en dos zonas. La zona I corresponde a la
parte superior del cilindro con una altura L4 y la zona II es el resto del
ciclén con una altura de L — L4, donde L es la altura total del hidrociclon.
Se supone que la alimentacién () > 0 ingresa al equipo a través de todo el
anillo periférico correspondiente a la zona I, por lo que el fluido entra con
una velocidad radial dada por el caudal de flujo total dividido por el area de
entrada, ésto es, |v,(R)| = Q/(2rRL 4).

3.2 Ecuaciones de movimiento

El proceso dindmico en estudio es representado por las siguientes varia-
bles: campo de velocidad media v(r) y campo de presién media p(r), que
obedecen a las ecuaciones de conservacién de masa y momentum para un
flujo incompresible y estacionario:

V-v= 0, en () (3.1)
Vv.v= — Vp+vAv, enQ. (3.2)

En estas ecuaciones las constantes p y v son la densidad del fluido y la vis-
cosidad turbulenta de remolino (eddy viscosity), ademds la fuerza de cuerpo
(fuerza gravitacional) ha sido despreciada en comparacién con la alta fuerza
rotacional del fluido, o alternativamente puede considerarse dentro de p, si
ésta incluye la energia potencial.

Para resolver el sistema (3.1)-(3.2) se consideran coordenadas cilindricas, con
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e
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Figura 3.1: Representacion de la supuesta entrada de alimentacién al hidro-

ciclén.

vV = v,€, + vy€y + v,e,, donde v,, vy y v, son las componentes radial, tangen-

cial y axial de velocidad.
En coordenadas cilindricas:

1[0 0vg ov,
Vv = ;(5(7"1»)—}-% r82>
_ Op 10p op
Vp = EeT + ;%eg + &ez
B ov, wvyOv, v ov,
Vv.v = (UTEJF?%— Uzaz)e,+
8’[)9 Vg 8’[)9 VrVg (9’()9
* (”"E’L?W r a_) et
b (0,20 00 OV
vr or r 00 ve 0z z
_ 2 0vg v, 20v, v
Av = (A T—T—QW—T—Q) er+<AUG+T_260 7"_2) eo+(sz)ez
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con:

v, 10%, 0%, 1%

Ave = Gt age Yoz T
82?)0 1 82’09 821)9 1 81)9
A - - 9%
vo or? + r2 002 + 022 + r Or
v, 10%, 0%v, 10w,

Av, =

oz "o T a2 rar

Al haber considerado un flujo axial-simétrico:

p = p(r,2). (3.3)

Bajo las consideraciones anteriores el sistema (3.1)—(3.2) se escribe como:

0 0

E(rvr)+§(rvz) =0 (34)
ov, ov,  wvy>  10p v, 10v, v, 0%,
U TV T T 75“(&2 ror o )39
Ovg dvg vy vy 10vy vy 0%y
o TV T T ”(W+FW R (3:6)

ov, ov, 10p 0%v, 10v, 0?0,
"y, = 2422424 . (37
& p 0z ( or?  ror 022 (3.7)

Como el flujo es tomado bidimensional, para satisfacer automaticamente
la ecuacién de continuidad (3.4), se introduce una funcién de corriente 1 (r, z),
definida a través de:

10y 10y
r = " 2= T 3. 3.8
oz v r or (38)
Por otro lado se puede definir la circulacién 27T(r, z) como:
1
vg = -\ (3.9)

r

Sustituyendo (3.8) y (3.9) en (3.5)—(3.7), se obtiene:

10y 8% 1 (aw)Q 10y 0% 1
r2 0z Ordz 13 \ 0z

r2 0z Ordz 13



10p 1% 1 8¢ 1 0%
P - z = 1
v <r 023 * ror?0z r?0roz (3:10)

por
oy or 87,/)81‘_ 0 10I 0’
92 or 5@‘”( aﬂraﬂ”@) (3.11)

120z Or2 130z Or 2 0r 0rdz
it (A2 1OV 12 100)
p 0z rord  rordz?  r20r?  r30r
(3.12)
Los términos de presion pueden ser eliminados de las ecuacio-
nes (3.10) y (3.12) diferenciando la segunda con respecto a r y sustrayendo
ésta de la primera ecuacion diferenciada con respecto a z:
8F2 38_¢8_¢_3 8_¢32¢+ a_wazw 2 , O O3
i or 0z 9z or: ' Or 0rdz = 0z Or®
¢+ 0% o, 0¥ 52¢+ 20 0% 200 0%
" or Toraz 82 022 B9z 0rd2 | or 920

Loyt 10pay 19y 9 _

2 0% 5 O ;0% Oy 9% 2331/1 50%1)
_”< 2 oz T g T o 3 T Y ga ar4>
(3.13)

Con estos cambios las cuatro ecuaciones diferenciales parciales (3.4)—(3.7)
han sido reducidas a sélo dos (3.11) y (3.13). En compensacién, el orden de
las ecuaciones diferenciales ha aumentado de dos a cuatro.

Tomando las ideas de Lewellen [24] los siguientes pardmetros son intro-
ducidos para definir variables adimensionales:
2

e=% t=os b=
R QL A

,
R?

n = (3.14)

donde R,[,I'r y Q son cantidades dimensionales apropiadas. Valores conve-
nientes para el vortice considerado son: el radio del hidrociclén para R, la
longitud de la zona I: L4 y L — L4 de la zona II para [, la circulacién en el
radio exterior 27['g y el caudal de flujo por unidad de longitud 2mQ = Q /La.
En términos de las variables adimensionales (3.14) las ecuaciones (3.11)
y (3.13) se escriben como:

pOOF opor _ 1 (, #F a0t
O On  On 0  ReL, \ "o " 2 9¢?

(3.15)

O On®  OndEOn®  ReL,

_+_

r 7 93,7 a3, 3.7 4,7
po0 e OB B B 2 (,0% naw N
on? on*
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Ton 9e* ~ Rel,

00 o0 P 000 1 ([, 9% a0
o a2 " "¢ anoez T anzaez T 2" get
(3.16)

donde:

e = (Q/Tr)2(L4/R)? = (v,(R)/vg(R))*(La/R)? es el ntimero de Rossby,
o = (R/1)>y Re = Q/v = —RV,(R)/v es el nimero radial de Reynolds,
con vg(R) = vyr y v.(R) = v,g siendo la velocidad tangencial exterior y la
velocidad radial exterior en la zona I, respectivamente.

3.3 Condiciones de frontera

Considerando una zona arbitraria, de las descritas en el modelo fisico, se
plantea para la funcion de corriente la siguiente condicién de frontera:

(n,0) = go(n)
1) = g1(n)- (3.17)

Las condiciones impuestas en el radio exterior r = R son:

v
J

Q
_ —5—pr- ¢nlazonal 1
vr (R, 2) { 0 * enla zona II (3.18)
I
vp(R,2) = fR (3.19)
v,(R,z) = 0. (3.20)

Las condiciones dadas en (3.18), (3.19) y (3.20) en términos de ), I’ y de las
variables 17 y € quedan expresadas por:

S

oy N —1 enlazonal

8—5(1’ &) = { 0 enlazonall (3.21)
ACDR (3.22)

B, B

a8 = 0 (3.23)

3.3.1 Condiciones sin considerar nucleo de aire

Se imponen condiciones en el eje r = 0 (n = 0).
De (3.8) y (3.9) se deduce que para mantener las velocidades finitas en el eje
del ciclén, es necesario tener:

%

o
% lr=0 = Wlmo = [y = 0. (3.24)
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Las condiciones dadas en (3.24) en términos de 1&, r y de las variables n y &
quedan expresadas por:

o B

5e0:6) = 0 (3.25)
ol

a—n(o,g) < o0 (3.26)
10,8 = 0. (3.27)

3.3.2 Condiciones considerando nucleo de aire

En este caso se considera que en una superficie libre no se debe tener
esfuerzos de cizalle (ver [29]), lo que se traduce en:

d
% =Y enr= R, (radio del nicleo de aire). (3.28)
rooor

La condicién (3.28) en términos de I' equivale a:
Ulyne = 1al”|p=p (3-29)

donde n, = R?/R?. Esta condicién coincide con (3.27) al tomar 7, = 0.

3.3.3 Condiciones de particion de flujo

El fluido es evacuado del hidrociclén a través de un flujo de rebalse en
la parte superior del equipo y a través de un flujo de descarga en la parte
inferior del mismo, con caudales de @, y (4 respectivamente. Ambos son
considerados niimeros no negativos. Se define la particién de flujo A como:

Qu
A= <L, 3.30
0 (3.30)
Como Qg + @, = @ entonces
Qr
—=1-\ 3.31
0 (3.31)

Si los radios del flujo de rebalse y de descarga son designados por R, y Ry
respectivamente, se tiene que:

v,(ryz) = 0, R.<r<R, z=Ly,enlazonal (3.32)
v,(r,z) = 0, Ry<r<R, z=0,enlazonall (3.33)
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Los caudales en cada salida estan dados por:

Ry Ry
QT:/ 2mrv,(r)dr y de—/ 2nrv,(r)dr (3.34)

Ra

los cuales pueden ser usados para determinar condiciones de frontera adicio-
nales para la funcién de corriente en los respectivos niveles axiales. Asi:
En & =0 de la zona II:

Ry
Qq = /a QWg—Tf(T,O)dT’
Ry
— o / i (r, 0)
= 20QL [ di(a,0)

Na
donde ngy = R2/R?. Luego:

Q1 _ 00, 0) = B0, 0).

Q
De lo anterior y de (3.30) y (3.33) se sigue que:
$(0,0) = (1, 0) = A M <<l (3.35)

En forma andloga, en £ = 1 de la zona I:

A 7]7‘ ~
Q, = —200L, / di(n, 1)

Na

donde 7, = R?/R?. Luego:

& —— (1) = dn )
De lo anterior y de (3.31) y (3.32) se sigue que:
@(77’ 1) - 1[](77113 1) = _(1 - )‘)1 n<n< 1 (336)

En el caso que no se considere niicleo de aire, simplemente en (3.35) y (3.36)
se toma 7, = 0.
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3.4 Solucion exacta: Procedimiento en Ex-
pansion

Para muchos flujos fisicos de interés (Q/T'g)? < 1072, de tal forma que
aun para L,/R moderadamente grande, ¢ es pequefio. Para los procesos
en hidrociclones generalmente ¢ < 10~2. Por ejemplo, en una de las prue-
bas para la comparacién de las predicciones con mediciones experimenta-
les (ver tabla 4.1), se tiene que Q = 0.0022 (m?/s) y Tz = 0.0663 (m?/s),
por consiguiente (Q/T'z)? = 0.0011 < 1072; como (L4/R)? = 4.24, entonces
e = 0.00466 < 1072
Nuevamente siguiendo a Lewellen [24], en las ecuaciones (3.15) y (3.16) se
expande I y 1/3 en series de €, ésto es:

r = Ln(n, &)€" (3.37)

[M]8

n=0

~

b= ) a(n, &€ (3.38)

M]3

3
I
<)

Reemplazando I' y ¢ dados en (3.37) y (3.38) en la ecuacién (3.16), se obtiene:

. ol

(F06—6)60+(...)61+...=(...)€1+(...)62+...

por lo tanto
To =To(n). (3.39)
De (3.15) se tiene que:

Ao afoeo_ 2Ty
9 on <~ ReL, o

de donde .
~ RGLA a’lﬁo ~
2l — ———=—-T'), = 0. A4
En particular R X
Oo _ 20 T§(n)
96 ~ ReLa"Ty(n)

lo que significa que 9y /¢ s6lo depende de 7; considerando 81y /¢ = fo1(n)
se sigue que existe una funcién foo(n) tal que:

Bo = foo(n) + Efor(m).- (3.41)
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De (3.40): . L
€Lg

il — forTh = 0. (3.42)
Para calcular fo, debe introducirse f01 de las condiciones de frontera, luego
Iy es calculado resolviendo la ecuacién diferencial lineal (3.42).

Se debe notar que para obtener una soluciéon bajo el orden de aproxima-
ci6én cero sélo se necesita determinar las funciones foo(n) y fo1(n)-

Para el orden de aproximacién uno, ademds de (3.39) y (3.41) y por si-
militud a ellos, se considera:

f:1 = Tu(n) + &) (3.43)
Y = fio(n) + Ef1(n) + & fra(n). (3.44)

Reemplazando (3.37) y (3.38) en (3.15) e igualando los coeficientes de la
potencia €' se obtiene:

N N N N ~ N 21 N ~
(f01F110+f11F6_f(l)orll)+(f01rl11+2f12F6_f61F11)§ = 75 7 (77F11'0 + 77F,1I1§)

RGLA
por consiguiente:
2", — Rel, ( forl" |+ 200 — f51f11> —0 (3.45)
2l77fﬂllo — RGLA (fmfﬂlo + fllfg — féof11> =0 (346)

De la misma forma al reemplazar (3.37) y (3.38) en (3.16) e igualar los
coeficientes de la potencia €' se obtiene:

Dol = [fmf”’ flofty — g (2085 + f‘”)]
4 [fmf"' foufth RQZL (255 + f“”)}f
lo que implica que:
[fmf’” fa (2f'"+nfé§”>)] (3.47)
Bl = [ﬁnf’” folty — o (2000 + f“”)] (3.48)

De (3.42) y (3.45)—(3.48) se obtiene un sistema de cinco ecuaciones con siete
incégnitas:

FO, fOOa fOla FlOa I—\115 fll: f12
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lo cual es ventajoso para tomar la libertad deseada en las condiciones de
frontera.
Para obtener una soluciéon bajo el orden de aproximacién uno, ademas de
foo(n) ¥ fo1(n) se necesita también conocer la funcién fi1(n). Las incégnitas
del sistema (3.42) y (3.45)—(3.48) se determinardn mediante el siguiente es-
quema secuencial:

1) De la ecuacién diferencial lineal (3.42) se obtiene I'.

2) De la ecuacién (3.48) se obtiene I'y;.

3) De la ecuacién (3.45) se obtiene fi.

4) Determinacién de fi;.

5) De la ecuacién diferencial lineal (3.46) se obtiene I'y.

3.4.1 Aproximaciéon de orden cero

Si ¢ y I' dados en (3.38) y (3.37) son truncados en 1 y Iy respectiva-
mente, entonces de (3.17):

Yo(n,0) = go(n)

to(n,1) = g1(n). (3.49)
Por (3.41) se sigue que:
Joo = 9o
Joot+ foo = ¢ (3.50)
por consiguiente:
Joo = 90 (3.51)
for = g1— go. (3.52)

Fisicamente ésto significa que, para pequenos valores del niimero de Rossby,
la funcién de corriente esta totalmente especificada por sus condiciones de
frontera.

Determinacion de Iy :

De (3.42) se tiene que:

fg _ ReLA fOl(n) (3.53)

f_g_ 21 i

integrando en ambos lados de (3.53), se obtiene:

. ReLy [ for(s)
In(F%)f, =
n( 0)% 57 /na . ds
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de donde

WO N (ReLA b for(s) )
o) o\ 2 / s @ (354

al integrar nuevamente en ambos lados de (3.54), se sigue que:

Fon) = Folm) = Fin) [ exp (R; / S ‘”js)ds) d. (3.59)

Tla

Por la condicién (3.22) se tiene que

To(1) =1. (3.56)
Si no se considera nicleo de aire, la condicién (3.27) equivale a

T'o(0) = 0. (3.57)

Por otro lado, considerando niicleo de aire, la condicién (3.29) queda expre-
sada por: A R

Fo(na) = ﬁarf)(??a) (3.58)
la que coincide con (3.57) tomando 7, = 0.
Al aplicar las condiciones (3.56) y (3.58) en (3.55) se concluye que:

R Na +fn exp (ReLA "ta fou(s )ds) dt

Lo(n) = (3.59)
ReL t f01
na+f exp( A d)dt
En particular para n, = 0 se obtiene:
o fen (T fy 20245 ) ar
Lo(n) = (3.60)

fol exp <M ! fL(s)ds) dt

2l 0 s

Eleccién de las funciones de corriente go(n) y ¢1(n):

Las condiciones (3.21), (3.23), (3.25), (3.26), (3.35) y (3.36) asi como
las relaciones (3.41), (3.51) y (3.52) implican que las funciones de corriente
90(n) v 91(n) consideradas como condiciones de frontera, deben satisfacer las
siguientes condiciones:

[90 € C'([0,1]) g1 € C1([o, 1]) T
_ /Ba ﬂ € Ra zona [ _ , zona I

90(0) = { v, 7 € IR, zonall 0 (0) = 7, zona II

go(1) = f+ A, zona 1 gu(m)=F — (1= X),7, <7 < 1,70ma 1

go(m) =7+ Ang <n<1,zonall 91(1)=’y+/\ zona, II

[96(1) =0 gi(1)=0

(3.61)



Las funciones de corriente que se proponen son las siguientes:

Zona I:
a(n) = —(1-2X) (1 — exp (—%n)) (3.62)
go(n) = Jj(n) (3.63)
Zona II:
gi(n) = Jjn) (3.64)

go(n) = A (1 — exp (—%n)) (3.65)

donde § se selecciona tal que exp(—d) ~ 0 y con j(n) satisfaciendo:

j et ([o,1]) (3.66)
j(0) = (3.67)
j(1) =\ (3.68)
§'(1) = 0. (3.69)

El problema radica en que no se conoce a priori j(n) que es la funcién de
corriente adimensional al nivel axial de la frontera entre las zonas I y II.
Los resultados experimentales obtenidos a la fecha nos dan un indicio de la
forma de esta curva. Conviene mencionar que tales pruebas muestran que la
velocidad axial en la pared lateral es cero, pero después de una muy delgada
capa limite cambia rapidamente a valores lejanos de cero.

Se proponen dos formas de obtener j(n). La primera, como una curva de
ajuste de datos experimentales medidos a un nivel axial igual o por debajo
de la parte inferior del tubo buscador de vértice. Esta curva debe ademas
cumplir las condiciones (3.66), (3.67), (3.68) y (3.69). La segunda, a través
de una curva simple que semeja la distribucion de la referida funcién de
corriente y que ademds cumple las condiciones (3.66), (3.67) y (3.68), pero
que no cumple (3.69), es decir que no considera v, = 0 en la pared.

La primera proposicion necesita de un set de datos experimentales por cada
operacion del hidrociclon; la distancia del nivel axial, en el que se toman
estas mediciones, a la tapa superior del hidrocicléon determina la altura de
alimentacién L 4. La segunda proposicion tiene la ventaja de ser general para
cualquier condicién de operacion, lo que otorga la libertad de elegir L4, por
ejemplo, se puede tomar L4 = Ly, la longitud del tubo buscador de vértice.
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3.4.2 Aproximacion de orden uno

Si ¢ y I' dados en (3.38) y (3.37) son truncados en ¢ y I'; respectiva-
mente, se tiene:

h=v+ie y I'=To+Te (3.70)
Reemplazando en (3.70): ) de (3.41), 1b; de (3.44) y [’y de (3.43), se obtiene:
0 (foo + Efor) + (fro + Efir + E fra)e (3.71)
' = F() + (Flo + §F11)€. (372)
Considerando (3.71) en (3.17) se sigue que:

foo+fio = g
Joo+ foo + frot+ fu+fiz = @ (3.73)
donde fAli = flié, 1= 0, 1, 2.

Las condiciones dadas en (3.17) son independientes de € por lo que en el
sistema (3.73) se considera:

fio = 0 (3.74)
Ju+fiz =0 (3.75)

Las ecuaciones que resultan en (3.73) son:

foo = 9 (3.76)

Joot+foo = ¢ (3.77)

Del sistema (3.74)—(3.77) se obtiene la solucién: foo = g0, for = 61 — 9o,
fio =0y fi1 = —fi2. Esta ultima igualdad es la que debe considerarse en el

paso 4 del esquema propuesto para resolver el sistema (3.42) y (3.45)—(3.48).
En el orden de aproximacién uno, (3.22) implica las dos condiciones si-
guientes:

(1,6 = 0 (3.79)
Ademis, si no se considera nicleo de aire, de la condicién (3.27) se sigue que
To(0) = 0 (3.80)
£(0,6) = 0 (3.81)

Si se considera nicleo de aire, de la condicién (3.29) se sigue que
f\0(7711) = ﬂafﬁ(ﬂa) (3.82)
I1(12,6) = 1l (1a,€) (3-83)
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condiciones que coinciden con (3.80) y (3.81) para 7, = 0.

En vista de que (3.78) y (3.82) son las mismas condiciones de frontera
(3.56) y (3.58) con las cuales se determiné Iy en el orden de aproximacién
cero, entonces la férmula (3.59) es vélida para el orden de aproximacién uno.
Por consiguiente:

Na + fnz exp (—Re;*‘ b forls) ds) dt

Po(n) "“5 : (3.84)
1 e (S
Mo+ [, €xp (—R;A nta —fos( )ds> dt
En particular para n, = 0 se obtiene:
f’? exp (Relle t fo1(s) dS) dt
~ 0 2 0 s
Lo(n) = e : (3.85)
J, exp <% 0 %ds) dt

Determinacién de T'yj :

De (3.79) y (3.83) se obtienen las condiciones de frontera para Iy, las
cuales son dadas por:

flO(na) = nafllo(na) (3.86)
Tip(l) = 0 (3.87)

La ecuacion (3.46) puede ser escrita como
IAﬁllo + w(n)fﬂlo = h(n) (3.88)

donde w(n) y h(n) estdn dados por:

_ ReLy fo
w(n) = q (3.89)
ReLA <f11f6 - f(;()f‘ll)
h(n) = 20 ' (3.90)

Definiendo .
6(5) = exp (— /n a w(t)dt) (3.91)

y multiplicando (3.88) por el factor integrante 1/¢(n), se obtiene:

d (P _ hin)
m(wm)‘wm (392
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integrando ambos lados de (3.92):

o) ol ()
o) o) / o0 (3.93)
pero ¢(n,) = 1, luego
Flo(n) = Ba(n)oto) + o(n) | 5 (3.94)

al integrar ambos lados de (3.94) se tiene que

Pro(n) = Pro(na) = o (ma) /n n 6(s)ds + /n " <¢(s) /7, %dt) ds.  (3.95)

Considerando las condiciones (3.86) y (3.87) en (3.95) se concluye que:

1 s h(t) n
R ¢ dt) ds)(n.+ [ #(s)d s
oy O] ) [+ L1 6608) | [ (o60) [ at)
Na + fna P(s)ds Tla Na ()
(3.96)
En particular para 7, = 0 se obtiene:

(o)l Ao o 52

(3.97)
lo que también puede expresarse como

Tio(n) = — {/01 (qb(s) /0 %dt) ds} To(n) + /077 <¢(s) /0 %dt) ds.

(3.98)

Eleccién de las funciones de corriente go(n) y ¢1(7n):

Las condiciones (3.21), (3.23), (3.25), (3.26), (3.35) y (3.36) y el desa-
rrollo del esquema secuencial propuesto para resolver el sistema (3.42) y
(3.45)—(3.48) implican que las funciones de corriente go(n) y g1(n) considera-
das como condiciones de frontera, deben satisfacer lo siguiente:

[90 € C*([0,1]) g1 € C*([0,1]) |
g8(0) < 00, k< 14 ¢0) < 00, k< 14

, B€IR, zonal , zona |
90(0) = { 5, 56 IR, zonall 9.(0) = { 5, zona II
go(1) = f + A, zona 1 g =B— (1= X7, <7 <1,70ma1
gom)=v+Ana<n<1lzonall ¢(1)=v+ A, zonall
[90(1) =0 g1(1) =0

(3.99)



Las funciones de corriente que se proponen son las siguientes:
Zona I:

nl) = == (1-ew (~2n)) (3.100)

T

go(n) = 34(n) (3.101)
Zona II:

g1(m) = jn) (3.102)
g(n) = A (1 — exp (—%nD (3.103)

donde § se selecciona tal que exp(—d) =~ 0 y con j(n) satisfaciendo la
ecuacion (3.47) y

jec*(o,1]) (3.104)
i®(0) < oo, k < 14 (3.105)
7(0) =0 (3.106)

j(1) = A (3.107)

§'(1) = 0. (3.108)

3.5 Solucién aproximada: Caso vy = vy(r)

La experimentacién con velocimetria laser Doppler muestra que hay poca
variacion del campo de velocidad tangencial en los diferentes niveles axiales
dentro de un hidrociclén de fondo plano. Por consiguiente es posible consi-
derar vy = vy(r) en el sistema (3.4)—(3.7).

Integrando la ecuacién de continuidad (3.4) se tiene:

rue(r,z) = — / Mr dr + k (3.109)
0z

Con la hipétesis vy = vy(r) y de la ecuacién (3.6) se puede deducir que la

velocidad radial debe también depender sélo de la coordenada radial.

Ahora, de la ecuacién (3.109) es claro que la derivada parcial dv,/0z debe ser

independiente de z. La conclusién es que la forma mas general de la velocidad

axial v,(r, z) es (Donaldson y Sullivan [17]):

v, = f(r)z+g(r) (3.110)

Sustituyendo esta relacién en las ecuaciones (3.4) a (3.7) se obtiene:
Ecuacién de continuidad:
1d

gy ror (1)) + f(r) =0 (3.111)

95



Componente radial:

dv.(r)  v3(r) d [1d 1 0p(r, 2)
v, (1) e [;5 (TUT(T)):| = o (3.112)
Componente tangencial:
vrir) dilr (rve(r)) % [idilr (Tvg(r))] (3.113)

[v,xr)dfd—([) Lre -2 (P 0] -

o w2 (40 - 22

(3.114)

Eliminando la presién de las ecuaciones (3.112) y (3.114), el siguiente
sistema de ecuaciones se obtiene para f(r) y g(r) :

d [ df af\1 _

J[Udﬁf _;%<dr)} -0

d vd dg B

dr[ + /g —m(m)} =0 (3:115)

Se considera la funcién de corriente ¥ (r, z) para satisfacer la ecuacién de
continuidad del tal manera que:

_ 1oy _ () _ 1oy _ 1dg(r)
==ty =S ) (316)

donde f en términos de ¢(r) es dada por f(r) = —(1/r)dq/dr.

Introduciendo la variable n = (r/R)? y las expresiones (3.116) en la
ecuacion (3.115) se obtiene para ¢(n) y g(n):
dq(n) d?q d3q
o) o) Pal) _
dn  dn dn
d dg(n)] _ d [dg(n)
il = A1
an [q(n) an | " an | dy 90 0 (3.117)

Para obtener esta ecuacién, que define la velocidad radial y axial, se
despreciaron los términos viscosos de la ecuacién (3.115). Esta es la misma
hipétesis considerada por Bloor e Ingham [7], que dié buenos resultados
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para la velocidad axial en hidrociclones cénicos.

Una solucién que aproxima el sistema de ecuaciones es:

a(n) = A1 (1 — exp(—=A3m)) + Az sin(Bn) (3.118)
donde 8 = — (7 + arcsin()\)), con A = Q4/Q y con valores apropiados para
Ai, i =1,...,3 los cuales, al igual que g(n), son determinados dependiendo
de la zona.

Entonces: ]
(r) = £ D2y (1~ exp(=Agm) + Agsin(B)] (3.119)
2
va(r, 2) = — 55 [BA2 cos(Bn) + M As exp(=Aan)] z + g (r) (3.120)

A continuacién, la ecuacién diferencial lineal (3.6) se resuelve para vy :

vo(r) = % [k1 / rexp G / o) ds) dr + k2] (3.121)

Usando las condiciones de frontera (3.18), (3.19), (3.24), (3.32)-(3.34) y
considerando cada zona en forma separada de tal manera que z varie de 0 a
Ljienlazonalyde(Oa L—Ljen lazonall, se encontré la siguiente solucion:

Zona I:

_ 'z {1 — exp (N1 (T/R)Q)}

() = T T — exp(N)} (3.124)
Zona II:
ve(r) = _27T(L)\_QLA)T {1 — exp (—5 (R;d) ) - %Sln (B (%)2) }
(3.125)



Tr {1—exp (N (T/R)Q)}
27r {1 —exp(Nq)}

vp(r) = (3.127)
donde:

N, = BRe/2, Ny = SReL4/(2(L — Ls)) y Re = —Ruvg/v es el nimero
radial de Reynolds. El valor de ¢ se escoge de tal forma que exp(—d) ~ 0.

En ambas zonas se escogié g satisfaciendo la ecuacién (3.117) y con-
siderando que v,(r,0) de la zona I es la misma que v,(r,L — L,) de la
zona Il y que v,(r,L4) de la zona I y v,(r,0) de la zona II se expresan
como funciones exponenciales que se anulan fuera de los radios de rebalse y
descarga respectivamente.

En ambas zonas la distribucion de presién puede ser calculada de:

p(r,z)/p /?dr @_G)r( )dg( )+f( )(r )> _5@‘( )dj;( r)

)

(3.128)
El error de la solucién de aproximacién (3.118) con respecto a la solucién

exacta del sistema (3.117) es dado por las funciones £;;,7 = 1,2 en la zona I
¥ k2j,j = 1,2 en la zona II. Estas funciones estan definidas por:

k11(n) ={ X2 (N34 8%) [ cos(Bn)+ Az sin(Bn)]+ A1 A3 } exp(—Asn)— A2 8° cos(Bn)
(3.129)

ki2(n) = { (A3 + B%) exp(=Asn) — B} cos(Bn) (3.130)

ka1 () ={ X2 (A3 +B) [8 cos(Bm) + A3 sin(Bn)]+ M3 } exp(—Aan) —A2/3° cos(Bn)
(3.131)

kaa(n) = { A2 (A3 + B%) sin(Bn) + A3} exp(—Asn) (3.132)

En las ecuaciones (3.129) y (3.130) los valores de \;, i = 1, 2, 3 corresponden
a aquellos de la zona I y en las ecuaciones (3.131) y (3.132), a los de la zona II.
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Capitulo 4

Pruebas numéricas

4.1 Aproximacion de orden cero

Para el orden de aproximacién cero se desarrolld una prueba numérica,
bajo las condiciones de diseno y operacion del hidrociclon dadas en la ta-
bla 4.1, se tom6 d = 8 y:

j(n) = —1445.32n° + 6166.261"2 — 11025.86n* + 106767/
—5964.80n° + 1829.917/2 — 220.59n* — 15.53n>/ (4.1)

donde j(n) se obtuvo como ajuste de mediciones experimentales.
Los resultados de este orden de aproximacién se validaron con los valores
experimentales, obtenidos por Chiné [16], usando velocimetria laser Doppler.

La figura 4.1 muestra la simulacion del perfil de velocidad tangencial para
diferentes valores del nimero radial de Reynolds Re desde 1 hasta 70. La
tabla 4.2 muestra los valores de las viscosidades de remolino correspondientes
a estos numeros de Reynolds. El valor de Re = 40 fué seleccionado como
valor de ajuste a las mediciones experimentales.

Las figuras 4.2 y 4.3 muestran la prediccién de distribucién de velocidad
radial para las zonas I y II respectivamente. En vista de que esta componente
no pudo ser experimentalmente medida, no se tiene indicios de su calidad.

Las distribuciones de velocidad axial y tangencial simuladas fueron com-
paradas en la zona II con los valores experimentales. Las figuras 4.4 y 4.5
muestran esta comparaciéon en varios niveles axiales. El resultado es razo-
nable en ambos casos. Es notorio que la velocidad tangencial cambia poco
con la coordenada axial y la velocidad axial depende linealmente de esta
coordenada.
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Tabla 4.1: Condiciones de disefio y operacion de un hidrocicléon de fondo
plano usado por Chiné [16]

- Radio del hidrociclén (R) = 5.1 (cm)

- Radio del rebalse (R,) = 1.6 (cm)

- Radio de la descarga (Ry) = 0.95 (cm)
- Longitud del hidrociclén (L) = 31.05 (cm)
- Altura del tubo buscador de vértice (Ly) = 8.2 (cm)

- Supuesta altura de alimentacién (Ly) = 10.5 (cm)
- Altura cilindrica del hidrociclén 30.1 (cm)
- Altura cénica del hidrociclén = 0.95 (cm)

0.236 en la zona I

- Pardmetro caracteristico « = 0.062 en la zona I

- Caudal de alimentacién (Q) = 1.42 (1/s)

- Caudal de rebalse (Q,) = 1.27 (I/s)

- Caudal de descarga (Qq) = 0.15 (I/s)

- Pardmetro caracteristico A = 0.106

- Velocidad tangencial exterior (vgr) = 1.3 (m/s)

- Ndmero radial de Reynolds (Re) = 40

- Viscosidad turbulenta de remolino (v) = 5.5-1075(m?/s)
- Nimero de Rossby (e) = 4.66-1073

Tabla 4.2: Niumeros radiales de Reynolds y sus correspondientes viscosidades
de remolino

Re= 1 v =2.2-10"%(m?/s)
Re =10 v =22-10"%m?/s)
Re =20 v =1.1-10"*m?/s)
Re = 30 v =7.3-10"°(m?/s)
Re = 40 v =5.5-1075(m?/s)
Re = 50 v =4.4-1075(m?/s)
Re = 60 v =3.7-1075(m?/s)
Re =170 v =3.1-10"°(m?/s)
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vp Re=T0

Re=10

Re=1

r*

Figura 4.1: Distribucién de velocidad tangencial adimensional para varios
valores del nimero radial de Reynolds, donde v; = vg/vpr y 7* =r/R
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Figura 4.2: Distribucién de velocidad radial adimensional en la zona II, donde
vy =v,/vg y r* = r/R. Prueba numérica de la aproximacién de orden cero

Figura 4.3: Distribucion de velocidad radial adimensional en la zona I, donde
vy =wv,/vg y r* =r/R. Prueba numérica de la aproximacién de orden cero
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z*=0.66

z*¥=0.54

z*¥=0.41

z*¥=0.28

z*¥=0.15

z*=0.05

Figura 4.4: Comparacion de la distribucién de velocidad axial adimensio-
nal predecida y experimental en varios niveles axiales, donde v} =v,/vgr
y r* =r/R. Prueba numérica de la aproximacién de orden cero. Datos de
Chiné [16]
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z*=0.66

z*¥=0.54

z*¥=0.41

z¥=0.28

z*¥=0.15

z*¥=0.05

Figura 4.5: Comparacién de la distribucion de velocidad tangencial adimen-
sional predecida y experimental en varios niveles axiales para Re = 40, donde
vy = vg/vgr y 7* = r/R. Prueba numérica de la aproximacién de orden cero.

Datos de Chiné [16]
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4.2 Solucién aproximada: Caso vy = vy(r)

En la tabla 4.3 se dan las condiciones de diseno y operaciéon del hidro-
ciclén de fondo plano usado para las mediciones de velocidad en esta prueba
numeérica. Se consideré § = 8.

Las alturas de la zona I y zona II son arbitrarias. Se tomé Ly = 5/4 Ly
ya que, de los resultados experimentales, a partir de este nivel axial hacia
abajo se tiene una distribucion simétrica de velocidad. El primer conjunto de
valores experimentales de velocidad se tomo justo por debajo de la frontera
comiin de la zonas I y II seleccionadas de esta forma.

La velocidad tangencial exterior vygr se consider6 como el menor de
los valores experimentales en los diferentes niveles axiales de la velocidad
tangencial cerca a la pared.

La figura 4.6 muestra una comparaciéon de la prediccion de velocidad
axial usando la ecuacién (3.126) y los valores experimentales. Aunque la
dependencia radial de v, no es representada en forma muy satisfactoria, la
representacion global de la velocidad axial si lo es. La figura 4.7 muestra
la forma de v, en el rebalse, en la descarga y en la frontera comin de las
zonas [ y II.

La variacién de la velocidad tangencial dependiendo del nimero de Rey-
nolds es dada en la figura 4.8 y ésta es similar a aquella obtenida por otros
investigadores. Como resultado el valor de Re = 65 fué seleccionado como
apropiado en la comparacion con los datos experimentales. La comparacién
de la velocidad tangencial experimental y la simulada con la ecuacién (3.127)
en varias alturas del hidrociclén es dada en la figura 4.9, con resultados
satisfactorios.

La figura 4.10 muestra la solucién de la velocidad tangencial en la zona I
y en la zona II. Ademds, en la figura 4.11 se muestra la variacién de la
velocidad axial en diferentes alturas. La figura 4.12 muestra la prediccién de
la velocidad radial en la zona I y en la zona II.

Finalmente, la figura 4.13 muestra el error de la solucién aproxima-
da (3.118). Como se ve en las subfiguras, es muy buena la solucién apro-
ximada en la zona II, que es la zona de gran importancia en la clasificacion
de particulas. La modelacion de la zona I es dada para completar el modelo
axial simétrico, pero s6lo da una idea de lo que puede ocurrir en esa zona.
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Tabla 4.3: Condiciones de diseno y operacién del hidrociclon de fondo plano
usado para las mediciones de velocidad

- Radio del hidrociclén (R) = 5.1 (cm)

- Radio del vortex (R;) = 1.6 (cm)

- Radio del apex (Ry) = 0.95 (cm)
- Longitud del hidrociclén (L) = 31.05 (cm)

- Altura del tubo buscador de vértice (Ly) = 8.2 (cm)

- Supuesta altura de alimentacién (Ly) = 10.25 (cm)
- Longitud cilindrica del hidrociclon = 30.1 (cm)
- Longitud cénica del hidrociclén = 0.95 (cm)

- Caudal de alimentacién (Q)
- Caudal de rebalse (Q,)

I

—

N

[
NN N N N

- Caudal de descarga (Q,) = 0.15 (I/s

- Pardmetro caracteristico () = 0.106

- Presién de entrada (Ap) = 4 (psi)

- Velocidad tangencial exterior (vggr) = 1.3 (m/s)

- Nimero radial de Reynolds (Re) = 65

- Viscosidad turbulenta de remolino (v) = 3.4-1075(m?/s)
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Figura 4.6: Comparacion de la distribucién de velocidad axial adimensio-
nal predecida y experimental en varios niveles axiales, donde v} = v,/vgr y

r* =r/R. Datos de Chiné [16]
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Velocidad axial en el rebalse

12+
\
\
107 |
\
sl
m/s
&l
41 \
\
\
\\
2] \\
o 0.2 02 0.6 0’8 1
-
Velocidad axial en la frontera de las zonas I y II
0.4t
m/s
0. 2+
0 0.2 0.4 0.'6 0.8 1
-
-0.2 \
-0.4
Velocidad axial en la descarga
0.2 0.4 0.6 0.8 1
0 /
/
/
B
m/s |
|
|
-2t |
|
_af
|
/
-4+

Figura 4.7: Simulacién de la distribucién de velocidad axial
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Figura 4.8: Distribucién de velocidad tangencial adimensional para varios
valores del nimero radial de Reynolds, donde vj = vg/vpr y r* = r/R. Los
valores experimentales corresponden a z* = 0.28. Datos de Chiné [16]
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y en la zona II para Re = 65, donde v}, = vg/vgr y r* =1/R
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Figura 4.11: Distribucién de la velocidad axial en diferentes niveles axiales
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4.3 Aproximacién de orden uno

Para el orden de aproximacién uno se desarrollaron cuatro pruebas
numeéricas bajo las condiciones de diseno y operaciéon del hidrociclén dadas
en la tabla 4.1 y se tomé 6 = 8. Los resultados de este orden de aproxima-
cion se validaron, nuevamente, con los valores experimentales obtenidos por
Chiné [16].

Para la primera prueba numérica se consideré

j(n) = —1445.32° + 6166.261°2 — 11025.86n* + 106767/
—5964.807° + 1829.911°/% — 220.59n% — 15.537%/2 (4.2)

En la segunda prueba numérica se tomo

j(n) = —sin(3.0357) (4.3)

La tercera prueba numeérica correspondi6 a

i) = A (1 — exp (—%n)) +5n(n—1) (4.4)

con lo que fo1(n) = 5n(n —1).

Para la cuarta prueba numérica se consideré

i(n) = A (1 — exp <-%n>) — 1.5sin(mn) (4.5)

con lo que fy1(n) = —1.5sin(mn).

Las figuras 4.14, 4.17, 4.20 y 4.23 (correspondientes a distintas pruebas

numéricas) muestran una comparacién de la prediccién de velocidad axial
usando la ecuacién (3.71) y los valores experimentales. Se observa que la
dependencia radial y representaciéon global de la velocidad axial es mds
satisfactoria para las funciones consideradas en las pruebas numéricas tercera
y cuarta. Justamente las funciones f;; consideradas en estas pruebas son las
que producen menor error en el ajuste con respecto a la ecuacién (3.47).
En lo que se refiere a la comparacién de la velocidad axial obtenida bajo el
orden de aproximacién uno con la obtenida bajo el orden de aproximacion
cero, se observa que no hay mayor diferencia entre una y la otra. Esto es
debido a que las funciones fi; y fi2 son practicamente nulas excepto en las
zonas cercanas al eje del hidrociclon.

La comparacion de la velocidad tangencial experimental y la simulada
usando la ecuacién (3.72) es dada en las figuras 4.15, 4.18, 4.21 y 4.24. Los
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resultados son satisfactorios.
Cabe senalar que se obtiene la misma distribucién de velocidad tangencial
en todas las cuatro pruebas numéricas realizadas. Esto indica que el tipo de
funcién aproximante de la funcién de corriente en la interfase de las zonas I
y II no incide en la distribucién de la velocidad tangencial.
Es importante también senalar que la distribucién de velocidad tangencial
es mejorada en el orden de aproximacion uno con respecto al orden de
aproximacién cero. Aunque la diferencia de ambas es poca, sin embargo hay
una ligera variacién axial, la que se justifica al observar en la fig. 4.5 los
maximos de velocidad tangencial en los distintos niveles axiales.
Finalmente, las figuras 4.16, 4.19, 4.22 y 4.25 muestran las predicciones
de velocidad radial obtenidas en cada prueba numérica. Se observa ciertas
variaciones entre ellas. Esto es debido a la funcién de corriente considerada
en la interfase de las zonas I y II.
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Figura 4.14: Comparacion de la distribucién de velocidad axial adimensional

predecida y experimental en varios niveles axiales, donde v}

v, /VoR Y

r* = r/R. Primera prueba numérica de la aproximacién de orden uno. Datos

de Chiné [16]
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Figura 4.15: Comparacion de la distribucién de velocidad tangencial adi-
mensional predecida y experimental en varios niveles axiales para Re = 40,
donde v; = vg/vpr y r* = r/R. Primera prueba numérica de la aproximacién
de orden uno. Datos de Chiné [16]
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Figura 4.16: Distribucién de velocidad radial adimensional predecida en va-
rios niveles axiales, donde v} = —v, /ug y * = r/R. Primera prueba numérica
de la aproximacién de orden uno. Datos de Chiné [16]
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Figura 4.17: Comparacion de la distribucién de velocidad axial adimensional

predecida y experimental en varios niveles axiales, donde v}
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r* = r/R. Segunda prueba numérica de la aproximacién de orden uno. Datos

de Chiné [16]



z*=0.66

z*¥=0.54

z*¥=0.41

z*¥=0.28

z*¥=0.15

z*=0.05

Figura 4.18: Comparaciéon de la distribucién de velocidad tangencial adi-
mensional predecida y experimental en varios niveles axiales para Re = 40,
donde vy = vg/vgr y r* = r/R. Segunda prueba numérica de la aproximacién
de orden uno. Datos de Chiné [16]
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Figura 4.19: Distribucién de velocidad radial adimensional predecida en
varios niveles axiales, donde v} = —wv,/vg y r* = r/R. Segunda prueba
numérica de la aproximacién de orden uno. Datos de Chiné [16]

82



z*¥=0.66

z*¥=0.54

z*¥=0.41

z*¥=0.28

z¥=0.15

z*¥=0.05

Figura 4.20: Comparacion de la distribucién de velocidad axial adimensional

predecida y experimental en varios niveles axiales, donde v}

v, /VoR Y

r* = r/R. Tercera prueba numérica de la aproximacién de orden uno. Datos

de Chiné [16]
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Figura 4.21: Comparacion de la distribucién de velocidad tangencial adi-
mensional predecida y experimental en varios niveles axiales para Re = 40,
donde v = vg/vgr y * = r/R. Tercera prueba numérica de la aproximacién
de orden uno. Datos de Chiné [16]
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Figura 4.22: Distribucién de velocidad radial adimensional predecida en va-
rios niveles axiales, donde v; = —v,/vg y r* = r/R. Tercera prueba numérica
de la aproximacién de orden uno. Datos de Chiné [16]
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Figura 4.23: Comparacion de la distribucién de velocidad axial adimensional
predecida y experimental en varios niveles axiales, donde v} = v,/vpr ¥y
r* = r/R. Cuarta prueba numérica de la aproximacién de orden uno. Datos
de Chiné [16]
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Figura 4.24: Comparacion de la distribucién de velocidad tangencial adi-
mensional predecida y experimental en varios niveles axiales para Re = 40,
donde v; = vy/vgr y r* = r/R. Cuarta prueba numérica de la aproximacién
de orden uno. Datos de Chiné [16]
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Figura 4.25: Distribucién de velocidad radial adimensional predecida en va-
rios niveles axiales, donde v} = —v,/vg y * = r/R. Cuarta prueba numérica
de la aproximacién de orden uno. Datos de Chiné [16]
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Conclusiones

De la presente tesis se pueden obtener las siguientes conclusiones:

1) Las ecuaciones completas de Navier-Stokes constituyen un buen punto
de partida para modelar el flujo en vértice en un hidrociclén de fondo plano.

2) Modelando la turbulencia como isotrépica, por medio de una viscosidad
de remolino constante, se obtiene una distribucién radial y axial razonable
de la velocidad tangencial y axial. Ain cuando mediciones experimentales
han demostrado que la turbulencia en un hidrociclén cénico o de fondo plano
es anisotropica con valores mas altos cerca de la pared y el niicleo de aire, no
hay necesidad de introducir una descripcién de turbulencia mas elaborada
para obtener perfiles de velocidad razonables en hidrociclones de fondo plano.

3) El ntimero de Rossby, obtenido bajo condiciones de operacién, fué
del orden de 1072, asegurando de esta forma una buena aproximacién de la
solucion.

4) En el orden de aproximacion cero, el nimero radial de Reynolds afecta
solamente a la distribucién de velocidad tangencial. Con un incremento en
el numero de Reynolds la posicién del maximo en la velocidad tangencial se
acerca mas al eje del hidrociclén.

5) La aproximacién de orden cero conduce a una distribucién de velocidad
en la que las velocidades tangencial y radial dependen sélo de la coordenada
radial y la velocidad axial depende de la coordenada radial y es linealmente
dependiente de la coordenada axial.

6) El orden de aproximacién uno, comparado con el orden de aproxima-
cién cero, produce una ligera mejora en la distribucién de velocidades, lo

que se observa en la comparacion con los datos experimentales.

7) La funcién de corriente en la interfase de las zonas I y 11, es decir j(n),
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es simulada convenientemente por cualquiera de las dos funciones siguientes:
: )
i) = A{1—exp 1)) en(n—1) (4.6)
. 0 .
jm) = A[1—exp —n—n — dsin(mn) (4.7)
d

donde ¢ y d son apropiadas constantes que se toman de acuerdo a la
operacion desarrollada por el hidrociclén.

8) En los hidrociclones de fondo plano la velocidad radial depende direc-
tamente de la forma de la velocidad axial. Se puede obtener distribuciones
de velocidad radial completamente diferentes al elegir apropiados flujos
axiales. Sin embargo, la forma de la velocidad tangencial, como combinacién
de un vortice libre y de un movimiento rigido es insensible a la forma de
estas velocidades radial y axial.

9) Para que la velocidad axial sea consecuencia de la velocidad radial, o
viceversa, debe ser una funcién de r y por lo menos una funcion lineal de z.

10) Finalmente, se puede indicar que, en la modelacién de hidrociclones,
la seleccién entre las diversas soluciones de las ecuaciones de campo sélo
comparando los valores experimentales del tamano del maximo de la velo-
cidad tangencial, no es el apropiado camino. Al menos dos componentes de
velocidad deben ser comparadas y especialmente la velocidad axial debe ser
razonable.
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