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Resumen

En esta tesis se estudia una Aproximación por Ondelettes

Biortogonales del Acoplamiento del Método de Elementos Fini-

tos con el Método de Elementos de Frontera para la resolución

numérica de problemas exteriores bidimensionales en Teoría de

Potencial.

Basados en esta aproximación, se propone una Estrategia de

Compresión de Matrices para los términos de frontera la cual

se ajusta completamente, con Complejidad Lineal, al orden de

convergencia óptimo del Método de Galerkin. Además, haciendo

uso de la propiedad de estabilidad de las bases de ondelettes en

combinación con el conocido precondicionador BPX, se propone

un esquema precondicionado el cual puede ser resuelto e�cien-

temente por el método iterativo del Gradiente Conjugado.

Como modelo se considera el problema exterior de Dirichlet

para la ecuación de Laplace en dos dimensiones. Se discuten

y analizan los aspectos teóricos y prácticos de la aplicación de

los métodos de ondelettes al precondicionamiento y la compre-

sión de matrices. En particular, las propiedades de aproxima-

ción, equivalencias de normas y momentos nulos de las bases de

ondelettes, son completamente justi�cadas y explotadas en los

análisis de consistencia, convergencia y complejidad de nuestra

estrategia de compresión. Además, se presentan algunos experi-

mentos numéricos que corroboran nuestros resultados.





Notaciones

L2 espacio de Lebesgue.

Hs espacio de Sobolev.

Vj y ~Vj espacios de multiresolución.

Wj y ~Wj espacios de ondelette.

fj;k = 2j=2f(2j � �k) dilatación y traslación de f .

f� forma abreviada de fj;k.

�� y ~�� funciones de escala biortogonales.

 � y ~ � ondelettes biortogonales.

Pj, P
�

j
, Qj y Q

�

j
proyectores sobre Vj, ~Vj, Wj y ~Wj.

closH A clausura de A en la norma de H.

spanA subespacio generado por A.

jAj medida de Lebesgue de A.

dist(A;B) distancia entre A y B.

#A cardinalidad de A.

supp f soporte de f .

Si A(u) y B(u) son funciones positivas de un conjunto u de

parámetros, se usa la notación

A(u) . B(u)

para expresar que existe una constante C > 0 independiente de

los parámetros tal que A(u) � CB(u). Y se usa la notación

A(u) � B(u)

para expresar que A(u) . B(u) y B(u) . A(u).





Introducción

Métodos de ondelettes para la discretización de operadores integrales producen

matrices numéricamente ralas [1] y bien condicionadas [10]. Este concepto puede ser

aplicado al desarrollo de métodos numéricos para ecuaciones integrales de frontera

con ordenes de convergencia óptimo y complejidad lineal [13, 25].

El método de elementos de frontera (BEM) es una importante herramienta para el

tratamiento numérico de ecuaciones diferenciales parciales, ofreciendo, en particular,

una formulación adecuada para problemas exteriores [14, 20]. Sin embargo, puesto

que las formulaciones en términos de integrales de frontera requieren una solución

fundamental del operador diferencial subyacente, el método excluye el tratamiento

directo de problemas no lineales. Por otro lado, las discretizaciones usuales producen

matrices numéricamente llenas cuya complejidad crece cuadráticamente con el núme-

ro de incógnitas, lo cual implica que el método es demasiado costoso para grandes

sistemas. En contraposición a lo anterior está el método de elementos �nitos (FEM),

ampliamente usado en ingeniería. Aquí las correspondientes discretizaciones produ-

cen matrices numéricamente ralas e inversibles con complejidad lineal por métodos

iterativos. Además, el método de elementos �nitos es fácilmente aplicable a problemas

no lineales o problemas con coe�cientes variables.

El acoplamiento del método de elementos �nitos con el método de elementos de

frontera, por condiciones de transmisión sobre una frontera arti�cial, se bene�cia de

las ventajas de ambos métodos [8, 19]. Además, la libertad en la elección de la frontera

arti�cial permite considerar bases de ondelettes para la compresión de los respectivos

términos de frontera. En este sentido, la compresión de matrices para el acoplamiento

FEM-BEM requiere un tratamiento adecuado del proyector de Calderón [7], el cual

es un operador fundamental en los métodos de elementos de frontera directos.

En esta tesis estudiamos una aproximación por ondelettes biortogonales del aco-

plamiento FEM-BEM para la resolución numérica de problemas exteriores bidimen-

sionales en teoría de potencial.
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El objetivo de la tesis consiste en desarrollar un esquema de Galerkin multiescala

estable para la discretización y compresión de los operadores integrales en el acopla-

miento FEM-BEM. Para ello proponemos una estrategia de compresión de matrices

la cual se ajusta completamente, con complejidad lineal, al orden de convergencia óp-

timo del método de Galerkin. Además, haciendo uso de la propiedad de estabilidad

de las bases de ondelettes en combinación con el conocido precondicionador BPX,

proponemos un esquema precondicionado el cual puede ser resuelto e�cientemente

por el método iterativo del gradiente conjugado.

Como modelo consideramos el problema exterior de Dirichlet para la ecuación

de Laplace en dos dimensiones, mientras que para el método de acoplamiento la

formulación con dos ecuaciones integrales propuesta en [18], donde es probado que la

respectiva forma bilineal es fuertemente elíptica y, por lo tanto, el esquema de Galerkin

converge óptimamente. Además, para esta formulación introducimos una formulación

variacional modi�cada, apropiada para fronteras de�nidas paramétricamente, la cual

facilita el cálculo de los coe�cientes matriciales.

Puesto que las funciones de elementos �nitos y sus trazas no son dadas con respec-

to a bases de ondelettes, nuestra aplicación de los métodos de ondelettes al método

de acoplamiento no es un procedimiento directo. En efecto, las trazas de las funciones

de elementos �nitos restringen la elección de las funciones bases sobre la frontera, y es

necesario discretizar y comprimir tres operadores integrales, a saber, los operadores

de capa simple, capa doble e hipersingular, los cuales actúan en espacios de Sobolev

diferentes y, en consecuencia, deben ser discretizados en bases apropiadas. Asimismo,

es fundamental que las bases a elegir sean de soporte compacto para disponer de

la transformada rápida de ondelettes. De acuerdo a estas razones, elegimos para la

aplicación de los métodos de ondelettes al acoplamiento FEM-BEM las bases de onde-

lettes biortogonales construidas en [6]. En este contexto, adaptamos y extendimos a

la presente situación la estrategia de compresión de matrices propuesta en [13, 25].

Esto requirió solucionar varios problemas teóricos y prácticos. En particular, fue

necesario analizar la discretización y compresión de los operadores en el método de

Galerkin con espacios de multiresolución diferentes, lo cual condujo a resultados prác-

ticos no predecibles a partir de la compresión de matrices tradicional. Por otro lado,

una característica distintiva de la presente situación fue el análisis de consistencia no

sólo sobre todos los niveles de discretización, sino también en la escala más �na de

discretización y en la norma de los espacios de energía. Esto resultó ser crucial para

mostrar la estabilidad de nuestra estrategia de compresión de matrices, es decir, para
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mostrar la inversibilidad del operador comprimido asociado. Operador para el que

desarrollamos un esquema precondicionado factible de resolver, muy e�cientemente,

por el método iterativo del gradiente conjugado.

Los contenidos de la tesis son los siguientes:

En el capítulo 1 se presentan y discuten los aspectos esenciales del uso de los

métodos de Ondelettes en Análisis Numérico. Se introducen los fundamentos teóricos

de la descomposición multiescala de espacios de Sobolev con respecto a bases de

ondelettes. Se establecen las correspondientes estimaciones directas e inversas, y su

conexión con la estabilidad de las transformaciones multiescala y las equivalencias de

normas que conducen al diseño de precondicionadores e�cientes.

El capítulo 2 se ocupa de la Formulación del Problema. En la sección 2.2 introdu-

cimos el problema modelo y su formulación variacional por el método de acoplamiento

con dos ecuaciones integrales. En la sección 2.3, siguiendo una idea presentada en [20],

usamos una parametrización de la frontera arti�cial para obtener una formulación va-

riacional equivalente (ver la Proposición 2.3), la cual facilita el análisis del problema

discreto de la sección 2.4 y en las bases de ondelettes biortogonales elegidas para

la compresión de matrices, donde se indica como un esquema perturbado puede ser

analizado usando el primer Lema de Strang.

El capítulo 3 es la parte central de esta tesis y en él desarrollamos la Aproximación

Biortogonal del Acoplamiento FEM-BEM. En la sección 3.2 justi�camos la elección

de bases de ondelettes biortogonales para la compresión de matrices. Puesto que

los operadores integrales involucrados en las ecuaciones del acoplamiento FEM-BEM

son del tipo Calderón-Zygmund, el punto clave para la de�nición de las estrate-

gias de compresión consiste en traducir la estimación estándar del Lema 3.1 al nivel

discreto de los coe�cientes de ondelettes. Luego, en base a estimaciones para el de-

caimiento de los coe�cientes matriciales correspondientes a ondelettes con soportes

disjuntos (Lema 3.2) y a ondelettes con soportes superpuestos (Lema 3.3) de�nimos

una primera compresión (De�nición 3.4) y una segunda compresión (De�nición 3.7),

respectivamente. El Teorema 3.9 estima la norma espectral de las correspondientes

matrices residuales. En la subsección 3.3.4, los Teoremas 3.10 y 3.11 establecen que

los parámetros de compresión elegidos según las De�niciones 3.4 y 3.7 garantizan la

consistencia de las estrategias de compresión propuestas, ya sea sobre todos los ni-

veles de discretización como también en la norma de los espacios de energía. En la

subsección 3.3.5, el Teorema 3.12 establece la complejidad lineal de las estrategias de

compresión de matrices, donde identi�cando las escalas en las cuales puede realizarse
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la segunda compresión, observamos que nuestro análisis resulta muy simple, claro y

general. En la sección 3.4 proponemos la estrategia de compresión de matrices para el

acoplamiento FEM-BEM, para la cual analizamos la consistencia (subsección 3.4.2),

y probamos la estabilidad (Lema 3.21), convergencia (Teorema 3.22) y complejidad

(Teorema 3.23). Algunos aspectos computacionales son discutidos en la sección 3.5,

donde introducimos una formulación variacional apropiada para la implementación

computacional y mostramos que es su�ciente calcular sólo dos matrices comprimidas

correspondientes a los términos de frontera. La sección 3.6 es dedicada al estudio

del precondicionamiento del esquema multiescala propuesto. Haciendo uso del pre-

condicionador multiescala de la sección 1.4 y del conocido precondicionador BPX [3],

proponemos un precondicionador para los esquemas simétrico y no simétrico asociados

(Teorema 3.24). Además, usando una transformación del tipo Bramble-Pasciak [2],

proponemos un esquema precondicionado, simétrico y de�nido positivo el cual puede

ser resuelto por el método iterativo del gradiente conjugado. El Teorema 3.28 mues-

tra que el sistema transformado es espectralmente equivalente a una matriz diagonal

por bloques consistente de identidades y el precondicionador BPX. Finalmente, en

la sección 3.7 se presentan algunos experimentos numéricos que con�rman nuestros

resultados.

El apéndice A contiene una breve introducción al concepto de análisis de multire-

solución biortogonal mediante la descripción de las Bases de Ondelettes Biortogonales

para L2(R) construidas en [6].



Capítulo 1

Ondelettes en Análisis Numérico

En este capítulo se presentan algunos elementos de la teoría de ondelettes que están

relacionados con el análisis numérico de los métodos de ondelettes, y más general-

mente de los métodos multiescala, para el tratamiento numérico de problemas de

valores de frontera elípticos.

1.1 Introducción

Los métodos multiescala han generado en los últimos años un enorme interés,

tanto desde el punto de vista teórico como aplicado, siendo el método de ondelettes

el que mayor impacto ha causado.

Una forma de visualizar los métodos multiescala es notando que muchos proble-

mas, tales como el tratamiento numérico de ecuaciones de operadores, pueden ser

formulados como el problema de aproximar una función f en un espacio H de di-

mensión in�nita por funciones de algún subespacio Vj � H. Pero no importa lo �no

que el nivel de discretización correspondiente a Vj sea elegido, una única escala de

discretización no podrá, en general, expresar las propiedades intrínsecas de f que

re�ejen aquellas de H, el cual podría ser, por ejemplo, un espacio de Sobolev. Mucha

más información puede ser encontrada usando representaciones de f que involucren

la interacción de todas las escalas de discretización.

Cuando se tiene una sucesión creciente fVjg de subespacios cerrados de H

V0 � V1 � � � � � H; (1.1)
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tal que

closH

 
1[
j=0

Vj

!
= H; (1.2)

tales representaciones de f pueden ser obtenidas mediante descomposiciones multies-

cala del tipo

f = P0f +

1X
j=0

(Pj+1 � Pj)f; (1.3)

donde cada Pj es un proyector uniformemente acotado de H sobre Vj, y los términos

(Pj+1 � Pj)f pueden ser vistos como detalles de f necesarios para pasar a escalas

más �nas de discretización. Para hacer uso práctico de la representación (1.3) es

conveniente la determinación de una base para el subespacio complemento, no nece-

sariamente ortogonal, de Vj en Vj+1, esto es,

Wj = (Pj+1 � Pj)H = Vj+1 	 Vj:

En particular, cuando los Vj son subespacios invariantes por traslaciones del espacio

H = L2(R), generados por dilatación y traslación de una función de escala, uno

arriba a la noción de análisis de multiresolución, y el elegir los Pj como proyectores

ortogonales da lugar al concepto de ondelettes en el sentido clásico de funciones base

para complemento ortogonal Wj de Vj en Vj+1.

En el campo del análisis numérico los métodos multiescala han sido usados exito-

samente en

� el precondicionamiento de grandes sistemas provenientes de la discretización de

ecuaciones diferenciales parciales elípticas,

� la aproximación adaptiva de funciones, permitiendo resolver singularidades ais-

ladas con bajo costo computacional, y

� el precondicionamiento y la compresión de las matrices provenientes de la dis-

cretización de ecuaciones integrales.

De crucial importancia en la aplicación de los métodos de ondelettes a las tres

tareas previamente mencionadas, es la posibilidad que estos tienen de caracterizar

varias clases de regularidad, como por ejemplo Sobolev, Hölder y Besov, a partir de

las propiedades numéricas de las descomposiciones multiescala (ver [5, 9, 22]).
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1.2 Descomposiciones Multiescala

Multiresolución y Estabilidad

Sea H un espacio de Hilbert con producto interior h�; �i y norma asociada k�kH .
Un análisis de multiresolución es por de�nición una sucesión creciente fVjg de sub-

espacios cerrados de H cuya unión es densa en H, es decir, se tiene (1.1) y (1.2). Los

espacios Vj son de�nidos como

Vj := closH(span�j);

donde el conjunto �j :=
�
�j;k j k 2 �j

	
es una base estable en el sentido que,

uniformemente en j,

kcjk`2(�j) �


�>

j
cj



H
; (1.4)

para un conjunto de índices �j posiblemente in�nito. Aquí, por abreviación,

�>

j
cj =

X
k2�j

cj;k�j;k (1.5)

es una notación para tratar la base �j como un vector cuyas componentes son las

funciones bases �j;k = 2j=2�(2j � �k), donde � es la función de escala.

En este contexto, los espacios de ondelettes son de�nidos identi�cando un com-

plemento Wj para la descomposición

Vj+1 = Vj �Wj; (1.6)

y de la forma

Wj := closH(span	j);

donde el conjunto 	j :=
�
 j;k j k 2 �j

	
es una base estable en el sentido de (1.4).

Por otro lado, la propiedad (1.1) de inclusión creciente de los espacios Vj junto

con la estabilidad (1.4) implican que la siguiente ecuación de escala o re�namiento

�j;k =
X
l2�j+1

h
j

l;k
�j+1;l

se veri�ca con un �ltro h
j

k
:= fhj

l;k
g 2 `2(�j+1). En la notación vectorial de (1.5)

esto puede ser escrito como

�>

j
= �>

j+1Hj;
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donde la matriz de re�namiento Hj contiene los h
j

k
como columnas. Análogamente,

la descomposición (1.6) implica que existe una matriz Gj tal que

	>

j
= �>

j+1Gj:

Es conocido que la descomposición (1.6) es equivalente al hecho que la matriz

Fj :=
�
Hj Gj

�
es inversible como una aplicación de `2(�j) � `2(�j) en `2(�j+1).

Además, el conjunto �j [ 	j es una base estable de Vj+1 si y sólo si

kFjk;


F�1

j



 = O(1); (1.7)

donde k�k es la norma espectral (ver [9]).

Es conveniente escribir F�1
j

= ~Fj :=
�
~Hj

~Gj

�>
, para así tener la conocida relación

entre �ltros

Fj~Fj = Hj
~Hj +Gj

~Gj = I;

y concluir que Fj y ~Fj realizan los correspondientes cambios de bases.

Transformaciones Multiescala

Dada una función vJ 2 VJ , la transformación de descomposición TJ que toma los

coe�cientes cJ en la representación en la escala J

vJ = �>

J
cJ ; (1.8)

y los lleva a los coe�cientes dJ :=
�
c0 d0 � � � dJ�1

�>
en la representación multiescala

vJ = 	>

J
dJ = �>

0 c0 +

J�1X
j=0

	>

j
dj; (1.9)

con respecto a la base multiescala

	J :=

J�1[
j=�1

	j; (1.10)

donde 	�1 := �0, puede ser realizada por un esquema piramidal mediante la trasfor-

mada rápida de ondelettes. Alternativamente, de�niendo las matrices de orden #�J

TJ;j :=

"
~Fj 0

0 I

#
;
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donde I es la matriz identidad de orden #�J �#�j+1, la transformación TJ puede

ser expresada como

TJ = TJ;0 � � �TJ;J�1: (1.11)

Similar estructura adquiere la transformación de reconstrucción T�1
J

de�nida por

cJ = T�1
J
dJ , pero considerando las matrices Fj.

Notar que en conexión con el tratamiento numérico de ecuaciones de operadores

del tipo Lu = f , sólo la transformación TJ es necesaria. En efecto, denotando por

L�J
y L	J

las matrices de rigidez del operador L con respecto a las bases �J y 	J ,

respectivamente, el sistema L	J
dJ = fJ es equivalente a L�J

cJ = T>

J
fJ , donde

L�J
= T>

J
L	J

TJ (1.12)

y dJ = TJcJ . Aquí, la transformación transpuesta T>

J
en (1.12) tiene la misma

estructura de reconstrucción que T�1
J
, no obstante usa los mismos �ltros que la trans-

formación de descomposición TJ . En este contexto, es importante señalar que una

implementación e�ciente de los métodos de ondelettes sólo es posible si la aplicación

de TJ requiere un número de operaciones proporcional a dimVJ = #�J . En este

caso, uno deduce de (1.11) que las transformaciones multiescala son e�cientes si las

matrices ~Fj son uniformemente ralas.

Por otro lado, con respecto a las representaciones para vJ 2 VJ dadas por (1.8)

y (1.9), es relevante observar que el vector cJ en (1.8) representa en muchos casos la

localización geométrica del grá�co de vJ , a diferencia de los dj en (1.9) que tienen

el carácter de variaciones o detalles. Luego, mientras que comúnmente todos los

coe�cientes en cJ son signi�cativos y necesarios para representar vJ exactamente,

muchos de los coe�cientes en dJ pueden ser pequeños, y el reemplazar algunos de

ellos por cero puede aún permitir una aproximación su�cientemente exacta de vJ .

Bases de Riesz y Biortogonalidad

La base complemento 	j que da la descomposición (1.6) puede ser elegida de

varias maneras, siendo el complemento ortogonal la elección clásica. Las ondelettes

ortogonales son sin embargo difíciles de construir, y consideraciones prácticas inducen

a veces a optar por otras alternativas. Por otro lado, aparte de la e�ciencia, una

restricción fundamental en la elección de la base complemento es la estabilidad sobre

todos los niveles de las transformaciones multiescala. En este sentido, recordamos el

siguiente resultado (ver [9]).
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Teorema 1.1. Las transformaciones multiescala TJ de�nidas por (1.11) son unifor-

memente estables en el sentido que

kTJk,


T�1

J



 = O(1) cuando J !1, (1.13)

si y sólo si el conjunto 	 :=
S
1

j=�1	j es una base de Riesz de H y existe una base

de Riesz biortogonal ~	 :=
S
1

j=�1
~	j , es decir,

h j;k; ~ j0;k0 i = Æ(j;k);(j0;k0), (1.14)

tal que toda función v 2 H tiene expansiones únicas

v =

1X
j=�1

X
k2�j

hv; ~ j;ki j;k =
1X

j=�1

X
k2�j

hv;  j;ki ~ j;k,

y las siguientes equivalencias de normas se veri�can

kvk2
H
�

1X
j=�1

X
k2�j

��hv; ~ j;ki��2 � 1X
j=�1

X
k2�j

��hv;  j;ki��2. (1.15)

Resulta claro a partir de este teorema que la elección de la base complemento

	j está seriamente restringida por la condición (1.13). En particular, (1.13) es una

condición más fuerte que la estabilidad (1.7) del conjunto �j [ 	j, la cual es en-

tendida sobre cada nivel j. La propiedad de base de Riesz (1.15), por el contrario,

signi�ca estabilidad sobre todos los niveles. Desafortunadamente, por otro lado, la

biortogonalidad (1.14) resulta ser en general una condición necesaria pero no su�cien-

te para garantizar la propiedad de base de Riesz. Condiciones su�cientes serán dadas

a continuación.

1.3 Caracterización de Espacios de Sobolev

Como hemos mencionado en la introducción de este capítulo, una de las propie-

dades más relevantes de los métodos de ondelettes es que ellos permiten caracterizar

espacios de funciones [21]. La propiedad de base de Riesz (1.15), que aparece en cone-

xión con la estabilidad de las transformaciones multiescala, es un caso especial dentro

de un conjunto de relaciones similares sobre equivalencias de normas para ciertos ran-

gos de espacios de Sobolev. Esta propiedad de los métodos de ondelettes juega un rol

fundamental, tanto para la construcción de precondicionadores multiescala como en

el análisis de consistencia en técnicas de compresión de matrices.
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En lo que resta de este capítulo usaremos las siguientes notaciones. Dado s 2 R ,
por Hs(
) denotaremos una escala de espacios de Sobolev de�nidos sobre 
 = R,


 = (0; 1), o algún dominio acotado de Rn , donde Hs(
) := (H�s)�(
) para s < 0,

y H0(
) := L2(
) provisto del producto interior hu; vi :=
R


uv dx. Por extensión,

h�; �i denotará también el producto de dualidad entre Hs(
) y H�s(
). Además,

referimos al apéndice para la de�nición de un análisis de multiresolución biortogonal.

Estimaciones Directas e Inversas

Cuando ambos espacios Vj := closL2(
)(span�j) y ~Vj := closL2(
)(span ~�j) de

un análisis de multiresolución biortogonal de L2(
) tienen algunas propiedades de

aproximación y regularidad, expresadas en términos de estimaciones clásicas del tipo

Jackson y Bernstein, entonces la propiedad de base de Riesz (1.15) se veri�ca [9].

Una estimación directa o del tipo Jackson es aquella que cuanti�ca el orden de

aproximación de los espacios Vj requiriendo que se satisfaga, uniformemente en j,

inf
vj2Vj

kv � vjkL2(
) . 2�jskvkHs(
) (1.16)

para todo v 2 Hs(
) y 0 < s � d. Por otro lado, una estimación inversa o del tipo

Bernstein es aquella que mide cierta regularidad, como por ejemplo Sobolev, de los

espacios Vj requiriendo que se satisfaga, uniformemente en j,

kvjkHs(
) . 2jskvjkL2(
) (1.17)

para todo vj 2 Vj y s < �, donde suponemos por simplicidad que � � d. Análogas

estimaciones son requeridas para los espacios ~Vj con parámetros ~d y ~�.

Considerando los espacios de multiresolución biortogonal de�nidos en el apéndice,

uno observa que la estimación (1.16) se veri�ca trivialmente para ambos Vj y ~Vj,

ya que estos espacios tienen exactitud polinomial de ordenes d y ~d, respectivamente.

Con respecto a la estimación (1.17), uno usa el hecho que cuando � 2 L2(
) es una

función de escala estable y de soporte compacto tal que � := sup
�
s j � 2 Hs(
)

	
,

entonces (1.17) se veri�ca para todo s < �. Además, es conocido que � 2 L2(
)

implica � 2 Hs(
) para algún s > 0 (ver [5]).

Bajo estos supuestos, los operadores

Pj :=
X
k2�j

h�; ~�j;ki�j;k (1.18)
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de�nen, para �~� < s < �, proyectores uniformemente acotados de Hs(
) sobre Vj

y satisfaciendo

Pj0Pj = Pj0 para todo j 0 � j. (1.19)

Luego, utilizando estos operadores, los proyectores sobre los espacios de ondelettes

Wj := closL2(
)(span	j) de un análisis de multiresolución biortogonal de L2(
) son

de�nidos como

Qj := Pj+1 � Pj =
X
k2�j

h�; ~ j;ki j;k: (1.20)

En este punto, corresponde señalar que los respectivos operadores adjuntos P �

j
y Q�

j

son de�nidos con respecto al producto de dualidad h�; �i, y que la propiedad de base

de Riesz (1.15) puede ser expresada equivalentemente como

kvk2
L2(
) �

1X
j=�1

kQjvk2L2(
) �
1X

j=�1

kQ�

j
vk2

L2(
); (1.21)

donde Q�1 := P0 y Q
�

�1 := P �

0 .

Por otro lado, en vista de la estimación (1.16), es posible probar que los operadores

Pj de�nidos por (1.18) satisfacen la propiedad de aproximación

kv � PjvkHs(
) . 2�j(t�s)kvkHt(
) (1.22)

para todo v 2 H t(
), � ~d � s < �, s � t y �~� < t � d. Asimismo, la estima-

ción (1.17) permite probar la estimación inversa

kvjkHt(
) . 2j(t�s)kvjkHs(
) (1.23)

para todo vj 2 Vj y s � t < �. Análogas estimaciones veri�can los operadores P �

j
y

los espacios ~Vj (ver por ejemplo [12, 25]).

Equivalencias de Normas para Espacios de Sobolev

Las descomposiciones multiescala en bases de ondelettes pueden ser usadas para

caracterizar la regularidad de espacios de Sobolev en término de normas discretas

para los coe�cientes de ondelettes. El requerimiento básico es que los espacios de

multiresolución veri�quen estimaciones directas (1.16) e inversas (1.17) apropiadas.

Desde un punto de vista aplicado, tal caracterización es usada, por ejemplo, en el

diseño y análisis de precondicionadores multiescala para ecuaciones de operadores

elípticos. En este contexto, el siguiente teorema es clave (ver [9, 10]).
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Teorema 1.2. Sean Vj y ~Vj los espacios de un análisis de multiresolución biortogonal

de L2(
) satisfaciendo las estimaciones (1.16) y (1.17) para algunos d, �, ~d y ~�,

respectivamente. Entonces, para los operadores Qj de�nidos por (1.20) y el rango

�~� < s < �, la siguiente equivalencia de normas se veri�ca

kvk2
Hs(
) �

1X
j=�1

22jskQjvk2L2(
) (1.24)

para todo v 2 Hs(
), y análogamente para los operadores Q�

j
y el rango �� < s < ~�.

Observar que para s = 0 la equivalencia de normas (1.24) se reduce a la propiedad

de base de Riesz escrita equivalentemente en (1.21). Por otro lado, de�niendo los

operadores de traslación

Ds :=

1X
j=�1

2jsQj; (1.25)

los cuales debido a la condición (1.19) satisfacen DsDt = Ds+t, se deduce que la

equivalencia de normas (1.24) puede ser expresada como

kDsvkHt(
) � kvkHs+t(
) (1.26)

para todo v 2 Hs+t(
) y �~� < s+ t < �. Notar también que por (1.19) se tiene

(Ds)�1 = D�s y (Ds)� =

1X
j=�1

2jsQ�

j
: (1.27)

Finalmente, es importante mencionar que estimaciones del tipo (1.24) se veri�can

para un rango más amplio de s en la forma de desigualdades. En efecto, se prueba

en [25] que la siguiente estimación

kDsvkL2(
) . kvkHs(
) (1.28)

es válida para todo v 2 Hs(
) y �~� < s < d.

1.4 Precondicionamiento Multiescala

Una de las aplicaciones más sobresalientes de los métodos de ondelettes al análi-

sis numérico, es aquella que utiliza una matriz diagonal como precondicionador para

obtener números de condición uniformemente acotados con respecto al nivel de discre-

tización, esto es, para la solución rápida de sistemas lineales por métodos iterativos.
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A modo de ilustración, sea L : H�(
) ! H��r(
) un operador de orden r,

acotado e inversible, esto es,

kLvkH��r(
) � kvkH�(
): (1.29)

El esquema de Galerkin para la solución de la ecuación Lu = f , es equivalente a

encontrar uJ 2 VJ tal que

LJuJ = P �

J
f; (1.30)

donde LJ := P �

J
LPJ es el operador de dimensión �nita asociado a la matriz de rigidez

L�J
con respecto a la base �J . Se dice que el esquema (1.30) es (�; � � r)-estable si

para todo vJ 2 VJ se tiene

kLJvJkH��r(
) � kvJkH�(
): (1.31)

Observación 1.3. Para precisar lo anterior, observar que (1.31) se veri�ca cuando L

es un operador simétrico y L(�; �) := hL�; �i es una forma bilineal simétrica, acotada y

H�(
)-elíptica. Y más generalmente, cuando L es un operador inyectivo y satisface

la desigualdad de Gårding, entonces (1.31) se veri�ca también. Además, bajo las

hipótesis del Teorema 1.2, uno puede mostrar que el esquema de Galerkin (1.30) es

(s; s� r)-estable para �d+ r � s � �, y la diferencia u� uJ entre la solución exacta

de Lu = f y la solución aproximada de (1.30), satisface la estimación de error

ku� uJkHs(
) . 2�j(t�s)kukHt(
)

para todo u 2 H t(
), �d + r � s < �, s � t y � � t � d, dando de esta forma

O
�
2�j(2d�r)

�
como orden de convergencia óptimo (ver por ejemplo [12]).

Veamos a continuación como las equivalencias de normas de la sección anterior,

junto con la estabilidad del esquema de Galerkin, conducen a la construcción de un

precondicionador para el problema discreto asociado a (1.30). Puesto que bajo la

suposición (1.29) el operador L actúa como una traslación en la escala de espacios

de Sobolev Hs(
), es razonable explotar el hecho que los operadores Ds de�nidos

por (1.25) tienen este mismo efecto expresado en la equivalencia de normas (1.26).

La idea es entonces elegir apropiadamente la escala s en estos operadores para ser

capaces de cancelar el efecto de traslación producido por L. El siguiente teorema �ja

esa elección y muestra cómo cambios de escala diagonales en matrices de rigidez en

bases de ondelettes producen matrices de sistema bien condicionadas (ver [5, 9, 10]).
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Teorema 1.4. Sea el esquema de Galerkin (1.30) estable en el sentido de (1.31) y los

parámetros � y ~� en el Teorema 1.2 satisfaciendo �~� < r=2 < �. Si L	J
es la matriz

de rigidez del operador L con respecto a la base multiescala 	J de�nida por (1.10) y

Ds

J
es la matriz diagonal de�nida por

Ds

J
:=
�
2jsÆ�0;�

�
�0;�2rJ

, (1.32)

con el conjunto de índices rJ :=
�
� = (j; k) j �1 � j < J; k 2 �j

	
, entonces

cond
�
D
�r=2

J
L	J

D
�r=2

J

�
= O(1) cuando J !1,

donde cond(A) := kAkkA�1k y k�k es la norma espectral.

Demostración. Esta es una consecuencia inmediata de las equivalencias de normas

para las descomposiciones multiescala. En efecto, de�niendo en analogía a (1.25) los

operadores de traslación

Ds

J
:=

J�1X
j=�1

2jsQj; (1.33)

obtenemos para todo vJ 2 VJ

kvJkL2(
) �


D�r=2

J
vJ



Hr=2(
)

por (1.26) y (1.27),

�


LJD�r=2

J
vJ



H�r=2(
)

por (1.31),

�


�D�r=2

J

��
LJD

�r=2

J
vJ



L2(
)

por (1.26) y (1.27).

Esto muestra que los operadores (D
�r=2

J
)�LJD

�r=2

J
: VJ ! ~VJ son uniformemente

acotados e inversibles en L2(
). Además, es directo comprobar que la representación

matricial de estos operadores con respecto a la base multiescala 	J es dada por

D
�r=2

J
L	J

D
�r=2

J
.





Capítulo 2

Formulación del Problema

En este capítulo se presentan las ecuaciones del acoplamiento FEM-BEM como base

para una nueva y relevante aplicación de los métodos de ondelettes al tratamiento

numérico de ecuaciones de operadores elípticos. Se destaca en esta presentación

el uso de una parametrización de la frontera arti�cial para escribir una formulación

equivalente del método de acoplamiento, la cual simpli�ca el análisis del problema

discreto y el posterior empleo de los métodos de ondelettes.

2.1 Introducción

La idea de resolver numéricamente por métodos de elementos �nitos un sistema

acoplado de ecuaciones diferenciales parciales junto con ecuaciones integrales es llama-

do el acoplamiento FEM-BEM [8, 14, 18, 19]. La solución aproximada obtenida por

el método de acoplamiento se caracteriza por ser la solución exacta de un problema

diferencial, la cual es parametrizada por un conjunto �nito de parámetros de�nidos

sobre un dominio acotado, los elementos �nitos, y sobre una frontera arti�cial, los

elementos de frontera. Este método es también aplicable a problemas no lineales,

o problemas con coe�cientes variables, bajo la suposición que al exterior de alguna

región la ecuación que rige al problema posee una solución fundamental [14].

En el presente trabajo sólo consideramos problemas de valores de frontera exte-

riores. Ciertamente, para problemas exteriores, el método de integral de frontera es

muy adecuado debido a que evita la discretización de dominios no acotados. Además,

puesto que en el acoplamiento la formulación integral de frontera es llevada a cabo

sobre una interfaz arti�cial � , uno observa que la formulación integral representa la

relación entre los datos de frontera de Dirichlet y Neumann para la ecuación exterior.
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En este sentido, lo anterior puede ser visto como condiciones de frontera arti�ciales,

las cuales son exactas pero no locales. Este hecho da lugar a la conocida desventaja

de los métodos de integral de frontera, la cual es producir discretizaciones con ma-

trices numéricamente llenas. En particular, un problema que aquí es resuelto para el

acoplamiento FEM-BEM (ver el capítulo 3).

Por otro lado, es importante mencionar que existen en la literatura varias for-

mulaciones del acoplamiento. De entre todas las formulaciones, aquí hemos elegido

una que no restringe la elección de la frontera arti�cial � , y para la cual el méto-

do de Galerkin es conocido ser estable. Más concretamente, la formulación elegida

consiste en añadir una ecuación integral para la derivada normal [8, 18]. Otras for-

mulaciones exigen interfaces particulares como un círculo, y para ellas el operador de

Steklov-Poincaré es conocido explícitamente.

En este contexto, el tratamiento numérico estándar de las ecuaciones del acopla-

miento considera operadores de�nidos sobre la frontera � , y bases para los espacios

discretos de�nidas sobre la misma frontera. Con el �n de simpli�car el análisis del

problema discreto y nuestra aplicación de los métodos de ondelettes en el capítulo 3,

haremos uso de una parametrización de la frontera � para transformar la formulación

variacional del problema original en una equivalente. Más precisamente, la incógnita

sobre la frontera (en este caso la derivada normal) será substituida por una nueva

incógnita sobre el intervalo I := (0; 1), y los operadores integrales de frontera usua-

les serán reemplazados por otros más simples actuando entre espacios de Sobolev

1-periódicos, y heredando de los primeros todas sus propiedades, tales como simetría,

orden, etc. Las ventajas del uso de esta parametrización pueden ser observadas en la

Proposición 2.3, donde en particular la identidad (2.17) jugará un rol fundamental en

la implementación del método de acoplamiento discretizado en bases de ondelettes.

Esto debido a que, similar a una discretización usual por elementos �nitos, sólo se

requerirá la discretización de dos operadores integrales. Por otro lado, en la nueva

formulación el cálculo de los coe�cientes matriciales es más fácil de implementar.

La organización del capítulo es como sigue. En la sección 2 se presenta el problema

modelo y su formulación variacional por el método de acoplamiento. En la sección 3

se introduce la nueva formulación variacional para el método de acoplamiento con

dos ecuaciones integrales. Finalmente, en la sección 4 se revisa el método de Galerkin

usando elementos �nitos curvos y se discretiza el problema para la posterior compre-

sión de matrices en el capítulo 3. Además, se indica como un esquema perturbado

puede ser analizado usando el primer Lema de Strang.
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2.2 El Acoplamiento FEM-BEM

El Problema Modelo

Consideramos como modelo el problema exterior de Dirichlet para la ecuación

de Laplace en dos dimensiones. Sea 
0 un dominio acotado y simplemente conexo

en R2 con frontera Lipschitz �0 := @
0. Luego, dada una función f 2 L2(R2 n �
0) de

soporte compacto, buscamos u tal que

��u = f en R2 n �
0,

u = 0 sobre �0,

u(x) = O(1) cuando jxj ! 1. (2.1)

De acuerdo a las hipótesis sobre f , podemos elegir un dominio convexo y acota-

do 
1 (con frontera regular � := @
1) conteniendo �
0 y supp f . De esta manera, la

frontera � divide R2 n �
0 en una región anular 
 (acotada por �0 y � ) y un dominio

exterior no acotado 
+ := R
2 n �
1 (ver la Figura 2.1).


0 
 

+

��0

Figura 2.1: Geometría del problema modelo.

En consecuencia, es posible separar el problema (2.1) y escribirlo, equivalentemen-

te, como un problema interior en 


��u = f en 
,

u = 0 sobre �0,
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y un problema exterior en 
+

�u = 0 en 
+,

u(x) = O(1) cuando jxj ! 1, (2.2)

acoplados por las condiciones de transmisión

lim
x!y

x2


u(x) = lim
x!y

x2
+

u(x) para todo y 2 � ,

lim
x!y

x2


@u

@�y
(x) = lim

x!y

x2
+

@u

@�y
u(x) para todo y 2 � , (2.3)

donde �y denota la normal unitaria exterior a 
 en y 2 � .

A continuación, usando la formula de representación de Green y el comportamiento

asintótico de u en el in�nito, obtenemos para todo x 2 
+

u(x) =

Z
�

�
@

@�y
E(x; y)

�
u(y) dsy �

Z
�

E(x; y)
@u

@�
(y) dsy + c; (2.4)

donde E(x; y) := � 1
2�
log jx� yj es la solución fundamental de la ecuación de Laplace

en dos dimensiones y c := limjxj!1 u(x) es una constante. En vista de las condiciones

de salto de los correspondientes potenciales, tomando el límite en (2.4) desde el domi-

nio exterior 
+ a la frontera � y de�niendo p := @u

@�
, obtenemos sobre � la ecuación

integral

u =
�
1
2
+ K

�
u� V p+ c;

donde V y K son, respectivamente, los operadores integrales de frontera de capa

simple y capa doble de�nidos por

�
V p
�
(x) :=

Z
�

E(x; y)p(y) dsy; (2.5)

�
Ku
�
(x) :=

Z
�

�
@

@�y
E(x; y)

�
u(y) dsy: (2.6)

Con el �n de obtener un esquema de Galerkin estable sin restricciones adicionales,

es conveniente considerar la ecuación integral

p = �Wu+
�
1
2
� K �

�
p;

la cual se obtiene de (2.4) por derivación. Los operadores integrales de frontera K �

y W son, respectivamente, el operador adjunto del doble y el operador hipersingular
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de�nidos por

�
K
�p
�
(x) :=

Z
�

�
@

@�x
E(x; y)

�
p(y) dsy; (2.7)

�
Wu

�
(x) := �

@

@�x

Z
�

�
@

@�x
E(x; y)

�
u(y) dsy: (2.8)

El siguiente lema será también requerido (ver por ejemplo [14]).

Lema 2.1. Sea u 2 C2(
+) \ C1( �
+) la solución del problema exterior (2.2) con u

prescrito sobre � . Entonces
R
�
p(x) dsx = 0.

Finalmente, las condiciones de transmisión (2.3), las formulas anteriores y el

Lema 2.1 conducen al siguiente problema no local: Encontrar (u; p; c) tal que

��u = f en 
,

u = 0 sobre �0,�
1
2
� K

�
u+ Vp = c sobre � ,

�Wu+
�
1
2
� K�

�
p = p sobre � ,R

�
p(x) dsx = 0: (2.9)

El problema (2.9) es conocido como la formulación con dos ecuaciones integrales

para acoplamiento FEM-BEM, y es equivalente al problema original (2.1) (ver [8, 18]).

La Formulación Variacional

Para el procedimiento usual de acoplamiento, uno aplica el método de elementos

�nitos al dominio acotado 
 y el método de elementos de frontera al dominio no

acotado 
+. A continuación, con el �n de proveer la formulación variacional de (2.9),

introducimos algunas notaciones y recordamos un resultado fundamental.

Para m entero y s 2 R, denotamos por Hm(
) y Hs(� ) los espacios de Sobolev

usuales provistos con las normas k�kHm(
) y k�kHs(� ), respectivamente. El producto

de dualidad entre Hs(� ) y H�s(� ) es denotado por < �; � >, el cual extiende el

producto interior
R
�
u(x)v(x) dsx para u; v 2 L2(� ). Además, de�nimos los siguientes

subespacios

H1
0 (
) :=

�
v 2 H1(
) j v = 0 sobre �0

	
;

H
�1=2
0 (� ) :=

�
q 2 H�1=2(� ) j <1; q> = 0

	
:
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El siguiente resultado recuerda las principales propiedades de continuidad de los

operadores V , K , K � y W cuando actúan entre espacios de Sobolev Hs(� ) (ver [7]).

Lema 2.2. Sea � una frontera Lipschitz. Entonces los operadores integrales de fron-

tera de�nidos por (2.5)-(2.8) son continuos en los siguientes espacios

V : H�1=2(� )! H1=2(� ); K : H1=2(� )! H1=2(� );

K
� : H�1=2(� )! H�1=2(� ); W : H1=2(� )! H�1=2(� ):

Observar que el lema claramente indica que V y W son operadores seudodife-

renciales de ordenes menos uno y uno, respectivamente, mientras que K y K � son

operadores seudodiferenciales de orden cero, mutuamente adjuntos con respecto al

producto de dualidad entre H1=2(� ) y H�1=2(� ).

Sea H := H1
0 (
)�H

�1=2
0 (� ). Ahora estamos en condiciones de proveer la formu-

lación variacional para el problema acoplado (2.9): Encontrar (u; p) 2 H tal que

A
�
(u; p); (v; q)

�
=

Z



fv dx para todo (v; q) 2 H , (2.10)

donde A : H � H ! R es la forma bilineal continua y H-elíptica, introducida en [18]

y de�nida por

A
�
(u; p); (v; q)

�
:= a(u; v)� 1

2
<v; p> + <v;Wu> + <Kv; p>

+ 1
2
<u; q> � <Ku; q> + <V p; q>; (2.11)

con a(u; v) :=
R


ru �rv dx. Se sigue que la existencia y unicidad de (u; p) 2 H

solución de (2.10) son dadas por el Lema de Lax-Milgram.

2.3 Una Formulación Variacional Modi�cada

Siguiendo una idea presentada en [20], en esta sección introducimos una formu-

lación variacional equivalente a (2.10), la cual consiste, esencialmente, en reemplazar

la incógnita p de�nida sobre la frontera � por una nueva incógnita de�nida sobre el

intervalo I := (0; 1). De esta forma, tal como veremos, la nueva formulación simpli-

�ca el esquema de Galerkin como también el posterior el empleo de los métodos de

ondelettes en el capítulo 3.

Supondremos en todo lo que sigue, que la frontera regular � es parametrizada por

una función C1 y 1-periódica 
 : �I ! R
2 tal que

�(t) := j
0(t)j > 0 para todo t 2 �I = [0; 1].
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Con la ayuda de esta parametrización podemos de�nir, para s � 0, el espacio de

Sobolev 1-periódico

Hs(I) :=
�
! 2 L2(I) j ! Æ 
�1 2 Hs(� )

	
provisto con la norma k!kHs(I) := k!Æ
�1kHs(� ). De�nimos luegoHs(I) := (H�s)�(I)

para s < 0, y denotamos por h�; �i el producto de dualidad entre Hs(I) y H�s(I) con

respecto al producto interior
R
I
�(t)!(t) dt para �; ! 2 L2(I). Sea además el siguiente

subespacio

H
�1=2
0 (I) :=

�
� 2 H�1=2(I) j h1; �i = 0

	
:

A continuación, con el espacio productoM := H1=2(I)�H�1=2
0 (I), sean las formas

bilineales b :M �M ! R y B :M �M ! R de�nidas por

b
�
(�; �); (!; �)

�
:= 1

2
h�; �i � 1

2
h!; �i; (2.12)

B
�
(�; �); (!; �)

�
:= h!;W�i+ hK!; �i � hK�; �i+ hV �; �i; (2.13)

donde V : H�1=2(I) ! H1=2(I), K : H1=2(I) ! H1=2(I) y W : H1=2(I) ! H�1=2(I)

son los operadores integrales 1-periódicos de�nidos por

�
V �
�
(s) :=

Z
I

E
�

(s); 
(t)

�
�(t) dt;

�
K!
�
(s) :=

Z
I

�
@

@�y=
(t)
E
�

(s); 
(t)

�
�(t)

�
!(t) dt;

�
W�

�
(s) :=

Z
I

�
�

@

@�x=
(s)

@

@�y=
(t)
E
�

(s); 
(t)

�
�(s)�(t)

�
�(t) dt; (2.14)

y relacionados con los clásicos operadores integrales de frontera V , K y W por medio

de las siguientes identidades

<V p; q> = hV (p Æ 
)�; (q Æ 
)�i;

<Kv; p> = hK(v Æ 
); (p Æ 
)�i;

<v;Wu> = hv Æ 
;W (u Æ 
)i; (2.15)

para todo u; v 2 H1=2(� ) y p; q 2 H�1=2(� ).

Estas de�niciones serán constantemente utilizadas en el capítulo 3. En particular,

las de�niciones de las formas bilineales b y B dadas en (2.12) y (2.13), respectiva-

mente, nos permiten expresar la forma bilineal A como establecemos en la siguiente

proposición.



28 Capítulo 2. Formulación del Problema

Proposición 2.3. Sean A, b y B dadas por (2.11), (2.12) y (2.13), respectivamente.

Entonces se veri�ca la igualdad

A
�
(u; p); (v; q)

�
= a(u; v) + b

��
u Æ 
; (p Æ 
)�

�
;
�
v Æ 
; (q Æ 
)�

��
+B

��
u Æ 
; (p Æ 
)�

�
;
�
v Æ 
; (q Æ 
)�

��
(2.16)

para todo (u; p), (v; q) 2 H. Además, es válida la siguiente identidad

h!;W�i = hV �0; !0i (2.17)

para todo �,! 2 H1=2(I), donde 0 indica derivación.

Demostración. Puesto que u 2 H1(
) implica uÆ
 2 H1=2(I) y p 2 H�1=2
0 (� ) implica

(p Æ 
)� 2 H�1=2
0 (I), es directo comprobar usando las identidades en (2.15) que (2.16)

se veri�ca. Por otro lado, no es difícil ver que la siguiente relación se satisface

@

@s

@

@ t
E
�

(s); 
(t)

�
= �

@

@�x=
(s)

@

@�y=
(t)
E
�

(s); 
(t)

�
�(s)�(t):

Luego, integrando por partes obtenemos (2.17).

En base a este resultado, de ahora en adelante consideramos el espacio producto

H := H1
0 (
)�H

�1=2
0 (I) y la forma bilineal A : H �H ! R de�nida por

A
�
(u; �); (v; �)

�
:= a(u; v) + b

�
(u Æ 
; �); (v Æ 
; �)

�
+B

�
(u Æ 
; �); (v Æ 
; �)

�
: (2.18)

Así, substituyendo en la formulación variacional (2.10) la incógnita p 2 H�1=2
0 (� )

por la nueva incógnita � := (p Æ 
)� 2 H
�1=2
0 (I), la Proposición 2.3 nos permite

obtener la siguiente formulación variacional del problema acoplado (2.9): Encontrar

(u; �) 2 H tal que

A
�
(u; �); (v; �)

�
=

Z



fv dx para todo (v; �) 2 H. (2.19)

La formulación variacional modi�cada (2.19) es obviamente equivalente a (2.10),

no obstante tiene la ventaja de simpli�car el análisis de problema discreto y nuestra

aplicación de los métodos de ondelettes al acoplamiento FEM-BEM.
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2.4 Discretización para la Compresión de Matrices

Los Espacios de Elementos Finitos

La discretización del problema (2.19) será realizada usando elementos �nitos li-

neales para la incógnita u y funciones constantes por tramos para la incógnita �.

Además, por simplicidad, consideraremos sólo el caso de una frontera poligonal �0.

Dado N 2 N , sea 0 = t0 < t1 < � � � < tN = 1 una partición uniforme del

intervalo �I = [0; 1], con tk+1 � tk = h := 1=N , k = 0; 1; : : : ; N � 1, y denotemos

por 
h � 
 el dominio poligonal cuyos vértices sobre � son 
(t0); 
(t1); : : : ; 
(tN�1).

Sea �h una triangulación regular de �
h formada por triángulos Ti cuyos diámetros

satisfacen diamTi � h supt2�I �(t). Para esta triangulación, si T̂ denota el triángulo

de referencia en R2 , existen #�h aplicaciones a�nes Fi tales que Fi(T̂ ) = Ti.

Ahora, cada triángulo Ti con dos vértices sobre � es reemplazado por el corres-

pondiente triángulo curvo. Sea Ti un triángulo curvo con vértices v1 y v2 sobre �

veri�cando v1 = 
(tk) y v2 = 
(tk+1) para algún k 2 f0; 1; : : : ; N � 1g. Entonces, en
este caso, existe una aplicación inyectiva ~Fi := Fi +Gi, con

Gi(x̂) :=
x̂1

1� x̂2

�


�
tk + x̂2(tk+1 � tk)

�
� 
(tk)� x̂2

�

(tk+1)� 
(tk)

��
;

la cual es un difeomor�smo de clase C1 tal que ~Fi(T̂ ) = Ti (ver [29]).

De esta manera, considerando sólo elementos �nitos conformes, denotamos por

P1(Ti) la imagen por ~Fi del espacio P1(T̂ ) de polinomios de grado menor o igual

que uno sobre T̂ . La suposición de regularidad de la triangulación �h, y las técnicas

usuales empleadas en el caso afín, permiten obtener cotas para el error de interpolación

sobre triángulos curvos. Más precisamente, uniformemente en Ti, se tiene

kv � �ivkH1(Ti) . hkvkH2(Ti) (2.20)

para todo v 2 H2(Ti), donde �i es el operador de interpolación sobre P1(Ti) (ver [29]).

Sea Vh � H1
0 (
) el espacio de elementos �nitos cuyas funciones son continuas y

se anulan sobre la frontera �0. Además, requerimos que la restricción de una función

vh 2 Vh a un triángulo pertenezca a P1(Ti). Deducimos de (2.20) que

inf
vh2Vh

ku� vhkH1(
) . hkukH2(
) (2.21)

para todo u 2 H2(
) \H1
0 (
), uniformemente en h.
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Finalmente, sea Wh � H�1=2(I) el espacio de las funciones 1-periódicas y cons-

tantes por tramos de�nidas sobre la partición uniforme 0 = t0 < t1 < � � � < tN = 1.

Entonces, el espacio de dimensión �nita Uh :=
�
�h 2 Wh j h1; �hi = 0

	
es un

subespacio de H
�1=2
0 (I) y tiene la siguiente propiedad de aproximación

inf
�h2Uh

k� � �hkH�1=2(I) . hk�kH1=2(I) (2.22)

para todo � 2 H1=2(I) \H�1=2
0 (I), uniformemente en h (ver [27]).

El Esquema de Galerkin

Considerando los espacios de elementos �nitos de�nidos previamente, y deno-

tando Hh := Vh � Uh, obtenemos el siguiente esquema de Galerkin asociado a la

formulación variacional (2.19): Encontrar (uh; �h) 2 Hh tal que

A
�
(uh; �h); (vh; �h)

�
=

Z



fvh dx para todo (vh; �h) 2 Hh. (2.23)

Luego, debido a la conformidad y consistencia de los espacios Hh, se sigue que

el esquema de Galerkin (2.23) tiene una única solución (uh; �h) 2 Hh satisfaciendo,

uniformemente en h, la estimación del tipo Cea



(u; �)� (uh; �h)



H
. inf

(vh;�h)2Hh



(u; �)� (vh; �h)



H
; (2.24)

donde (u; �) 2 H es la única solución de (2.19). Además, si u 2 H2(
) obtenemos

convergencia de orden óptimo en H. En efecto, usando las propiedades de aproxima-

ción (2.21) y (2.22), junto con la estimación de Cea (2.24), se tiene



(u; �)� (uh; �h)



H
. h



(u; �)


H2(
)�H1=2(I)

. hkukH2(
); (2.25)

donde también hemos usado el hecho que � := (p Æ 
)�, y el teorema de trazas.

La Compresión de Matrices

La matriz de rigidez de la forma bilineal B de�nida por (2.13), y conteniendo

los operadores integrales V , K y W de�nidos en (2.14), será calculada en bases de

ondelettes para explotar la ventaja de la compresión de matrices. En otras palabras,
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en vez de resolver numéricamente (2.23) resolveremos el siguiente esquema de Galerkin

comprimido: Encontrar (uc
h
; �c

h
) 2 Hh tal que

Ac
�
(uc

h
; �c

h
); (vh; �h)

�
=

Z



fvh dx para todo (vh; �h) 2 Hh, (2.26)

donde Ac : Hh �Hh ! R es una aproximación de la forma bilineal A y de�nida por

Ac
�
(uh; �h); (vh; �h)

�
:= a(uh; vh) + b

�
(uh Æ 
; �h); (vh Æ 
; �h)

�
+Bc

�
(uh Æ 
; �h); (vh Æ 
; �h)

�
; (2.27)

con Bc : Mh �Mh ! R siendo la aproximación de la forma bilineal B debido a la

compresión de matrices. Aquí, el espacio Mh � M es de�nido por Mh := Sh � Uh,

donde Sh :=
�
vh Æ 
 2 H1=2(I) j vh 2 Vh

	
.

Muy importantes para probar la convergencia del esquema de Galerkin compri-

mido (2.26) serán la consistencia de nuestra estrategia de compresión de matrices y

la estabilidad de la forma bilineal comprimida Ac. En este sentido, el efecto de la

compresión de matrices sobre la convergencia de (2.26) puede ser analizado usando

la siguiente versión del primer Lema de Strang (ver por ejemplo [4]).

Lema de Strang. Sea la forma bilineal comprimida Ac de�nida por (2.27) estable

en el sentido que, uniformemente en h,

Ac
�
(vh; �h); (vh; �h)

�
&


(vh; �h)

2

H

para todo (vh; �h) 2 Hh. Entonces el esquema comprimido (2.26) tiene una única

solución (uc
h
; �c

h
) 2 Hh satisfaciendo

(u; �)� (uc

h
; �c

h
)



H
. inf

(vh;�h)2Hh

�

(u; �)� (vh; �h)



H

+ sup
(wh;%h)2Hh

��A�(vh; �h); (wh; %h)�� Ac
�
(vh; �h); (wh; %h)

���

(wh; %h)


H

�
, (2.28)

uniformemente en h.

En el siguiente capítulo usaremos ondelettes biortogonales para discretizar y com-

primir la forma bilineal B de�nida por (2.13). Mostraremos además que la conver-

gencia del esquema comprimido (2.26) no se ve deteriorada por nuestra estrategia de

compresión de matrices, sino más bien que es idéntica a la del esquema original (2.23).





Capítulo 3

Aproximación Biortogonal del

Acoplamiento FEM-BEM

En este capítulo se describe y analiza un esquema de Galerkin multiescala para

el acoplamiento FEM-BEM. Usando ondelettes biortogonales, se realiza la discre-

tización de los respectivos operadores integrales y se propone una estrategia de

compresión de matrices la cual se ajusta completamente, con complejidad lineal,

al orden de convergencia óptimo del método de Galerkin. Además, se propone

un esquema precondicionado el cual puede ser resuelto por el método iterativo del

gradiente conjugado. Experimentos numéricos con�rman nuestros resultados.

3.1 Introducción

El potencial de los métodos de ondelettes como herramienta de discretización

descansa principalmente en dos características: la validez de equivalencias de normas

para espacios de Sobolev en términos de normas discretas para los coe�cientes en

expansiones en bases de ondelettes, y ciertas propiedades de cancelación determinadas

por el orden de momentos nulos de las bases de ondelettes. Estas características son

fundamentales para la construcción de precondicionadores e�cientes y el desarrollo

de estrategias de compresión de matrices basadas en la representación multiescala de

operadores discretizados en bases de ondelettes.

En efecto, como fue observado en [1], las bases de ondelettes constituyen una

herramienta e�ciente para el tratamiento numérico de operadores integrales en el

caso de grandes sistemas. De la misma manera, métodos de elementos de frontera

tales como Fast Multipole [16] y Panel Clustering [17] prueban una complejidad lineal
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o casi lineal. Aquí, complejidad lineal signi�ca que los requerimientos en recursos y

tiempos computacionales para solucionar el sistema lineal asociado son proporcionales

al número de incógnitas. Estos desarrollos motivaron la utilización de las bases de

ondelettes en el método de elementos de frontera en [11, 12, 13, 25]. Sin embargo,

los resultados allí obtenidos se diferencian de aquellos en [1] en que las estrategias

de compresión de matrices propuestas son diseñadas para no deteriorar el orden de

convergencia del esquema discreto con complejidad lineal. Además, es probado que

un simple precondicionador diagonal para las discretizaciones en bases de ondelettes

resulta en matrices comprimidas bien condicionadas.

Basándonos en estos resultados, la aplicación de los métodos de ondelettes para

una discretización e�ciente de los operadores integrales en el acoplamiento FEM-BEM

parece ser bastante ventajosa. En efecto, de acuerdo al capítulo 2, las ecuaciones

integrales de frontera pueden ser formuladas sobre una frontera arti�cial � la cual

puede ser elegida lo más regular y simple posible. Para tal elección los métodos

de ondelettes son mucho más e�cientes. Por otro lado, puesto que el acoplamiento

FEM-BEM trata con los datos de frontera de Dirichlet y Neumann, la presencia

de operadores integrales de orden distinto de cero y espacios de Sobolev de orden

fraccionario no constituyen restricción alguna, ya que las bases de ondelettes pueden

ser elegidas apropiadamente y, como observáramos, normalizadas para ser estables en

estos espacios por medio de un simple precondicionador diagonal.

En este trabajo sólo consideramos el caso bidimensional. Para análogos resultados

en tres y más dimensiones referimos a [23]. Es importante también mencionar que

nuestra aplicación de los métodos de ondelettes al acoplamiento FEM-BEM consti-

tuye, al mismo tiempo, una discretización e�ciente del proyector de Calderón [7], el

cual es un operador fundamental en los métodos de elementos de frontera directos.

Usando las bases de ondelettes biortogonales construidas en [6], desarrollamos una

estrategia de compresión de matrices la cual se ajusta completamente al orden de con-

vergencia del método de Galerkin para el acoplamiento FEM-BEM. Respecto a las

bases de ondelettes elegidas, existen varias razones que justi�can su elección, siendo

una de ellas el hecho que las trazas de las funciones de elementos �nitos determinan

las funciones bases que pueden ser de�nidas sobre la frontera. El análisis comienza

con estimaciones para el decaimiento de los coe�cientes matriciales que discretizan en

bases ondelettes un operador seudodiferencial genérico L, el cual representa a los ope-

radores integrales de frontera en el acoplamiento FEM-BEM. Estas estimaciones son

establecidas separadamente para una primera compresión (ondelettes con soportes
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disjuntos) y una segunda compresión (ondelettes con soportes superpuestos). Fijan-

do luego estrategias de compresión basadas en el decaimiento de estos coe�cientes,

procedemos a analizar el error de consistencia. Las herramientas básicas para este

análisis son las propiedades de aproximación, estimaciones inversas y equivalencias

de normas para espacios de Sobolev en términos de normas discretas para los coe�-

cientes de ondelettes. De esta forma, el análisis se reduce a estimar, por medio del

Lema de Schur, la norma espectral de ciertas matrices residuales. Debido a la segun-

da compresión, a continuación probamos que la estrategia de compresión propuesta

tiene complejidad lineal. Identi�cando las escalas donde puede realizarse la segunda

compresión, por medio de combinaciones convexas de parámetros de compresión aco-

plados con respecto a bases de ondelettes diferentes, observamos que nuestro análisis

de complejidad resulta muy simple, claro y general.

Con estos resultados procedemos a de�nir la compresión de matrices para el aco-

plamiento FEM-BEM. Probamos la respectiva estimación para el error de consistencia

y la estabilidad en las normas de los espacios de energía de una forma bilineal dis-

creta correspondiente a operadores comprimidos. La convergencia y complejidad del

esquema comprimido son luego establecidas. En lo que respecta al sistema lineal

resultante, este es difícil de resolver debido a su complicada estructura y mal con-

dicionamiento. Luego, haciendo uso de la propiedad de estabilidad de las bases de

ondelettes y del conocido precondicionador BPX [3], proponemos un precondicionador

para los esquemas simétrico y no simétrico asociados al problema. Además, usando

una transformación del tipo Bramble-Pasciak [2], proponemos un esquema precondi-

cionado, simétrico y de�nido positivo el cual puede ser resuelto muy e�cientemente

por el método iterativo del gradiente conjugado.

La organización del capítulo es como sigue. En la sección 2 se ponen en evidencia

las razones que justi�can la elección de bases de ondelettes biortogonales para la com-

presión de matrices que es propuesta en la sección 3. En esta sección se establecen

las estimaciones para el decaimiento de los coe�cientes matriciales, se de�nen las es-

trategias de compresión, se realiza el respectivo análisis de consistencia y se prueba la

complejidad lineal resultante. En la sección 4 se propone la estrategia de compresión

de matrices para el acoplamiento FEM-BEM, para la cual se prueba la consistencia,

estabilidad, convergencia y complejidad. Algunos aspectos computacionales son dis-

cutidos en la sección 5. La sección 6 es dedicada al estudio del precondicionamiento

del esquema multiescala propuesto. Finalmente, en la sección 7 se presentan algunos

experimentos numéricos.
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3.2 Elección de la Base de Ondelettes

En el capítulo 1 hemos puesto en evidencia la importancia de las bases de Riesz

biortogonales en relación a la estabilidad de las transformaciones multiescala (ver el

Teorema 1.1). Existen sin embargo otras razones por qué las bases de Riesz biorto-

gonales son importantes en el contexto de las aplicaciones. En efecto, la �exibilidad

ofrecida por el concepto de biortogonalidad permite el empleo de B -splines como fun-

ciones de escala y la posibilidad de elevar, independiente del orden de aproximación,

el número de momentos nulos y la regularidad de las correspondientes ondelettes

biortogonales. Estas propiedades son esenciales para la compresión de matrices y el

ajuste de ordenes de convergencia.

En este mismo sentido, y en relación a nuestra aplicación de los métodos de

ondelettes al acoplamiento FEM-BEM, podemos también mencionar las siguientes

tres razones que justi�can la elección de bases de ondelettes biortogonales.

� Las trazas de las funciones de elementos �nitos restringen la elección de las

funciones bases sobre la frontera.

� Es necesario discretizar y comprimir tres operadores, a saber, los operadores de

capa simple, capa doble e hipersingular, los cuales actúan en espacios de Sobolev

diferentes y, en consecuencia, deben ser discretizados en bases apropiadas.

� En conexión con la identidad (1.12), es fundamental que las respectivas bases

de ondelettes duales sean también de soporte compacto.

De acuerdo a estas razones, hemos elegido para la aplicación de los métodos de

ondelettes al acoplamiento FEM-BEM en dos dimensiones, las conocidas bases de

ondelettes biortogonales para L2(R) construidas en [6]. Referimos al apéndice A para

la de�nición y descripción de las principales propiedades de estas bases.

3.3 Compresión de Matrices

En esta sección describimos y analizamos un esquema de Galerkin multiescala

para la discretización y compresión de operadores seudodiferenciales 1-periódicos del

tipo de�nidos en la ecuación (2.14) del capítulo 2. Los resultados que se presentan

son generalizaciones, para una aplicación en particular, de las ideas principalmente

expuestas en [25]. Estas generalizaciones se re�eren a que aquí consideramos tanto
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la discretización como la compresión de operadores en el método de Galerkin con

espacios de multiresolución diferentes. Por otro lado, una característica distintiva en

esta presentación es también el análisis de consistencia en las normas de los espacios

de energía de las discretizaciones en bases de ondelettes.

En lo que sigue, en atención a las notaciones introducidas en el capítulo 1 y el

apéndice A, un arbitrario, pero �jo, más alto nivel de discretización será denotado

por J . También, sin pérdida de generalidad, supondremos que el nivel de resolución

más grueso en la de�nición de los espacios de multiresolución 1-periódicos es j0 = 0

(ver la ecuación (A.7) del apéndice).

3.3.1 Representación Multiescala de Operadores

Con el �n de ilustrar y analizar la discretización y compresión de los operadores

integrales de�nidos en (2.14), consideraremos un operador seudodiferencial genérico L,

que se supone actúa continuamente entre los espacios de Sobolev 1-periódicos H�(I)

y H��r(I), donde I := (0; 1) y r es el orden de L.

Según lo anterior, puesto que para el operador bajo consideración los espacios

de energía son en general distintos, la correspondiente discretización de Galerkin

debe ser llevada a cabo sobre espacios de multiresolución diferentes. Por un lado

VJ � H�(I) y por el otro V 0

J
� H�0(I), donde � 0 := r � �, y tal que los proyectores

asociados PJ : H
�(I)! VJ y P 0

J
: H�

0

(I)! V 0

J
veri�quen

hLPJu; P 0

J
vi = h(P 0

J
)�LPJu; vi

para todo u 2 H�(I) y v 2 H�
0

(I). Además, sin pérdida de generalidad, supondremos

que dimVJ = dimV 0

J
= 2J .

La representación multiescala del operador LJ := (P 0

J
)�LPJ : VJ ! ~V 0

J
por una

matriz requiere �jar bases de ondelettes biortogonales 1-periódicas

	J :=
�
 � j � 2 rJ

	
� VJ y 	0

J
:=
�
 0
�
j � 2 rJ

	
� V 0

J
;

donde el conjunto de índices rJ es de�nido por

rJ :=
�
� = (j; k) j �1 � j < J; k 2 �j

	
:

Es directo comprobar que la matriz de rigidez del operador LJ con respecto a las

bases multiescala 	J y 	0

J
tiene la forma

LJ :=
�
hL �;  0�0 i

�
�0;�2rJ

=
�
l�0;�

�
�0;�2rJ

: (3.1)
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j0
= J � 1

j0
= 2

j0
= 1

j0
= 0

j0
= �1

.

.

.

j
=

�

1

j
=

0

j
=

1

j
=

2

j
=

J
�

1

: : :

Figura 3.1: Estructura de la matriz de rigidez en ondelettes LJ .

La matriz LJ , cuya estructura puede ser visualizada en la Figura 3.1, será llamada

la matriz de rigidez en ondelettes del operador LJ . En la literatura, cuando VJ = V 0

J
,

esta matriz es denominada la representación estándar del operador LJ .

Noción de Compresión de Matrices

Debido a la naturaleza no local del operador L, uno observa que la matriz de

rigidez en ondelettes LJ es en general una matriz llena. La idea de compresión de

matrices consiste en aproximar LJ por una matriz rala conveniente, mientras que la

consistencia, estabilidad y convergencia del esquema perturbado no se vea deteriorada.

Esta aproximación se basa en estimaciones para el decaimiento de los coe�cientes

matriciales hL �;  0�0 i para �0; � 2 rJ . En efecto, la mayoría de estos coe�cientes son

tan pequeños que pueden ser despreciados sin afectar la convergencia del esquema

de Galerkin con complejidad lineal (ver [25] para el caso VJ = V 0

J
). En esta tesis se

prueba que tal propiedad es preservada para el acoplamiento FEM-BEM discretizado

es bases de ondelettes (ver la sección 3.4).
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3.3.2 Tres Lemas Fundamentales

En lo sucesivo L representa a los operadores integrales V , K y W de�nidos

en (2.14) en términos de la misma parametrización 
 de la frontera � . En cual-

quier caso L es un operador de Calderón-Zygmund [21]. Así, el primer lema que

establecemos contiene la estimación estándar (3.2), la cual tiene importantes conse-

cuencias en la de�nición de nuestras estrategias de compresión para la representación

matricial de L en bases de ondelettes.

Lema 3.1. Sea NL(s; t) el núcleo del operador L. Entonces, para derivadas parciales

de orden m0 con respecto a s y de orden m con respecto a t tal que m+m0+r+1 > 0,

se tiene la siguiente estimación���� @m
0

@sm
0

@m

@ tm
NL(s; t)

���� . 1��
(s)� 
(t)
��m+m0+r+1

(3.2)

con una constante que depende sólo de m, m0 y � .

Decaimiento de los Coe�cientes hL �;  0�0 i para la Primera Compresión

Nuestro objetivo es traducir la estimación continua (3.2) al nivel discreto de los

coe�cientes de ondelettes. En primer lugar estimamos el decaimiento de aquellos

coe�cientes que están lejos de las diagonales en cada una de las submatrices de la

matriz LJ (ver la Figura 3.1). Para este �n, denotamos los soportes de las ondelettes

por

�� := supp � y �0
�
:= supp 0

�
;

y la distancia con respecto a � entre ambos soportes por

dist� (��; �
0

�0
) := dist

�

(��); 
(�

0

�0
)
�
:

El siguiente lema muestra que cada momento nulo de las ondelettes incrementa el

decaimiento de los coe�cientes hL �;  0�0 i en términos de dist� (��; �
0

�0
).

Lema 3.2. Sean m +m0 + r + 1 > 0 y dist� (��; �
0

�0
) > 0. Si las bases de ondelettes

	J y 	0

J
satisfacen la condición de momentos nulos (A.5) para algunos m := ~d y

m0 := ~d0, respectivamente, entonces los coe�cientes de la matriz LJ de�nida por (3.1)

satisfacen la estimación

��hL �;  0�0 i�� . 2�j(m+1=2)2�j
0(m0+1=2)

dist� (��; �
0

�0
)m+m0+r+1

; (3.3)

uniformemente con respecto a rJ .
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�
0

�0

z }| {

��
z }| {

| {z }

dist� (��; �
0

�0)

Figura 3.2: Ondelettes  � y  0
�0
en la primera compresión.

Demostración. Apoyándonos en la demostración del Lema 5.1 en [24], en primer lugar

observamos que

hL �;  0�0 i =
Z
I

Z
I

NL(s; t) �(t) 
0

�0
(s) dt ds:

Luego, debido a que la ondelette  � satisface la condición de momentos nulos de

orden m, existe una función '� 2 L2(I) tal que

supp'� = ��; '
(m)

�
=  � y k'�kL1(I) . 2�j(m+1=2) (3.4)

(ver la ecuación (A.6) del apéndice). De la misma manera, para la ondelette  0
�
existe

una función '0
�
2 L2(I) satisfaciendo las propiedades en (3.4) con m0 en vez de m.

Así, puesto que el núcleo NL(s; t) es regular sobre �
0

�0
��� (ver la Figura 3.2), podemos

integrar por partes m0 veces con respecto s y m veces con respecto a t, obteniendo

����
Z
I

Z
I

NL(s; t) �(t) 
0

�0
(s) dt ds

���� =
����
Z
�0�0

Z
��

@m
0

@sm
0

@m

@ tm
NL(s; t)'�(t)'

0

�0
(s) dt ds

����
� max

(s;t)2 �0�0���

���� @m
0

@sm
0

@m

@ tm
NL(s; t)

����k'�kL1(I)k'0�0kL1(I):
Finalmente, para establecer (3.3), debemos considerar la estimación estándar (3.2), y

la estimación en (3.4) para las primitivas '� y '
0

�
asociadas a las bases de ondelettes

elegidas.
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Decaimiento de los Coe�cientes hL �;  0�0 i para la Segunda Compresión

El Lema 3.2 anterior conduce a una estrategia de compresión con complejidad casi

lineal. Luego, considerar solamente el decaimiento de los coe�cientes asociados a fun-

ciones bases con soportes disjuntos no es su�ciente. Existen aún O(J 2J) coe�cientes

donde los soportes de las ondelettes tienen intersección no vacía.

Para evitar este inconveniente debemos analizar el decaimiento de aquellos coe�-

cientes no considerados en el Lema 3.2. Esto es fundamental para lo que llamaremos

segunda compresión [25]. Nuestro análisis se basa, sobre todo, en la naturaleza de las

ondelettes elegidas para la discretización del operador L. Más concretamente, el he-

cho que los soportes de las ondelettes consistan de subintervalos sobre los cuales estas

son polinomios, es crucial para mostrar que coe�cientes matriciales correspondientes

a ondelettes con soportes superpuestos también presentan cierto decaimiento. Para

tratar esos coe�cientes, denotamos por

#� := sing supp � y #0
�
:= sing supp 0

�

el soporte singular de las ondelettes, es decir, el conjunto boreleano de puntos don-

de las ondelettes no son diferenciables, y escribimos los soportes de las ondelettes

como �� = ��;1 [ ��;2 [ � � � [ ��;m+d y �
0

�
= �0

�;1 [ �0�;2 [ � � � [ �0�;m0+d0 .

El siguiente lema prueba que sólo la ondelette con momentos nulos efectivos incide

en el decaimiento de los coe�cientes asociados a ondelettes con soportes superpuestos.

Lema 3.3. Sean d < m0 + r, d0 < m + r,  �j��;� un polinomio de grado d � 1

sobre ��;�, � = 1; 2; : : : ; d + m, y  0
�
j
�0
�;�

un polinomio de grado d0 � 1 sobre �0
�;�
,

� = 1; 2; : : : ; d0 +m0. Si para j 0 < j se veri�ca la condición

2�j . dist� (��; #
0

�0
) . 2�j

0

; (3.5)

entonces los coe�cientes de la matriz LJ de�nida por (3.1) satisfacen la estimación

��hL �;  0�0 i�� . 2�j(m+1=2)2j
0
=2

dist� (��; #
0

�0
)m+r

; (3.6)

uniformemente con respecto a rJ . Y si para j < j 0 se veri�ca la condición

2�j
0

. dist� (#�; �
0

�0
) . 2�j; (3.7)

entonces se tiene la estimación��hL �;  0�0 i�� . 2�j
0(m0+1=2)2j=2

dist� (#�; �
0

�0
)m

0+r
; (3.8)

uniformemente con respecto a rJ .
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Figura 3.3: Ondelettes  � y  0
�0
en la segunda compresión.

Demostración. Esta se basa en una mostrada al autor por R. Schneider en [13].

1. Para j 0 < j la condición (3.5) implica que �� \ �0
�0

= �� � �0
�0;�0

para algún

� 0 2 f1; 2; : : : ; d0 + m0g (ver la Figura 3.3). Puesto que  0
�0
2 C1(�0

�0;�0
), la

función  0
�0
j
�0�0;�0

puede ser extendida a una función f�0;�0 2 C1

0 (I) veri�cando

f�0;�0 =  0
�0
sobre �0

�0;�0
, jsupp f�0;�0j � 2�j

0

, y la siguiente estimación

kf�0;�0kHs(I) . 2j
0s: (3.9)

Esto es una consecuencia del conocido teorema de extensión de Calderón (ver

por ejemplo [28]). A continuación, descomponemos  0
�0

= f�0;�0 + ~f�0;�0, donde
~f�0;�0 :=  0

�0
� f�0;�0 tiene soporte en el complemento de �0

�0;�0
y jsupp ~f�0;�0j � 2�j

0

.

Conforme a lo anterior, para probar la estimación (3.6) tenemos

��hL �;  0�0 i�� � ��hL �; f�0;�0 i��+ ��hL �; ~f�0;�0 i��: (3.10)

2. Para estimar el primer término en (3.10), observamos que existe un operador

seudodiferencial L de soporte compacto y orden r tal que

hL �; f�0;�0 i = h �;Lf�0;�0 i:

Esto sigue del hecho que L es un operador seudodiferencial de�nido paramétrica-

mente sobre una frontera regular (ver [26]). Sea g
�0;�0

:= Lf�0;�0. Puesto que los
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operadores seudodiferenciales de soporte compacto y orden r actúan continuamen-

te sobre espacios de Sobolev, deducimos, usando la estimación (3.9), que

g
�0;�0

2 C1(I) y kg
�0;�0

kHs�r(I) . 2j
0
s:

De esta forma, usando los argumentos en la demostración del Lema 3.2, se tiene

��hL �; f�0;�0 i�� =
����
Z
I

 �(t)g�0;�0(t) dt

���� =
����
Z
��

'�(t)
dm

dtm
g
�0;�0

(t) dt

����
� max

t2��

���� dmdtm g�0;�0(t)
����k'�kL1(I) . 2�j(m+1=2)kg

�0;�0
kCm(I):

En virtud del teorema de inclusión de Sobolev, esta última expresión puede ser

estimada por��hL �; f�0;�0 i�� . 2�j(m+1=2)kg
�0;�0

kHm+1=2(I)

. 2�j(m+1=2)2j
0(m+r+1=2) .

2�j(m+1=2)2j
0
=2

dist� (��; #
0

�0
)m+r

;

donde en el último paso hemos usado la condición (3.5).

3. Para estimar el segundo término en (3.10), observar que el núcleo NL(s; t) es

regular sobre I n �0
�0;�0

� ��. Así, por el Lema 3.1 y nuevamente los argumentos en

la demostración del Lema 3.2, se tiene

���L ��(s)�� =
����
Z
I

NL(s; t) �(t) dt

���� =
����
Z
��

@m

@ tm
NL(s; t)'�(t) dt

����
� max

t2��

���� @m@ tmNL(s; t)

����k'�kL1(I) . 2�j(m+1=2)

dist� (��; s)m+r+1

para todo s 2 I n �0
�0;�0

tal que dist� (��; s) > 0. En consecuencia

��hL �; ~f�0;�0 i�� �
Z
In�0�0;�0

���L ��(s)���� ~f�0;�0(s)�� ds
. max

s2In�0�0;�0

�� ~f�0;�0(s)��
Z
In�0�0;�0

2�j(m+1=2)

dist� (��; s)m+r+1
ds

. 2�j(m+1=2)2j
0=2

Z
jsj>dist� (��;#

0

�0
)

jsj�(m+r+1) ds .
2�j(m+1=2)2j

0
=2

dist� (��; #
0

�0
)m+r

:

Esto prueba la estimación (3.6).

La estimación (3.8) sigue análogamente.
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3.3.3 Estrategias de Compresión

Las estrategias de compresión propuestas consisten en la de�nición de parámetros

de compresión que garantizan la consistencia, estabilidad y convergencia del corres-

pondiente esquema de Galerkin comprimido. Para una primera compresión de�nimos

un parámetro de compresión BL

j;j0
, mientras que para una segunda compresión de�-

nimos un parámetro CL

j;j0
. Estos parámetros son determinados en términos del orden

del operador, y los ordenes de aproximación y de momentos nulos de cada una de

las bases de ondelettes involucradas en la discretización del operador L. Advertimos

que en el caso general, cuando L realiza el acoplamiento entre bases de ondelettes

diferentes, estos parámetros de compresión quedan sujetos al acoplamiento dado en-

tre el orden de aproximación de una base con respecto al orden de momentos nulos

de la otra.

Primera Compresión

La estimación para el decaimiento de los coe�cientes l�0;� = hL �;  0�0 i obtenida en
el segundo lema fundamental (Lema 3.2) nos permite formular una primera estrategia

de compresión, la cual, en función de los niveles de resolución y colocando en cero

todos aquellos coe�cientes que la estimación a priori (3.3) garantiza están por debajo

de un umbral dado, conduce a una matriz comprimida numéricamente rala. En efecto,

como establecemos en la primera parte de la demostración del Teorema 3.12, la matriz

comprimida resultante contiene sólo O(J 2J) coe�cientes no nulos, esto es, en otras

palabras, una complejidad casi lineal. Para alcanzar este objetivo, el requerimiento

básico a satisfacer es que el orden de momentos nulos de una base de ondelettes debe

exceder estrictamente el orden de aproximación de la otra, es decir, m > d0 y m0 > d.

La siguiente de�nición de la primera estrategia de compresión discrimina entre

dist� (��; �
0

�0
), la distancia con respecto a � entre los soportes de las funciones bases,

y el parámetro de compresión BL

j;j0
a elegir.

De�nición 3.4. De�nimos la matriz comprimida

L1
J
:=
�
l1
�0;�

�
�0;�2rJ

,

asociada a la matriz de rigidez en ondelettes (3.1), por

l1
�0;�

:=

8<
:0 si dist� (��; �

0

�0
) > BL

j;j0
,

l�0;� en otro caso,
(3.11)
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donde el parámetro de compresión BL

j;j0
es elegido �jando una constante bL > 1, y

números n y n0 en los rangos d < n < m0 + r y d0 < n0 < m + r, tal que

BL

j;j0
� bLmax

n
2�minfj;j0g; 2

J(n+n0�r)�j(m+n)�j0(m0+n0)

m+m0+r

o
. (3.12)

Esta elección de BL

j;j0
permitirá estimar, via el Lema de Schur y el Lema 3.6 más

adelante, la norma espectral de las matrices residuales de�nidas en el Teorema 3.9,

como función de las cantidades que determinan este parámetro de compresión. Dicho

teorema será fundamental en el posterior análisis de nuestro método de compresión.

En este sentido, elecciones apropiadas de los parámetros n, n0 y bL son requeridas

en los análisis de consistencia, estabilidad y complejidad de nuestras estrategias de

compresión. A saber, las cotas inferiores d < n y d0 < n0 son necesarias en el análisis

de consistencia de la subsección 3.3.4, mientras que las cotas superiores n < m0 + r

y n0 < m + r son indispensables en el análisis de complejidad de la subsección 3.3.5.

Finalmente, puesto que BL

J�1;J�1 > bL2
�(J�1), señalamos que el parámetro bL es una

constante �ja independiente de J que determina el ancho de banda en la subma-

triz L1
J�1;J�1 := [ l1

�0;�
]
k0;k2�J�1

, y debe ser elegido lo su�cientemente grande para

que la estabilidad del esquema comprimido sea preservada, tal como lo establece el

Lema 3.21 en la subsección 3.4.3.

Estimaciones Matriciales para la Primera Compresión

A continuación investigamos la perturbación introducida por descartar coe�cientes

matriciales especí�cos. Primero, en el Lema 3.5, medimos dicha perturbación cuando

el parámetro de compresión es sólo determinado por BL

j;j0
� 2�minfj;j0g, lo cual coin-

cide con estrategias de compresión del tipo Multipole [16] y Panel Clustering [17],

realizadas cuando los soportes de las funciones bases son disjuntos (far-�eld). No

obstante, esto no es su�ciente para llevar a cabo el análisis de consistencia. Para

lograr esto debemos, en el Lema 3.6, considerar BL

j;j0
como en la De�nición 3.4.

Lema 3.5. Sea rL
�0;�

:= l�0;� � l1
�0;�

. Si el parámetro de compresión BL

j;j0
satisface la

condición BL

j;j0
� 2�minfj;j0g, entonces se veri�ca la estimación

X
k2�j

��rL
�0;�

�� . 2�j(m+1=2)2�j
0(m0+1=2)2j

�
BL

j;j0

��(m+m0+r)
,

y análogamente para la suma por columnas.
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Demostración. Primero observamos que sobre el conjunto de índices

�j :=
�
k 2 �j j dist� (��; �0�0) > BL

j;j0

	
se tiene la siguiente igualdad X

k2�j

��rL
�0;�

�� = X
k2�j

��l�0;���:
Esto nos permite utilizar el Lema 3.2 para establecerX

k2�j

��rL
�0;�

�� . 2�j(m+1=2)2�j
0(m0+1=2)

X
k2�j

dist� (��; �
0

�0
)�(m+m0+r+1):

Por otra parte, la de�nición de �j y la elección B
L

j;j0
� 2�minfj;j0g nos permiten estimar

X
k2�j

dist� (��; �
0

�0
)�(m+m0+r+1) . 2j

Z
jsj>BL

j;j0

jsj�(m+m0+r+1) ds:

En efecto, para el segmento positivo, la integral
R
s>BL

j;j0
s�(m+m0+r+1) ds puede ser

estimada por la suma de Riemann inferior
P

f k j sk>BL
j;j0
g sk

�(m+m0+r+1)(sk � sk�1),

con la función radial sk = dist� (��; �
0

�0
) la cual satisface sk � sk�1 � 2�j. Esto

completa la demostración.

Como hemos indicado previamente, la elección del parámetro de compresión BL

j;j0

como en la De�nición 3.4 provee una de las estimaciones matriciales que por medio del

Lema de Schur permitirán estimar la norma espectral de ciertas matrices residuales.

Para lo que sigue, debemos recordar que los espacios de multiresolución han sido

elegidos de manera que VJ � H�(I) y V 0

J
� H�0(I), donde � + � 0 = r.

Lema 3.6. Sean bL > 1, d < n < m0 + r y d0 < n0 < m + r. Si el parámetro de

compresión BL

j;j0
satisface (3.12), entonces se veri�ca la estimaciónX

k2�j

2�j=2
�
2�j

0
s
0��rL

�0;�

��2�js� . 2�j
0
=2b

�(m+m0+r)

L
2�J(s+s

0�r)2(j�J)(n�s)2(j
0�J)(n0�s0)

para todo 0 � j; j 0 < J, � � s � d, � 0 � s0 � d0 y r < s + s0, y análogamente para la

suma por columnas. Además, la siguiente estimación es válidaX
�2rJ

2�j=2
�
2�j

0�0
��rL
�0;�

��2�j�� . 2�j
0=2b

�(m+m0+r)

L
,

y análogamente para la suma por columnas, donde
P

�2rJ
=
P

J�1

j=�1

P
k2�j

.
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Demostración. La primera estimación es inmediata del lema anterior y la de�nición

de BL

j;j0
en (3.12). La segunda estimación sigue análogamente con s = �, s0 = � 0 y

luego sumando sobre j. En efecto, puesto que � + � 0 = r y � 0 � d0 < n0, se tiene

X
�2rJ

2�j=2
�
2�j

0�0
��rL
�0;�

��2�j�� . 2�j
0=2b

�(m+m0+r)

L

J�1X
j=0

2(j�J)(n��):

La demostración �naliza usando el hecho que � � d < n.

Segunda Compresión

La estrategia de segunda compresión ha sido propuesta en la tesis de habilitación

de R. Schneider [25]. Aquí extendemos dicha estrategia de compresión al método

de Galerkin con análisis de multiresolución diferentes. Características de esta exten-

sión son la de�nición por casos de un parámetro de compresión CL

j;j0
, controlando la

distancia entre el soporte de una ondelette con momentos nulos efectivos al soporte

singular de una ondelette en escalas más gruesas (ver la Figura 3.3), y el localizar

las escalas donde se encuentran aquellos coe�cientes matriciales cuyo decaimiento es

imposible determinar en la primera compresión, pero que si son factibles de despreciar

en una segunda compresión. Recordamos que precisamente el tercer lema fundamen-

tal (Lema 3.3) nos provee la estimación para el decaimiento de esos coe�cientes, esto

es, aquellos coe�cientes correspondientes a ondelettes con soportes superpuestos.

Luego, suponiendo nuevamente m > d0 y m0 > d, es decir, las mismas restricciones

que para la primera compresión, damos la siguiente de�nición de la segunda estrategia

de compresión.

De�nición 3.7. De�nimos la nueva matriz comprimida

Lc
J
:=
�
lc
�0;�

�
�0;�2rJ

,

asociada a la matriz comprimida (3.11), por

lc
�0;�

:=

8>><
>>:
0 si dist� (��; #

0

�0
) > CL

j;j0
, j 0 < �(j),

0 si dist� (#�; �
0

�0
) > CL

j;j0
, j < �0(j 0),

l1
�0;�

en otro caso,

(3.13)

donde el parámetro de compresión CL

j;j0
es elegido �jando constantes cL, c

0

L
> 1, y
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números n y n0 en los rangos d < n < m0 + r y d0 < n0 < m + r, tal que

CL

j;j0
�

8>><
>>:
cLmax

n
2�j; 2

J(n+n0�r)�j(m+n)�j0n0

m+r

o
si j 0 < �(j),

c0
L
max

n
2�j

0

; 2
J(n+n0�r)�jn�j0(m0+n0)

m0+r

o
si j < �0(j 0),

(3.14)

donde las funciones �(j) y �0(j 0) son de�nidas como las combinaciones convexas

�(j) := j
1

1� �
� J

�

1� �
y �0(j 0) := j 0

1

1� �0
� J

�0

1� �0
;

para las constantes � := n+n0�r
m+n

y �0 := n+n0�r
m0+n0

, respectivamente.

Notar que esta elección de los parámetros n y n0 garantiza que las constantes � y �0

resulten ser menores que uno y, en consecuencia, que �(j) < j y �0(j 0) < j 0. Además,

la localización de las escalas en términos de las funciones �(j) y �0(j 0), en donde la

segunda compresión puede ser llevada a cabo, hacen que el parámetro compresión

veri�que CL

j;j0
. 2�minfj;j0g automáticamente.

Similar a lo indicado para la primera compresión, la elección de CL

j;j0
por (3.14)

permitirá estimar, por medio del Lema de Schur y el Lema 3.8 más adelante, la

norma espectral de las matrices residuales de�nidas en el Teorema 3.9 para la segunda

compresión, como función de las cantidades que �jan este parámetro de compresión.

Así, elecciones apropiadas de los parámetros n, n0, cL y c0
L
son requeridas en

los análisis de consistencia, estabilidad y complejidad, donde, en particular, al ser

las constantes � y �0 menores que uno, podremos mostrar que después de realiza-

da la segunda compresión obtenemos un esquema con complejidad lineal (ver el

Teorema 3.12). En �n, los parámetros cL y c0
L
son constantes �jas independientes

de J , las cuales el Lema 3.21 establece que si son elegidas lo su�cientemente grandes

la estabilidad del esquema con segunda compresión es también preservada.

Estimaciones Matriciales para la Segunda Compresión

Como para la primera compresión, procedemos a investigar la perturbación intro-

ducida por descartar coe�cientes matriciales especí�cos, esta vez debido a la segunda

compresión. En el siguiente lema medimos dicha perturbación cuando es usado el

parámetro de segunda compresión dado por (3.14).
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Lema 3.8. Sean cL, c
0

L
> 1, d < n < m0 + r y d0 < n0 < m + r. Si de�nimos

sL
�0;�

:= l1
�0;�

� lc
�0;�

con el parámetro de compresión CL

j;j0
satisfaciendo (3.14), entonces

se veri�ca la estimación

X
k2�j

2�j=2
�
2�j

0
s
0
��sL
�0;�

��2�js�

. 2�j
0
=2max

n
c
�(m+r)

L
; c0
L

�(m0+r)
o
2�J(s+s

0�r)2(j�J)(n�s)2(j
0�J)(n0�s0)

para todo 0 � j; j 0 < J, � � s � d, � 0 � s0 � d0 y r < s + s0, y análogamente para la

suma por columnas. Además, la siguiente estimación es válidaX
�2rJ

2�j=2
�
2�j

0
�
0��sL

�0;�

��2�j�� . 2�j
0
=2max

n
c
�(m+r)

L
; c0
L

�(m0+r)
o
,

y análogamente para la suma por columnas, donde
P

�2rJ
=
P

J�1

j=�1

P
k2�j

.

Demostración. Por la de�nición de la matriz comprimida Lc
J
en (3.13), en primer

lugar observamos que

sL
�0;�

=

8>><
>>:
l1
�0;�

si dist� (��; #
0

�0
) > CL

j;j0
, j 0 < �(j),

l1
�0;�

si dist� (#�; �
0

�0
) > CL

j;j0
, j < �0(j 0),

0 en otro caso.

Luego, usando la estimación (3.6) del Lema 3.3 y la de�nición de CL

j;j0
en (3.14),

obtenemos para j 0 < j��sL
�0;�

�� . c
�(m+r)

L
2�(j�j

0)=22Jr2(j�J)n2(j
0�J)n0;

y usando la estimación (3.8) del mismo lema, obtenemos para j < j 0��sL
�0;�

�� . c0
L

�(m0+r)
2�(j

0�j)=22Jr2(j�J)n2(j
0�J)n0:

A continuación, observando que el conjunto
�
k 2 �j j �� \ �0�0 6= ?

	
tiene cardinali-

dad O
�
2j�minfj;j

0g
�
, se tiene para j 0 < jX

k2�j

2�j=2
�
2�j

0
s
0��sL

�0;�

��2�js� . 2�j
0
=2c

�(m+r)

L
2�J(s+s

0�r)2(j�J)(n�s)2(j
0�J)(n0�s0);

y para j < j 0X
k2�j

2�j=2
�
2�j

0s0
��sL
�0;�

��2�js� . 2�j
0=2c0

L

�(m0+r)
2�J(s+s

0�r)2(j�J)(n�s)2(j
0�J)(n0�s0):
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De esto se deduce la primera estimación del lema. Para probar la segunda estimación,

procedemos análogamente con s = �, s0 = � 0 y sumando sobre j. En efecto, puesto

que � + � 0 = r y � 0 � d0 < n0, se tiene

X
�2rJ

2�j=2
�
2�j

0�0
��sL
�0;�

��2�j�� . 2�j
0=2max

n
c
�(m+r)

L
; c0
L

�(m0+r)
o J�1X

j=0

2(j�J)(n��):

La demostración �naliza usando el hecho que � � d < n.

El Lema de Schur y la Norma Espectral de Matrices

La herramienta matemática básica para cuanti�car desde un punto de vista dis-

creto la perturbación introducida por las estrategias de compresión de matrices pro-

puestas, es una versión del conocido Lema de Schur (ver por ejemplo [21]).

Por kAk denotaremos la norma de operador de la matriz A considerada como

una transformación lineal entre espacios vectoriales discretos provistos con la norma

de `2(Z). Luego, con el �n de estimar esta norma, la siguiente forma discreta del Lema

de Schur es requerida. Daremos la demostración debido a su carácter ilustrativo.

Lema de Schur. Sea A := [ ai;j ]i;j2N una matriz in�nita. Si existe una sucesión

fwigi2N de números reales positivos tal que

X
j2N

jai;jjwj . wi para todo i 2 N,

X
i2N

jai;jjwi . wj para todo j 2 N ,

entonces el operador A : `2(N) ! `2(N) es acotado y kAk . 1.

Demostración. Considerando el vector yi =
P

j2N
ai;jxj, la desigualdad de Cauchy-

Schwarz da

 X
j2N

jai;jjjxjj

!2

�

 X
j2N

jai;jjwj

! X
j2N

jai;jjw�1
j
jxjj2

!

. wi

 X
j2N

jai;jjw�1
j
jxjj2

!
:
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Por consiguiente

X
i2N

jyij2 .
X
i2N

wi

 X
j2N

jai;jjw�1
j
jxjj2

!

=
X
j2N

 X
i2N

jai;jjwi

!
w�1
j
jxjj2 .

X
j2N

jxjj2:

De esta forma, con la ayuda del Lema de Schur, y los Lemas 3.6 y 3.8, estamos

en condiciones de establecer el siguiente resultado respecto a la norma espectral de

ciertas matrices residuales, esto es, las matrices que contienen aquellos coe�cientes

que han sido descartados después de realizadas la primera y segunda compresión.

Teorema 3.9. Sean � � s � d < n < m0+ r, � 0 � s0 � d0 < n0 < m+ r y r < s+ s0.

Para la primera compresión sean las submatrices de tamaño 2j
0� 2j

RL

j0;j
:=
h
2�j

0
s
0
��rL
�0;�

��2�js i
k02�j0 ; k2�j

,

y también la matriz cuadrada de orden 2J

RL

J
:=
h
2�j

0�0
��rL
�0;�

��2�j� i
�0;�2rJ

,

con rL
�0;�

dado por el Lema 3.5 y el parámetro de compresión (3.12). Entonces las

normas de las matrices RL

j0;j
: `2(�j) ! `2(�j0) y R

L

J
: `2(rJ) ! `2(rJ) son unifor-

memente acotadas por

RL

j0;j



 . b
�(m+m0+r)

L
2�J(s+s

0�r)2(j�J)(n�s)2(j
0�J)(n0�s0), (3.15)

RL

J



 . b
�(m+m0+r)

L
. (3.16)

Análogamente, para la segunda compresión sean las submatrices de tamaño 2j
0� 2j

SL
j0;j

:=
h
2�j

0s0
��sL
�0;�

��2�js i
k02�j0 ; k2�j

,

y también la matriz cuadrada de orden 2J

SL
J
:=
h
2�j

0�0
��sL
�0;�

��2�j� i
�0;�2rJ

,

con sL
�0;�

dado por el Lema 3.8 y el parámetro de compresión (3.14). Entonces las

normas de las matrices SL
j0;j

: `2(�j) ! `2(�j0) y S
L

J
: `2(rJ) ! `2(rJ) son unifor-

memente acotadas por

SL
j0;j



 . max
n
c
�(m+r)

L
; c0
L

�(m0+r)
o
2�J(s+s

0�r)2(j�J)(n�s)2(j
0�J)(n0�s0), (3.17)

SL

J



 . max
n
c
�(m+r)

L
; c0
L

�(m0+r)
o
. (3.18)
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Demostración. Esta es una aplicación directa del Lema de Schur y las estimaciones

matriciales de los Lemas 3.6 y 3.8 con la sucesión fwkgk2�j
:= f2�j=2g para las

matrices RL

j0;j
y SL

j0;j
, y la sucesión fw�g�2rJ := f2�j=2g para las matrices RL

J
y SL

J
.

Omitimos los detalles.

3.3.4 Consistencia de las Estrategias de Compresión

Una vez obtenidas las estimaciones discretas para la norma espectral de las ma-

trices residuales de�nidas en el Teorema 3.9, a continuación procedemos a estimar

el error de consistencia del esquema comprimido en las correspondientes normas de

espacios de Sobolev, o bien, en otras palabras, el orden en que el esquema compri-

mido aproxima al esquema no comprimido en la respectiva norma de operador. Para

este �n usaremos la caracterización de espacios de Sobolev en términos de normas

discretas para los coe�cientes de ondelettes que brevemente hemos presentado en el

capítulo 1 (para mayores detalles referimos a las monografías [5, 9] y al texto [21]).

El análisis de consistencia consta de dos etapas. En primer lugar, cuanti�camos el

error de consistencia sobre todos los niveles de discretización usando las propiedades

de aproximación y las estimaciones inversas satisfechas por las bases de ondelettes.

En segundo lugar, cuanti�camos el error de consistencia en las normas de los espacios

de energía utilizando la propiedad de estabilidad de las bases de ondelettes, lo que

posteriormente conducirá a la estabilidad de nuestras estrategias de compresión. Estas

tareas serán llevadas a cabo por medio de la de�nición de operadores de discretización

y reconstrucción convenientes, los cuales permitirán relacionar las matrices llena y

comprimida con sus operadores de dimensión �nita asociados.

Operadores de Discretización y Reconstrucción

Para las descomposiciones multiescala dadas por VJ := V0 � W0 � � � � � WJ�1

y V 0

J
:= V 0

0 � W 0

0 � � � � � W 0

J�1, sean Fj : Wj ! `2(�j) y F 0

j
: W 0

j
! `2(�j) los

operadores de discretización de�nidos por

Fjwj :=
�
hwj; ~ �i

	
k2�j

y F 0

j
wj :=

�
hwj; ~ 0�i

	
k2�j

;

donde las funciones ~ � y ~ 0
�
son las ondelettes biortogonales a las ondelettes  �

y  0
�
, respectivamente. Los correspondientes operadores adjuntos o de reconstrucción,

esto es, F �

j
: `2(�j)! ~Wj y (F 0

j
)� : `2(�j)! ~W 0

j
, son de�nidos por

F �

j
dj :=

X
k2�j

d� ~ � y (F 0

j
)�dj :=

X
k2�j

d� ~ 
0

�
:
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A continuación, de�nimos los operadores de discretización y reconstrucción en la

escala más �na FJ : VJ ! `2(rJ) y F �

J
: `2(rJ)! ~VJ como

FJvJ :=

J�1X
j=�1

Fjwj y F �

J
dJ :=

J�1X
j=�1

F �

j
dj:

Análogamente, se de�nen los operadores F 0

J
: V 0

J
! `2(rJ) y (F 0

J
)� : `2(rJ) ! ~V 0

J
.

Estos operadores permiten relacionar, independiente del método de proyección, el

operador LJ con su matriz de rigidez en ondelettes LJ . En efecto, es inmediato

comprobar que

LJ := (P 0

J
)�LPJ = (F 0

J
)�LJFJ ;

tal como puede apreciarse en el diagrama siguiente

LJ : VJ
FJ���! `2(rJ)

LJ���! `2(rJ)
(F 0

J )
�

���! ~V 0

J

\
H�(I)

PJ���! VJ � H�(I)
L���! H��0(I)

(P 0
J )

�

���! ~V 0

J
:

De esta forma, podemos de�nir los operadores de dimensión �nita asociados a las

matrices comprimidas L1
J
y Lc

J
como

L1
J
:= (F 0

J
)�L1

J
FJ y Lc

J
:= (F 0

J
)�Lc

J
FJ :

Es importante notar que estos operadores permiten reescribir las equivalencias de

normas establecidas en el Teorema 1.1 como

kvJkL2(I) � kFJvJk`2(rJ ) y kF �

J
dJkL2(I) � kdJk`2(rJ ):

Consistencia sobre todos los Niveles

Primeramente recordamos que los parámetros ~� y ~�0 miden la regularidad Sobolev

de los espacios de multiresolución duales en el sentido de la sección 1.3. El siguiente

teorema establece que ellos �jan la cota inferior en la cual podemos estimar la norma

del operador residual con respecto a normas de espacios de Sobolev. Además, el

teorema da cuenta de la importancia que tienen los parámetros de compresión en la

elección del siguiente parámetro

aL := min
n
bL

m+m0+r; cL
m+r; c0

L

m
0+r
o
: (3.19)

En efecto, notar que aL resulta ser mayor que uno como consecuencia de una elección

apropiada de bases de ondelettes con un número su�ciente de momentos nulos.



54 Capítulo 3. Aproximación Biortogonal del Acoplamiento FEM-BEM

Teorema 3.10. Sea Lc
J
el operador de dimensión �nita asociado a la matriz com-

primida Lc
J
de�nida sucesivamente por (3.11) y (3.13) con parámetros de compre-

sión dados por (3.12) y (3.14). Sea además aL el parámetro (3.19). Entonces, para

�~� < � � s � d, �~�0 < � 0 � s0 � d0 y r < s + s0, se veri�ca la estimación��h(LJ � Lc
J
)PJu; P

0

J
vi
�� . a�1

L
2�J(s+s

0�r)kukHs(I)kvkHs0(I) (3.20)

para todo u 2 Hs(I) y v 2 Hs0(I), uniformemente en J.

Demostración. Primero observamos la siguiente descomposición

LJ � Lc
J
= (LJ � L1

J
) + (L1

J
� Lc

J
);

la cual muestra explícitamente los dos procesos de compresión involucrados. Uti-

lizando los operadores de reconstrucción y discretización, y las matrices residuales

de�nidas en el Teorema 3.9, podemos escribir

LJ � Lc
J
= (F 0

J
)�
�
(LJ � L1J) + (L1

J
� Lc

J
)
�
FJ

=

J�1X
j=0

J�1X
j0=0

2j
0s0(Fj0

0 )�
�
RL

j0;j
+ SL

j0;j

�
Fj2

js:

Luego, considerando los proyectores Qj y Qj
0 sobre los espacios de ondelettesWj yW

0

j
,

respectivamente, estimamos

��h(LJ � Lc
J
)PJu; P

0

J
vi
�� � J�1X

j=0

J�1X
j0=0

��h(Fj00 )��RL

j0;j
+ SL

j0;j

�
Fj2

jsQju; 2
j0s0Qj0

0 vi
��

.

J�1X
j=0

J�1X
j0=0

�

RL

j0;j



+ 

SL
j0;j



�2jskQjukL2(I)2j
0
s
0

kQj0
0 vkL2(I):

Enseguida, deducimos de la propiedad de aproximación (1.22), para s; s0 � 0, y de la

estimación inversa (1.23), para s; s0 � 0, que

kQjukL2(I) . 2�jskukHs(I) y kQj0
0 vkL2(I) . 2�j

0s0kvk
Hs0(I):

Esto conduce a la estimación��h(LJ � Lc
J
)PJu; P

0

J
vi
�� .

 
J�1X
j=0

J�1X
j0=0

�

RL

j0;j



+ 

SL
j0;j



�!kukHs(I)kvkHs0(I):

Por otra parte, las estimaciones discretas (3.15) y (3.17) del Teorema 3.9 dan

J�1X
j=0

J�1X
j0=0

�

RL

j0;j



+ 

SL
j0;j



� . a�1
L
2�J(s+s

0�r)

 
J�1X
j=0

2(j�J)(n�s)

! 
J�1X
j0=0

2(j
0�J)(n0�s0)

!
:

Finalmente, notando que s � d < n y s0 � d0 < n0, conseguimos (3.20).
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Consistencia en las Normas de los Espacios de Energía

El siguiente teorema es un resultado de consistencia en las normas de los espacios

de energía H�(I) y H�
0

(I). Nuevamente recordamos que una elección apropiada de

parámetros de compresión será esencial cuando probemos, en el Lema 3.21, la esta-

bilidad de nuestras estrategias de compresión. Esto se entiende al observar que el

parámetro aL aparece explícitamente en la estimación (3.21) (ver también el Teore-

ma 3.18).

Teorema 3.11. Sea Lc
J
el operador de dimensión �nita asociado a la matriz com-

primida Lc
J
de�nida sucesivamente por (3.11) y (3.13) con parámetros de compre-

sión dados por (3.12) y (3.14). Sea además aL el parámetro (3.19). Entonces, para

�~� < � < d y �~�0 < � 0 < d0, se veri�ca la estimación��h(LJ � Lc
J
)uJ ; vJ i

�� . a�1
L
kuJkH�(I)kvJkH�0(I) (3.21)

para todo uJ 2 VJ y vJ 2 V 0

J
, uniformemente en J.

Demostración. Nuevamente utilizamos la descomposición

LJ � Lc
J
= (LJ � L1

J
) + (L1

J
� Lc

J
)

= (F 0

J
)�
�
(LJ � L1J) + (L1

J
� Lc

J
)
�
FJ :

A continuación, con los operadores de traslación D
�

J
: VJ ! VJ y D

�0

J
: V 0

J
! V 0

J

de�nidos como en la ecuación (1.33) del capítulo 1, esto es, D
�

J
:=
P

J�1

j=�1 2
j�Qj y

D
�0

J
:=
P

J�1

j=�1 2
j�0Q0

j
, estabilizamos el esquema discreto en la escala más �na por

LJ � Lc
J
= (D

�0

J
)�(F 0

J
)�
�
RL

J
+ SL

J

�
FJD

�

J
:

Luego, usando las estimaciones (3.16) y (3.18) del Teorema 3.9, obtenemos��h(LJ � Lc
J
)uJ ; vJ i

�� = ��h(F 0

J
)�
�
RL

J
+ SL

J

�
FJD

�

J
uJ ; D

�0

J
vJ i
��

.
�

RL

J



+ 

SL
J



�kD�

J
uJkL2(I)kD

�0

J
vJkL2(I)

. a�1
L
kD�

J
uJkL2(I)kD

�
0

J
vJkL2(I):

Para obtener (3.21) basta observar que los exponentes de regularidad Sobolev � y � 0

satisfacen �~� < � < d y �~�0 < � 0 < d0. Por lo tanto, de la desigualdad de nor-

mas (1.28) del capítulo 1, se sigue que

kD�

J
uJkL2(I) . kuJkH�(I) y kD�

0

J
vJkL2(I) . kvJkH�0(I):

Esto concluye la demostración.
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3.3.5 Complejidad de las Estrategias de Compresión

En esta subsección mostraremos que la matriz comprimida Lc
J
, de�nida sucesiva-

mente por (3.11) y (3.13), contiene sólo O(2J) coe�cientes no nulos.

Para permitir cierta �exibilidad en la elección de los parámetros de compresión

haremos uso de la siguientes observaciones. Notar que para el parámetro de la primera

compresión podemos escribir

J(n + n0 � r)� j(m+ n)� j 0(m0 + n0)

m+m0 + r
= �J + (J � j)� + (J � j 0)�0; (3.22)

con las constantes 0 < �; �0 < 1 de�nidas por

� :=
m+ n

m +m0 + r
y �0 :=

m0 + n0

m+m0 + r
:

De la misma forma, para el parámetro de la segunda compresión podemos escribir

J(n+ n0 � r)� j(m+ n)� j 0n0

m + r
= ��(j)"� j 0(1� ");

J(n+ n0 � r)� j 0(m0 + n0)� jn

m0 + r
= ��0(j 0)"0 � j(1� "0); (3.23)

con las constantes 0 < "; "0 < 1 de�nidas por

" :=
m+ r � n0

m + r
y "0 :=

m0 + r � n

m0 + r
;

y donde las funciones �(j) y �0(j 0) son como en la De�nición 3.7 de�nidas por

�(j) := j
1

1� �
� J

�

1� �
y �0(j 0) := j 0

1

1� �0
� J

�0

1� �0
;

para las constantes 0 < �; �0 < 1 dadas por

� :=
n+ n0 � r

m+ n
y �0 :=

n+ n0 � r

m0 + n0
:

Así, en vista de las de�niciones de los parámetros de compresión en (3.12) y (3.14),

en lo que sigue es su�ciente considerar la expresiones más simples en (3.22) y (3.23).

El próximo teorema muestra la importancia de elegir adecuadamente m, m0, n y n0

de modo que, aun cuando el orden del operador sea negativo, todas las constantes

de�nidas previamente puedan ser ajustadas para ser menores que uno.
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Teorema 3.12. Sean n < m0 + r y n0 < m + r tal que todas las constantes de�ni-

das previamente sean menores que uno. Entonces la matriz comprimida Lc
J
de�nida

sucesivamente por (3.11) y (3.13), con parámetros de compresión dados por

BL

j;j0
� bLmax

n
2�minfj;j0g; 2�J+(J�j)�+(J�j

0)�0
o
,

CL

j;j0
�

8><
>:
cLmax

n
2�j; 2��(j)"�j

0(1�")
o

si j 0 < �(j),

c0
L
max

n
2�j

0

; 2��
0(j0)"0�j(1�"0)

o
si j < �0(j 0),

tiene O(2J) coe�cientes no nulos, es decir, una complejidad proporcional al número

de incógnitas.

Demostración. Procedemos por etapas.

1. Primera Compresión. Sea L1
j0;j

:= [ l1
�0;�

]
k02�j0 ; k2�j

la submatriz en las escalas j 0 y j

de la matriz L1
J
de la De�nición 3.4 (ver la Figura 3.4). Por #L1

j0;j
denotamos su

número total de coe�cientes no nulos.

BL
j;j0j0

j

Figura 3.4: Submatriz L1
j0;j

y ancho de banda de compresión BL

j;j0
.

Primero contamos los coe�cientes que satisfacen la condición

dist� (��; �
0

�0
) � BL

j;j0
� 2�J+(J�j)�+(J�j

0)�0 :

En la k0-ésima �la de la submatriz L1
j0;j

hay a lo más O
�
2jBL

j;j0

�
coe�cientes no

nulos. Puesto que hay 2j
0

�las, tenemos la estimación

#L1
j0;j

= O
�
2j+j

0

BL

j;j0

�
; (3.24)



58 Capítulo 3. Aproximación Biortogonal del Acoplamiento FEM-BEM

esto es, #L1
j0;j
. 2J+(J�j)(��1)+(J�j

0)(�0�1). Luego, sumando sobre j y j 0, obtenemos

#L1
J
=

J�1X
j=0

J�1X
j0=0

#L1
j0;j
. 2J

 
J�1X
j=0

2(J�j)(��1)

! 
J�1X
j0=0

2(J�j
0)(�0�1)

!
. 2J ;

ya que 0 < �; �0 < 1. Contando ahora los coe�cientes para los cuales

dist� (��; �
0

�0
) � BL

j;j0
� 2�minfj;j0g; (3.25)

deducimos razonando como en (3.24) que #L1
j0;j
. 2maxfj;j

0g. En consecuencia

#L1
J
.

 
J�1X
j=0

jX
j0=0

2j

!
+

 
J�1X
j0=1

j0�1X
j=0

2j
0

!
. J 2J :

2. Segunda Compresión. A continuación, contamos nuevamente los coe�cientes que

satisfacen la condición (3.25) pero tomando en cuenta la segunda compresión.

Sea Lc
j0;j

:= [ lc
�0;�

]
k02�j0 ; k2�j

la submatriz en las escalas j 0 y j de la matriz Lc
J
en

la De�nición 3.7. Para j 0 < �(j) de�nimos el siguiente parámetro

DL

j;j0
:= max

k02�j0

max
k2�j

�
dist� (��; #

0

�0
) j lc

�0;�
6= 0

	
:

Contando los coe�cientes para los cuales

dist� (��; #
0

�0
) � DL

j;j0
� 2��(j)"�j

0(1�");

deducimos como en (3.24) que #Lc
j0;j

= O
�
2j+j

0

DL

j;j0

�
. Luego, sumando sobre

j y j 0, y observando que j > J� ya que �(j) > 0, obtenemos (ver la Figura 3.5)

#Lc
J
=

J�1X
j=dJ�e

b�(j)cX
j0=0

#Lc
j0;j
.

J�1X
j=dJ�e

2j��(j)"
b�(j)cX
j0=0

2j
0
" .

J�1X
j=dJ�e

2j��(j)" 2�(j)" . 2J ;

puesto que es una serie geométrica de razón dos. Contando ahora los coe�cientes

para los cuales

dist� (��; #
0

�0
) � DL

j;j0
� 2�j;

tenemos #Lc
j0;j
. 2j

0

, y por lo tanto

#Lc
J
=

J�1X
j=dJ�e

b�(j)cX
j0=0

#Lc
j0;j
.

J�1X
j=dJ�e

b�(j)cX
j0=0

2j
0

.

J�1X
j=dJ�e

2�(j) . 2�(J) = 2J :

El caso j < �0(j 0) sigue usando los mismos argumentos.
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j0
= J � 1

j0
= dJ�0

e

.

.

.

j = dJ�e j = J � 1: : :

j0
= b�(j)c

j = b�0
(j0

)c

Figura 3.5: Submatrices de Lc
J
con segunda compresión.

3. Términos Residuales. Resta contar los coe�cientes que satisfacen la condición

(3.25) pero que no han sido afectados por la segunda compresión. Este número de

coe�cientes es estimado por

#L1
J
.

 
bJ�cX
j=0

jX
j0=0

2j +

J�1X
j=dJ�e

jX
j0=d�(j)e

2j

!
+

 
bJ�0cX
j0=1

j0�1X
j=0

2j
0

+

J�1X
j0=dJ�0e

j0�1X
j=d�0(j0)e

2j
0

!

.

 
J� 2J� +

J�1X
j=dJ�e

(J � j)2j

!
+

 
J�02J�

0

+

J�1X
j0=dJ�0e

(J � j 0)2j
0

!

.

 
2J + 2J

J�1X
j=dJ�e

(J � j)2�(J�j)

!
+

 
2J + 2J

J�1X
j0=dJ�0e

(J � j 0)2�(J�j
0)

!

. 2J + 2J
1X
j=0

j 2�j . 2J ;

donde las estimaciones J� 2J�; J�0 2J�
0

. 2J son válidas para �; �0 < 1 su�ciente-

mente pequeños.

Esto completa la demostración.
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3.4 Compresión de Matrices para el Acoplamiento

FEM-BEM

Hasta ahora nuestro análisis ha estado restringido a un operador genérico L repre-

sentando a los operadores V , K yW de�nidos en (2.14). Luego, con el �n de proponer

la estrategia de compresión de matrices para el acoplamiento FEM-BEM, en lo que

sigue debemos considerar que los resultados establecidos en la sección anterior son

válidos de acuerdo a los parámetros dados en la Tabla 3.1 a continuación.

L r � � 0

V �1 �1=2 �1=2
K 0 1=2 �1=2
W 1 1=2 1=2

Tabla 3.1: Parámetros de los operadores V , K y W .

Después de esta observación, estamos en situación de proponer la estrategia de

compresión de matrices para el acoplamiento FEM-BEM, la cual será llevada a cabo

por medio de la compresión de la forma bilineal B de�nida por (2.13).

3.4.1 Compresión de la Forma Bilineal B

De acuerdo a la discretización introducida en la sección 2.4, dada una función

v 2 Vh, la función de una variable ! = vÆ
 pertenece al espacio VJ = Sh � H1=2(I) de

las funciones 1-periódicas, continuas y lineales por tramos de�nidas sobre la partición

uniforme 0 = t0 < t1 < � � � < t2J = 1, con tk+1 � tk = h = 2�J , k 2 �J = Z=2JZ.

Si denotamos por

�J :=
�
�J;k j k 2 �J

	
la base nodal de VJ , es decir, las funciones en VJ que satisfacen �J;k(tk0) = Æk;k0,

deducimos que el conjunto

�0

J
:=
�
�0
J;k
j k 2 �J nf0g

	
forma una base de V 0

J
= Uh � H

�1=2
0 (I), el espacio de las funciones 1-periódicas,

constantes por tramos y con media cero, donde 0 denota derivación. Notar que
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estos conjuntos constituyen bases para los espacios discretos en una única escala de

discretización. A continuación, para la compresión de la forma bilinealB, procedemos

a elegir las correspondientes bases multiescala.

Tomando en cuenta los parámetros de la Tabla 3.1, y las condiciones sobre los

parámetros de compresión establecidas en los Lemas 3.6 y 3.8, para la discretización

y compresión del operador K son necesarias dos bases de ondelettes, una para VJ y

otra para V 0

J
, tal que los ordenes de sus momentos nulos m y m0 excedan los ordenes

de aproximación de los espacios V 0

J
y VJ , respectivamente, los que en nuestro caso

son d0 = 1 y d = 2. Esto demanda m > 1 y m0 > 2. Por otro lado, para la

discretización y compresión del operador V se requiere una base de ondelettes para

V 0

J
tal que el orden de sus momentos nulos m0 satisfaga la condición d0 < m0 � 1, es

decir, m0 > 2. Análogamente, para la discretización y compresión del operador W se

requiere una base de ondelettes para VJ cuyo orden de momentos nulos m satisfaga

la condición d < m+ 1, es decir, m > 1.

Puesto que la medida del soporte de las ondelettes se incrementa proporcionalmen-

te con el orden de momentos nulos (ver la ecuación (A.4) del apéndice), reduciendo

en cierta medida la compresión, es importante �jar un compromiso entre el tamaño

de los soportes y el decaimiento esperado en los coe�cientes matriciales, con el �n de

obtener en la práctica la mayor compresión. De esta forma, denotando por 	
d;m

J
la

base de ondelettes con orden de aproximación d y orden de momentos nulos m = ~d,

para la discretización y compresión de los operadores integrales de�nidos en (2.14)

podemos elegir, de acuerdo a las restricciones del párrafo anterior, cualquiera de las

siguientes bases

	
1;m0

J
� V 0

J
para el operador V , con m0 � 3,

	
2;m
J

� VJ y 	
1;m0

J
� V 0

J
para el operador K, con m � 2 y m0 � 3, y

	
2;m
J

� VJ para el operador W , con m � 2: (3.26)

Observación 3.13. Esta elección de las bases ondelettes nos permite concluir, al

igual que un esquema con una única escala de discretización, que tan sólo dos bases

son necesarias y su�cientes para la discretización multiescala de todos los términos de

frontera en el acoplamiento FEM-BEM. Así, por ejemplo, como en una única escala

de discretización estamos usando la base nodal para VJ y funciones constantes por

tramos para V 0

J
, en el correspondiente esquema multiescala basta utilizar las bases de

ondelettes 	
1;3
J

y 	
2;2
J

para la discretización y compresión de los operadores en (2.14),

y satisfacer de esta forma todos requerimientos de la sección anterior.
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Una vez elegidas las bases multiescala para la discretización y compresión de los

operadores V , K y W , la compresión de la forma bilineal B es como sigue. Primero,

no es difícil comprobar que la matriz de rigidez en ondelettes de la forma bilineal B,

con respecto a las bases en (3.26), es dada por

BJ :=

"
WJ K>

J

�KJ VJ

#
; (3.27)

donde VJ , KJ y WJ son, respectivamente, las matrices de rigidez en ondelettes de

los operadores V , K y W , de�nidas apropiadamente por (3.1). Más precisamente,

para las funciones  � 2 	
2;m
J

y  0
�
2 	

1;m0

J
, tenemos

VJ :=
�
hV  0

�
;  0

�0
i
�
�0;�2rJ

;

KJ :=
�
hK �;  0�0 i

�
�0;�2rJ

;

WJ :=
�
h �0;W �i

�
�0;�2rJ

: (3.28)

Luego, de�nimos la matriz comprimida Bc

J
, asociada a la matriz BJ en (3.27), por

Bc

J
:=

"
Wc

J
Kc

J

>

�Kc

J
Vc

J

#
; (3.29)

donde las matrices comprimidas Vc

J
, Kc

J
y Wc

J
son de�nidas de la siguiente forma y

con los siguientes parámetros de compresión.

De�nición 3.14. Para la compresión de la forma bilineal B de�nimos

1. La matriz comprimida Vc

J
, asociada a la matriz VJ := [ v�0;� ]�0;�2rJ en (3.28), por

vc
�0;�

:=

8>>>>><
>>>>>:

0 si dist� (�
0

�
; �0
�0
) > BV

j;j0
,

0 si dist� (�
0

�
; #0

�0
) > CV

j;j0
, j 0 < �0(j),

0 si dist� (#
0

�
; �0
�0
) > CV

j;j0
, j < �0(j 0),

v�0;� en otro caso,

con �0(j) := j 1
1��0

� J �
0

1��0
, �0 := 2n0+1

m0+n0
, y parámetros de compresión dados por

BV

j;j0
� bV max

n
2�minfj;j0g; 2

J(2n0+1)�(j+j0)(m0+n0)

2m0�1

o
,

CV

j;j0
� c0

V
max

n
2�maxfj;j0g; 2

J(2n0+1)�maxfj;j0gm0
�(j+j0)n0

m0�1

o
, (3.30)

donde bV , c
0

V
> 1 y 1 < n0 < m0 � 1, con m0 � 3.
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2. La matriz comprimida Kc

J
, asociada a la matriz KJ := [ k�0;� ]�0;�2rJ en (3.28), por

kc
�0;�

:=

8>>>>><
>>>>>:

0 si dist� (��; �
0

�0
) > BK

j;j0
,

0 si dist� (��; #
0

�0
) > CK

j;j0
, j 0 < �(j),

0 si dist� (#�; �
0

�0
) > CK

j;j0
, j < �0(j 0),

k�0;� en otro caso,

con �(j) := j 1
1��

� J �

1��
, � := n+n0

m+n
, y �0(j 0) := j 0 1

1��0
� J �0

1��0
, �0 := n+n0

m0+n0
, y

parámetros de compresión dados por

BK

j;j0
� bK max

n
2�minfj;j0g; 2

J(n+n0)�j(m+n)�j0(m0+n0)

m+m0

o
,

CK

j;j0
�

8>><
>>:
cK max

n
2�j; 2

J(n+n0)�j(m+n)�j0n0

m

o
si j 0 < �(j),

c0
K
max

n
2�j

0

; 2
J(n+n0)�jn�j0(m0+n0)

m0

o
si j < �0(j 0),

(3.31)

donde bK, cK, c
0

K
> 1, 2 < n < m0 y 1 < n0 < m, con m � 2 y m0 � 3.

3. La matriz comprimidaWc

J
, asociada a la matrizWJ :=[w�0;� ]�0;�2rJ en (3.28), por

wc
�0;�

:=

8>>>>><
>>>>>:

0 si dist� (��; ��0) > BW

j;j0
,

0 si dist� (��; #�0) > CW

j;j0
, j 0 < �(j),

0 si dist� (#�; ��0) > CW

j;j0
, j < �(j 0),

w�0;� en otro caso,

con �(j) := j 1
1��

� J �

1��
, � := 2n�1

m+n
, y parámetros de compresión dados por

BW

j;j0
� bW max

n
2�minfj;j0g; 2

J(2n�1)�(j+j0)(m+n)

2m+1

o
,

CW

j;j0
� cW max

n
2�maxfj;j0g; 2

J(2n�1)�maxfj;j0gm�(j+j0)n

m+1

o
, (3.32)

donde bW , cW > 1 y 2 < n < m+ 1, con m � 2.

Observación 3.15. Un punto importante aquí, el cual debemos mencionar antes de

proceder con el análisis de consistencia, es que, a diferencia de como acaba de ser

propuesta la compresión de la forma bilineal B, la implementación computacional

respectiva no requiere el cálculo explícito de la matriz Wc

J
como en el tercer punto

de la De�nición 3.14, sino que ella puede ser calculada en términos de la matriz Vc

J
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usando la identidad h!;W�i = hV �0; !0i dada en la Proposición 2.3 del capítulo 2.

Lo anterior, sin afectar la consistencia, estabilidad y convergencia del esquema com-

primido original. En efecto, escogiendo bW = bV > 1 y n0 2 R tal que 1 < n0 < m0�1,

obtenemos para m0 = m+1 y n = n0+1 también la condición 2 < n < m+1. Luego,

podemos elegir BW

j;j0
= BV

j;j0
, lo cual da lugar al mismo conjunto de coe�cientes no

nulos en las respectivas matrices. Desafortunadamente, sin embargo, lo anterior es

imposible de veri�car para los parámetros de la segunda compresión, y es necesa-

rio examinar el error de compresión desde un punto de vista más analítico (ver el

Teorema 3.19).

Finalmente, por otra parte, similar a la de�nición del parámetro aL en (3.19),

de�nimos los siguientes parámetros

aV := min
n
bV

2m0
�1; c0

V

m
0�1
o
;

aK := min
n
bK

m+m0

; cK
m; c0

K

m0
o
;

aW := min
n
bW

2m+1; cW
m+1
o
; (3.33)

los cuales, obviamente, resultan ser mayores que uno debido a la elección de las bases

de ondelettes en (3.26).

3.4.2 Consistencia

El análisis de consistencia comprende dos etapas. En primer lugar, cuanti�camos

el error de consistencia como el orden en que una forma bilineal comprimida aproxima

a la forma bilineal B en normas de espacios de Sobolev con índices mayores que � y

� 0. Esto es crucial para el análisis de convergencia subsiguiente. También, medimos

el error de consistencia en la escala más �na de discretización y en las normas de

los espacios de energía. Esto conducirá a la estabilidad de nuestra estrategia de

compresión (ver el Lema 3.21). En segundo lugar, procedemos a examinar el error de

consistencia cuando la compresión del operador hipersingular es de�nida en términos

de aquella de�nida para el operador de capa simple. Luego, con el �n de establecer

los resultados de consistencia para la compresión de la forma bilineal B, necesitamos

introducir algunas notaciones.

Sean V c

J
, Kc

J
y W c

J
los operadores de dimensión �nita asociados a las matrices

comprimidas Vc

J
, Kc

J
y Wc

J
de la De�nición 3.14, con parámetros de compresión

dados por (3.30), (3.31) y (3.32), respectivamente. Además, de�niendo el espacio



3.4. Compresión de Matrices para el Acoplamiento FEM-BEM 65

producto MJ := VJ � V 0

J
= Mh � M , sea Bc : MJ � MJ ! R la forma bilineal

comprimida de�nida por

Bc
�
(�J ; �J); (!J ; �J)

�
:= hPJ!;W c

J
PJ�i+ hKc

J
PJ!; P

0

J
�i

� hKc

J
PJ�; P

0

J
�i+ hV c

J
P 0

J
�; P 0

J
�i; (3.34)

donde para todo � 2 Hs(I), ! 2 H t(I), � 2 Hs
0

(I) y � 2 H t
0

(I), hemos denotado

�J = PJ�, !J = PJ!, �J = P 0

J
� y �J = P 0

J
�, respectivamente. De�nimos también el

siguiente parámetro

aB := min
�
aV ; aK ; aW

	
; (3.35)

con los parámetros aV , aK y aW de�nidos en (3.33). Corresponde señalar que este

parámetro es el que �nalmente determina la estabilidad de nuestra estrategia de com-

presión, ya que si es elegido lo su�cientemente grande, la forma bilineal comprimidaAc

de�nida por (2.27) resulta ser estable (ver el Lema 3.21).

Ahora estamos en condiciones de establecer las estimaciones de consistencia para la

compresión de la forma bilinealB. Primero, como una consecuencia del Teorema 3.10,

con los parámetros apropiados de la Tabla 3.1, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.16. Sean los parámetros de regularidad ~� > �1=2, ~�0 > 1=2, Bc la forma

bilineal comprimida de�nida por (3.34) y aB el parámetro (3.35). Entonces, para

1=2 � s, t � 2, �1=2 � s0, t0 � 1, 1 < s + t, 0 < t + s0, 0 < s + t0 y �1 < s0 + t0, se

veri�ca la estimación

��B�(�J ; �J); (!J ; �J)�� Bc
�
(�J ; �J); (!J ; �J)

���
. a�1

B

n
2�J(s+t�1)k�kHs(I)k!kHt(I) + 2�J(t+s

0)k!kHt(I)k�kHs0(I)

+ 2�J(s+t
0)k�kHs(I)k�kHt0(I) + 2�J(s

0+t0+1)k�k
Hs0(I)k�kHt0(I)

o
(3.36)

para todo � 2 Hs(I), ! 2 H t(I), � 2 Hs
0

(I) y � 2 H t
0

(I), uniformemente en J.

Observación 3.17. Notar que el Teorema 3.16 demanda que los parámetros de regu-

laridad Sobolev de los espacios de multiresolución duales ~Vj y ~V 0

j
satisfagan ~� > �1=2

y ~�0 > 1=2, respectivamente. Pero esto es inmediatamente satisfecho por las bases de

ondelettes elegidas en (3.26), ya que para las respectivas funciones de escala duales

uno tiene, al menos, ~� 2 L2(I) para d = m = 2, y ~�0 2 C(I) para d0 = 1 y m0 = 3

(ver las Figuras A.1 y A.2 del apéndice) (ver también [6]).
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Demostración. En primer lugar observamos que

��B�(�J ; �J); (!J ; �J)��Bc
�
(�J ; �J); (!J ; �J)

���
�
��hPJ!; (WJ �W c

J
)PJ�i

��+ ��h(KJ �Kc

J
)PJ!; P

0

J
�i
��

+
��h(KJ �Kc

J
)PJ�; P

0

J
�i
��+ ��h(VJ � V c

J
)P 0

J
�; P 0

J
�i
��:

Luego, usando el Teorema 3.10 y los parámetros de la Tabla 3.1, podemos estimar

cada término en esta expresión por��hPJ!; (WJ �W c

J
)PJ�i

�� . a�1
W

2�J(s+t�1)k�kHs(I)k!kHt(I);��h(KJ �Kc

J
)PJ!; P

0

J
�i
�� . a�1

K
2�J(t+s

0)k!kHt(I)k�kHs0(I);��h(KJ �Kc

J
)PJ�; P

0

J
�i
�� . a�1

K
2�J(s+t

0)k�kHs(I)k�kHt0(I);��h(VJ � V c

J
)P 0

J
�; P 0

J
�i
�� . a�1

V
2�J(s

0+t0+1)k�k
Hs0(I)k�kHt0(I):

Esto completa la demostración.

Ahora, usando el Teorema 3.11 y los parámetros de la Tabla 3.1, establecemos

el siguiente resultado de consistencia en la escala más �na de discretización y en la

norma del espacio de energía M = H1=2(I)�H
�1=2
0 (I).

Teorema 3.18. Sean los parámetros de regularidad ~� > �1=2, ~�0 > 1=2, Bc la forma

bilineal comprimida de�nida por (3.34) y aB el parámetro (3.35). Entonces se veri�ca

la estimación

��B�(�J ; �J); (!J ; �J)��Bc
�
(�J ; �J); (!J ; �J)

���
. a�1

B

n
k�JkH1=2(I)k!JkH1=2(I) + k!JkH1=2(I)k�JkH�1=2(I)

+ k�JkH1=2(I)k�JkH�1=2(I) + k�JkH�1=2(I)k�JkH�1=2(I)

o
. a�1

B



(�J ; �J)


M



(!J ; �J)


M

(3.37)

para todo (�J ; !J), (�J ; �J) 2MJ , uniformemente en J.

Demostración. Similar a la del Teorema 3.16.

A continuación, procedemos a estudiar el error de consistencia cuando el opera-

dor hipersingular W es discretizado y comprimido en términos del operador de capa

simple V . El punto central en el análisis siguiente consiste en que los coe�cientes ma-

triciales h �0;W �i pueden ser calculados en términos de los coe�cientes matriciales

hV  0
�
;  0

�0
i, donde  0

�
y  0

�0
son las derivadas de  � y  �0 , respectivamente.
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En efecto, sea  d;m la ondelette asociada a la base de ondelettes 	
d;m

J
. Entonces,

como se muestra en [6], se tiene módulo una constante�
 d;m

�0
=  d�1;m+1;

donde 0 indica derivación. Luego, después de una normalización, vemos que para

ondelettes  � 2 	
2;m
J

y  0
�
2 	

1;m0

J
, con m0 = m+ 1 y m � 2, se tiene

( �)
0 = 2j 0

�
:

Por lo tanto, usando la identidad

h!;W�i = hV �0; !0i;

válida para todo �; ! 2 H1=2(I) (ver la Proposición 2.3), deducimos que los coe�-

cientes matriciales w�0;� = h �0;W �i, correspondientes a la discretización del ope-

rador hipersingular, pueden ser calculados en función de los coe�cientes matriciales

v�0;� = hV  0
�
;  0

�0
i, correspondientes a la discretización del operador de capa simple,

por medio de la siguiente relación

w�0;� = 2j+j
0

v�0;�:

Así, para la compresión del operador W de�nimos, con m0 = m + 1, la matriz

comprimidaWc

J
:= [wc

�0;�
]
�0;�2rJ

, asociada a la matriz WJ := [w�0;� ]�0;�2rJ , por

wc
�0;�

:= 2j+j
0

vc
�0;�
; (3.38)

donde los vc
�0;�

son los coe�cientes de la matriz comprimida Vc

J
de�nida en el primer

punto de la De�nición 3.14 con parámetros de compresión dados por (3.30). El

siguiente teorema cuanti�ca el error de consistencia en la compresión del operador

hipersingular por (3.38).

Teorema 3.19. Sean m0 = m + 1, el parámetro de regularidad ~�0 > 1=2 y W c

J
el

operador de dimensión �nita asociado a la matriz comprimidaWc

J
de�nida por (3.38).

Entonces, para �1=2 � s0, t0 � 1 y �1 < s0 + t0, se tiene la estimación��hPJ!; (WJ �W c

J
)PJ�i

�� . a�1
V
2�J(s

0+t0+1)k�k
Hs0+1(I)k!kHt0+1(I) (3.39)

para todo � 2 Hs0+1(I) y ! 2 H t0+1(I), uniformemente en J. Además, la siguiente

estimación ��h!J ; (WJ �W c

J
)�J i

�� . a�1
V
k�JkH1=2(I)k!kH1=2(I) (3.40)

es válida para todo �J ,!J 2 VJ , uniformemente en J.
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Demostración. Primeramente observamos que debido a la de�nición en (3.38) se tie-

nen las siguientes identidades

WJ �W c

J
=

J�1X
j=0

J�1X
j0=0

2j
0t0F �

j0

�
RW

j0;j
+ SW

j0;j

�
Fj2

js0

=

J�1X
j=0

J�1X
j0=0

2j
0(t0+1)F �

j0

�
RV

j0;j
+ SV

j0;j

�
Fj2

j(s0+1);

con las matrices residuales de�nidas como en el Teorema 3.9. Luego, procediendo

como en la demostración del Teorema 3.10, obtenemos

��hPJ!; (WJ �W c

J
)PJ�i

�� .
 
J�1X
j=0

J�1X
j0=0

�

RV

j0;j



 + 

SV
j0;j



�!k�k
Hs0+1(I)k!kHt0+1(I):

La demostración de (3.39) concluye utilizando las estimaciones del Teorema 3.9 y

los argumentos en la última parte de la demostración del Teorema 3.10. La estima-

ción (3.40) sigue análogamente.

En virtud de este resultado, el teorema a continuación establece que la de�nición

en (3.38) preserva la consistencia de nuestra estrategia de compresión para la forma

bilineal B.

Teorema 3.20. Sea Bc la forma bilineal comprimida de�nida por (3.34) con el ope-

rador W c

J
dado por el Teorema 3.19. Entonces las estimaciones (3.36) y (3.37) de los

Teoremas 3.16 y 3.18, respectivamente, se veri�can con aB = minfaV ; aKg.

3.4.3 Estabilidad, Convergencia y Complejidad

En esta subsección probaremos que la solución (uc
h
; �c

h
) del esquema de Galerkin

comprimido (2.26) converge con el mismo orden (2.25) que la solución de Galerkin

exacta (uh; �h) en (2.23), pero con complejidad lineal.

En primer lugar, la estimación para el error de consistencia del Teoremas 3.18 nos

permitirá probar la estabilidad de la forma bilineal comprimidaAc de�nida por (2.27).

En efecto, debido a la estabilidad de la forma bilineal A de�nida por (2.18), y la

consistencia de la forma bilineal comprimida Bc expresada en la estimación (3.37) del

Teorema 3.18, la forma bilineal comprimida Ac es estable en la norma del espacio de

energía H = H1
0 (
)�H

�1=2
0 (I).
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Lema 3.21 (Estabilidad). Si el parámetro aB de�nido por (3.35) es su�cientemente

grande, la forma bilineal comprimida Ac de�nida por (2.27) es estable en la norma

del espacio de energía H, esto es,

Ac
�
(vh; �h); (vh; �h)

�
&


(vh; �h)

2

H

para todo (vh; �h) 2 Hh.

Demostración. La estimación (3.37) del Teorema 3.18 con (�J ; �J) = (!J ; �J) da

��B�(!J ; �J); (!J ; �J)��Bc
�
(!J ; �J); (!J ; �J)

��� . a�1
B



(!J ; �J)

2
M

(3.41)

para todo (!J ; �J) 2 MJ . Luego, denotando por (!J ; �J) = (vh Æ 
; �h) para todo

(vh; �h) 2 Hh, obtenemos con (3.41) y la H-elipticidad de A

Ac
�
(vh; �h); (vh; �h)

�
�
��A�(vh; �h); (vh; �h)���
�
��B�(!J ; �J); (!J ; �J)�� Bc

�
(!J ; �J); (!J ; �J)

���
&


(vh; �h)

2

H
� a�1

B



(!J ; �J)

2
M

&


(vh; �h)

2

H
� a�1

B



(vh; �h)

2
H

&


(vh; �h)

2

H
;

siempre que el parámetro aB > 1 sea su�cientemente grande.

Enseguida, habiendo probado la estabilidad de nuestra estrategia de compresión,

podemos aplicar el Lema de Strang (ver el capítulo 2) para concluir que el error en la

solución del esquema comprimido (2.26) es uniformemente acotado por un múltiplo

de la suma del error de aproximación y el error de consistencia. En consecuencia,

usando el Teorema 3.16, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.22 (Convergencia). Sean (uc
h
; �c

h
) 2 Hh la solución del esquema de

Galerkin comprimido (2.26) y (u; �) 2 H la solución exacta de (2.19). Sea además la

estimación (3.36) del Teorema 3.16 con s = 3=2, t = s0 = 1=2 y t0 = �1=2. Entonces,
si u 2 H2(
), la solución aproximada (uc

h
; �c

h
) converge a la solución exacta (u; �) de

acuerdo a 

(u; �)� (uc
h
; �c

h
)



H
. hkukH2(
),

uniformemente en h = 2�J .
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Demostración. Elegimos en la estimación (2.28) del Lema de Strang (vh; �h) como la

solución de Galerkin exacta en (2.23), esto es, (vh; �h) = (uh; �h). Luego, denotando

�J = uh Æ 
, �J = �h, !J = wh Æ 
 y �J = %h, y utilizando la convergencia (2.25),

obtenemos a partir de la estimación (2.28)



(u; �)� (uc
h
; �c

h
)



H
. hkukH2(
)

+ sup
(!J ; �J )2MJ

��B�(�J ; �J); (!J ; �J)�� Bc
�
(�J ; �J); (!J ; �J)

���

(!J ; �J)


M

: (3.42)

Por otro lado, usando el teorema de trazas, u 2 H2(
) implica u Æ 
 2 H3=2(I)

y � = (p Æ 
)� 2 H1=2(I). De esta forma, denotando � = u Æ 
 y ! = v Æ 
, la
estimación (3.36) del Teorema 3.16 con s = 3=2, t = s0 = 1=2 y t0 = �1=2 da��B�(�J ; �J); (!J ; �J)�� Bc

�
(�J ; �J); (!J ; �J)

��� . 2�J


(�; �)



N



(!; �)


M
;

donde N = H3=2(I)�H1=2(I). La estabilidad de las bases de ondelettes nos permiten

deducir que


(!; �)



M
�


(!J ; �J)



M
. En consecuencia, tenemos��B�(�J ; �J); (!J ; �J)��Bc
�
(�J ; �J); (!J ; �J)

���

(!J ; �J)


M

. h


(�; �)



N
(3.43)

para todo (!J ; �J) 2 MJ , donde h = 2�J . Así, substituyendo (3.43) en (3.42),

�nalmente obtenemos

(u; �)� (uc
h
; �c

h
)



H
. h

n
kukH2(
) + k(�; �)kN

o
. hkukH2(
);

donde en el último paso hemos usado el hecho que � = (p Æ 
)�, y nuevamente el

teorema de trazas.

Antes de concluir la presente sección, un resultado inmediato de establecer es

aquel que nos indica que la matriz comprimida Bc

J
de�nida por (3.29) tiene tan sólo

O(2J) coe�cientes no nulos. En efecto, el Teorema 3.12 implica el siguiente resultado

respecto de la complejidad del método compresión de matrices propuesto para el

acoplamiento FEM-BEM.

Teorema 3.23 (Complejidad). Sean las hipótesis del Teorema 3.12 válidas de

acuerdo a los parámetros de la Tabla 3.1. Entonces la matriz comprimida Bc

J
de�nida

por (3.29) tiene O(2J) coe�cientes no nulos, es decir, una complejidad proporcional a

los grados de libertad sobre la frontera.
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3.5 Aspectos Computacionales

3.5.1 Una Formulación Variacional Coercitiva

Para la implementación computacional del método de acoplamiento con dos ecua-

ciones integrales es conveniente considerar una formulación variacional algo dife-

rente. La formulación variacional que es adecuada consiste en tomar la condiciónR
�
p(x) dsx =

R
I
�(t) dt = 0 del Lema 2.1, como una restricción y no como una pro-

piedad intrínseca de los espacios de aproximación.

Más precisamente, con el espacio N := H�1=2(I)�R, sea e : N �N ! R la forma

bilineal de�nida por

e
�
(�; c); (�; d)

�
:= d h1; �i � c h1; �i:

Luego, de�niendo el espacio producto H := H1
0 (
) � H�1=2(I) � R, obtenemos la

forma bilineal L : H�H ! R de�nida por

L
�
(u; �; c); (v; �; d)

�
:= a(u; v) + b

�
(u Æ 
; �); (v Æ 
; �)

�
+B

�
(u Æ 
; �); (v Æ 
; �)

�
+ e
�
(�; c); (�; d)

�
; (3.44)

donde a(u; v) :=
R


ru �rv dx es la clásica forma bilineal del método de elementos

�nitos, y las formas bilineales b : M �M ! R y B : M �M ! R, ahora con el

espacio producto M := H1=2(I) � H�1=2(I), son de�nidas, respectivamente, por las

ecuaciones (2.12) y (2.13) en el capítulo 2.

De esta forma, la formulación variacional del problema acoplado (2.9), apropiada

para la implementación computacional, consiste en: Encontrar (u; �; c) 2 H tal que

L
�
(u; �; c); (v; �; d)

�
=

Z



fv dx para todo (v; �; d) 2 H. (3.45)

La formulación variacional (3.45) tiene varias ventajas. En particular, el operador

identidad puede ser representado de manera estable en una única escala de discre-

tización por funciones constantes por tramos. Por el contrario, la elección usual de

funciones constantes por tramos y con media cero, con el �n de garantizar la condi-

ción
R
�
p(x) dsx = 0, es extremadamente inestable. Además, esta formulación permite

elegir bases tales que los espacios discretos asociados a H1=2(I) y H�1=2(I) tengan

la misma dimensión (comparar con las bases de�nidas al comienzo de la subsec-

ción 3.4.1). Esto simpli�ca ampliamente nuestra aplicación de los métodos ondelettes
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al método de acoplamiento. Observamos, por otro lado, que la formulación (3.45)

di�ere de la formulación (2.19) sólo en un operador de rango �nito (ver la de�nición

del operador E en (3.46)).

La demostración de existencia y unicidad de solución para la formulación (3.45)

es una consecuencia de la desigualdad de Gårding y la alternativa de Fredholm. En

efecto, bajo la suposición que el dominio
 tiene diámetro menor que uno, no es difícil

probar que la forma bilineal L es continua, coercitiva e inyectiva. Por consiguiente,

observamos que la teoría de compresión de matrices desarrollada previamente en este

capítulo se aplica igualmente a la formulación variacional (3.45).

A continuación, con el �n de facilitar el análisis subsiguiente, sea L : H ! H� el

operador inducido por la forma bilineal L mediante la relación�
L(u; �; c); (v; �; d)

�
= L

�
(u; �; c); (v; �; d)

�
;

donde [�; �] denota el producto de dualidad entre H y H�. Es directo comprobar que

L es el operador matricial dado por

L :=

2
64A+G�WG �G�

�
1
2
�K

���
1
2
�K

�
G V �E�

E

3
75 ; (3.46)

donde V : H�1=2(I) ! H1=2(I), K : H1=2(I) ! H1=2(I) y W : H1=2(I) ! H�1=2(I)

son los operadores integrales de�nidos en (2.14), A : H1
0 (
)! H�1(
) es el operador

inducido por la forma bilineal a, es decir, (Au)v = a(u; v), G : H1
0 (
) ! H1=2(I) es

un operador de traza de�nido por Gu = u Æ 
, y E : H�1=2(I)! R es el operador de

rango �nito dado por E� := h1; �i.
Así, bajo la suposición que diam(
) < 1, se sigue que el operador matricial L

de�nido por (3.46) es biyectivo, es decir,

kLv̂kH� � kv̂kH

para todo v̂ = (v; �; d) 2 H, y la ecuación de operador Lû = f̂ tiene una única

solución û = (u; �; c) 2 H para cada f̂ 2 H�.

3.5.2 Discretización y Cambio de Bases

En la sección 2.4 introdujimos una triangulación regular del dominio 
 formada

por triángulos curvos a lo largo de � . No obstante, puesto que posteriormente hare-

mos uso del precondicionador BPX [3], necesitamos de�nir una sucesión creciente de

triangulaciones.



3.5. Aspectos Computacionales 73

Dado j0 2 N , sea 0 = t0;0 < t0;1 < � � � < t0;N0
= 1, N0 := 2j0, una partición

uniforme del intervalo �I = [0; 1], con t0;k+1 � t0;k = h0 := 1=N0, k 2 �0 := Z=N0Z,

y denotemos por 
h0
� 
 el dominio poligonal con vértices sobre � dados por


(t0;0); 
(t0;1); : : : ; 
(t0;N0�1). Sea �h0 una triangulación regular de �
h0
formada por

triángulos Ti cuyos diámetros satisfacen diamTi � h0 supt2�I �(t) � 1. Procediendo

como en la sección 2.4, esto es, reemplazando cada triángulo con dos vértices sobre

� por el correspondiente triángulo curvo, conseguimos una triangulación inicial ~�h0
formada por triángulos rectos y curvos. Luego, subdividiendo el triángulo de referen-

cia T̂ en 4; 16; 64; : : : triángulos congruentes, obtenemos un re�namiento uniforme de

~�h0, conduciendo a la sucesión creciente de triangulaciones

~�h0 � ~�h1 � ~�h2 � � � �

tal que diamTi � hj supt2�I �(t) � 2�j para todo Ti 2 ~�hj , donde hj := 2�jh0 (ver

en [20] más detalles de esta construcción).

Ahora, sea 
j un conjunto de índices para los nodos de la triangulación ~�hj ,

excepto aquellos nodos que están sobre la frontera �0. Sea además �j un conjunto

de índices para los nodos que están sobre la frontera � . Denotando por 'j;k la única

función lineal que toma el valor uno en el nodo k de ~�hj , mientras que se anula en

el resto de los otros nodos, no es difícil ver que los conjuntos �j :=
�
'j;k j k 2 
j

	
generan sobre la triangulación ~�hj los espacios

Vhj := closH1(
)

�
span�j

�
como una sucesión creciente de subespacios cerrados,

Vh0 � Vh1 � � � � � H1
0 (
);

cuya unión es densa en H1
0 (
).

Notar que la estrategia de re�namiento anterior conduce en el j-ésimo paso a

la partición uniforme 0 = tj;0 < tj;1 < � � � < tj;Nj
= 1 del intervalo [0; 1], con

Nj := 2jN0 y tj;k+1 � tj;k = hj, k 2 �j := Z=NjZ. Por consiguiente, denotando por

�j;k := �(Nj � �k), k 2 �j, donde � es la función característica del intervalo [0; 1],

deducimos que los conjuntos �j :=
�
�j;k j k 2 �j

	
generan los espacios

Vj := closH�1=2(I)

�
span�j

�
como una sucesión creciente de subespacios cerrados,

V0 � V1 � � � � � H�1=2(I);



74 Capítulo 3. Aproximación Biortogonal del Acoplamiento FEM-BEM

cuya unión es densa en H�1=2(I).

De esta forma, la discretización del operador L con respecto a las bases �J y �J

es como sigue. Dadas las funciones uJ 2 VhJ y �J 2 VJ , y escribiendo

uJ =
X

k2
Jn�J

u

J;k
'J;k +

X
k2�J

u�
J;k
'J;k y �J =

X
k2�J

�J;k�J;k;

obtenemos, en la escala más �na de discretización, el sistema lineal de ecuaciones2
6664
AJ Â>

J

ÂJ
�AJ +WJ K>

J
�G>

J

GJ �KJ VJ �E>

J

EJ

3
7775
2
6664
u

J

u�
J

�J

c

3
7775 =

2
6664
F

J

F�
J

0

0

3
7775 ; (3.47)

donde u

J
:= [ u


J;k
]
k2
Jn�J

, u�
J
:= [ u�

J;k
]
k2�J

, �J := [ �J;k ]k2�J
, c 2 R, y

AJ :=
�
a('J;k; 'J;k0)

�
k0; k2
Jn�J

; VJ :=
�
hV �J;k; �J;k0 i

�
k0; k2�J

;

ÂJ :=
�
a('J;k; 'J;k0)

�
k02�J ; k2
Jn�J

; KJ :=
�
hK('J;k Æ 
); �J;k0 i

�
k02�J ; k2�J

;

�AJ :=
�
a('J;k; 'J;k0)

�
k0; k2�J

; WJ :=
�
h'J;k0 Æ 
;W ('J;k Æ 
)i

�
k0; k2�J

;

EJ :=
�
h1; �J;ki

�
k2�J

; F

J
:=
� R



f'J;k0 dx

�
k02
J

;

GJ :=
�
1
2
h'J;k Æ 
; �J;k0 i

�
k02�J ; k2�J

; F�
J
:=
� R



f'J;k0 dx

�
k02�J

:

Puesto que la representación de los operadores V , K y W en una única escala de

discretización no es la apropiada para hacer uso de la estrategia de compresión de

matrices propuesta en la subsección 3.4.1, debemos reescribir convenientemente (3.47)

considerando los respectivos cambios bases.

Sea TJ la matriz de�nida como en (1.11) que da el cambio entre las bases �J y

	
1;m0

J
en las expansiones X

k2�J

�J;k�J;k =
X
�2rJ

�� 
0

�
;

esto es, � = TJ�J , donde � := [ �� ]�2rJ . Análogamente, sea SJ la matriz que da

el cambio entre las bases
�
!J;k = 'J;k Æ 
 j k 2 �J

	
y 	

2;m
J

en las expansiones

X
k2�J

u�
J;k
!J;k =

X
�2rJ

u�
�
 �;

esto es, u�
 
= SJu

�

J
, donde u�

 
:= [ u�

�
]
�2rJ

.
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Luego, tomando en cuenta la identidad (1.12) del capítulo 1, la discretización del

operador L, con los operadores V , K y W discretizados en las bases de ondelettes

elegidas en (3.26), es dada por la matriz

2
6664
AJ Â>

J

ÂJ
�AJ + S

>

J
W SJ S>

J
K>

 
TJ �G>

J

GJ �T>

J
K SJ T>

J
V TJ �E>

J

EJ

3
7775 ;

la cual es equivalente a

2
6664
I

I

T>

J

1

3
7775
2
6664
AJ Â>

J

ÂJ
�AJ + S

>

J
W SJ S>

J
K>

 
�G>

J
T�1
J

T�>

J
GJ �K SJ V �E>

 

E 

3
7775
2
6664
I

I

TJ

1

3
7775 ;

donde el subíndice  indica la discretización en bases de ondelettes.

En consecuencia, el sistema lineal de ecuaciones, con los operadores V , K y W

discretizados en bases de ondelettes, que resuelve el problema discreto asociado a la

formulación variacional (3.45) es dado por

2
6664
AJ Â>

J

ÂJ
�AJ + S

>

J
W SJ S>

J
K>

 
�G>

J
T�1
J

T�>

J
GJ �K SJ V �E>

 

E 

3
7775
2
6664
u

J

u�
J

� 

c

3
7775 =

2
6664
F

J

F�
J

0

0

3
7775 : (3.48)

Notar que la incógnita �J 2 VJ aparece discretizada en la base de ondelettes 	
1;m0

J
.

Esto reduce el costo computacional que involucra un cambio de bases en cada paso

de la solución iterativa del sistema (3.48).

3.5.3 El Operador Hipersingular

En lo que sigue nos ocuparemos de las propiedades de las matrices WJ y W ,

correspondientes a la representación del operador hipersingular en una única y múl-

tiples escalas de discretización, respectivamente.

Suponiendo, por simplicidad, correspondencia de índices entre las funciones linea-

les por tramos !J;k = 'J;k Æ
 y las funciones constantes por tramos �J;k = �(NJ ��k)
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sobre el intervalo [0; 1], esto es, �J � �J , deducimos usando la identidad (2.17) que

h!J;k0;W!J;ki = N2
J

n
hV �J;k�1; �J;k0�1i � hV �J;k; �J;k0�1i

� hV �J;k�1; �J;k0 i+ hV �J;k; �J;k0 i
o
:

Esta expresión conduce a la siguiente relación entre las matrices WJ y VJ ,

WJ = N2
J
H>

J
VJHJ ; (3.49)

donde Hj es la matriz cuadrada de orden Nj de�nida por

Hj :=

2
6666664

1 �1
1 �1

. . .
. . .

1 �1
�1 1

3
7777775
:

Puesto que la aplicación de la matriz HJ a un vector vJ 2 R
Nj requiere O(NJ)

operaciones, en una única escala de discretización es su�ciente calcular sólo dos ma-

trices correspondientes a los términos de frontera, a saber, las matrices VJ y KJ ,

ya que la matriz WJ puede ser calculada en términos de la matriz VJ usando la

relación (3.49).

Para las matrices W y V podemos derivar una relación similar a (3.49). En

efecto, si suponemos m0 = m+ 1, con m � 2, es inmediato comprobar que

h �0 ;W �i = NjNj0hV  0�;  
0

�0
i

(ver la Observación 3.15 y el análisis al �nal de la subsección 3.4.2). Luego, de�niendo

la matriz diagonal

DJ :=
�
NjÆ�0;�

�
�0;�2rJ

;

obtenemos la siguiente relación entre las matrices W y V 

W =

"
H>

0

I

#
DJV DJ

"
H0

I

#
: (3.50)

Sabemos, debido a los Teoremas 3.19 y 3.20, que es posible comprimir el operador

hipersingular en función de la compresión de�nida para el operador de capa simple.

Esto sin afectar la consistencia del esquema comprimido original. Por lo tanto, usando

la relación (3.50), concluimos que para la solución iterativa del sistema comprimido

asociado a (3.48), es también su�ciente calcular sólo dos matrices correspondientes a

los términos de frontera, a saber, las matrices comprimidas Vc

 
= Vc

J
y Kc

 
= Kc

J
.
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3.6 Precondicionamiento

La matriz de sistema en (3.48) incluye matrices que corresponden a la discreti-

zación de operadores de orden positivo y negativo. Luego, es importante estudiar el

precondicionamiento de (3.48) para su e�ciente resolución por métodos iterativos. So-

bre la base del precondicionador BPX [3] y el precondicionador multiescala analizado

en la sección 1.4, proponemos un precondicionador para los esquemas simétrico y no

simétrico asociados a (3.48). Además, usando una transformación del tipo Bramble-

Pasciak [2], proponemos un esquema precondicionado, simétrico y de�nido positivo

el cual puede ser resuelto por el método iterativo del gradiente conjugado.

3.6.1 El Precondicionador BPX

Sea A : H1
0 (
) ! H�1(
) el operador de�nido por (Au)v = a(u; v), donde

a(u; v) =
R


ru �rv dx. Luego, A es un operador simétrico, de�nido positivo y de

orden dos. Por otro lado, en la notación de la subsección 3.5.2, sea la base nodal

�j :=
�
'j;k j k 2 
j

	
normalizada en L2(
) de modo que, uniformemente en j,

kcjk`2(
j) �


�>

j
cj



L2(
)

: (3.51)

Ahora, sea Pj el proyector ortogonal sobre el espacio Vhj := closH1(
)

�
span�j

�
.

Claramente, Pj satisface Pj0Pj = Pj0 para todo j 0 � j, y también P �

j
= Pj. En con-

secuencia, puesto que los espacios Vhj tienen su�cientes propiedades de aproximación

y regularidad, podemos aplicar el Teorema 1.2 para deducir que el operador

DJ :=

J�1X
j=�1

22j(Pj+1 � Pj);

donde P�1 = 0, es simétrico, de�nido positivo y satisface

(DJvJ ; vJ) =


D1=2

J
vJ


2
L2(
)

� kvJk2H1(
)

para todo vJ 2 VhJ . Aquí, (�; �) denota el producto interior en L2(
). Luego, usando

elipticidad y de�niendo AJ := PJAPJ , se sigue que

(DJvJ ; vJ) � (AJvJ ; vJ);

esto es, los operadores DJ y AJ son espectralmente equivalentes y, así, el operador

D
�1=2

J
AJD

�1=2

J
tiene número de condición uniformemente acotado. Notar que lo an-

terior corresponde a la situación considerada en el Teorema 1.4, ya que la evaluación
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de D�1
J

parece requerir el conocimiento de bases explícitas para los complementos

ortogonales. Sin embargo, puesto que

D�1
J

=

J�1X
j=�1

2�2j(Pj+1 � Pj);

y


(Pj+1 � Pj)v



2 = kPj+1vk2 � kPjvk2, es directo ver que D�1
J

es espectralmente

equivalente al operador
P

J

j=0 2
�2jPj, el cual, debido a la propiedad de estabilidad

uniforme (3.51), es a su vez espectralmente equivalente al operador

CJ :=

JX
j=0

2�2j
X
k2
j

(�; 'j;k)'j;k: (3.52)

Este operador es simétrico y de�nido positivo, por lo que su raíz cuadrada C
1=2

J
está

bien de�nida. Además, la aplicación de C
1=2

J
a una función vJ 2 VhJ da la siguiente

equivalencia de normas 

C1=2

J
vJ



Hs(
)

� kvJkHs�1(
) (3.53)

para todo �3=2 < s < 3=2. Por lo tanto, de acuerdo a lo anterior, el operador

C
1=2

J
AJC

1=2

J
tiene también número de condición uniformemente acotado (ver [3, 22]).

El operador CJ de�nido por (3.52) es el conocido precondicionador BPX, y los

siguientes argumentos muestran que puede ser implementado de manera similar al

precondicionador multiescala de la sección 1.4, con la salvedad que las transformacio-

nes multiescala sólo involucran las bases nodales y los coe�cientes de aproximación.

En efecto, no es difícil ver que la representación matricial de CJ es dada por

CJ :=

JX
j=0

2�2jIjI
>

j
; (3.54)

donde Ij es la representación matricial de la base nodal �j de Vhj en términos de la

base nodal �J de VhJ . Notar que la acción de Ij puede ser expresada como

Ij = IJ
J�1I

J�1
J�2 � � � I

j+1
j

;

donde la matriz de prolongación Ij+1
j

es de�nida por el cambio de bases siguiente

�>

j
= �>

j+1I
j+1
j
:
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Esta expresión muestra que el precondicionador CJ depende completamente de las

transformaciones entre bases nodales de espacios multiescala. Luego, de�niendo para

1 � j � J las matrices

Cj :=

jX
k=0

2�2kI
j

k

�
I
j

k

�>
;

obtenemos la siguiente relación de recurrencia

Cj = 2�2j + I
j

j�1Cj�1

�
I
j

j�1

�>
:

Por lo tanto, la aplicación del precondicionador CJ a un vector vJ 2 R#
J puede ser

llevada a cabo por medio del siguiente algoritmo

for j = J : 1

vj�1 =
�
I
j

j�1

�>
vj

end

w0 = v0

for j = 1 : J

wj = 2�2jvj + I
j

j�1wj�1

end

CJ vJ = wJ :

Como es probado en [3], el número de operaciones en este algoritmo, y también los

requerimientos de memoria para guardar todos los vectores vj, es proporcional al

número de incógnitas en VhJ .

3.6.2 El Esquema Precondicionado

Primero, escribimos la matriz de sistema en (3.48) como

LJ :=

2
66664

"
AJ Â>

J

ÂJ
�AJ + S

>

J
W SJ

#
S>
J
K>

 
�G>

J
T�1
J

T�>

J
GJ �K SJ V �E>

 

E 

3
77775 :

Esta matriz es no simétrica e inde�nida, pero puede ser transforma a una matriz

simétrica, aún inde�nida, al multiplicar la tercera �la por menos uno. De esta forma,
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obtenemos la nueva matriz

�LJ :=

2
66664

"
AJ Â>

J

ÂJ
�AJ + S

>

J
W SJ

#
S>
J
K>

 
�G>

J
T�1
J

K SJ �T�>

J
GJ �V E>

 

E 

3
77775 ;

la cual es equivalente a LJ . Luego, de�niendo la matriz

PJ :=

2
64
�
CJ

�
DJ

1

3
75 ; (3.55)

donde CJ es el precondicionador BPX dado por (3.54) y DJ es el precondicionador

diagonal de�nido por (1.32) con s = 1, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.24. Sean LJ y �LJ de�nidas como arriba. Entonces el precondicionador

PJ de�nido por (3.55) satisface

cond
�
P
1=2

J
LJP

1=2

J

�
= cond

�
P
1=2

J
�LJP

1=2

J

�
= O(1) cuando J !1,

donde cond(A) := kAkkA�1k y k�k es la norma espectral.

Demostración. Sean LJ : VhJ � VJ � R ! VhJ � ~VJ � R el operador de dimensión

�nita asociado a cualquiera de las matrices LJ ó �LJ , y P
1=2

J
: L2(
)� L2(I)� R !

H1
0 (
)�H�1=2(I)� R el operador matricial dado por

P
1=2

J
:=

2
64C

1=2

J

D
1=2

J

1

3
75 ;

donde C
1=2

J
es la raíz cuadrada del precondicionador BPX de�nido por (3.52) y D

1=2

J

es el precondicionador multiescala de�nido por (1.33) con s = 1=2. Luego, denotando

por L = L2(
) � L2(I) � R y H = H1
0 (
) � H�1=2(I) � R, obtenemos para todo

v̂J = (vJ ; �J ; d) 2 VhJ � VJ � R

kv̂Jk2L = kvJk2L2(
) + k�Jk2L2(I) + jdj2 por de�nición,

�


C1=2

J
vJ


2
H1(
)

+


D1=2

J
�J


2
H�1=2(I)

+ jdj2 por (1.26), (1.27) y (3.53),

=


P 1=2

J
v̂J


2
H

por de�nición,

�


LJP 1=2

J
v̂J


2
H� por estabilidad,

�


�P 1=2

J

��
LJP

1=2

J
v̂J


2
L

por (1.26), (1.27) y (3.53).

Esto completa la demostración.
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Conforme a lo anterior, los sistemas lineales precondicionados simétrico y no simé-

trico pueden ser resueltos, por ejemplo, por los métodos iterativos MINRES (Minimal

Residual) y GMRES (Generalized Minimal Residual), respectivamente (ver en [15] la

de�nición de estos métodos iterativos).

3.6.3 La Transformación de Bramble-Pasciak

En esta subsección nos ocuparemos de aplicar a la formulación (3.45) la trans-

formación de Bramble-Pasciak propuesta en [2]. Así, nuestro objetivo consistirá en

derivar un sistema simétrico y de�nido positivo, equivalente (3.48), el cual puede ser

resuelto e�cientemente por el método iterativo del gradiente conjugado.

Primero, usando la notación continua, modi�camos la de�nición del operador L

en (3.46) como el operador de dimensión �nita L : VJ � VhJ � R ! ~VJ � VhJ � R

de�nido por

L :=

2
64 V

�
1
2
�K

�
G �E�

G�
�
1
2
�K

�� �(A +G�WG)

�E

3
75 ;

y asociado a la matriz de sistema del siguiente sistema lineal

2
66664

V 

h
0 T

�>

J GJ �K SJ

i
�E> 2

4 0

G
>

JT
�1

J � S>JK
>

 

3
5 �

2
4AJ Â

>

J

ÂJ
�AJ + S

>

JW SJ

3
5

�E 

3
77775

2
66664

� 2
4u



J

u
�
J

3
5

c

3
77775 =

2
66664

0

�

2
4F



J

F
�
J

3
5

0

3
77775; (3.56)

el cual es equivalente al sistema lineal (3.48). A continuación, en atención a la notación

de [2], simpli�camos la de�nición de L dándole la forma

L =

"
V Q�

Q �U

#
;

donde U y Q son dados por

Q :=

"
G�
�
1
2
�K

��
�E

#
y U :=

"
A+G�WG 0

0 0

#
:

Notar que U es semide�nido positivo. Además, bajo el supuesto que se satisface

diam(
) < 1, se sigue que V es de�nido positivo.
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Ahora, de acuerdo a la sección 1.4, sea D el precondicionador multiescala para V .

Obviamente D y V son espectralmente equivalentes, esto es, se veri�ca

�0hV �; �i � hD�; �i � �1hV �; �i

para todo � 2 VJ y algunas constantes �0; �1 > 0 independientes de J . Aquí, h�; �i
denota el producto interior en L2(I). Para lo que sigue, necesitamos suponer que

�1 < 1, de manera que para � = 1� �0 se tiene

0 < h(V �D)�; �i � �hV �; �i (3.57)

para todo � 2 VJ . Si esta condición no se satisface, es fácil calcular un factor de

escalamiento para D tal que el precondicionador escalado veri�ca (3.57) (ver [2]).

Luego, como una consecuencia de (3.57), dado el operador

Z :=

"
V �D

I

#
;

podemos de�nir sobre VJ � VhJ � R el siguiente producto interior

�
�̂; �̂

�
Z
:= hV �; �i � hD�; �i+ (u; v) + cd; (3.58)

donde �̂ = (�; u; c), �̂ = (�; v; d) y (�; �) denota el producto interior en L2(
). Para

derivar el sistema de�nido positivo, de�nimos el operador M := NL como

M =

"
D�1

QD�1 �I

#"
V Q�

Q �U

#

=

"
D�1V D�1Q�

QD�1(V �D) U +QD�1Q�

#
: (3.59)

Observar que

ZM = ZNL =

"
(V �D)D�1V (V �D)D�1Q�

QD�1(V �D) U +QD�1Q�

#
:

Por lo tanto, M es simétrico con respecto al producto interior dado por (3.58). El

siguiente teorema, probado en [2], nos permitirá deducir que M es de�nido positivo

en dicho producto interior.
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Teorema 3.25. Sean M el operador (3.59) y ~M de�nido por

~M :=

"
I

U +QV �1Q�

#
.

Entonces las siguientes desigualdades se veri�can

�0
�
~M�̂; �̂

�
Z
�
�
M�̂; �̂

�
Z
� �1

�
~M�̂; �̂

�
Z

para todo �̂ = (�; u; c) 2 VJ � VhJ � R, donde

�0 =

 
1 +

�

2
+

r
� +

�2

4

!�1

y �1 =
1 +

p
�

1� �
,

con � dado por (3.57).

Notar que el teorema muestra que cualquier precondicionador para ~M sirve como

un precondicionador para M . Por otro lado, el teorema nos indica que M es de�nido

positivo con respecto al producto interior dado por (3.58) si y sólo si el operador

U +QV �1Q� es de�nido positivo con respecto al producto interior en L2(
)� R.

En lo que resta de esta sección probaremos que U +QV �1Q� es de�nido positivo.

Para ello, en primer lugar de�nimos los siguientes operadores

S0 := V �1
�
1
2
�K

�
y S1 :=W + S�0V S0; (3.60)

los que corresponden a los operadores de Steklov-Poincaré utilizados en el método de

descomposición de dominios. El siguiente lema será también requerido.

Lema 3.26. Existe una constante � > 0 tal que

(G�S1Gu; u) � �(Au; u)

para todo u 2 VhJ .

Demostración. Usando la continuidad de S1, el teorema de trazas y la VhJ -elipticidad

de A, en ese orden, se tiene

(G�S1Gu; u) = hS1Gu;Gui . kGuk2
H1=2(I)

. kuk2
H1(
) . (Au; u)

para todo u 2 VhJ . Esto prueba el lema.
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A continuación, por [�; �] denotamos el producto interior sobre VhJ � R de�nido

como el producto interior usual en L2(
)� R, esto es,

�
û; v̂

�
= (u; v) + cd;

donde û = (u; c) y v̂ = (v; d). Ahora estamos en condiciones de probar que el operador

U +QV �1Q� es de�nido positivo.

Teorema 3.27. Sean R := U+QV �1Q� y ~R el operador simétrico y de�nido positivo

dado por

~R :=

"
A

EV �1E�

#
.

Entonces las siguientes desigualdades se veri�can


0
�
~Rû; û

�
�
�
Rû; û

�
� 
1

�
~Rû; û

�
para todo û = (u; c) 2 VhJ � R, donde


0 = 1 +
�

2
�

r
� +

�2

4
y 
1 = 1 +

�

2
+

r
� +

�2

4
,

con � dado por el Lema 3.26.

Demostración. Procedemos en cuatro pasos.

1. Usando la de�nición de los operadores S0 y S1 en (3.60), cálculos directos dan la

siguiente identidad

R = U +QV �1Q� =

"
A+G�S1G �(ES0G)�

�ES0G EV �1E�

#
:

Luego, dado cualquier número real ! 6= 0, es inmediato comprobar que el operador

R admite la siguiente descomposición

R = (1� !) ~R + A! +B!;

donde los operadores A! y B! son de�nidos por

A! :=

"
!A+

�
1� 1

!

�
G�S1G 0

0 0

#
y B! :=

"
1
!
G�S1G �(ES0G)�

�ES0G !EV �1E�

#
:



3.6. Precondicionamiento 85

2. Usando el Lema 3.26, se sigue que el operador A! satisface

�
A!û; û

�
= !(Au; u) +

�
1� 1

!

�
(G�S1Gu; u) � 0

si y sólo si ! > 0 y !2

1�!
= �, es decir, si y sólo si ! = ��

2
+

q
� + �2

4
. Notar que

0 < ! < 1 se veri�ca para todo � > 0. Análogamente, se sigue que

�
A!û; û

�
= !(Au; u) +

�
1� 1

!

�
(G�S1Gu; u) � 0

si y sólo si ! < 0 y !
2

1�!
= �, es decir, si y sólo si ! = ��

2
�
q
� + �2

4
.

3. A continuación, observar que el operador B! de�nido en la descomposición de R

satisface a su vez la siguiente descomposición

B! = T �

!
D!T!;

donde los operadores D! y T! son de�nidos por

D! :=

"
1
!
W

!V �1

#
y T! :=

"
G

1
!
V S0G �E�

#
:

Luego, puesto que W es semide�nido positivo, V es de�nido positivo, y T! es un

operador continuo sobre VhJ � R para todo ! 6= 0, deducimos que

�
B!û; û

�
� 0 si ! > 0 y

�
B!û; û

�
� 0 si ! < 0

para todo û 2 VhJ � R.

4. Por consiguiente, para !� = ��

2
�
q
� + �2

4
< 0, tenemos

�
Rû; û

�
= (1� !�)

�
~Rû; û

�
+
�
(A!� +B!�)û; û

�
� (1� !�)

�
~Rû; û

�
;

y para !+ = ��

2
+

q
� + �2

4
> 0,

�
Rû; û

�
= (1� !+)

�
~Rû; û

�
+
�
(A!+ +B!+)û; û

�
� (1� !+)

�
~Rû; û

�
:

Esto completa la demostración.

Así, este teorema en combinación con el Teorema 3.25 nos permiten probar que

M es efectivamente de�nido positivo con respecto al producto interior (3.58).



86 Capítulo 3. Aproximación Biortogonal del Acoplamiento FEM-BEM

Teorema 3.28. Sean M el operador (3.59) y P el operador simétrico y de�nido

positivo dado por

P :=

2
64I A

EV �1E�

3
75 :

Entonces las siguientes desigualdades se veri�can

�0
0
�
P �̂; �̂

�
Z
�
�
M�̂; �̂

�
Z
� �1
1

�
P �̂; �̂

�
Z

para todo �̂ = (�; u; c) 2 VJ � VhJ � R.

Finalmente, incluimos una discusión de la aplicación del método iterativo del

gradiente conjugado para la solución del sistema lineal (3.56). Primero, observar que

la aplicación del operador D no es necesaria en la correspondiente implementación

computacional, aun cuando él aparezca explícitamente en la de�nición del producto

interior (3.58). En efecto, al multiplicar Z y el operador N en la de�nición de M

por (3.59), obtenemos

ZN =

"
V �D

I

#"
D�1

QD�1 �I

#
=

"
V D�1 � I

QD�1 �I

#
:

Luego, sólo se involucra la aplicación del operador D�1.

Ahora, sean Z y N las representaciones matriciales de los operadores Z y N con

respecto a la discretización dada por sistema lineal (3.56), el cual abreviamos Lu = f .

De esta forma, la representación matricial del operador M es dada por la matriz

M = NL;

la cual, debido al Teorema 3.28, puede ser precondicionada por la matriz

P :=

2
64I CJ

1

3
75 ;

donde CJ es el precondicionador BPX dado por (3.54). En consecuencia, colocando

g = Nf y denotando por [�; �]Z la contraparte discreta del producto interior de�nido

por (3.58), una versión precondicionada del método iterativo del gradiente conjugado
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para la solución de (3.56) por medio del sistema lineal Mu = g, es dada por el

siguiente algoritmo

Elegir u0 arbitrario

r0 = g �Mu0

p0 = s0 = Pr0

q0 =Mp0

for k = 1; 2; : : :

�k =

�
sk�1; rk�1

�
Z�

qk�1;pk�1
�
Z

uk = uk�1 + �kpk�1

rk = rk�1 � �kqk�1

veri�car convergencia; continuar si es necesario

sk = Prk

�k =

�
sk; rk

�
Z�

sk�1; rk�1
�
Z

pk = sk + �kpk�1

qk =Mpk

end:

Con respecto a este algoritmo, se tiene la estimación de error

ku� ukkM � 2

�p
�� 1

p
� + 1

�k
ku� u0kM;

donde k�kM = [M�; �]1=2
Z

y � = cond(PM) es el número de condición espectral de PM,

el que en este caso es uniformemente acotado.

3.7 Experimentos Numéricos

En esta sección se presentan algunos experimentos numéricos que corroboran la

teoría presentada. En todas la pruebas se ha considerado sólo la primera compresión

y se han elegido, de acuerdo a las restricciones impuestas en la subsección 3.4.1, las

bases de ondelettes 	
1;3
J

y 	
2;2
J
.
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Para comparar los esquemas de Galerkin comprimido y no comprimido, primero

construimos un ejemplo para el cual una solución analítica es conocida. Sea 
0 el

dominio poligonal con forma de L de�nido por 
0 = [�0:1; 0:1]2 n [0; 0:1]2. De�nimos

la función u = v + w 2 C2
�
R
2 n (�0:05; 0)

�
, donde v 2 C1

�
R
2 n (�0:05; 0)

�
es la

función armónica dada por

v(x; y) = 0:01
(x + 0:05) + y

(x+ 0:05)2 + y2
;

y w 2 C2(R2) es la función de�nida por

w(x; y) = 2 +

8<
:
�

x2

0:32
+ y

2

0:22
� 1
�3

si x2

0:32
+ y

2

0:22
� 1,

0 en otro caso.

La función f = ��w tiene soporte compacto, con supp f =
�
(x; y) j x2

0:32
+ y

2

0:22
� 1

	
.

Luego, colocando g = uj
�0
, obtenemos el siguiente problema exterior

��u = f en R2 n �
0,

u = g sobre �0,

u(x) = O(1) cuando jxj ! 1. (3.61)

Para el acoplamiento elegimos � como la elipse con semiejes 0:35 y 0:25. La Figura 3.6

muestra la geometría de problema acoplado asociado al problema exterior (3.61).


0




supp f

��0

Figura 3.6: Geometría del problema acoplado.

El grá�co de la función u es dado en la Figura 3.7.
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Figura 3.7: Grá�co de la solución analítica u sobre 
.

En las Tablas 3.2 y 3.3 se muestra el efecto de la compresión de matrices y el

tiempo computacional requerido para ensamblar las matrices VJ , V
c

J
, KJ y Kc

J
.

Como puede ser visto, el ahorro en los requerimientos de recursos computacionales es

enorme en comparación con el esquema sin compresión, ya para un número moderado

de grados de libertad sobre la frontera.

#�J #Vc

J
en % T (VJ) en seg. T (Vc

J
) en seg.

32 94.531 0.01 0.03

64 68.457 0.04 0.06

128 43.726 0.16 0.20

256 26.685 0.66 0.59

512 15.768 2.75 1.47

1024 8.9458 11.3 3.75

2048 5.0101 27.1 9.31

Tabla 3.2: Cardinalidad de Vc

J
en porcentaje, y tiempo computacional en

segundos requerido para ensamblar VJ y Vc

J
.

En las Tablas 3.4 y 3.5 comparamos la exactitud obtenida en los esquemas de

Galerkin comprimido y no comprimido. Como puede observarse, la exactitud del



90 Capítulo 3. Aproximación Biortogonal del Acoplamiento FEM-BEM

#�J #Kc

J
en % T (KJ) en seg. T (Kc

J
) en seg.

32 100.00 0.01 0.01

64 86.426 0.02 0.04

128 59.033 0.06 0.16

256 36.688 0.23 0.45

512 21.698 0.98 1.16

1024 12.534 4.57 2.94

2048 7.0668 18.9 7.54

Tabla 3.3: Cardinalidad de Kc

J
en porcentaje, y tiempo computacional en

segundos requerido para ensamblar KJ y Kc

J
.

esquema comprimido es casi idéntica a la del esquema sin comprimir. Además, los

resultados muestran que la convergencia no se ve deteriorada por nuestra estrategia

de compresión.

#
J #�J ku� uJkL2(
) k� � �JkL2(I) jc� cJ j

188 32 9.3063 (-03) 5.9979 (-02) 3.1150 (-03)

696 64 3.7929 (-03) 1.6400 (-02) 4.3119 (-03)

2672 128 7.7040 (-04) 4.6377 (-03) 7.7151 (-04)

10464 256 1.3317 (-04) 1.3902 (-03) 5.6473 (-05)

41408 512 3.9053 (-05) 4.1934 (-04) 2.9662 (-05)

164736 1024 8.6537 (-06) 1.3361 (-04) 4.7211 (-06)

657152 2048 2.0511 (-06) 4.4152 (-05) 6.4501 (-07)

Tabla 3.4: Exactitud del esquema de Galerkin no comprimido.

Finalmente, comparamos el desempeño de distintos métodos iterativos. La Ta-

bla 3.6 muestra el número de iteraciones requeridas por los métodos MINRES y

GMRES para resolver los sistemas simétrico y no simétrico, respectivamente (ver la

subsección 3.6.2). En cada caso, el esquema en una única escala de discretización fue

parcialmente precondicionado por BPX, mientras que el esquema multiescala com-

primido fue completamente precondicionado por BPX y un escalamiento diagonal
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#
J #�J ku� uc
J
kL2(
) k� � �c

J
kL2(I) jc� cc

J
j

188 32 9.3063 (-03) 5.9980 (-02) 3.1150 (-03)

696 64 3.7929 (-03) 1.6402 (-02) 4.3119 (-03)

2672 128 7.7040 (-04) 4.6409 (-03) 7.7152 (-04)

10464 256 1.3317 (-04) 1.3907 (-03) 5.6466 (-05)

41408 512 3.9051 (-05) 4.2303 (-04) 2.9680 (-05)

164736 1024 8.6512 (-06) 1.4341 (-04) 4.7292 (-06)

657152 2048 2.0487 (-06) 7.5080 (-05) 6.5146 (-07)

Tabla 3.5: Exactitud del esquema de Galerkin comprimido.

de Vc

J
. Un escalamiento diagonal de Vc

J
es más fácil de implementar y mejora el

precondicionador multiescala de la sección 1.4.

#
J #�J MINRES MINRESc GMRES GMRESc

188 32 79 72 48 50

696 64 119 95 56 55

2672 128 163 109 58 61

10464 256 212 117 62 69

41408 512 283 124 69 73

164736 1024 358 130 73 77

657152 2048 457 136 81 79

Tabla 3.6: Número de iteraciones requeridas por MINRES y GMRES para

alcanzar una norma residual menor que 1 (-06).

La Tabla 3.7 muestra el tiempo computacional total requerido para ensamblar

todas las matrices y resolver el respectivo sistema lineal con MINRES y GMRES. Co-

mo puede apreciarse, el esquema comprimido representa un ahorro enorme en tiempo

computacional con respecto al esquema sin comprimir. Puesto que las diferencias

en tiempo computacional requerido para ensamblar las matrices comprimidas y no

comprimidas son más bien pequeñas (ver las Tablas 3.2 y 3.3), lo anterior se debe,

obviamente, a un más económico producto matriz-vector.
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#
J #�J T (MINRES) T (MINRESc) T (GMRES) T (GMRESc)

188 32 0.590 0.960 0.520 0.860

696 64 1.560 2.700 1.110 1.960

2672 128 5.170 7.480 3.250 5.520

10464 256 45.83 24.37 19.55 19.94

41408 512 422.1 85.14 137.1 74.21

164736 1024 2964 316.7 774.1 294.1

657152 2048 15967 1403 3703 1297

Tabla 3.7: Tiempo computacional total en segundos requerido para ensamblar

todas las matrices y resolver el sistema lineal con MINRES y GMRES.

La Tabla 3.8 muestra el número de iteraciones y el tiempo computacional total

requerido para resolver el sistema lineal (3.56) por la transformación de Bramble-

Pasciak en conjunto con el método iterativo del gradiente conjugado. Puesto que una

única escala de discretización no disponemos de un precondicionador para VJ , sólo

se presentan los resultados para el esquema multiescala comprimido. Observar que

este método es el que requiere el menor número de iteraciones y, por lo tanto, es el

más rápido y e�ciente.

#
J #�J BP-CGc T (BP-CGc)

188 32 37 0.570

696 64 43 1.380

2672 128 46 3.740

10464 256 46 10.69

41408 512 47 35.12

164736 1024 48 121.7

657152 2048 49 484.8

Tabla 3.8: Número de iteraciones y tiempo computacional total en segun-

dos requeridos por la transformación de Bramble-Pasciak en conjunto con el

método iterativo del gradiente conjugado.



Conclusiones

Métodos de Ondelettes han sido aplicados al acoplamiento

FEM-BEM. Ha sido probado teórica como también práctica-

mente que ellos mejoran el método de acoplamiento respecto a

la e�ciencia de la discretización de los operadores integrales de

frontera. La exactitud y convergencia no ha sido deteriorada

por la estrategia de compresión propuesta.

Problemas no lineales o problemas con coe�cientes varia-

bles que poseen una solución fundamental pueden ser tratados

completamente por nuestro método. Puesto que bases de onde-

lettes sobre variedades y super�cies han sido ya construidas, el

método es también aplicable a problemas en tres y más dimen-

siones [23]. Para tales problemas el ahorro en recursos y tiempos

computacionales es de enorme importancia.

A partir de los resultados teóricos obtenidos, y con�rma-

dos por los experimentos numéricos, se ha observado que tanto

la complejidad como el orden de convergencia del método en

su totalidad son �jados por aquellos del método de elementos

�nitos.





Apéndice A

Bases de Ondelettes Biortogonales

En este apéndice se presenta una breve introducción al concepto de análisis de

multiresolución biortogonal por medio de la descripción de las bases de ondelettes

biortogonales para L2(R) construidas en [6].

Bases de Ondelettes Biortogonales para L2(R)

Sea d 2 N un entero positivo. Denotando por [0; 1; : : : ; d]f(n) la diferencia divida

de orden d sobre la función f 2 Cd(R) en los puntos n = 0; 1; : : : ; d, la función

B -spline de orden d con nodos en los enteros �bd=2c; : : : ; 0; : : : ; dd=2e es de�nida por

�(x) := d[0; 1; : : : ; d] max
n
0;
�
n� x� bd=2c

�d�1o
;

donde bxc (dxe) denota el entero más grande (más pequeño) menor (mayor) o igual

que x. Esta función de escala es de soporte compacto, con

supp � =
�
�bd=2c; dd=2e

�
; (A.1)

y satisface la ecuación de escala o re�namiento

�(x) =
X
k2Z

hk�(2x� k)

con coe�cientes de �ltro dados por

hk :=

8><
>:
21�d

�
d

k + bd=2c

�
si �bd=2c � k � dd=2e,

0 en otro caso.
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Denotando ahora por fj;k := 2j=2f(2j � �k) los dilatados y trasladados de una

función f 2 L2(R), los conjuntos �j :=
�
�j;k j k 2 Z

	
generan una sucesión creciente

de subespacios cerrados Vj := closL2(R)(span�j), cuya unión es densa en L
2(R), y con

exactitud polinomial de orden d. Además, �j es una base estable o de Riesz para Vj

en el sentido que para toda sucesión cj := fcj;kg 2 `2(Z) se tiene

kcjk`2(Z) �


�>

j
cj



L2(R)

;

uniformemente en j, donde hemos usado la notación �>

j
cj :=

P
k2Z

cj;k�j;k.

Como se muestra [6], para cada entero ~d � d, con d + ~d par, existe una función

de escala dual ~� 2 L2(R) que es biortogonal a la primera función de escala

<�j;k; ~�j;k0> :=

Z
R

�j;k(x)~�j;k0(x) dx = Æk;k0;

de soporte compacto, con

supp ~� =
�
�bd=2c � ~d+ 1; dd=2e+ ~d� 1

�
; (A.2)

y satisfaciendo la ecuación de escala

~�(x) =
X
k2Z

~hk ~�(2x� x)

con coe�cientes de �ltro dados implícitamente por

dd=2e+ ~d�1X
k=�bd=2c� ~d+1

~hkz
k = p(z)q(z);

donde los polinomios p(z) y q(z) son de�nidos por

p(z) := 21�
~d

d ~d=2eX
k=�b ~d=2c

�
~d

k + b ~d=2c

�
zk;

q(z) :=

d+~d
2
�1X

k=0

2�k
�
d+~d
2
� 1 + k

k

� kX
m=�k

(�1)m
�

2k

k +m

�
zm:

Además, los conjuntos ~�j :=
�
~�j;k j k 2 Z

	
son bases estables que generan una

sucesión creciente de subespacios cerrados ~Vj := closL2(R)(span ~�j), cuya unión es

densa en L2(R), con exactitud polinomial de orden ~d, y regularidad que se incrementa

proporcionalmente con ~d.
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A continuación y de acuerdo a [6], existen ondelettes  y ~ en L2(R) satisfaciendo

la relación de biortogonalidad

< j;k; ~ j0;k0> = Æ(j;k);(j0;k0); (A.3)

y de�nidas por

 (x) :=
X
k2Z

gk�(2x� k) y ~ (x) :=
X
k2Z

~gk ~�(2x� k)

con coe�cientes de �ltro dados por

gk := (�1)k~h1�k y ~gk := (�1)kh1�k:

Esto implica que ambas ondelettes son de soporte compacto, con

supp = supp ~ =
�
1� d+~d

2
; d+

~d
2

�
: (A.4)

Además, en analogía a las funciones de escala, los conjuntos 	j :=
�
 j;k j k 2 Z

	
y ~	j :=

�
~ j;k j k 2 Z

	
son bases estables que generan los espacios de ondelettes

Wj := closL2(R)(span	j) y ~Wj := closL2(R)(span ~	j) como complementos en las des-

composiciones Vj+1 = Vj � Wj y ~Vj+1 = ~Vj � ~Wj. De este manera, se obtienen

las descomposiciones multiescala
L

j2Z
Wj =

L
j2Z

~Wj = L2(R), y los conjuntos

	 :=
S
j2Z

	j y ~	 :=
S
j2Z

~	j constituyen bases de Riesz biortogonales para L2(R).

Puesto que la relación de biortogonalidad (A.3) implica Wj? ~Vj, se deduce que la

ondelette  tiene momentos nulos de orden ~d, esto es,Z
R

xn (x) dx = 0 para 0 � n < ~d. (A.5)

Luego, como una consecuencia inmediata de la condición (A.5), existe una función

'j;k 2 L2(R) de soporte compacto tal que

supp'j;k = supp j;k; '
( ~d )

j;k
=  j;k y k'j;kkL1(R) . 2�j(

~d+1=2): (A.6)

En efecto, la función

'j;k(x) :=
1

( ~d� 1)!

~d�1X
n=0

�
~d� 1

n

�
(�1)nx ~d�1�n

Z
x

�1

yn j;k(y) dy

veri�ca las propiedades en (A.6) con k'j;kkL1(R) =
�
1
~d!

R
R
x
~d (x) dx

�
2�j(

~d+1=2).

Los grá�cos de las funciones �,  , ~� y ~ para d = 1 y ~d = 3 son dados en la

Figura A.1, y para d = ~d = 2 en la Figura A.2.
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Figura A.1: Funciones �,  , ~� y ~ para d = 1 y ~d = 3.

Bases de Ondelettes Biortogonales para L2(I)

En lo que sigue describimos la adaptación al intervalo I := (0; 1) de las bases de

ondelettes biortogonales para L2(R) de�nidas previamente. Esta adaptación resulta

en bases de ondelettes biortogonales 1-periódicas para L2(I) las cuales poseen, esen-

cialmente, todas las ventajas estructurales y computacionales del caso estacionario e

invariante por traslaciones. Para este �n, la idea consiste en reemplazar el signi�cado

de fj;k := 2j=2f(2j � �k), para una función f 2 L2(R) de soporte compacto, por su

contraparte periódica

fj;k := 2j=2
X
n2Z

f
�
2j(�+ n)� k

�
:

Consecuentemente, dadas las funciones de escala duales � y ~� de soporte compacto

de�nidas sobre R, y de�niendo �j := Z=2jZ, los conjuntos �j :=
�
�j;k j k 2 �j

	
y 	j :=

�
 j;k j k 2 �j

	
, para j � j0, y asimismo ~�j y ~	j, tienen cardinalidad

�nita 2j y consisten de funciones 1-periódicas. Claramente, el nivel de resolución más

grueso j0 debe ser elegido lo su�cientemente grande para asegurar que la medida de
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Figura A.2: Funciones �,  , ~� y ~ para d = ~d = 2.

los soportes de las funciones de escala y de las ondelettes sea más pequeña que uno.

Comparando (A.1), (A.2) y (A.4), deducimos que

j0 � log2
�
jsupp ~�j

�
= log2(d+ 2 ~d� 2): (A.7)

Notar que estas de�niciones preservan las relaciones de biortogonalidad. En efecto,

es directo comprobar que

h�j;k; ~�j0;k0 i = Æk;k0 para k; k0 2 �j, j � j0,

como también que

h j;k; ~ j0;k0 i = Æ(j;k);(j0;k0) para k 2 �j, k
0 2 �j0 , j; j

0 � j0,

donde h�; �i denota el producto interior de L2(I).

Por lo tanto, los espacios Vj := closL2(I)(span�j) y ~Vj := closL2(I)(span ~�j),

para j � j0, forman sucesiones crecientes de subespacios cerrados, cuyas uniones

son densas en L2(I), y con exactitudes polinomiales de ordenes d y ~d, respectivamen-

te. Además, los conjuntos 	 :=
S
j�j0�1

	j y ~	 :=
S
j�j0�1

~	j, donde 	j0�1 := �j0 y
~	j0�1 :=

~�j0 , son bases de Riesz biortogonales 1-periódicas para L2(I).
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Resumen

En esta tesis se estudia una Aproximación por Ondelettes Biortogonales del Aco-

plamiento del Método de Elementos Finitos con el Método de Elementos de Frontera

para la resolución numérica de problemas exteriores bidimensionales en Teoría de

Potencial.

Basados en esta aproximación, se propone una Estrategia de Compresión de Ma-

trices para los términos de frontera la cual se ajusta completamente, con Complejidad

Lineal, al orden de convergencia óptimo del Método de Galerkin. Además, haciendo

uso de la propiedad de estabilidad de las bases de ondelettes en combinación con

el conocido precondicionador BPX, se propone un esquema precondicionado el cual

puede ser resuelto e�cientemente por el método iterativo del Gradiente Conjugado.

Como modelo se considera el problema exterior de Dirichlet para la ecuación de

Laplace en dos dimensiones. Se discuten y analizan los aspectos teóricos y prácticos

de la aplicación de los métodos de ondelettes al precondicionamiento y la compre-

sión de matrices. En particular, las propiedades de aproximación, equivalencias de

normas y momentos nulos de las bases de ondelettes, son completamente justi�cadas

y explotadas en los análisis de consistencia, convergencia y complejidad de nuestra

estrategia de compresión. Además, se presentan algunos experimentos numéricos que

corroboran nuestros resultados.

Abstract

This thesis is concerned with the study of a Biorthogonal Wavelet Approximation

for the Coupling of Finite Element and Boundary Element Methods for the numerical

solving of two-dimensional exterior boundary value problems in Potential Theory.

Based on this approximation, we propose a Matrix Compression Strategy for the

boundary terms which �ts entirely, with Linear Complexity, the optimal convergence

order of the Galerkin Method. Moreover, using the stability property of wavelet bases

combined with the well-known BPX preconditioner, we propose a preconditioned

scheme which can be solved e�ciently by the Conjugated Gradient Method.

As model we consider the exterior Dirichlet problem for the Laplace equation in

the plane. We discuss and analyze the theoretical and practical aspects of the appli-

cation of wavelet methods to the preconditioning and the compression of matrices.

In particular, the approximation property, norm equivalences and vanishing moments

of wavelet bases are fully justi�ed and exploited in the consistency, convergence and

complexity analysis of our compression strategy. Also, we present some numerical

experiments which con�rm our results.


