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Resumen

En esta tesis se estudia una Aproximacion por Ondelettes
Biortogonales del Acoplamiento del Método de Elementos Fini-
tos con el Método de Elementos de Frontera para la resolucion
numérica de problemas exteriores bidimensionales en Teoria de

Potencial.

Basados en esta aproximacion, se propone una Fstrategia de
Compresion de Matrices para los términos de frontera la cual
se ajusta completamente, con Complejidad Lineal, al orden de
convergencia 6ptimo del Método de Galerkin. Ademés, haciendo
uso de la propiedad de estabilidad de las bases de ondelettes en
combinacion con el conocido precondicionador BPX, se propone
un esquema precondicionado el cual puede ser resuelto eficien-
temente por el método iterativo del Gradiente Conjugado.

Como modelo se considera el problema exterior de Dirichlet
para la ecuacion de Laplace en dos dimensiones. Se discuten
y analizan los aspectos tedricos y practicos de la aplicacion de
los métodos de ondelettes al precondicionamiento y la compre-
sion de matrices. En particular, las propiedades de aproxima-
cion, equivalencias de normas y momentos nulos de las bases de
ondelettes, son completamente justificadas y explotadas en los
analisis de consistencia, convergencia y complejidad de nuestra
estrategia de compresion. Ademas, se presentan algunos experi-

mentos numéricos que corroboran nuestros resultados.






Notaclones

L? espacio de Lebesgue.

H espacio de Sobolev.

Viy f/g espacios de multiresolucion.

Wiy Wj espacios de ondelette.
fin=202f(20 . —k) dilatacion y traslacion de f.

fa forma abreviada de f; .

3N (]~5,\ funciones de escala biortogonales.
YNy 1/;,\ ondelettes biortogonales.

P, Pr,Qjy QF proyectores sobre Vj, f/j, Wiy Wj.
closg A clausura de A en la norma de H.
span A subespacio generado por A.

|A| medida de Lebesgue de A.
dist(A, B) distancia entre A y B.

#A cardinalidad de A.

supp f soporte de f.

Si A(u) y B(u) son funciones positivas de un conjunto u de

parametros, se usa la notacion
Au) S B(u)

para expresar que existe una constante C' > 0 independiente de
los parametros tal que A(u) < CB(u). Y se usa la notacion

A(u) ~ B(u)

para expresar que A(u) < B(u) y B(u) < A(u).






Introduccion

Métodos de ondelettes para la discretizacion de operadores integrales producen
matrices numéricamente ralas [1] y bien condicionadas [10]. Este concepto puede ser
aplicado al desarrollo de métodos numéricos para ecuaciones integrales de frontera
con ordenes de convergencia 6ptimo y complejidad lineal [13, 25].

El método de elementos de frontera (BEM) es una importante herramienta para el
tratamiento numérico de ecuaciones diferenciales parciales, ofreciendo, en particular,
una formulacion adecuada para problemas exteriores [14, 20]. Sin embargo, puesto
que las formulaciones en términos de integrales de frontera requieren una solucion
fundamental del operador diferencial subyacente, el método excluye el tratamiento
directo de problemas no lineales. Por otro lado, las discretizaciones usuales producen
matrices numéricamente llenas cuya complejidad crece cuadraticamente con el nime-
ro de incognitas, lo cual implica que el método es demasiado costoso para grandes
sistemas. En contraposicion a lo anterior esta el método de elementos finitos (FEM),
ampliamente usado en ingenieria. Aqui las correspondientes discretizaciones produ-
cen matrices numéricamente ralas e inversibles con complejidad lineal por métodos
iterativos. Ademas, el método de elementos finitos es facilmente aplicable a problemas

no lineales o problemas con coeficientes variables.

El acoplamiento del método de elementos finitos con el método de elementos de
frontera, por condiciones de transmision sobre una frontera artificial, se beneficia de
las ventajas de ambos métodos [8, 19]. Ademas, la libertad en la eleccion de la frontera
artificial permite considerar bases de ondelettes para la compresion de los respectivos
términos de frontera. En este sentido, la compresion de matrices para el acoplamiento
FEM-BEM requiere un tratamiento adecuado del proyector de Calderon [7], el cual
es un operador fundamental en los métodos de elementos de frontera directos.

En esta tesis estudiamos una aproximacion por ondelettes biortogonales del aco-
plamiento FEM-BEM para la resoluciéon numérica de problemas exteriores bidimen-
sionales en teoria de potencial.
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El objetivo de la tesis consiste en desarrollar un esquema de Galerkin multiescala
estable para la discretizacion y compresion de los operadores integrales en el acopla-
miento FEM-BEM. Para ello proponemos una estrategia de compresion de matrices
la cual se ajusta completamente, con complejidad lineal, al orden de convergencia 6p-
timo del método de Galerkin. Ademas, haciendo uso de la propiedad de estabilidad
de las bases de ondelettes en combinacién con el conocido precondicionador BPX,
proponemos un esquema precondicionado el cual puede ser resuelto eficientemente
por el método iterativo del gradiente conjugado.

Como modelo consideramos el problema exterior de Dirichlet para la ecuacion
de Laplace en dos dimensiones, mientras que para el método de acoplamiento la
formulacion con dos ecuaciones integrales propuesta en [18|, donde es probado que la
respectiva forma bilineal es fuertemente eliptica y, por lo tanto, el esquema de Galerkin
converge optimamente. Ademaés, para esta formulacién introducimos una formulacién
variacional modificada, apropiada para fronteras definidas paramétricamente, la cual
facilita el calculo de los coeficientes matriciales.

Puesto que las funciones de elementos finitos y sus trazas no son dadas con respec-
to a bases de ondelettes, nuestra aplicacion de los métodos de ondelettes al método
de acoplamiento no es un procedimiento directo. En efecto, las trazas de las funciones
de elementos finitos restringen la eleccion de las funciones bases sobre la frontera, y es
necesario discretizar y comprimir tres operadores integrales, a saber, los operadores
de capa simple, capa doble e hipersingular, los cuales actiian en espacios de Sobolev
diferentes y, en consecuencia, deben ser discretizados en bases apropiadas. Asimismo,
es fundamental que las bases a elegir sean de soporte compacto para disponer de
la transformada réapida de ondelettes. De acuerdo a estas razones, elegimos para la
aplicacion de los métodos de ondelettes al acoplamiento FEM-BEM las bases de onde-
lettes biortogonales construidas en [6]. En este contexto, adaptamos y extendimos a
la presente situacion la estrategia de compresion de matrices propuesta en [13, 25].
Esto requiri6 solucionar varios problemas teoricos y préacticos. En particular, fue
necesario analizar la discretizacion y compresion de los operadores en el método de
Galerkin con espacios de multiresolucion diferentes, lo cual condujo a resultados prac-
ticos no predecibles a partir de la compresion de matrices tradicional. Por otro lado,
una caracteristica distintiva de la presente situaciéon fue el analisis de consistencia no
solo sobre todos los niveles de discretizacion, sino también en la escala méas fina de
discretizacion y en la norma de los espacios de energia. Esto resulté ser crucial para
mostrar la estabilidad de nuestra estrategia de compresion de matrices, es decir, para
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mostrar la inversibilidad del operador comprimido asociado. Operador para el que
desarrollamos un esquema precondicionado factible de resolver, muy eficientemente,
por el método iterativo del gradiente conjugado.

Los contenidos de la tesis son los siguientes:

En el capitulo 1 se presentan y discuten los aspectos esenciales del uso de los
métodos de Ondelettes en Andlisis Numérico. Se introducen los fundamentos tedricos
de la descomposicion multiescala de espacios de Sobolev con respecto a bases de
ondelettes. Se establecen las correspondientes estimaciones directas e inversas, y su
conexion con la estabilidad de las transformaciones multiescala y las equivalencias de

normas que conducen al diseno de precondicionadores eficientes.

El capitulo 2 se ocupa de la Formulacion del Problema. En la secciéon 2.2 introdu-
cimos el problema modelo y su formulacion variacional por el método de acoplamiento
con dos ecuaciones integrales. En la seccion 2.3, siguiendo una idea presentada en [20],
usamos una parametrizacion de la frontera artificial para obtener una formulacion va-
riacional equivalente (ver la Proposicion 2.3), la cual facilita el anéalisis del problema
discreto de la seccién 2.4 y en las bases de ondelettes biortogonales elegidas para
la compresion de matrices, donde se indica como un esquema perturbado puede ser
analizado usando el primer Lema de Strang.

El capitulo 3 es la parte central de esta tesis y en él desarrollamos la Aprozimacion
Biortogonal del Acoplamiento FEM-BEM. En la secciéon 3.2 justificamos la eleccion
de bases de ondelettes biortogonales para la compresion de matrices. Puesto que
los operadores integrales involucrados en las ecuaciones del acoplamiento FEM-BEM
son del tipo Calderon-Zygmund, el punto clave para la definicion de las estrate-
gias de compresion consiste en traducir la estimacion estandar del Lema 3.1 al nivel
discreto de los coeficientes de ondelettes. Luego, en base a estimaciones para el de-
caimiento de los coeficientes matriciales correspondientes a ondelettes con soportes
disjuntos (Lema 3.2) y a ondelettes con soportes superpuestos (Lema 3.3) definimos
una primera compresion (Definicion 3.4) y una segunda compresion (Definicion 3.7),
respectivamente. El Teorema 3.9 estima la norma espectral de las correspondientes
matrices residuales. En la subseccion 3.3.4, los Teoremas 3.10 y 3.11 establecen que
los pardmetros de compresion elegidos segiin las Definiciones 3.4 y 3.7 garantizan la
consistencia de las estrategias de compresion propuestas, ya sea sobre todos los ni-
veles de discretizacion como también en la norma de los espacios de energia. En la
subseccion 3.3.5, el Teorema 3.12 establece la complejidad lineal de las estrategias de
compresion de matrices, donde identificando las escalas en las cuales puede realizarse
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la segunda compresion, observamos que nuestro andlisis resulta muy simple, claro y
general. En la seccion 3.4 proponemos la estrategia de compresion de matrices para el
acoplamiento FEM-BEM, para la cual analizamos la consistencia (subseccion 3.4.2),
y probamos la estabilidad (Lema 3.21), convergencia (Teorema 3.22) y complejidad
(Teorema 3.23). Algunos aspectos computacionales son discutidos en la seccion 3.5,
donde introducimos una formulacién variacional apropiada para la implementacion
computacional y mostramos que es suficiente calcular s6lo dos matrices comprimidas
correspondientes a los términos de frontera. La seccion 3.6 es dedicada al estudio
del precondicionamiento del esquema multiescala propuesto. Haciendo uso del pre-
condicionador multiescala de la seccion 1.4 y del conocido precondicionador BPX [3],
proponemos un precondicionador para los esquemas simétrico y no simétrico asociados
(Teorema 3.24). Ademés, usando una transformacion del tipo Bramble-Pasciak [2],
proponemos un esquema precondicionado, simétrico y definido positivo el cual puede
ser resuelto por el método iterativo del gradiente conjugado. El Teorema 3.28 mues-
tra que el sistema transformado es espectralmente equivalente a una matriz diagonal
por bloques consistente de identidades y el precondicionador BPX. Finalmente, en
la seccion 3.7 se presentan algunos experimentos numéricos que confirman nuestros

resultados.

El apéndice A contiene una breve introduccion al concepto de analisis de multire-
solucion biortogonal mediante la descripcion de las Bases de Ondelettes Biortogonales
para L*(R) construidas en [6].



Capitulo 1

Ondelettes en Analisis Numérico

En este capitulo se presentan algunos elementos de |a teoria de ondelettes que estan
relacionados con el anélisis numérico de los métodos de ondelettes, y mas general-
mente de los métodos multiescala, para el tratamiento numérico de problemas de
valores de frontera elipticos.

1.1 Introducciéon

Los métodos multiescala han generado en los tltimos anos un enorme interés,
tanto desde el punto de vista teérico como aplicado, siendo el método de ondelettes
el que mayor impacto ha causado.

Una forma de visualizar los métodos multiescala es notando que muchos proble-
mas, tales como el tratamiento numeérico de ecuaciones de operadores, pueden ser
formulados como el problema de aproximar una funciéon f en un espacio H de di-
mensi6n infinita por funciones de algin subespacio V; C H. Pero no importa lo fino
que el nivel de discretizacion correspondiente a Vj sea elegido, una tnica escala de
discretizacion no podréa, en general, expresar las propiedades intrinsecas de f que
reflejen aquellas de H, el cual podria ser, por ejemplo, un espacio de Sobolev. Mucha
més informacion puede ser encontrada usando representaciones de f que involucren
la interaccion de todas las escalas de discretizacion.

Cuando se tiene una sucesion creciente {V;} de subespacios cerrados de H

WwcVic---CH, (1.1)
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tal que
closH<UVj> =H, (1.2)
5=0

tales representaciones de f pueden ser obtenidas mediante descomposiciones multies-

cala del tipo
f=Pf+> (Pia—P)f, (1.3)
§=0

donde cada P; es un proyector uniformemente acotado de H sobre V;, y los términos
(Pj+1 — Pj)f pueden ser vistos como detalles de f necesarios para pasar a escalas
mas finas de discretizacion. Para hacer uso practico de la representacion (1.3) es
conveniente la determinacion de una base para el subespacio complemento, no nece-

sariamente ortogonal, de V; en V., esto es,
Wi = (P — P)H =V;, 6V

En particular, cuando los V; son subespacios invariantes por traslaciones del espacio
H = L*(R), generados por dilatacion y traslacion de una funciéon de escala, uno
arriba a la nociéon de andlisis de multiresolucion, y el elegir los P; como proyectores
ortogonales da lugar al concepto de ondelettes en el sentido clasico de funciones base
para complemento ortogonal W; de V; en V.

En el campo del analisis numérico los métodos multiescala han sido usados exito-

samente en

e el precondicionamiento de grandes sistemas provenientes de la discretizacion de

ecuaciones diferenciales parciales elipticas,

e la aproximacion adaptiva de funciones, permitiendo resolver singularidades ais-

ladas con bajo costo computacional, y

e el precondicionamiento y la compresion de las matrices provenientes de la dis-

cretizacion de ecuaciones integrales.

De crucial importancia en la aplicacion de los métodos de ondelettes a las tres
tareas previamente mencionadas, es la posibilidad que estos tienen de caracterizar
varias clases de regularidad, como por ejemplo Sobolev, Holder y Besov, a partir de
las propiedades numéricas de las descomposiciones multiescala (ver [5, 9, 22]).
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1.2 Descomposiciones Multiescala

Multiresolucién y Estabilidad

Sea H un espacio de Hilbert con producto interior (-,-) y norma asociada ||-||x.
Un andlisis de multiresolucion es por definicion una sucesion creciente {V;} de sub-
espacios cerrados de H cuya unién es densa en H, es decir, se tiene (1.1) y (1.2). Los
espacios V; son definidos como

V; := closy (span ®;),

donde el conjunto ®; := {qﬁj,k | k € Aj} es una base estable en el sentido que,

uniformemente en j,
-
lejllexa,) ~ 195 ¢l (14)
para un conjunto de indices A; posiblemente infinito. Aqui, por abreviacion,

Olc; =Y i (1.5)

kGA]‘
es una notacion para tratar la base ®; como un vector cuyas componentes son las
funciones bases ¢ = 2//2¢(27 - —k), donde ¢ es la funcion de escala.

En este contexto, los espacios de ondelettes son definidos identificando un com-
plemento W; para la descomposicion

‘/}_1_1 = V} b Wj, (16)

y de la forma
W; := closy(span ¥;),

donde el conjunto ¥; := {1);x | k € A; } es una base estable en el sentido de (1.4).

Por otro lado, la propiedad (1.1) de inclusién creciente de los espacios V; junto
con la estabilidad (1.4) implican que la siguiente ecuacion de escala o refinamiento

Giw= > hlybj

leAj

se verifica con un filtro h := {hfk} € (*(Aj11). En la notacion vectorial de (1.5)
esto puede ser escrito como

T T
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donde la matriz de refinamiento H; contiene los hi como columnas. Analogamente,
la descomposicion (1.6) implica que existe una matriz G; tal que

T T

Es conocido que la descomposicion (1.6) es equivalente al hecho que la matriz

F; := [H; G;] es inversible como una aplicacion de (*(A;) x (2(A;) en (2(Aj4).
Ademds, el conjunto ®; U U, es una base estable de Vj, si y s6lo si

1511, 75| = 0(D), (1.7)

donde ||-|| es la norma espectral (ver [9]).

Es conveniente escribir Fj’1 = f‘j = [I:Ij G; ] T, para asi tener la conocida relaciéon
entre filtros
F]’Fj - HjHj + GjGj — I,

y concluir que F; y F; realizan los correspondientes cambios de bases.

Transformaciones Multiescala

Dada una funciéon vy € Vj, la transformacion de descomposicion T ; que toma los
coeficientes c; en la representacion en la escala J

vy = @;CJ, (18)
y los lleva a los coeficientes d; := [cg dy---d; ] T en la representacion multiescala
J—1
vy =Tjd; =®jco+ Y Ud,, (1.9)
7=0
con respecto a la base multiescala
J—1
=, (1.10)
j=—1

donde ¥_; := &, puede ser realizada por un esquema piramidal mediante la trasfor-
mada rdapida de ondelettes. Alternativamente, definiendo las matrices de orden #A;

F, 0
0 I

Y

Tj’j =
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donde I es la matriz identidad de orden #A; — #A;,4, la transformacién T ; puede
ser expresada como
T, =TTy (1.11)

Similar estructura adquiere la transformacion de reconstruccion T' definida por
c;j = T;ldJ, pero considerando las matrices F;.

Notar que en conexién con el tratamiento numeérico de ecuaciones de operadores
del tipo Lu = f, solo la transformacion T; es necesaria. En efecto, denotando por
Ls, y Ly, las matrices de rigidez del operador L con respecto a las bases ®; y ¥,
respectivamente, el sistema Ly ,d; = f; es equivalente a Lg,c; = T f;, donde

Ly, = T,;Ly, T, (1.12)

y d; = Tyc;. Aqui, la transformacion transpuesta T) en (1.12) tiene la misma
estructura de reconstrucciéon que T;l, no obstante usa los mismos filtros que la trans-
formacion de descomposicion T ;. En este contexto, es importante senalar que una
implementacion eficiente de los métodos de ondelettes sélo es posible si la aplicaciéon
de T requiere un nimero de operaciones proporcional a dimV; = #A ;. En este
caso, uno deduce de (1.11) que las transformaciones multiescala son eficientes si las

matrices F; son uniformemente ralas.

Por otro lado, con respecto a las representaciones para v; € V; dadas por (1.8)
y (1.9), es relevante observar que el vector c; en (1.8) representa en muchos casos la
localizacion geométrica del grafico de vy, a diferencia de los d; en (1.9) que tienen
el caracter de variaciones o detalles. Luego, mientras que comtinmente todos los
coeficientes en c; son significativos y necesarios para representar v; exactamente,
muchos de los coeficientes en d; pueden ser pequenos, y el reemplazar algunos de

ellos por cero puede atin permitir una aproximacion suficientemente exacta de v;.

Bases de Riesz y Biortogonalidad

La base complemento ¥, que da la descomposicion (1.6) puede ser elegida de
varias maneras, siendo el complemento ortogonal la eleccion clésica. Las ondelettes
ortogonales son sin embargo dificiles de construir, y consideraciones practicas inducen
a veces a optar por otras alternativas. Por otro lado, aparte de la eficiencia, una
restriccion fundamental en la eleccion de la base complemento es la estabilidad sobre
todos los niveles de las transformaciones multiescala. En este sentido, recordamos el
siguiente resultado (ver [9]).
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Teorema 1.1. Las transformaciones multiescala Ty definidas por (1.11) son unifor-
memente estables en el sentido que

1T, | T =0() cuando J — oo, (1.13)
sty solo si el conjunto ¥ := U;x;_l V; es una base de Riesz de H y ewiste una base
de Riesz biortogonal W := U;iq U, es decir,

(i, Vi) = Oz (i) (1.14)

tal que toda funcion v € H tiene expansiones unicas

U—ZZUT/)]kT/)]k ZZ 10 ) s

J=—1keA; J=—1lkeA;

y las siguientes equivalencias de normas se verifican

ol ~ 37 S o] ~ 30D [, wn)| (1.15)

j=—1 kEAj j=—1 kGA]‘

Resulta claro a partir de este teorema que la elecciéon de la base complemento
U, esta seriamente restringida por la condicion (1.13). En particular, (1.13) es una
condiciéon mas fuerte que la estabilidad (1.7) del conjunto ®; U ¥, la cual es en-
tendida sobre cada nivel j. La propiedad de base de Riesz (1.15), por el contrario,
significa estabilidad sobre todos los niveles. Desafortunadamente, por otro lado, la
biortogonalidad (1.14) resulta ser en general una condiciéon necesaria pero no suficien-
te para garantizar la propiedad de base de Riesz. Condiciones suficientes seran dadas

a continuacion.

1.3 Caracterizacion de Espacios de Sobolev

Como hemos mencionado en la introducciéon de este capitulo, una de las propie-
dades mas relevantes de los métodos de ondelettes es que ellos permiten caracterizar
espacios de funciones [21]. La propiedad de base de Riesz (1.15), que aparece en cone-
xion con la estabilidad de las transformaciones multiescala, es un caso especial dentro
de un conjunto de relaciones similares sobre equivalencias de normas para ciertos ran-
gos de espacios de Sobolev. Esta propiedad de los métodos de ondelettes juega un rol
fundamental, tanto para la construccion de precondicionadores multiescala como en

el andlisis de consistencia en técnicas de compresion de matrices.
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En lo que resta de este capitulo usaremos las siguientes notaciones. Dado s € R,
por H*({2) denotaremos una escala de espacios de Sobolev definidos sobre 2 = R,
2 = (0,1), o algiin dominio acotado de R”, donde H*({2) := (H~*)*({2) para s < 0,
y H°(£2) := L*(£2) provisto del producto interior (u,v) := [, uvdz. Por extension,
(-,+) denotara también el producto de dualidad entre H*({2) y H*({2). Ademas,
referimos al apéndice para la definiciéon de un analisis de multiresolucion biortogonal.

Estimaciones Directas e Inversas

Cuando ambos espacios V; := clos;2(g)(span ®;) y V= closz2 () (span ®,) de
un anélisis de multiresoluciéon biortogonal de L?*({2) tienen algunas propiedades de
aproximacion y regularidad, expresadas en términos de estimaciones clésicas del tipo
Jackson y Bernstein, entonces la propiedad de base de Riesz (1.15) se verifica [9).

Una estimacion directa o del tipo Jackson es aquella que cuantifica el orden de

aproximacion de los espacios V; requiriendo que se satisfaga, uniformemente en j,

inf [lv—vjll22) S 2770l s () (1.16)

UjeVy

para todo v € H*(f2) y 0 < s < d. Por otro lado, una estimacidn inversa o del tipo
Bernstein es aquella que mide cierta regularidad, como por ejemplo Sobolev, de los
espacios V; requiriendo que se satisfaga, uniformemente en j,

ws(2) S 2°||vjll 220 (1.17)

v

para todo v; € V; y s < n, donde suponemos por simplicidad que n < d. Anéalogas
estimaciones son requeridas para los espacios V] con parametros d y 1.

Considerando los espacios de multiresolucion biortogonal definidos en el apéndice,
uno observa que la estimacion (1.16) se verifica trivialmente para ambos V; y f/j,
ya que estos espacios tienen exactitud polinomial de ordenes d y J, respectivamente.
Con respecto a la estimacion (1.17), uno usa el hecho que cuando ¢ € L*(£2) es una
funcion de escala estable y de soporte compacto tal que 7 := sup { s| ¢ e H(02) },
entonces (1.17) se verifica para todo s < 7. Ademas, es conocido que ¢ € L*(02)
implica ¢ € H*({2) para algiun s > 0 (ver [5]).

Bajo estos supuestos, los operadores

Ppi=Y (- din)bik (1.18)

kEA]‘
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definen, para —7i) < s < 5, proyectores uniformemente acotados de H*({2) sobre V;
y satisfaciendo
PjP; = P;  para todo j' <. (1.19)

Luego, utilizando estos operadores, los proyectores sobre los espacios de ondelettes
W; = clos (o) (span ¥;) de un analisis de multiresolucion biortogonal de L?(£2) son
definidos como

Qj =Pyt = Py =Y (i) Yy (1.20)

keA;

En este punto, corresponde senalar que los respectivos operadores adjuntos Py Q]
son definidos con respecto al producto de dualidad (-,-), y que la propiedad de base
de Riesz (1.15) puede ser expresada equivalentemente como

||U||i2(n) ~ Z ||ij||%2(n) ~ Z ||Q;'U||%2(_Q)7 (1.21)
j=-1 j=-1
donde Q_, :== By y Q*, := Fj.
Por otro lado, en vista de la estimacion (1.16), es posible probar que los operadores
P; definidos por (1.18) satisfacen la propiedad de aproximacion

lv = Pollus (o) S 274910l ey (1.22)

~J

para todo v € H'({2), —d < s < n, s <ty —-n<t<d Asimismo, la estima-
cién (1.17) permite probar la estimacion inversa

vl ey S 27 v)] s (1.23)

para todo v; € Vj y s <t <. Analogas estimaciones verifican los operadores P y
los espacios V] (ver por ejemplo [12, 25]).

Equivalencias de Normas para Espacios de Sobolev

Las descomposiciones multiescala en bases de ondelettes pueden ser usadas para
caracterizar la regularidad de espacios de Sobolev en término de normas discretas
para los coeficientes de ondelettes. El requerimiento basico es que los espacios de
multiresolucion verifiquen estimaciones directas (1.16) e inversas (1.17) apropiadas.
Desde un punto de vista aplicado, tal caracterizacion es usada, por ejemplo, en el
diseno y andlisis de precondicionadores multiescala para ecuaciones de operadores
elipticos. En este contexto, el siguiente teorema es clave (ver |9, 10]).
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Teorema 1.2. Sean V; y f/J los espacios de un andlisis de multiresolucion biortogonal
de L*(2) satisfaciendo las estimaciones (1.16) y (1.17) para algunos d, 7, d oy,
respectivamente. Entonces, para los operadores Q; definidos por (1.20) y el rango

—1n < s <, la siguiente equivalencia de normas se verifica

o) ™ Z 2%°)|Qjv |72 (1.24)

j=—1

0]

para todo v € H*(2), y andlogamente para los operadores Q; y el rango —n < s < 1].

Observar que para s = 0 la equivalencia de normas (1.24) se reduce a la propiedad
de base de Riesz escrita equivalentemente en (1.21). Por otro lado, definiendo los
operadores de traslacion

oo
D= )" 2Q,, (1.25)
j=—1
los cuales debido a la condicion (1.19) satisfacen D*D' = D%t se deduce que la
equivalencia de normas (1.24) puede ser expresada como

|D*v| ey ~ ||v]| msteco) (1.26)

para todo v € H* () y —1ij < s+t < . Notar también que por (1.19) se tiene

o0

(D) '=D" y (D)= 2°Q; (1.27)

j=—1

Finalmente, es importante mencionar que estimaciones del tipo (1.24) se verifican
para un rango mas amplio de s en la forma de desigualdades. En efecto, se prueba
en [25] que la siguiente estimacion

1D 220 S (vl ars () (1.28)

es valida para todo v € H*(2) y —n < s < d.

1.4 Precondicionamiento Multiescala

Una de las aplicaciones mas sobresalientes de los métodos de ondelettes al anali-
sis numérico, es aquella que utiliza una matriz diagonal como precondicionador para
obtener niimeros de condicion uniformemente acotados con respecto al nivel de discre-

tizacion, esto es, para la solucidon rapida de sistemas lineales por métodos iterativos.
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A modo de ilustracion, sea L : H?(2) — HP~"(£2) un operador de orden r,
acotado e inversible, esto es,

Lol -2y ~ 0l 8(0)- (1.29)

El esquema de Galerkin para la solucion de la ecuacion Lu = f, es equivalente a
encontrar uy; € V; tal que

LJU] == P;f, (130)

donde L; := PjLPj es el operador de dimension finita asociado a la matriz de rigidez
Lg
para todo vy € V; se tiene

, con respecto a la base ®;. Se dice que el esquema (1.30) es (3, 5 — r)-estable si

| Lyvillga-ray ~ vl me (- (1.31)

Observaciéon 1.3. Para precisar lo anterior, observar que (1.31) se verifica cuando L
es un operador simétrico y L(-,-) := (L-, ) es una forma bilineal simétrica, acotada y
HP(12)-eliptica. Y més generalmente, cuando L es un operador inyectivo y satisface
la desigualdad de Garding, entonces (1.31) se verifica también. Ademads, bajo las
hipotesis del Teorema 1.2, uno puede mostrar que el esquema de Galerkin (1.30) es
(s,s — r)-estable para —d+r < s < (3, y la diferencia u — u; entre la solucion exacta
de Lu = f y la soluciéon aproximada de (1.30), satisface la estimacion de error

= ugll =) S 27759 Jul| e

para todo u € HY(Q2), —d+r < s <mn,s <ty <t <d, dando de esta forma
O(2774=1) como orden de convergencia 6ptimo (ver por ejemplo [12]).

Veamos a continuaciéon como las equivalencias de normas de la seccién anterior,
junto con la estabilidad del esquema de Galerkin, conducen a la construccion de un
precondicionador para el problema discreto asociado a (1.30). Puesto que bajo la
suposicion (1.29) el operador L actia como una traslacion en la escala de espacios
de Sobolev H*({2), es razonable explotar el hecho que los operadores D* definidos
por (1.25) tienen este mismo efecto expresado en la equivalencia de normas (1.26).
La idea es entonces elegir apropiadamente la escala s en estos operadores para ser
capaces de cancelar el efecto de traslacion producido por L. El siguiente teorema fija
esa eleccion y muestra como cambios de escala diagonales en matrices de rigidez en

bases de ondelettes producen matrices de sistema bien condicionadas (ver [5, 9, 10]).
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Teorema 1.4. Sea el esquema de Galerkin (1.30) estable en el sentido de (1.31) y los
pardmetros n y 77 en el Teorema 1.2 satisfaciendo —i < r/2 < n. Si Ly, es la matriz
de rigidez del operador L con respecto a la base multiescala V; definida por (1.10) y

D es la matriz diagonal definida por

D§ = [2‘78(5/\1’/\] (132)

NAEV,’

con el conjunto de indices Vy := { X = (j,k) | =1 <j < J, k€ A;}, entonces
Cond(D;rﬂL\pJD;rﬂ) =0(1) cuando J — oo,
donde cond(A) := ||A||||A7Y| v ||| es la norma espectral.

Demostracion. Esta es una consecuencia inmediata de las equivalencias de normas
para las descomposiciones multiescala. En efecto, definiendo en analogia a (1.25) los
operadores de traslacion
J-1
D5 =Y 27°Q;, (1.33)
j=-1

obtenemos para todo v; € V;

por (1.26) y (1.27),
por (1.31),

losllz=ga) ~ || D)0 H/2(2)

~||Ls D0y

|H*T/2(Q)
~ (D) LaD; 0, oy por (1.26) ¥ (1.27).

Esto muestra que los operadores (D;T/Z)*L]D;T/Q . V; — V; son uniformemente
acotados e inversibles en L?(£2). Ademés, es directo comprobar que la representacion

matricial de estos operadores con respecto a la base multiescala ¥; es dada por
D;"’Ly,D;""”. 0






Capitulo 2
Formulaciéon del Problema

En este capitulo se presentan las ecuaciones del acoplamiento FEM-BEM como base
para una nueva y relevante aplicacién de los métodos de ondelettes al tratamiento
numérico de ecuaciones de operadores elipticos. Se destaca en esta presentacidn
el uso de una parametrizacién de la frontera artificial para escribir una formulacién
equivalente del método de acoplamiento, la cual simplifica el analisis del problema
discreto y el posterior empleo de los métodos de ondelettes.

2.1 Introducciéon

La idea de resolver numéricamente por métodos de elementos finitos un sistema
acoplado de ecuaciones diferenciales parciales junto con ecuaciones integrales es llama-
do el acoplamiento FEM-BEM [8, 14, 18, 19]|. La solucion aproximada obtenida por
el método de acoplamiento se caracteriza por ser la solucién exacta de un problema
diferencial, la cual es parametrizada por un conjunto finito de parametros definidos
sobre un dominio acotado, los elementos finitos, y sobre una frontera artificial, los
elementos de frontera. Este método es también aplicable a problemas no lineales,
o problemas con coeficientes variables, bajo la suposicién que al exterior de alguna
region la ecuacion que rige al problema posee una solucion fundamental [14].

En el presente trabajo solo consideramos problemas de valores de frontera exte-
riores. Ciertamente, para problemas exteriores, el método de integral de frontera es
muy adecuado debido a que evita la discretizacion de dominios no acotados. Ademas,
puesto que en el acoplamiento la formulacion integral de frontera es llevada a cabo
sobre una interfaz artificial I', uno observa que la formulaciéon integral representa la
relacion entre los datos de frontera de Dirichlet y Neumann para la ecuacion exterior.
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En este sentido, lo anterior puede ser visto como condiciones de frontera artificiales,
las cuales son exactas pero no locales. Este hecho da lugar a la conocida desventaja
de los métodos de integral de frontera, la cual es producir discretizaciones con ma-
trices numéricamente llenas. En particular, un problema que aqui es resuelto para el
acoplamiento FEM-BEM (ver el capitulo 3).

Por otro lado, es importante mencionar que existen en la literatura varias for-
mulaciones del acoplamiento. De entre todas las formulaciones, aqui hemos elegido
una que no restringe la eleccion de la frontera artificial I', y para la cual el méto-
do de Galerkin es conocido ser estable. Mas concretamente, la formulacion elegida
consiste en anadir una ecuacion integral para la derivada normal [8, 18]. Otras for-
mulaciones exigen interfaces particulares como un circulo, y para ellas el operador de
Steklov-Poincaré es conocido explicitamente.

En este contexto, el tratamiento numérico estandar de las ecuaciones del acopla-
miento considera operadores definidos sobre la frontera I', y bases para los espacios
discretos definidas sobre la misma frontera. Con el fin de simplificar el analisis del
problema discreto y nuestra aplicacion de los métodos de ondelettes en el capitulo 3,
haremos uso de una parametrizacion de la frontera I para transformar la formulacién
variacional del problema original en una equivalente. Mas precisamente, la incognita
sobre la frontera (en este caso la derivada normal) serd substituida por una nueva
incognita sobre el intervalo I := (0, 1), y los operadores integrales de frontera usua-
les seran reemplazados por otros mas simples actuando entre espacios de Sobolev
1-periddicos, y heredando de los primeros todas sus propiedades, tales como simetria,
orden, etc. Las ventajas del uso de esta parametrizacion pueden ser observadas en la
Proposicion 2.3, donde en particular la identidad (2.17) jugara un rol fundamental en
la implementacion del método de acoplamiento discretizado en bases de ondelettes.
Esto debido a que, similar a una discretizacion usual por elementos finitos, solo se
requerird la discretizacion de dos operadores integrales. Por otro lado, en la nueva

formulacion el célculo de los coeficientes matriciales es més facil de implementar.

La organizacion del capitulo es como sigue. En la secciéon 2 se presenta el problema
modelo y su formulacion variacional por el método de acoplamiento. En la seccion 3
se introduce la nueva formulacion variacional para el método de acoplamiento con
dos ecuaciones integrales. Finalmente, en la seccion 4 se revisa el método de Galerkin
usando elementos finitos curvos y se discretiza el problema para la posterior compre-
sion de matrices en el capitulo 3. Ademés, se indica como un esquema perturbado
puede ser analizado usando el primer Lema de Strang.
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2.2 El Acoplamiento FEM-BEM

El Problema Modelo

Consideramos como modelo el problema exterior de Dirichlet para la ecuacion
de Laplace en dos dimensiones. Sea (2, un dominio acotado y simplemente conexo
en R? con frontera Lipschitz I := 062. Luego, dada una funcion f € L%(R?\ (2) de
soporte compacto, buscamos u tal que

—Au=f en R? \ 2,
u=20 sobre [y,

u(z) = O0(1) cuando |z| — oo. (2.1)

De acuerdo a las hipotesis sobre f, podemos elegir un dominio convexo y acota-
do £2; (con frontera regular I' := 942;) conteniendo 2y y supp f. De esta manera, la
frontera I" divide R? \ {2y en una region anular 2 (acotada por Iy y I') y un dominio
exterior no acotado 2% := R? \ 2, (ver la Figura 2.1).

Q-l—

Figura 2.1: Geometria del problema modelo.

En consecuencia, es posible separar el problema (2.1) y escribirlo, equivalentemen-
te, como un problema interior en (2

—Au=f en {2,

u=0 sobre [y,
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y un problema exterior en 27

Au=0 en 27,
u(z) = O(1) cuando |z| — oo, (2.2)

acoplados por las condiciones de transmision

9101_1% u(z) = %1_% u(x) para todo y € I,
zeN zent
0 0
:1:13}/ a—;;(x) = }:131'11/ a—;;u(x) para todo y € I', (2.3)
TESN? ent

donde v, denota la normal unitaria exterior a 2 eny € I'.

A continuacién, usando la formula de representacion de Green y el comportamiento
asintotico de u en el infinito, obtenemos para todo z € 27

wo) = [{GeEen funds, ~ [ BenFmdsre @)

donde E(z,y) := —4 log |z —y| es la solucién fundamental de la ecuacion de Laplace
en dos dimensiones y ¢ := limy,| u(z) es una constante. En vista de las condiciones
de salto de los correspondientes potenciales, tomando el limite en (2.4) desde el domi-
nio exterior 2% a la frontera I' y definiendo p := %, obtenemos sobre [ la ecuacion

integral
u = (%+K)u— Vp+c,

donde V y K son, respectivamente, los operadores integrales de frontera de capa
stmple y capa doble definidos por

(Vi)(@)i= [ Blapto) ds, 25)
(Ku)(z) :/F{%E(x,y)}u(y) dsy. (2.6)

Con el fin de obtener un esquema de Galerkin estable sin restricciones adicionales,

es conveniente considerar la ecuacion integral
_ 1 *
p=—Wu+ (5— K )p,

la cual se obtiene de (2.4) por derivacion. Los operadores integrales de frontera K*
y W son, respectivamente, el operador adjunto del doble y el operador hipersingular
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definidos por
* 0
(Kp)(x) := /F{ay E(fr,y)}p(y) dsy, (2.7)
0 0
(Wu)(z) = /r 5 E(x,y) pu(y) ds,. (2.8)

El siguiente lema sera también requerido (ver por ejemplo [14]).

Lema 2.1. Sea u € C*(2%) N CY(27F) la solucion del problema exterior (2.2) con u

prescrito sobre I'. Entonces [..p(z) ds, = 0.

Finalmente, las condiciones de transmision (2.3), las formulas anteriores y el

Lema 2.1 conducen al siguiente problema no local: Encontrar (u,p,c) tal que

—Au=f en {2,
U= sobre Iy,
(1 —Ku+VW=c sobrel,
—Wu—l—(%—K*)p:p sobre I,

fr p(r)ds, = 0. (2.9)

El problema (2.9) es conocido como la formulacidn con dos ecuaciones integrales

para acoplamiento FEM-BEM, y es equivalente al problema original (2.1) (ver [8, 18]).

La Formulaciéon Variacional

Para el procedimiento usual de acoplamiento, uno aplica el método de elementos
finitos al dominio acotado (2 y el método de elementos de frontera al dominio no
acotado 2. A continuacion, con el fin de proveer la formulacion variacional de (2.9),
introducimos algunas notaciones y recordamos un resultado fundamental.

Para m entero y s € R, denotamos por H™({2) y H*(I") los espacios de Sobolev

usuales provistos con las normas [|||gm(@) ¥ [|*[|m=(r), respectivamente. El producto
de dualidad entre H*(I') y H *(I') es denotado por < -,- >, el cual extiende el
producto interior [ u(z)v(x) ds, para u,v € L*(I"). Ademas, definimos los siguientes
subespacios

Hy(2) :={ve H(2)|v=0sobre I },
Hy'2(N) = {qe H ()| <1,¢>=0}.
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El siguiente resultado recuerda las principales propiedades de continuidad de los
operadores V, K, K* y W cuando actian entre espacios de Sobolev H*(I") (ver [7]).

Lema 2.2. Sea I' una frontera Lipschitz. Entonces los operadores integrales de fron-
tera definidos por (2.5)-(2.8) son continuos en los siguientes espacios

V: H Y2(I) - HY*(I), K: HY(I') — HY*(I),
K*: H V(') - H=Y*(TI), W: H'>(I') - H-Y*(I).
Observar que el lema claramente indica que V y W son operadores seudodife-
renciales de ordenes menos uno y uno, respectivamente, mientras que K y K* son

operadores seudodiferenciales de orden cero, mutuamente adjuntos con respecto al
producto de dualidad entre H'/?(I") y H=Y/2(I).

Sea H := Hj(£2) x H(;I/Z(F). Ahora estamos en condiciones de proveer la formu-
lacion variacional para el problema acoplado (2.9): Encontrar (u,p) € H tal que

A((u,p), (v,q)) = /va dx para todo (v,q) € H, (2.10)

donde A: H x H — R es la forma bilineal continua y H-eliptica, introducida en [18§]
y definida por

A((u,p), (U,q)) = a(u,v) — % <v,p>+ <v, Wu>+ <Kuv,p>
—l—%<u,q>—<Ku,q>+<Vp,q>, (2.11)

con a(u,v) = [, Vu-Vuvdz. Se sigue que la existencia y unicidad de (u,p) € H
solucion de (2.10) son dadas por el Lema de Lax-Milgram.

2.3 Una Formulaciéon Variacional Modificada

Siguiendo una idea presentada en [20], en esta seccion introducimos una formu-
lacion variacional equivalente a (2.10), la cual consiste, esencialmente, en reemplazar
la incognita p definida sobre la frontera I' por una nueva incognita definida sobre el
intervalo I := (0,1). De esta forma, tal como veremos, la nueva formulacion simpli-
fica el esquema de Galerkin como también el posterior el empleo de los métodos de
ondelettes en el capitulo 3.

Supondremos en todo lo que sigue, que la frontera regular I" es parametrizada por
una funcion C*® y 1-periddica v : I — R? tal que

a(t) ==Y (t)| >0 paratodoteI=]0,1].
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Con la ayuda de esta parametrizacion podemos definir, para s > 0, el espacio de
Sobolev 1-periodico

HY(I):={welLl’I)|woy "€ HYI)}

provisto con lanorma ||w|| s () := ||woy™"|| gs(r). Definimos luego H*(I) := (H~*)*(I)
para s < 0, y denotamos por (-, -} el producto de dualidad entre H*(I) y H=*(I) con
respecto al producto interior [, u(t)w(t) dt para p,w € L*(I). Sea ademés el siguiente
subespacio

Hy'(I) = {pe H 2(I)|(1,p)=0}.

A continuacion, con el espacio producto M := H'/?(I) x H§1/2 (I), sean las formas
bilineales b : M x M — R y B: M x M — R definidas por

b((#v 0)7 (va)) = % <Map> o % <w70>7 (212)
B((1,0), (w,p) = (w0, Wn) + (Kw,0) = (Kp, p) +(Va,p), (2.13)

donde V : H=Y2(I) — H'Y*(I), K : H'/2(I) — H'*(I) y W : H'*(I) — H~'/*(I)
son los operadores integrales 1-periddicos definidos por

(Vo)(s) = [ EGo)a(0)ott)dt,

1

(59 = [{ 52— w)at0 futn i

OVy=y(1)

)o) = [{-50— 5 B ala fu d (21a)

1 U Oy (s) OVy=y(t)

y relacionados con los clasicos operadores integrales de frontera V, K y W por medio
de las siguientes identidades

<Vp,q>=(V(pov)a,(qgov)a),
<Kv,p>=(K(vo7y),(pov)a),
<v,Wu>=(vovy,W(uo~)), (2.15)

para todo u, v € HY?(I') y p, ¢ € HY2(I).

Estas definiciones seran constantemente utilizadas en el capitulo 3. En particular,
las definiciones de las formas bilineales b y B dadas en (2.12) y (2.13), respectiva-
mente, nos permiten expresar la forma bilineal A como establecemos en la siguiente

proposicion.
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Proposicion 2.3. Sean A, b y B dadas por (2.11), (2.12) y (2.13), respectivamente.
Entonces se verifica la igualdad

A((u,p), (v,9)) = alu,v) + b((u o, (poy)a), (vor,(go 7)04))
+B((uor, (por)a), (vor,(goy)a)) (2.16)
para todo (u,p), (v,q) € H. Ademds, es vdlida la siguiente identidad
(w, Wp) = (Vi) (2.17)
para todo p,w € H'?(I), donde ' indica derivacion.

Demostracion. Puesto que u € H'(£2) implicauwoy € HY2(I) y p € Hy "*(I') implica
(poy)a € HO_I/2 (I), es directo comprobar usando las identidades en (2.15) que (2.16)
se verifica. Por otro lado, no es dificil ver que la siguiente relacion se satisface

&2 B, (1) = s

E(y(s).7())a(s)a(t).

Oy (s) Oy=y(t)
Luego, integrando por partes obtenemos (2.17). O

En base a este resultado, de ahora en adelante consideramos el espacio producto
H := H}(2) x Hy "*(I) y la forma bilineal A : H x H — R definida por

A((u, o), (v, p)) = a(u,v) + b((u 0v,0),(vor, p))
+ B((uov,0),(vor,p). (2.18)

Asi, substituyendo en la formulacion variacional (2.10) la incognita p € H51/2(F)
por la nueva incognita o := (p o y)a € HO_I/Z(I), la Proposicion 2.3 nos permite
obtener la siguiente formulacion variacional del problema acoplado (2.9): Encontrar
(u,0) € H tal que

A((u,0), (v, p)) = /va dr para todo (v,p) € H. (2.19)

La formulacion variacional modificada (2.19) es obviamente equivalente a (2.10),
no obstante tiene la ventaja de simplificar el andlisis de problema discreto y nuestra
aplicacion de los métodos de ondelettes al acoplamiento FEM-BEM.
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2.4 Discretizaciéon para la Compresion de Matrices

Los Espacios de Elementos Finitos

La discretizacion del problema (2.19) sera realizada usando elementos finitos li-
neales para la incognita v y funciones constantes por tramos para la incognita o.

Ademas, por simplicidad, consideraremos solo el caso de una frontera poligonal I5.

Dado N € N, sea 0 = tjg < t; < -+ < ty = 1 una particiéon uniforme del
intervalo I = [0,1], con tyy; —tp, = h := 1/N, k = 0,1,...,N — 1, y denotemos
por 2, C {2 el dominio poligonal cuyos vértices sobre I" son (o), v(t1), ..., Y(tn_1)-
Sea T, una triangulacion regular de 2, formada por tridngulos T; cuyos didmetros
satisfacen diam T; < hsup,.;a(t). Para esta triangulacion, si T denota el triangulo
de referencia en R?, existen #7j, aplicaciones afines F} tales que E(T) =T,.

Ahora, cada tridAngulo 7; con dos vértices sobre I" es reemplazado por el corres-
pondiente tridngulo curvo. Sea 7} un tridngulo curvo con vértices vy y vy sobre I'
verificando v; = y(t) vy vo = y(tx4+1) para algin k € {0,1,..., N — 1}. Entonces, en
este caso, existe una aplicacion inyectiva F; := F; + G;, con

: ?@2 (V(tk + Ba(trgr — te)) — ¥ (te) — 2 (Y (ter1) — 7(@)):

la cual es un difeomorfismo de clase C tal que Fy(T) = T} (ver [29]).

De esta manera, considerando s6lo elementos finitos conformes, denotamos por
Pi(T;) la imagen por F} del espacio P(T) de polinomios de grado menor o igual
que uno sobre T'. La suposicion de regularidad de la triangulacion 7p,, y las técnicas
usuales empleadas en el caso afin, permiten obtener cotas para el error de interpolacion

sobre triangulos curvos. Mas precisamente, uniformemente en 7;, se tiene
[0 = Lol S bllollm2r) (2.20)

para todo v € H?(T;), donde TI; es el operador de interpolacion sobre Py (T;) (ver [29]).

Sea V;, C Hy(£2) el espacio de elementos finitos cuyas funciones son continuas y
se anulan sobre la frontera I. Ademaés, requerimos que la restriccion de una funcion

vp, € V3, a un triangulo pertenezca a P;(T;). Deducimos de (2.20) que

inf ||u — ’Uh”Hl(Q) § h“U“HZ(Q) (2.21)
VR EVY

para todo u € H%(£2) N H}(£2), uniformemente en h.
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Finalmente, sea W), C H_I/Q(I) el espacio de las funciones 1-peridédicas y cons-
tantes por tramos definidas sobre la particion uniforme 0 = t; < t; < --- < ty = 1.
Entonces, el espacio de dimensién finita U, = {ph e Wy | (1,pn) = 0} es un
subespacio de HO_I/Q(I) y tiene la siguiente propiedad de aproximacion

i [l = pull-vegny S Bllollms (222)

para todo o € H'/2(I) N Hy “/*(I), uniformemente en h (ver [27]).

El Esquema de Galerkin

Considerando los espacios de elementos finitos definidos previamente, y deno-
tando Hj := Vj x U, obtenemos el siguiente esquema de Galerkin asociado a la
formulacion variacional (2.19): Encontrar (up,o0p,) € Hy, tal que

A((uh,ah), (vh,ph)) :/ fopdx  para todo (v, pn) € Hp. (2.23)
0

Luego, debido a la conformidad y consistencia de los espacios Hp, se sigue que
el esquema de Galerkin (2.23) tiene una tnica solucion (uy,o0p) € H), satisfaciendo,

uniformemente en h, la estimacion del tipo Cea

H (Ua U) - (Uha Uh) HH 5 (vh,;izil)fEHhH(u, U) - (Ufw Ph) HH’ (2'24)

donde (u,0) € H es la tnica soluciéon de (2.19). Ademas, si u € H*(£2) obtenemos
convergencia de orden 6ptimo en H. En efecto, usando las propiedades de aproxima-
cion (2.21) y (2.22), junto con la estimacion de Cea (2.24), se tiene

H(u,a) - (uh’ah)HH N hH(U’U)HH2(Q)><H1/2(I)

S hllulla2a), (2.25)

donde también hemos usado el hecho que o := (po7)a, y el teorema de trazas.

La Compresién de Matrices

La matriz de rigidez de la forma bilineal B definida por (2.13), y conteniendo
los operadores integrales V, K y W definidos en (2.14), serd calculada en bases de
ondelettes para explotar la ventaja de la compresion de matrices. En otras palabras,
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en vez de resolver numéricamente (2.23) resolveremos el siguiente esquema de Galerkin

comprimido: Encontrar (u§,of) € Hy, tal que

A°((uf,, 07), (v, pn)) :/ fopdx  para todo (v, pn) € Hp, (2.26)
0

donde A€ : H;, x H, — R es una aproximacion de la forma bilineal A y definida por

A((un, on), (Vns pn)) = a(un, vn) + b((un © ¥, 0n), (vn © 7, pn))
+ B((un o 7, 0n), (vn 07, pr)), (2.27)

con B¢ : My x M, — R siendo la aproximacion de la forma bilineal B debido a la
compresion de matrices. Aqui, el espacio M, C M es definido por M, := S, x Uy,
donde S}, := {vh oy € H'(I) | v, €V}, }

Muy importantes para probar la convergencia del esquema de Galerkin compri-
mido (2.26) seran la consistencia de nuestra estrategia de compresion de matrices y
la estabilidad de la forma bilineal comprimida A°¢. En este sentido, el efecto de la
compresion de matrices sobre la convergencia de (2.26) puede ser analizado usando
la siguiente version del primer Lema de Strang (ver por ejemplo [4]).

Lema de Strang. Sea la forma bilineal comprimida A® definida por (2.27) estable

en el sentido que, uniformemente en h,

A°((vn, pn), (vas 1)) 2 H(Uh’ph)Hi{

para todo (v, pn) € Hy. FEntonces el esquema comprimido (2.26) tiene una unica
solucion (uf,, o5) € Hy, satisfaciendo
u,0) — (uf, oy < inf u,0) — (vp,
(w0 = o)l 5 i, { e = wnl
A((vn, pn), (wp, — A°((vn, pn), (wn,
+  sup [ A((wns pn), (wn, on)) ((ons pn), (wns 0n))]

(wh,on)EH}, H(wh’ Qh)HH

}, (2.28)

uniformemente en h.

En el siguiente capitulo usaremos ondelettes biortogonales para discretizar y com-
primir la forma bilineal B definida por (2.13). Mostraremos ademés que la conver-
gencia del esquema comprimido (2.26) no se ve deteriorada por nuestra estrategia de
compresion de matrices, sino mas bien que es idéntica a la del esquema original (2.23).






Capitulo 3

Aproximaciéon Biortogonal del
Acoplamiento FEM-BEM

En este capitulo se describe y analiza un esquema de Galerkin multiescala para
el acoplamiento FEM-BEM. Usando ondelettes biortogonales, se realiza la discre-
tizacién de los respectivos operadores integrales y se propone una estrategia de
compresién de matrices la cual se ajusta completamente, con complejidad lineal,
al orden de convergencia 6ptimo del método de Galerkin. Ademas, se propone
un esquema precondicionado el cual puede ser resuelto por el método iterativo del
gradiente conjugado. Experimentos numéricos confirman nuestros resultados.

3.1 Introducciéon

El potencial de los métodos de ondelettes como herramienta de discretizacion
descansa principalmente en dos caracteristicas: la validez de equivalencias de normas
para espacios de Sobolev en términos de normas discretas para los coeficientes en
expansiones en bases de ondelettes, y ciertas propiedades de cancelaciéon determinadas
por el orden de momentos nulos de las bases de ondelettes. Estas caracteristicas son
fundamentales para la construccion de precondicionadores eficientes y el desarrollo
de estrategias de compresion de matrices basadas en la representacion multiescala de
operadores discretizados en bases de ondelettes.

En efecto, como fue observado en [1], las bases de ondelettes constituyen una
herramienta eficiente para el tratamiento numérico de operadores integrales en el
caso de grandes sistemas. De la misma manera, métodos de elementos de frontera
tales como Fast Multipole |16] y Panel Clustering |17] prueban una complejidad lineal
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o casi lineal. Aqui, complejidad lineal significa que los requerimientos en recursos y
tiempos computacionales para solucionar el sistema lineal asociado son proporcionales
al numero de incognitas. Estos desarrollos motivaron la utilizacion de las bases de
ondelettes en el método de elementos de frontera en [11, 12, 13, 25]. Sin embargo,
los resultados alli obtenidos se diferencian de aquellos en [1] en que las estrategias
de compresion de matrices propuestas son disenadas para no deteriorar el orden de
convergencia del esquema discreto con complejidad lineal. Ademas, es probado que
un simple precondicionador diagonal para las discretizaciones en bases de ondelettes

resulta en matrices comprimidas bien condicionadas.

Basandonos en estos resultados, la aplicacion de los métodos de ondelettes para
una discretizacion eficiente de los operadores integrales en el acoplamiento FEM-BEM
parece ser bastante ventajosa. En efecto, de acuerdo al capitulo 2, las ecuaciones
integrales de frontera pueden ser formuladas sobre una frontera artificial I" la cual
puede ser elegida lo mas regular y simple posible. Para tal eleccion los métodos
de ondelettes son mucho mas eficientes. Por otro lado, puesto que el acoplamiento
FEM-BEM trata con los datos de frontera de Dirichlet y Neumann, la presencia
de operadores integrales de orden distinto de cero y espacios de Sobolev de orden
fraccionario no constituyen restriccion alguna, ya que las bases de ondelettes pueden
ser elegidas apropiadamente y, como observaramos, normalizadas para ser estables en
estos espacios por medio de un simple precondicionador diagonal.

En este trabajo s6lo consideramos el caso bidimensional. Para analogos resultados
en tres y mas dimensiones referimos a [23]. Es importante también mencionar que
nuestra aplicacion de los métodos de ondelettes al acoplamiento FEM-BEM consti-
tuye, al mismo tiempo, una discretizacion eficiente del proyector de Calderon [7], el
cual es un operador fundamental en los métodos de elementos de frontera directos.

Usando las bases de ondelettes biortogonales construidas en [6], desarrollamos una
estrategia de compresion de matrices la cual se ajusta completamente al orden de con-
vergencia del método de Galerkin para el acoplamiento FEM-BEM. Respecto a las
bases de ondelettes elegidas, existen varias razones que justifican su eleccion, siendo
una de ellas el hecho que las trazas de las funciones de elementos finitos determinan
las funciones bases que pueden ser definidas sobre la frontera. El andlisis comienza
con estimaciones para el decaimiento de los coeficientes matriciales que discretizan en
bases ondelettes un operador seudodiferencial genérico L, el cual representa a los ope-
radores integrales de frontera en el acoplamiento FEM-BEM. Estas estimaciones son
establecidas separadamente para una primera compresion (ondelettes con soportes
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disjuntos) y una segunda compresion (ondelettes con soportes superpuestos). Fijan-
do luego estrategias de compresion basadas en el decaimiento de estos coeficientes,
procedemos a analizar el error de consistencia. Las herramientas bésicas para este
analisis son las propiedades de aproximaciéon, estimaciones inversas y equivalencias
de normas para espacios de Sobolev en términos de normas discretas para los coefi-
cientes de ondelettes. De esta forma, el anélisis se reduce a estimar, por medio del
Lema de Schur, la norma espectral de ciertas matrices residuales. Debido a la segun-
da compresion, a continuacion probamos que la estrategia de compresion propuesta
tiene complejidad lineal. Identificando las escalas donde puede realizarse la segunda
compresion, por medio de combinaciones convexas de parametros de compresion aco-
plados con respecto a bases de ondelettes diferentes, observamos que nuestro anélisis
de complejidad resulta muy simple, claro y general.

Con estos resultados procedemos a definir la compresion de matrices para el aco-
plamiento FEM-BEM. Probamos la respectiva estimacion para el error de consistencia
y la estabilidad en las normas de los espacios de energia de una forma bilineal dis-
creta correspondiente a operadores comprimidos. La convergencia y complejidad del
esquema comprimido son luego establecidas. En lo que respecta al sistema lineal
resultante, este es dificil de resolver debido a su complicada estructura y mal con-
dicionamiento. Luego, haciendo uso de la propiedad de estabilidad de las bases de
ondelettes y del conocido precondicionador BPX [3], proponemos un precondicionador
para los esquemas simétrico y no simétrico asociados al problema. Ademas, usando
una transformacion del tipo Bramble-Pasciak [2], proponemos un esquema precondi-
cionado, simétrico y definido positivo el cual puede ser resuelto muy eficientemente
por el método iterativo del gradiente conjugado.

La organizacion del capitulo es como sigue. En la seccién 2 se ponen en evidencia
las razones que justifican la eleccion de bases de ondelettes biortogonales para la com-
presion de matrices que es propuesta en la secciéon 3. En esta seccion se establecen
las estimaciones para el decaimiento de los coeficientes matriciales, se definen las es-
trategias de compresion, se realiza el respectivo anélisis de consistencia y se prueba la
complejidad lineal resultante. En la secciéon 4 se propone la estrategia de compresion
de matrices para el acoplamiento FEM-BEM, para la cual se prueba la consistencia,
estabilidad, convergencia y complejidad. Algunos aspectos computacionales son dis-
cutidos en la seccién 5. La seccidon 6 es dedicada al estudio del precondicionamiento
del esquema multiescala propuesto. Finalmente, en la secciéon 7 se presentan algunos

experimentos numéricos.
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3.2 Eleccion de la Base de Ondelettes

En el capitulo 1 hemos puesto en evidencia la importancia de las bases de Riesz
biortogonales en relacion a la estabilidad de las transformaciones multiescala (ver el
Teorema 1.1). Existen sin embargo otras razones por qué las bases de Riesz biorto-
gonales son importantes en el contexto de las aplicaciones. En efecto, la flexibilidad
ofrecida por el concepto de biortogonalidad permite el empleo de B-splines como fun-
ciones de escala y la posibilidad de elevar, independiente del orden de aproximacion,
el nimero de momentos nulos y la regularidad de las correspondientes ondelettes
biortogonales. Estas propiedades son esenciales para la compresion de matrices y el
ajuste de ordenes de convergencia.

En este mismo sentido, y en relaciéon a nuestra aplicaciéon de los métodos de
ondelettes al acoplamiento FEM-BEM, podemos también mencionar las siguientes
tres razones que justifican la eleccion de bases de ondelettes biortogonales.

e Las trazas de las funciones de elementos finitos restringen la eleccion de las
funciones bases sobre la frontera.

e Es necesario discretizar y comprimir tres operadores, a saber, los operadores de
capa simple, capa doble e hipersingular, los cuales actiian en espacios de Sobolev
diferentes y, en consecuencia, deben ser discretizados en bases apropiadas.

e En conexion con la identidad (1.12), es fundamental que las respectivas bases
de ondelettes duales sean también de soporte compacto.

De acuerdo a estas razones, hemos elegido para la aplicacion de los métodos de
ondelettes al acoplamiento FEM-BEM en dos dimensiones, las conocidas bases de
ondelettes biortogonales para L*(R) construidas en [6]. Referimos al apéndice A para
la definiciéon y descripcion de las principales propiedades de estas bases.

3.3 Compresion de Matrices

En esta seccion describimos y analizamos un esquema de Galerkin multiescala
para la discretizacion y compresion de operadores seudodiferenciales 1-periodicos del
tipo definidos en la ecuacion (2.14) del capitulo 2. Los resultados que se presentan
son generalizaciones, para una aplicacion en particular, de las ideas principalmente

expuestas en [25]. Estas generalizaciones se refieren a que aqui consideramos tanto
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la discretizacion como la compresion de operadores en el método de Galerkin con
espacios de multiresolucion diferentes. Por otro lado, una caracteristica distintiva en
esta presentacion es también el anélisis de consistencia en las normas de los espacios
de energia de las discretizaciones en bases de ondelettes.

En lo que sigue, en atencién a las notaciones introducidas en el capitulo 1 y el
apéndice A, un arbitrario, pero fijo, més alto nivel de discretizacion serd denotado
por J. También, sin pérdida de generalidad, supondremos que el nivel de resolucion
mas grueso en la definicion de los espacios de multiresolucion 1-periddicos es jo = 0
(ver la ecuacion (A.7) del apéndice).

3.3.1 Representacion Multiescala de Operadores

Con el fin de ilustrar y analizar la discretizacion y compresion de los operadores
integrales definidos en (2.14), consideraremos un operador seudodiferencial genérico L,

que se supone actiia continuamente entre los espacios de Sobolev 1-periodicos H?(I)
y HP"(I), donde I := (0,1) y 7 es el orden de L.

Segiin lo anterior, puesto que para el operador bajo consideraciéon los espacios
de energia son en general distintos, la correspondiente discretizacion de Galerkin
debe ser llevada a cabo sobre espacios de multiresolucion diferentes. Por un lado
V; € H3(I) y por el otro Vi € HP(I), donde ' := r — 3, y tal que los proyectores
asociados Py : H?(I) — V; y P} : H%(I) — V} verifiquen

(LPju, Pjv)y = ((P})*LPsu,v)
para todo u € H?(I) y v € H?(I). Ademas, sin pérdida de generalidad, supondremos
que dimV; = dim V} = 27.

La representacion multiescala del operador L, := (P})*LP; : V; — VJ’ por una

matriz requiere fijar bases de ondelettes biortogonales 1-periddicas

Uy={ [ Aev,bcV, vy Vo= {y | eV, V],
donde el conjunto de indices V; es definido por
Vyi={A=0k) | -1<j<J keA;}

Es directo comprobar que la matriz de rigidez del operador L; con respecto a las
bases multiescala ¥; y W', tiene la forma

Lj:= [<LT/)/\71/)1\’>]A',/\EVJ - [l/\':)\})\',/\e%' (3.1)
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Figura 3.1: Estructura de la matriz de rigidez en ondelettes L.

La matriz L, cuya estructura puede ser visualizada en la Figura 3.1, serd llamada
la matriz de rigidez en ondelettes del operador L;. En la literatura, cuando V; = V7,

esta matriz es denominada la representacion estdndar del operador L.

Nocién de Compresiéon de Matrices

Debido a la naturaleza no local del operador L, uno observa que la matriz de
rigidez en ondelettes L; es en general una matriz llena. La idea de compresion de
matrices consiste en aproximar L; por una matriz rala conveniente, mientras que la
consistencia, estabilidad y convergencia del esquema perturbado no se vea deteriorada.
Esta aproximacion se basa en estimaciones para el decaimiento de los coeficientes
matriciales ( Ly, 1, ) para A, A € V;. En efecto, la mayoria de estos coeficientes son
tan pequenos que pueden ser despreciados sin afectar la convergencia del esquema
de Galerkin con complejidad lineal (ver [25] para el caso V; = V). En esta tesis se
prueba que tal propiedad es preservada para el acoplamiento FEM-BEM discretizado
es bases de ondelettes (ver la seccion 3.4).
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3.3.2 Tres Lemas Fundamentales

En lo sucesivo L representa a los operadores integrales V, K y W definidos
en (2.14) en términos de la misma parametrizacion vy de la frontera I'. En cual-
quier caso L es un operador de Calderon-Zygmund [21|. Asi, el primer lema que
establecemos contiene la estimacion estindar (3.2), la cual tiene importantes conse-
cuencias en la definicion de nuestras estrategias de compresion para la representacion
matricial de L en bases de ondelettes.

Lema 3.1. Sea N (s,t) el nicleo del operador L. Entonces, para derivadas parciales
de orden m' con respecto a s y de orden m con respecto a t tal que m+m'+r+1 >0,
se tiene la siguiente estimacion
o om 1
Wa—mNL(Sat) N m+m’+r+1
5 0t 1(5) = (0)]

(3.2)
con una constante que depende solo de m, m' y I'.

Decaimiento de los Coeficientes (L, ),) para la Primera Compresién

Nuestro objetivo es traducir la estimacion continua (3.2) al nivel discreto de los
coeficientes de ondelettes. En primer lugar estimamos el decaimiento de aquellos
coeficientes que estan lejos de las diagonales en cada una de las submatrices de la
matriz L (ver la Figura 3.1). Para este fin, denotamos los soportes de las ondelettes
por

Ox:=suppt y 0 :=suppi,

y la distancia con respecto a " entre ambos soportes por

dist (0, 03,) := dist (y(6), 7(04)).

El siguiente lema muestra que cada momento nulo de las ondelettes incrementa el
decaimiento de los coeficientes (L, ¥}, ) en términos de dist (05, 6},).

Lema 3.2. Sean m+m' +r+1 > 0 y distp(6,,0}) > 0. Si las bases de ondelettes
U, y V' satisfacen la condicion de momentos nulos (A.5) para algunos m := d y
m' = J’, respectivamente, entonces los coeficientes de la matriz Ly definida por (3.1)

satisfacen la estimacion

9—i(m+1/2)9—'(m'+1/2)
<< . (3.3)
dist (0, 0, ) m'+

[(Libr, ¥)

uniformemente con respecto a Vj.
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0>

!
0}\/

—_—

diStF (9)‘, 03\;)

Figura 3.2: Ondelettes ¢y y ¢, en la primera compresion.

Demostracion. Apoyandonos en la demostracion del Lema 5.1 en [24], en primer lugar
observamos que
(Lonii) = [ [ Nuls, a(e)0its) des.
rJr

Luego, debido a que la ondelette v, satisface la condiciéon de momentos nulos de
orden m, existe una funcion o, € L*(I) tal que

supp @) = 0y, SOE\m) =Py Yy oAl S 2770mH/2 (3.4)
(ver la ecuacion (A.6) del apéndice). De la misma manera, para la ondelette ¢} existe
una funcion ¢} € L*(I) satisfaciendo las propiedades en (3.4) con m' en vez de m.
Asi, puesto que el nicleo Ny (s, t) es regular sobre #5,x 0, (ver la Figura 3.2), podemos
integrar por partes m' veces con respecto s y m veces con respecto a t, obteniendo

I / N (s, £)oa(£) (5) dlt ds

o 8’" /
/0’/ /9/\ ds™ Qtm Ni(s, t)pa(t)py (s) dt ds

o™ o

< -
Js™m' g¢m

a. N i ! '
L 2(out) sl ey
Finalmente, para establecer (3.3), debemos considerar la estimacion estandar (3.2), y
la estimacion en (3.4) para las primitivas ¢, y ¢ asociadas a las bases de ondelettes
elegidas. O
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Decaimiento de los Coeficientes (L, ), ) para la Segunda Compresién

El Lema 3.2 anterior conduce a una estrategia de compresion con complejidad casi
lineal. Luego, considerar solamente el decaimiento de los coeficientes asociados a fun-
ciones bases con soportes disjuntos no es suficiente. Existen aiin O(J27) coeficientes
donde los soportes de las ondelettes tienen interseccién no vacia.

Para evitar este inconveniente debemos analizar el decaimiento de aquellos coefi-
cientes no considerados en el Lema 3.2. Esto es fundamental para lo que llamaremos
sequnda compresion |25]. Nuestro andlisis se basa, sobre todo, en la naturaleza de las
ondelettes elegidas para la discretizacion del operador L. Mas concretamente, el he-
cho que los soportes de las ondelettes consistan de subintervalos sobre los cuales estas
son polinomios, es crucial para mostrar que coeficientes matriciales correspondientes
a ondelettes con soportes superpuestos también presentan cierto decaimiento. Para
tratar esos coeficientes, denotamos por

¥y := sing supp y ¥\ := sing supp ¢

el soporte singular de las ondelettes, es decir, el conjunto boreleano de puntos don-
de las ondelettes no son diferenciables, y escribimos los soportes de las ondelettes
como Oy =0 1 UbroU---Uby gy 0y = 91\,1 U 91\,2 u---u G’A’murd,.

El siguiente lema prueba que s6lo la ondelette con momentos nulos efectivos incide
en el decaimiento de los coeficientes asociados a ondelettes con soportes superpuestos.

Lema 3.3. Sean d < m' +r, d < m +r, w)\|9AC un polinomio de grado d — 1
sobre Oy¢, ¢ = 1,2,...,d+m, y @Z)’A|9,M un polinomio de grado d'" — 1 sobre 0} .,

¢=1,2,...,d +m'. Sipara j' < j se verifica la condicion
277 < distp(By, 9y) S 277, (3.5)

entonces los coeficientes de la matriz Ly definida por (3.1) satisfacen la estimacion

9—i(m+1/2)95'/2
< — p , (3.6)
dist (6, 74, )™+

uniformemente con respecto a Vy. Y si para j < j' se verifica la condicion

[(Libn, )

277" < distp (9, By) < 277, (3.7)

entonces se tiene la estimacion

. 9—J'(m'+1/2)9j/2
‘(LT/)/\a V)| S (3.8)

~ dist (9, 0, )7+

uniformemente con respecto a Vj.
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9’)\/

dist (0, 193\/)

—_—

0&[7(/

Figura 3.3: Ondelettes ¢y y ¢, en la sequnda compresion.

Demostracion. Esta se basa en una mostrada al autor por R. Schneider en [13].

1.

Para j' < j la condiciéon (3.5) implica que 6 N ¢, = 0y C 0} - para algin
¢" € {1,2,...,d + m'} (ver la Figura 3.3). Puesto que ¢}, € C®(0) ), la

funcion ¢ |s, , puede ser extendida a una funcion fye € C§°(I) verificando

I,CI
- . . . .,
fer = ¥ sobre 6, ., [supp fae| ~ 277, y la siguiente estimacion

| Ferllarsry S 27°. (3.9)

Esto es una consecuencia del conocido teorema de extension de Calderén (ver
por ejemplo [28]). A continuacion, descomponemos ¢y, = fy o + f,\f,g, donde
Fue =k — fue tiene soporte en el complemento de 0% v |supp Fuel ~ 277,
Conforme a lo anterior, para probar la estimacion (3.6) tenemos

. (3.10)

+ [(Ltpa, Fxer)

[(Lbr, )

< [(Lapy, frer)

Para estimar el primer término en (3.10), observamos que existe un operador

seudodiferencial £ de soporte compacto y orden r tal que

(Lthx, faer) = (s Lfaer)-

Esto sigue del hecho que L es un operador seudodiferencial definido paramétrica-
mente sobre una frontera regular (ver [26]). Sea gy, := L£fy . Puesto que los
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operadores seudodiferenciales de soporte compacto y orden r actiian continuamen-
te sobre espacios de Sobolev, deducimos, usando la estimacion (3.9), que

gng € C) y lgxglls=rry S 2%,

De esta forma, usando los argumentos en la demostracion del Lema 3.2, se tiene

(Lo, )| = ‘/T/Jx(t)gx,gf(t)dt‘ = SOA(t)—dtmg,\',(’(t)dt
I
< —dm t < 9=i(m+1/2)
= ftfé%ii dtmgMC’( ) ||90A||L1(I) ~ ||9/\'g'||Cm

En virtud del teorema de inclusion de Sobolev, esta tultima expresion puede ser
estimada por

[(Lox, )

S 2 mi)|g,

ol
5—i(m+1/2) o5/

< 9= ](m+1/2)2g (m+r+1/2) <
~ dist (6, Oy )i

donde en el tltimo paso hemos usado la condicion (3.5).

3. Para estimar el segundo término en (3.10), observar que el nucleo Np(s,t) es
regular sobre [\ 0 % Ox. Asi, por el Lema 3.1 y nuevamente los argumentos en
la demostracion del Lema 3.2, se tiene

[(La) (s)] = ‘/INL(S,t)z/),\(t)dt‘ -

o
/ak O Nu(s, Dpa(t) de

9-i(m+1/2)

S dist (6, s)mtr+l

m

0
e (e

< max
tehy

para todo s € I'\ 0}, tal que dist,(fy,s) > 0. En consecuencia

[(Lip, fer) S/ | (Zr) ()] Fer (5) | ds
I HA’C'
2—J (m+1/2)
< 1t d
ser}{?ifcl‘ A C ‘/\9/, , dlst[‘ 9/\ S)m+r+1 N
—j(m+1/2)9j'/2
< 2J(m+1/2)2j’/2/ |S|*(m+r+1) ds < 2 s 27] i
‘S|>diStp(9/\,'19,>\,) dlst]"(G)\, 19,/\/)m+7‘

Esto prueba la estimacion (3.6).

La estimacion (3.8) sigue analogamente. O
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3.3.3 Estrategias de Compresion

Las estrategias de compresion propuestas consisten en la definicion de pardmetros
de compresion que garantizan la consistencia, estabilidad y convergencia del corres-
pondiente esquema de Galerkin comprimido. Para una primera compresion definimos

un parametro de compresion B, mientras que para una sequnda compresion defi-

VI
nimos un parametro C’jL’j,. Estos pardmetros son determinados en términos del orden
del operador, y los ordenes de aproximacion y de momentos nulos de cada una de
las bases de ondelettes involucradas en la discretizacion del operador L. Advertimos
que en el caso general, cuando L realiza el acoplamiento entre bases de ondelettes
diferentes, estos pardmetros de compresion quedan sujetos al acoplamiento dado en-
tre el orden de aproximacion de una base con respecto al orden de momentos nulos

de la otra.

Primera Compresion

La estimacion para el decaimiento de los coeficientes Iy, \ = (L, 1}, ) obtenida en
el segundo lema fundamental (Lema 3.2) nos permite formular una primera estrategia
de compresion, la cual, en funcién de los niveles de resolucion y colocando en cero
todos aquellos coeficientes que la estimacion a priori (3.3) garantiza estan por debajo
de un umbral dado, conduce a una matriz comprimida numéricamente rala. En efecto,
como establecemos en la primera parte de la demostracion del Teorema 3.12, la matriz
comprimida resultante contiene solo O(.J27) coeficientes no nulos, esto es, en otras
palabras, una complejidad cast lineal. Para alcanzar este objetivo, el requerimiento
béasico a satisfacer es que el orden de momentos nulos de una base de ondelettes debe
exceder estrictamente el orden de aproximacion de la otra, es decir, m > d' y m' > d.

La siguiente definicion de la primera estrategia de compresion discrimina entre
dist (6, #,), la distancia con respecto a I" entre los soportes de las funciones bases,
y el pardmetro de compresion BJ-L]-, a elegir.

Definicién 3.4. Definimos la matriz comprimida
1.1
L) = L] yaev,-

asociada a la matriz de rigidez en ondelettes (3.1), por

0 St dlst 9 s I/ >BL'/,
Iy = r(0x6v) > Bjj (3.11)
[xx en otro caso,
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donde el pardmetro de compresion BjL’j, es elegido fijando una constante by, > 1, y
niumerosn y n' en los rangosd <n <m'+r yd <n' <m+r, tal que

(3.12)

s J(ntn' —r)—j(m4n)—j' (m’'+n’)
B]L]/ > bL maX{Q_mm{]’],}, 2 m+m/+r }

Esta eleccion de BjLJ, permitira estimar, via el Lema de Schur y el Lema 3.6 més
adelante, la norma espectral de las matrices residuales definidas en el Teorema 3.9,
como funcion de las cantidades que determinan este parametro de compresion. Dicho

teorema sera fundamental en el posterior analisis de nuestro método de compresion.

En este sentido, elecciones apropiadas de los parametros n, n' y b;, son requeridas
en los andlisis de consistencia, estabilidad y complejidad de nuestras estrategias de
compresion. A saber, las cotas inferiores d < n y d’ < n’ son necesarias en el analisis
de consistencia de la subseccion 3.3.4, mientras que las cotas superiores n < m' +r
y n' < m + r son indispensables en el analisis de complejidad de la subseccion 3.3.5.
Finalmente, puesto que BY_, ;_; > b,27/~Y, sefialamos que el parametro by, es una
constante fija independiente de J que determina el ancho de banda en la subma-
triz Ly | ; := [[x]lpren, ,» v debe ser elegido lo suficientemente grande para
que la estabilidad del esquema comprimido sea preservada, tal como lo establece el
Lema 3.21 en la subseccion 3.4.3.

Estimaciones Matriciales para la Primera Compresiéon

A continuacién investigamos la perturbacion introducida por descartar coeficientes
matriciales especificos. Primero, en el Lema 3.5, medimos dicha perturbacién cuando
el parametro de compresion es so6lo determinado por BjL’j, > 2~ min{5i"} 1o cual coin-
cide con estrategias de compresion del tipo Multipole [16] y Panel Clustering [17],
realizadas cuando los soportes de las funciones bases son disjuntos (far-field). No
obstante, esto no es suficiente para llevar a cabo el analisis de consistencia. Para
lograr esto debemos, en el Lema 3.6, considerar BjL’j, como en la Definicion 3.4.

Lema 3.5. Sea 15, := lnvx — Iy, Si el pardmetro de compresion B, satisface la
.., ind g gt . . .,
condicion B]-Lj, > 2= minid'} entonces se verifica la estimacion

Z ‘Tf',x

kEAj

2

< 9=i(m+1/2)9—j'(m'+1/2) 9] (B].Lj,) —(mA4m!+r)

y andlogamente para la suma por columnas.
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Demostracion. Primero observamos que sobre el conjunto de indices
o . L
A]' = {k S A]’ | dlStp(G)\,gi\/) > Bjyj’ }

se tiene la siguiente igualdad

DIl = 2 Jva

kEA; keA;

Esto nos permite utilizar el Lema 3.2 para establecer

kEA]‘ ICEAj

Por otra parte, la definicion de A; y la eleccion Bj; > 2~ min{7.7'} nos permiten estimar

S dist (B3, ) " S [ e g

L
keA; ‘s|>Bj,j’

’
mAm'+r+1) ds puede ser

En efecto, para el segmento positivo, la integral fs>BL s
7!

estimada por la suma de Riemann inferior z{k\sk>B,L, }Sk*(m+m’+7‘+1)(5k — Sk-1),
3.3’ .

con la funcion radial s, = distp(f,6)/) la cual satisface s, — sp_1 ~ 277. Esto

completa la demostracion. O

Como hemos indicado previamente, la eleccion del pardmetro de compresion Bij,

b
como en la Definicién 3.4 provee una de las estimaciones matriciales que por medio del
Lema de Schur permitirdn estimar la norma espectral de ciertas matrices residuales.

Para lo que sigue, debemos recordar que los espacios de multiresolucion han sido
elegidos de manera que V; € H?(I) y Vi c H?(I), donde B+ ' =r.

Lema 3.6. Sean by, > 1, d<n<m'+r yd <n' < m+r. Siel parimetro de

compresion Bij, satisface (3.12), entonces se verifica la estimacidn
b

SRR

kEA]‘

Tf/,/\‘2_js) S 2—j’/2bz(m+m’+7')2—J(S+s’_r)2(j_J)(n_s)2(j/_J)(n/_s/)

para todo 0 < j,j' < J, 6 <s<d, f < <d yr<s+s',yandlogamente para la

suma por columnas. Ademds, la siguiente estimacion es vdlida

R (ij’ﬁ’

AEV

7”/%/,,\ ‘ 27jﬁ> ,S Q*J"/sz(ermurr):

. J—1
y andlogamente para la suma por columnas, donde ZAGVJ = zij BEA. -
- J
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Demostracion. La primera estimacion es inmediata del lema anterior y la definicion
de BjL’j, en (3.12). La segunda estimacion sigue analogamente con s = 3, s' = 'y
luego sumando sobre j. En efecto, puesto que S+ ' =ry ' < d < n/, se tiene

e (2—3"6’

AeVy

<

-1
va\p—jﬁ) < 9 d/2py (mEm4n) N o =)(n=5)

<.
I
=)

La demostracion finaliza usando el hecho que § < d < n. 0

Segunda Compresién

La estrategia de segunda compresion ha sido propuesta en la tesis de habilitacion
de R. Schneider [25]. Aqui extendemos dicha estrategia de compresion al método
de Galerkin con anélisis de multiresolucion diferentes. Caracteristicas de esta exten-
sion son la definicién por casos de un parametro de compresion Cf,j,,
distancia entre el soporte de una ondelette con momentos nulos efectivos al soporte

controlando la

singular de una ondelette en escalas mas gruesas (ver la Figura 3.3), y el localizar
las escalas donde se encuentran aquellos coeficientes matriciales cuyo decaimiento es
imposible determinar en la primera compresion, pero que si son factibles de despreciar
en una segunda compresion. Recordamos que precisamente el tercer lema fundamen-
tal (Lema 3.3) nos provee la estimacion para el decaimiento de esos coeficientes, esto
es, aquellos coeficientes correspondientes a ondelettes con soportes superpuestos.

Luego, suponiendo nuevamente m > d' y m’' > d, es decir, las mismas restricciones
que para la primera compresion, damos la siguiente definicion de la segunda estrategia

de compresion.
Definicién 3.7. Definimos la nueva matriz comprimida

LS = [ /C\,a/\])\’,)\EVJ’

asociada a la matriz comprimida (3.11), por

0 si distp(0x, 9\) > Cly, 7' < K(J),
/C\/,/\ = 0 Si dist]"(ﬁA, 91\/) > le:j/, ] < K/,(jl ) (313)

1
[xx en otro caso,

donde el parametro de compresion CjL,j, es elegido fijando constantes cp,c;, > 1, y
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numeros n y n' en los rangosd <n<m'+r yd <n' <m+r, tal que

. J(ntn'—r)—j(m4n)—j'n' o i
cr max{2*], 2 metr } si ' < k(y),
L
Lo~ )
O]:]’ — , , Jtn/=r)=jn—j'(m/+n') - . (3 14)
ch max{Z*J,Q m } si g < k'(j),

donde las funciones k(j) y k'(j') son definidas como las combinaciones convezas

1 € 1 ¢
k(j) == —J K'(7) =4 —J
) =iy =T ¥ ) =i I
para las constantes € 1= % y€e = ";L',ﬁ;,’", respectivamente.

Notar que esta eleccion de los parametros n y n’ garantiza que las constantes € y ¢

. . o " ,
resulten ser menores que uno y, en consecuencia, que k(j) < jy £'(j') < j'. Ademas,
la localizacion de las escalas en términos de las funciones k(j) y «/'(j), en donde la
segunda compresion puede ser llevada a cabo, hacen que el pardmetro compresion

. —mind g al L.
verifique C7; < 2 min{7,7'} automaticamente.

Similar a lo indicado para la primera compresion, la eleccion de C].L,j, por (3.14)
permitird estimar, por medio del Lema de Schur y el Lema 3.8 mas adelante, la
norma espectral de las matrices residuales definidas en el Teorema 3.9 para la segunda
compresion, como funcion de las cantidades que fijan este parametro de compresion.

Asi, elecciones apropiadas de los parametros n, n', ¢, y ¢} son requeridas en
los andlisis de consistencia, estabilidad y complejidad, donde, en particular, al ser
las constantes € y ¢ menores que uno, podremos mostrar que después de realiza-
da la segunda compresion obtenemos un esquema con complejidad lineal (ver el
Teorema 3.12). En fin, los parametros c¢; y ¢, son constantes fijas independientes
de J, las cuales el Lema 3.21 establece que si son elegidas lo suficientemente grandes
la estabilidad del esquema con segunda compresion es también preservada.

Estimaciones Matriciales para la Segunda Compresion

Como para la primera compresion, procedemos a investigar la perturbacion intro-
ducida por descartar coeficientes matriciales especificos, esta vez debido a la segunda
compresion. En el siguiente lema medimos dicha perturbacion cuando es usado el

parametro de segunda compresion dado por (3.14).
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Lema 3.8. Sean cp,cp > 1, d <n<m+ryd <n < m+r. Sidefinimos
sy i= Ly — IS, con el pardmetro de compresion CT,, satisfaciendo (3.14), entonces

2*]'5)

< 912 max{c;<m+’">, ¢ f<m'+r>}2—J(s+s'—r>2<j—J><n—s>2(j’—J><n'—s'>

se verifica la estimacion

Yy ij/2<27j’s’

kEAj

Sff,x

para todo 0 < j, 7' < J, f<s<d, f <s <d yr <s+5, y andlogamente para la
suma por columnas. Ademds, la siguiente estimacion es vdlida

Z 27/" (27]7& 27jﬂ) < 9712 max{cz(err), c’,;_(m’+r)},
eV

Sff,x

. J—1
y andlogamente para la suma por columnas, donde ), g = ijq EA, -
- J

Demostracion. Por la definicion de la matriz comprimida LG en (3.13), en primer
lugar observamos que

Iy sidistr(0y,0y) > Cfy, §' < w(7),
sk = oy sidistr(dy,04) > CEy, j < K(j'),

0 en otro caso.

Luego, usando la estimacion (3.6) del Lema 3.3 y la definicion de CjL,j, en (3.14),
obtenemos para j' < j

5 Cz(m‘”)2—(j—j')/Q2J7"2(j—J)n2(j'—J)n'

L
‘SX,/\ )
y usando la estimacion (3.8) del mismo lema, obtenemos para j < j'

|ska| S ¢, 70 o U=D 29 rgli=ng =D’

A continuacién, observando que el conjunto { keA;j|0nb, #0 } tiene cardinali-
dad O(2/-min{33'}) e tiene para j' < j

A (2451

kGA]‘

)

skia[279%) 279726, g I gl Dl g D)

y para j < j’

ST o (g sk |2 90) S 2 T g I gl Dl gld )
k)EAj
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De esto se deduce la primera estimacion del lema. Para probar la segunda estimacion,
procedemos analogamente con s = 3, s’ = ' y sumando sobre j. En efecto, puesto
que B+ B =ry p <d <n,se tiene

J-1
S 27902 (2799 |5, [297) € 29 max{ ;) ¢, ) S 90 n0-)
AEV j=0

La demostracion finaliza usando el hecho que § < d < n. O

El Lema de Schur y la Norma Espectral de Matrices

La herramienta matematica bésica para cuantificar desde un punto de vista dis-
creto la perturbacion introducida por las estrategias de compresion de matrices pro-
puestas, es una version del conocido Lema de Schur (ver por ejemplo [21]).

Por ||A|| denotaremos la norma de operador de la matriz A considerada como
una transformacion lineal entre espacios vectoriales discretos provistos con la norma
de (*(Z). Luego, con el fin de estimar esta norma, la siguiente forma discreta del Lema
de Schur es requerida. Daremos la demostracion debido a su caracter ilustrativo.

Lema de Schur. Sea A := [a;;]ijen una matriz infinita. Si existe una sucesion

{w; }ien de niimeros reales positivos tal que

Z|ai,j|wj S w;  para todo i € N,
jEN
Z|ai,j|wi < w; para todo j €N,
iEN

entonces el operador A : (*(N) — (*(N) es acotado y ||A]| < 1.

Demostracion. Considerando el vector y; = Y. @i ;z;, la desigualdad de Cauchy-

jEN

2
(Zlai,ﬂlij) < (Zlam wj) (Z|ai,j|wjl|xj|2>
jEN JEN JEN
< w; (Zmi’j wj1|$j|2)-
jEN

Schwarz da
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Por consiguiente

Z|yz|2 S sz‘ <Z|ai,j|wj_1|xj|2>

1EN €N jEN
_ z(zmi,ﬂwi) w o < Syt .
jEN i€EN jEN

De esta forma, con la ayuda del Lema de Schur, y los Lemas 3.6 y 3.8, estamos
en condiciones de establecer el siguiente resultado respecto a la norma espectral de
ciertas matrices residuales, esto es, las matrices que contienen aquellos coeficientes

que han sido descartados después de realizadas la primera y segunda compresion.

Teorema 3.9. Sean f < s<d<n<m'+r,f <s<d <n<m+ryr<s+s.
Para la primera compresion sean las submatrices de tamario 27" x 27

y i
REL . .= |277%|pL |277¢
353 LA ’
k,EAj/,kGA]‘
y también la matriz cuadrada de orden 27
o i
R} = 2777k, |27
J XA ,
N AEVy

con rf,y)\ dado por el Lema 3.5 y el pardmetro de compresion (3.12). Entonces las
normas de las matrices R« (2(A;) — 2(Ay) y RY - 2(Vy) — (2(V,) son unifor-
memente acotadas por

[RE, || < byt gt —ngli=D)n=s)gli'=I)w'=s), (3.15)
—(m+m'+r
IRE|| < b ), (3.16)
Andlogamente, para la sequnda compresion sean las submatrices de tamario 27 x 27
SL = {2‘]”5’ L 2—3'8] ,
753 8)\,/\ k’EAjl,kGAj
y también la matriz cuadrada de orden 27
SL — |:2_]'Iﬁl SL, 2—]ﬁ:| ;
4 A’A‘ NAEV;

con sf,,A dado por el Lema 3.8 y el pardmetro de compresion (3.14). Entonces las
normas de las matrices S, (2(A;) — *(Ay) y ST : (3(Vy) — (*(V;) son unifor-

memente acotadas por

HS]L,’]_ ‘ < max{cz(nwrr)7 C/L*(murr)}2—J(s+s’_r)2(j—J)(n—s)2(jI_J)(n’_5/)’ (3.17)

85 S max{ e ™, ¢, 7, (3.18)
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Demostracion. Esta es una aplicacion directa del Lema de Schur y las estimaciones
matriciales de los Lemas 3.6 y 3.8 con la sucesion {wg}rea; = {2779/2} para las
matrices Ry Sk, v la sucesion {wy}rey, := {277/?} para las matrices R} y S7.
Omitimos los detalles. 0

3.3.4 Consistencia de las Estrategias de Compresion

Una vez obtenidas las estimaciones discretas para la norma espectral de las ma-
trices residuales definidas en el Teorema 3.9, a continuaciéon procedemos a estimar
el error de consistencia del esquema comprimido en las correspondientes normas de
espacios de Sobolev, o bien, en otras palabras, el orden en que el esquema compri-
mido aproxima al esquema no comprimido en la respectiva norma de operador. Para
este fin usaremos la caracterizacion de espacios de Sobolev en términos de normas
discretas para los coeficientes de ondelettes que brevemente hemos presentado en el
capitulo 1 (para mayores detalles referimos a las monografias [5, 9] y al texto [21]).

El anélisis de consistencia consta de dos etapas. En primer lugar, cuantificamos el
error de consistencia sobre todos los niveles de discretizacién usando las propiedades
de aproximacion y las estimaciones inversas satisfechas por las bases de ondelettes.
En segundo lugar, cuantificamos el error de consistencia en las normas de los espacios
de energia utilizando la propiedad de estabilidad de las bases de ondelettes, lo que
posteriormente conduciré a la estabilidad de nuestras estrategias de compresion. Estas
tareas seran llevadas a cabo por medio de la definicion de operadores de discretizacion
y reconstruccién convenientes, los cuales permitiran relacionar las matrices llena y

comprimida con sus operadores de dimensién finita asociados.

Operadores de Discretizacién y Reconstruccién

Para las descomposiciones multiescala dadas por V; == V@ Wy @ ---d W,_4
yVi=Vi@eWi® - oW, |, sean Fj : W; — (2(A;) y Fj : W} — 2(A;) los
operadores de discretizacion definidos por

Fywj:= {(wj, ) ben, v Fjwg = {{ws, 03) Fien, s

donde las funciones 1/;A y 1/33\ son las ondelettes biortogonales a las ondelettes

y ¥4, respectivamente. Los correspondientes operadores adjuntos o de reconstruccion,
esto es, F¥ 1 (2(A;) — W, y (F})* : (2(A;) — W, son definidos por

Fid; = Z dvby vy (F))d; = Z dri.

kEA; kEA;
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A continuacion, definimos los operadores de discretizacion y reconstruccion en la
escala mas fina Fy : V; — (%(V;) y F; : (*(V;) = V; como

J—1 J—1
Fpop:=Y_ Fuw; y Fjd;:=)Y Fd;
j=—1 j=—1

Analogamente, se definen los operadores F' : Vi — (2(V,) y (F})* : 12(V,) — V1.
Estos operadores permiten relacionar, independiente del método de proyeccion, el
operador Lj; con su matriz de rigidez en ondelettes L;. En efecto, es inmediato

comprobar que
LJ = (P})*LPJ = (F})*LJFJ,

tal como puede apreciarse en el diagrama siguiente

Ly: v, I ey 2 oew) 250
N 7\ -
(1) P vy e HO(D) —2 gy N

Fy

De esta forma, podemos definir los operadores de dimension finita asociados a las

matrices comprimidas LY y L% como
LL= (F)'LYF, vy LS = (F))'LSF).

Es importante notar que estos operadores permiten reescribir las equivalencias de
normas establecidas en el Teorema 1.1 como

Nvsll2cy ~ |1 Frvsllew,) y 1ES5dsl| 2y ~ ldslle(w,)-

Consistencia sobre todos los Niveles

Primeramente recordamos que los parametros 77 y 77 miden la regularidad Sobolev
de los espacios de multiresolucion duales en el sentido de la secciéon 1.3. El siguiente
teorema establece que ellos fijan la cota inferior en la cual podemos estimar la norma
del operador residual con respecto a normas de espacios de Sobolev. Ademés, el
teorema da cuenta de la importancia que tienen los parametros de compresiéon en la

eleccion del siguiente parametro
. / !+
ar, = mln{bLm+m e T (3.19)

En efecto, notar que ay, resulta ser mayor que uno como consecuencia de una elecciéon

apropiada de bases de ondelettes con un ntimero suficiente de momentos nulos.
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Teorema 3.10. Sea LG el operador de dimension finita asociado a la matriz com-
primida LG definida sucesivamente por (3.11) y (3.13) con pardmetros de compre-
sion dados por (3.12) y (3.14). Sea ademds ay, el pardmetro (3.19). Entonces, para
—n<pf<s<d,—n<pf<sd<dyr<s+s, sewverifica la estimacion

[((Ls = L) Pru, Pyo)| < ag" 2770 [l o [0l oy (3-20)

para todo v € H*(I) y v € H*(I), uniformemente en J.
Demostracion. Primero observamos la siguiente descomposicion
Ly — LG = (Ly = Ly) + (L} — L),
la cual muestra explicitamente los dos procesos de compresion involucrados. Uti-
lizando los operadores de reconstruccion y discretizacion, y las matrices residuales
definidas en el Teorema 3.9, podemos escribir
Ly — L5 = (Fy)*((Ly — Lj) + (L} — L)) F;

1

J—1J-1
= Z Z 2 (F))" (Rh; + 8L ) Fy27°.
=0 5'=0

Luego, considerando los proyectores (); y (); sobre los espacios de ondelettes WW; y Wj’ ,

respectivamente, estimamos

<

-1

<
—

[((Ly — L) Pyu, Pv)| g [((Fj)* (RS + Sk ) Fj27°Qju, 2]"5’@;-,@)\

(

Enseguida, deducimos de la propiedad de aproximacion (1.22), para s,s’ > 0, y de la

.
Il
H =)

MH ™

K4

)2 1@l 2 Q) s

U

0

<.
Il
<.

estimacion inversa (1.23), para s, s’ <0, que

IQulleeny S 27" lulla=y vy 1Qjvllzeay S 27 [J0ll gy

Esto conduce a la estimacion
)) Jul

[((Ls = L5)Pyu, Pyv)| (ZZ(

Por otra parte, las estimaciones discretas (3.15) y (3.17) del Teorema 3.9 dan

J—-1 J—-1
) < a oIt (Z 2<jJ>(ns>> ( > 2<j'J>(n’s’>) :
j=0 j'=0

Finalmente, notando que s < d <ny s <d' < n', conseguimos (3.20). O

HS(I)HU“HS’(I)

J-1J-1

> > (IS,

=0 j'=0

+ 87,
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Consistencia en las Normas de los Espacios de Energia

El siguiente teorema es un resultado de consistencia en las normas de los espacios
de energia H?(I) y H?(I). Nuevamente recordamos que una eleccién apropiada de
parametros de compresion sera esencial cuando probemos, en el Lema 3.21, la esta-
bilidad de nuestras estrategias de compresion. Esto se entiende al observar que el
parametro ay, aparece explicitamente en la estimacion (3.21) (ver también el Teore-
ma 3.18).

Teorema 3.11. Sea LG el operador de dimension finita asociado a la matriz com-
primida LG definida sucesivamente por (3.11) y (3.13) con pardmetros de compre-
sion dados por (3.12) y (3.14). Sea ademds ay, el parametro (3.19). Entonces, para
—n<pB<dy—-n<p <d, sewverifica la estimacion

[(Ly = LYus,vn)| S agllwsllme oy losll oy (3.21)
para todo uy € Vy y vy € Vy, uniformemente en J.
Demostracion. Nuevamente utilizamos la descomposicion

Ly—Lj=(L;—Lj)+(Ly— L)

= (F})"((Ly = L) + (Ly — L)) F.

A continuacion, con los operadores de traslacion D% : V, — V; y Dﬁl V=V

definidos como en la ecuacion (1.33) del capitulo 1, esto es, D? = Zj;il 218Q); y

D?I = Z‘j]:_il 2]73'@;-, estabilizamos el esquema discreto en la escala mas fina por
Ly~ L5 = (DY) (F})" (RY + $5)Fy D).
Luego, usando las estimaciones (3.16) y (3.18) del Teorema 3.9, obtenemos
((Ly = LSy, vn)] = [((F3) (R + S5y Diug, DY v,)
(RS + IS5 DTl D5 v ez

az ' [1DFusll 2| Dy vall -

S
S

Para obtener (3.21) basta observar que los exponentes de regularidad Sobolev 5y [
satisfacen —n < f < dy —7i7 < ' < d'. Por lo tanto, de la desigualdad de nor-
mas (1.28) del capitulo 1, se sigue que

1Dusllzy S lwsllmsay v DT oslleay S Noall ey

Esto concluye la demostracion. O
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3.3.5 Complejidad de las Estrategias de Compresiéon

En esta subsecciéon mostraremos que la matriz comprimida L9, definida sucesiva-

mente por (3.11) y (3.13), contiene sélo O(27) coeficientes no nulos.

Para permitir cierta flexibilidad en la elecciéon de los parametros de compresion
haremos uso de la siguientes observaciones. Notar que para el parametro de la primera

compresion podemos escribir

Jn+n"—r)—jm+n)—j'(m +n')
m+m'+r

=—J+(J-E+ (=40 (322)

con las constantes 0 < &, &' < 1 definidas por

m+n m +n'

= e
¢ m-+m +r Y ¢ m-+m' +r

De la misma forma, para el parametro de la segunda compresion podemos escribir

Jn+n —r)—jm+n)—jn
m+r

Jn+n' —r)—j'"(m+n)—jn
m' +r

= —k(j)e—j'(1-e),

=—k'(j)e' —j(1 =&, (3.23)

con las constantes 0 < £,&’ < 1 definidas por

m4r—n' , m +r—n
£i=— y gi=—,
m-+r m +r

y donde las funciones £(j) y £'(j') son como en la Definicion 3.7 definidas por

1 € 1 €
k(j) = —J k'(j") =7 —J :
) =iy =T ¥ =i~
para las constantes 0 < ¢,¢ < 1 dadas por
n+n —r , n+n —r
€:=—— y € 1= ——
m+n m' 4+ n/

Asi, en vista de las definiciones de los parametros de compresion en (3.12) y (3.14),
en lo que sigue es suficiente considerar la expresiones mas simples en (3.22) y (3.23).
El proximo teorema muestra la importancia de elegir adecuadamente m, m', n y n’
de modo que, aun cuando el orden del operador sea negativo, todas las constantes
definidas previamente puedan ser ajustadas para ser menores que uno.
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Teorema 3.12. Sean n < m' +r yn' < m+r tal que todas las constantes defini-
das previamente sean menores que uno. Entonces la matriz comprimida LG definida

sucesivamente por (3.11) y (3.13), con pardmetros de compresion dados por

B, > by max{Q*miH{jJ’}, 2*J+(ij)€+(lfj’)€’}’
e max{g—f, z—nme—m—@} si §' < Kk(j),

j’j’ - ! 1(50 ! : !

¢ max{ 277, 27K W=D i < (),

tiene O(27) coeficientes no nulos, es decir, una complejidad proporcional al mimero
de incognitas.

Demostracion. Procedemos por etapas.

1. Primera Compresion. Sea le-,,j = [l ]k’eAj/,keA]- la submatriz en las escalas j' y j
de la matriz L} de la Definicion 3.4 (ver la Figura 3.4). Por #Lj,; denotamos su
nimero total de coeficientes no nulos.

Figura 3.4: Submatriz le.,,j y ancho de banda de compresion BjLJ,.

Primero contamos los coeficientes que satisfacen la condicién
1 L — T+ (J=)EF+(T—5)¢
dist (6, 0y ) < By ~ 2 (J=9)E+(T—5")E"

En la k'-ésima fila de la submatriz le.,,j hay a lo més O(2ijL,j,) coeficientes no
nulos. Puesto que hay 27" filas, tenemos la estimacion

#L% . =02 Bl), (3.24)
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esto es, #Lj; S 2+ =E=D+ =€ =1 Tuego, sumando sobre j y j', obtenemos
J-1J-1 J-1 J-1
J T i)~ T )€~ b
#LI_ZZ#LJJSJQ (ZQ( 7)(€ 1))(22( 7)€ 1)>52,
j=0 7=0 j=0 j=0

va que 0 < £,& < 1. Contando ahora los coeficientes para los cuales
dist (65, 03) < BE, ~ 27 minlia'}) (3.25)
deducimos razonando como en (3.24) que #L}, . < 2™}, En consecuencia
J-1 j J-175'-1
H#L < (ZZzJ) (ZZW) < J2’.
=0 j'=0 1j=0

2. Sequnda Compresion. A continuacion, contamos nuevamente los coeficientes que
satisfacen la condicion (3.25) pero tomando en cuenta la segunda compresion.
Sea Lf ; == | X}\]k,eA, ke, la submatriz en las escalas j' y j de la matriz LG en
la Deﬁn1010n 3.7. Para J' < k(j) definimos el siguiente parametro

L.
Dl = krfréix, max { distp (0, 9y) | 5, # 0 }.

Contando los coeficientes para los cuales

dlStp(g/\,ﬁ/\,) < D i~ 9=k r(j)e—j'(1- 5)’

deducimos como en (3.24) que #L¢, = O(27'DE,). Luego, sumando sobre
Jj v j', vy observando que j > Je ya que k(j) > 0, obtenemos (ver la Figura 3.5)
J—1 [k(j
mi= $ 8 s 5w Sars § s,
j=[Jel j'= j=[Je

puesto que es una serie geométrica de razon dos. Contando ahora los coeficientes

para los cuales
dlStF(e,\, ) < D §r 2- ]

tenemos #L¢ . < 27' y por lo tanto

Jhj ~
J—1 [k(j) j
#LC_ZZ#L]NZZQJ<ZQ’“ 25)) = 97,
j=[Je] j'=0 Je] §'=0

El caso j < k'(j') sigue usando los mismos argumentos.
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= [Je' —

j'=J-1—> <~ j=1+0")]

Figura 3.5: Submatrices de LG con sequnda compresion.

3. Términos Residuales. Resta contar los coeficientes que satisfacen la condicion
(3.25) pero que no han sido afectados por la segunda compresion. Este nimero de

coeficientes es estimado por

el j J—1 j [J€ ] 5'—1 =1
(LY Yy ) (zzﬂ > ¥ )
J=0j'=0 i=[Jel 5'=[k(5)] 1 j=0 i'=[Je'] =K'(")]

j'= [Je] >

24N
~
(N]
~
_l’_
g
Q
/\
~
)
~
_l’_
M

AN
(\V]
<
+
(\V]
<
<
M:
<
|
=
M
g/
/\
(\V]
N
_I_
(\V]
N
K;
M
~

<2+ 21232 i<ol
7=0

donde las estimaciones Je 27¢, J¢' 27¢ < 27 son validas para €,¢ < 1 suficiente-

mente pequenos.

Esto completa la demostracion. O
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3.4 Compresion de Matrices para el Acoplamiento
FEM-BEM

Hasta ahora nuestro anélisis ha estado restringido a un operador genérico L repre-
sentando a los operadores V', Ky W definidos en (2.14). Luego, con el fin de proponer
la estrategia de compresion de matrices para el acoplamiento FEM-BEM, en lo que
sigue debemos considerar que los resultados establecidos en la seccién anterior son
validos de acuerdo a los pardmetros dados en la Tabla 3.1 a continuacion.

L r 8 g
V-1 -1/2 -1/2
K| 0 1/2 -1/2
Wil 1 1/2 1/2

Tabla 3.1: Parametros de los operadores V, K y W.

Después de esta observacion, estamos en situacion de proponer la estrategia de
compresion de matrices para el acoplamiento FEM-BEM, la cual sera llevada a cabo
por medio de la compresion de la forma bilineal B definida por (2.13).

3.4.1 Compresion de la Forma Bilineal B

De acuerdo a la discretizacion introducida en la secciéon 2.4, dada una funcion
v € Vj, la funcion de una variable w = vo~ pertenece al espacio V; = S, ¢ H'/? (I) de
las funciones 1-periddicas, continuas y lineales por tramos definidas sobre la particion
uniforme 0 = tg < t; < +++ <ty =1, conty —tp, =h =27 ke A, =7Z/2"Z.
Si denotamos por
Q= {¢J,k | kEAJ}

la base nodal de Vj, es decir, las funciones en V; que satisfacen ¢yx(ty) = O,
deducimos que el conjunto

b= { s | ke AN{0}}

forma una base de V; = U, C H(;I/Z(I), el espacio de las funciones 1-periddicas,
constantes por tramos y con media cero, donde ' denota derivacion. Notar que
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estos conjuntos constituyen bases para los espacios discretos en una tnica escala de
discretizacion. A continuacién, para la compresion de la forma bilineal B, procedemos
a elegir las correspondientes bases multiescala.

Tomando en cuenta los parametros de la Tabla 3.1, y las condiciones sobre los
parametros de compresion establecidas en los Lemas 3.6 y 3.8, para la discretizacion
y compresion del operador K son necesarias dos bases de ondelettes, una para V; y
otra para Vj, tal que los ordenes de sus momentos nulos m y m' excedan los ordenes
de aproximacion de los espacios V; y Vj, respectivamente, los que en nuestro caso
son d =1y d = 2 Estodemanda m > 1y m' > 2. Por otro lado, para la
discretizacion y compresion del operador V' se requiere una base de ondelettes para
V7 tal que el orden de sus momentos nulos m’ satisfaga la condicion d' < m’ — 1, es
decir, m' > 2. Analogamente, para la discretizacion y compresion del operador W se
requiere una base de ondelettes para V; cuyo orden de momentos nulos m satisfaga
la condicion d < m + 1, es decir, m > 1.

Puesto que la medida del soporte de las ondelettes se incrementa proporcionalmen-
te con el orden de momentos nulos (ver la ecuacion (A.4) del apéndice), reduciendo
en cierta medida la compresion, es importante fijar un compromiso entre el tamano
de los soportes y el decaimiento esperado en los coeficientes matriciales, con el fin de
obtener en la practica la mayor compresion. De esta forma, denotando por \Iffﬁ’m la
base de ondelettes con orden de aproximacion d y orden de momentos nulos m = d,
para la discretizacion y compresion de los operadores integrales definidos en (2.14)
podemos elegir, de acuerdo a las restricciones del péarrafo anterior, cualquiera de las
siguientes bases

qu’m’ cV; para el operador V, con m' > 3,
T CVyy qu’mlc V; para el operador K, conm >2ym' >3,y
\Ili’m cV; para el operador W, con m > 2. (3.26)

Observacion 3.13. Esta eleccion de las bases ondelettes nos permite concluir, al
igual que un esquema con una tnica escala de discretizacion, que tan so6lo dos bases
son necesarias y suficientes para la discretizacion multiescala de todos los términos de
frontera en el acoplamiento FEM-BEM. Asi, por ejemplo, como en una tnica escala
de discretizacion estamos usando la base nodal para V; y funciones constantes por
tramos para VJ, en el correspondiente esquema multiescala basta utilizar las bases de
ondelettes \Ilb’?’ y \113’2 para la discretizacion y compresion de los operadores en (2.14),
y satisfacer de esta forma todos requerimientos de la secciéon anterior.
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Una vez elegidas las bases multiescala para la discretizacion y compresion de los
operadores V', K y W, la compresion de la forma bilineal B es como sigue. Primero,
no es dificil comprobar que la matriz de rigidez en ondelettes de la forma bilineal B,
con respecto a las bases en (3.26), es dada por

.
B, = | v K , (3.27)
-K, V,

donde V;, K; y W son, respectivamente, las matrices de rigidez en ondelettes de
los operadores V', Ky W, definidas apropiadamente por (3.1). Mas precisamente,
para las funciones ) € \I!?,’m y Y\ € \Ilb’m/, tenemos

Vo= [V 600 ] sev,
K, := [<K¢Aa¢;’>])\’,)\EVJ7
W, = [(@/Jx, UEDY; ]N,Aevj' (3.25)
Luego, definimos la matriz comprimida B, asociada a la matriz B, en (3.27), por
BS = [X{JJ Iif?];] | (3.29)

donde las matrices comprimidas VG, K5 y W9 son definidas de la siguiente forma y
con los siguientes parametros de compresion.

Definicién 3.14. Para la compresion de la forma bilineal B definimos

1. La matriz comprimida V§, asociada a la matriz V; := [vxx |yaey, €n (3.28), por
( . .

0 si dist (03, 0%) > B},

0 si dist (6, 9,) > C]‘-,/j,, 7 < K'(j),

UK/)\ =
’ 0 sidistp(d),04) > CY, i <K (5)

(U en otro caso,

. . ’ ' . ..
con k/'(j) := ]1716' —Ji, €= 53:73,, y pardametros de compresion dados por
v ~min{jj'} J(2n’+1)f(j,+j’)(m’+n’)
Bj,j, Z bV max 2 5 2 2m!—1 )
v ' —max{j ]I} J(Qn’+1)7max{lj,jl}m,7(‘j+]‘,)n,
Cj,j, Z CV max 2 ’ 3 2 mi—1 ) (330)

donde by, ¢, >1yl<n <m'—1, conm' > 3.
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2. La matriz comprimida K, asociada a la matriz Ky := [kya |yev, en (3.28), por

(0 sidistr(6y,65) > BE,,
0 si dist p(0y, 0,) > C]-{(j,, J' < k(j),

ki 7= 9 L , o
0 si distr(y, 0y) > Cl, § <K' (5'),

\kN,A en otro caso,

N | € . ntn’ sy o o1 1 ¢ 1 . n+n’
con k(j) == ji — Ji=, € = s Y K'(j") =i — i, € = s Y
parametros de compresion dados por
K —min{j,j'} J(ntn’)—j(m+n)—5"(m’ +n’)
Bj > bk maxq 2 P2 mm’ ;
_i o dmtn)—jim4n)—j'n’ .. .
CK max{Q 7.2 m } st j' < k(7),
K
Ciy > (3.31)

1 o dtn)—jn—j’ (m/ +n’) .. .
e max{2*7,2 m! } sij <K(3),

donde bk, ci,c >1,2<n<m' yl<n' <m, conm>2ym' > 3.
8. La matriz comprimida W9, asociada a la matriz W ;:=[wx]y ey, en (3.28), por

e

0 St diStp(G)\,g/\l) > B}Z:,
0 sidistr(fy,9x) > C, j' < K()),
0 ) diStF(ﬁ,\,e)\') > O}i[;l; ] < H(j,)’

(wax en otro caso,

€ €= 2n—1
1-€’ © 7 m+n

con k(j) = jﬁ —J , Y pardmetros de compresion dados por

w — min{j,j’ J(2n—1)—(+5")(m+n)
By, > by max {2 milid) o7 B

, (3.32)

.. J(anl)fmax{j,j’}m*(j+]‘,)”
C%/ > cw max{Q’maX{]’],}, 2 mtL }

donde byy,cy >1y2<n<m+1, conm > 2.

Observaciéon 3.15. Un punto importante aqui, el cual debemos mencionar antes de
proceder con el analisis de consistencia, es que, a diferencia de como acaba de ser
propuesta la compresion de la forma bilineal B, la implementacién computacional
respectiva no requiere el calculo explicito de la matriz W9 como en el tercer punto
de la Definiciéon 3.14, sino que ella puede ser calculada en términos de la matriz V§
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usando la identidad (w, Wp) = (V i/, ") dada en la Proposicion 2.3 del capitulo 2.
Lo anterior, sin afectar la consistencia, estabilidad y convergencia del esquema com-
primido original. En efecto, escogiendo byy = by > 1yn' € Rtalquel <n' <m'—1,
obtenemos para m' =m-+1y n =n'+1 también la condiciéon 2 < n < m—+ 1. Luego,

podemos elegir B]VZ, = BY,, lo cual da lugar al mismo conjunto de coeficientes no

33"
nulos en las respectivas matrices. Desafortunadamente, sin embargo, lo anterior es
imposible de verificar para los parametros de la segunda compresiéon, y es necesa-
rio examinar el error de compresion desde un punto de vista mas analitico (ver el

Teorema 3.19).

Finalmente, por otra parte, similar a la definicion del parametro a; en (3.19),

definimos los siguientes parametros

. I m' —1
ay = mln{bv2m L, },
. / m'
ag = mln{me+m e Che },
ay = min{bwzmH, ch+1}, (3.33)

los cuales, obviamente, resultan ser mayores que uno debido a la elecciéon de las bases
de ondelettes en (3.26).

3.4.2 Consistencia

El analisis de consistencia comprende dos etapas. En primer lugar, cuantificamos
el error de consistencia como el orden en que una forma bilineal comprimida aproxima,
a la forma bilineal B en normas de espacios de Sobolev con indices mayores que (3 y
B'. Esto es crucial para el anélisis de convergencia subsiguiente. También, medimos
el error de consistencia en la escala mas fina de discretizaciéon y en las normas de
los espacios de energia. Esto conducird a la estabilidad de nuestra estrategia de
compresion (ver el Lema 3.21). En segundo lugar, procedemos a examinar el error de
consistencia cuando la compresion del operador hipersingular es definida en términos
de aquella definida para el operador de capa simple. Luego, con el fin de establecer
los resultados de consistencia para la compresion de la forma bilineal B, necesitamos

introducir algunas notaciones.

Sean Vj, K5y Wy los operadores de dimension finita asociados a las matrices
comprimidas V4, K5 vy W9 de la Definicién 3.14, con pardmetros de compresion
dados por (3.30), (3.31) y (3.32), respectivamente. Ademads, definiendo el espacio
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producto My := V; x V; = M, C M, sea B¢ : M; x M; — R la forma bilineal
comprimida definida por

BC((MJ,UJ), (wJ7pJ)) = (Pyw, WiPru) + (KjPsw, Pjo)

donde para todo u € H*(I), w € H'(I), o € H*(I) y p € HY(I), hemos denotado
g = Py, wy = Pyw, o5 = Pio y p; = P}p, respectivamente. Definimos también el
siguiente parametro

ap = min{av,aK,aW}, (3.35)

con los parametros ay, ax y ay definidos en (3.33). Corresponde sefialar que este
parametro es el que finalmente determina la estabilidad de nuestra estrategia de com-
presion, ya que si es elegido lo suficientemente grande, la forma bilineal comprimida A°¢
definida por (2.27) resulta ser estable (ver el Lema 3.21).

Ahora estamos en condiciones de establecer las estimaciones de consistencia para la
compresion de la forma bilineal B. Primero, como una consecuencia del Teorema 3.10,
con los parametros apropiados de la Tabla 3.1, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.16. Sean los parametros de reqularidad 1 > —1/2, i > 1/2, B€la forma
bilineal comprimida definida por (3.34) y ap el parametro (3.35). Entonces, para
1/2<s,t<2, —1/2<t<1,1<s+t,0<t+s,0<s+t y—-1<s+71, se
verifica la estimacion

‘B((:u’JaO'J)a (wJapJ)) - BC((M‘]’O-J)’ (w‘]’p‘]))‘
S ag {2 7 Ol

+ 277l ey 1l oy + 277 o]

wollolla + 277 wllanlloll g

el | (3.36)

para todo € H¥(I), w € HYI), o € H*(I) y p € H'(I), uniformemente en .J.

Observacioén 3.17. Notar que el Teorema 3.16 demanda que los parametros de regu-
laridad Sobolev de los espacios de multiresoluciéon duales \7] y \7].’ satisfagan 7 > —1/2
y ' > 1/2, respectivamente. Pero esto es inmediatamente satisfecho por las bases de
ondelettes elegidas en (3.26), ya que para las respectivas funciones de escala duales
uno tiene, al menos, ¢ € L*(I) parad =m =2,y ¢ € C(I) parad =1y m' =3
(ver las Figuras A.1 y A.2 del apéndice) (ver también [6]).
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Demostracion. En primer lugar observamos que

‘B((/L],O’]), (wfapJ)) - Bc((/,LJ,O']), (WJHOJ))‘
< [(Prw,(Wy = W5)Piu)| + [((K; — K§)Pyw, Pjo)|
+ (K = K5)Prp, Pip)| + [((Vs = Vi) Pjo, Prp)|.
Luego, usando el Teorema 3.10 y los parametros de la Tabla 3.1, podemos estimar
cada término en esta expresion por
(P, Wy = W) Py)| S agy 277Dl gy ol e
(K = K§)Pyw, Pio)| S ai' 277wl e llo | g
[{(Ks = K§)Prp, Pyp)| S aiet 277Nl sl ol s
(V2 = Vi)Pjo, Pip)| S ay' 27/ Do

HS'(I) ||P||Ht’(1)

Esto completa la demostracion. O

Ahora, usando el Teorema 3.11 y los parametros de la Tabla 3.1, establecemos
el siguiente resultado de consistencia en la escala més fina de discretizacion y en la
norma del espacio de energia M = H'2(I) x Hy '/*(I).

Teorema 3.18. Sean los parametros de reqularidad 7 > —1/2, i > 1/2, B¢ la forma
bilineal comprimida definida por (3.34) y ap el pardmetro (3.35). Entonces se verifica

la estimacion

|B((1s,01), (Wi, p5)) — B (s, 00), (Wi, p1))]
N afal{||MJ||H1/2(1>||wJ||H1/2(1> + llwsllmrzallosll -z
sl ol vmay + ol velloslln vegy s (337
S ag' (s, 00|yl @ss )] o
para todo (uy,wy), (o7, ps) € My, uniformemente en J.
Demostracion. Similar a la del Teorema 3.16. O

A continuacién, procedemos a estudiar el error de consistencia cuando el opera-
dor hipersingular W es discretizado y comprimido en términos del operador de capa
simple V. El punto central en el analisis siguiente consiste en que los coeficientes ma-
triciales (¢, W1y ) pueden ser calculados en términos de los coeficientes matriciales
(Vi , o)), donde ¢} y ¢}, son las derivadas de v, y 1, respectivamente.
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En efecto, sea 1)%™ la ondelette asociada a la base de ondelettes \P‘}’m. Entonces,

como se muestra en [6], se tiene médulo una constante

(d)d,m)’ — d)d—l,m-i—l,

donde ' indica derivacién. Luego, después de una normalizacion, vemos que para
2,m ! 1,m’ I __ 1
ondelettes 1 € ¥ y Yy € U7 conm' =m+ 1y m > 2, se tiene

(1) = 274,
Por lo tanto, usando la identidad
(w, W) =(Vi',w'),

valida para todo p, w € HY?(I) (ver la Proposicion 2.3), deducimos que los coefi-
cientes matriciales wy, = (¢, W1hy), correspondientes a la discretizacion del ope-
rador hipersingular, pueden ser calculados en funcion de los coeficientes matriciales
vay = (Vi ¥4 ), correspondientes a la discretizacion del operador de capa simple,
por medio de la siguiente relacion

L
Wy = 2]+] UN -
Asi, para la compresion del operador W definimos, con m’ = m + 1, la matriz
. . c R c : 1 [jp—
comprimida W§ := [w$, , [xacv,, asociada a la matriz W := [wxa |y ey, POT
c . oj+j, ¢
wy =275, (3.38)

donde los v§, , son los coeficientes de la matriz comprimida V§ definida en el primer
punto de la Definicién 3.14 con pardmetros de compresion dados por (3.30). El
siguiente teorema cuantifica el error de consistencia en la compresion del operador

hipersingular por (3.38).

Teorema 3.19. Sean m' = m + 1, el pardmetro de regularidad 7' > 1/2 y W5 el
operador de dimension finita asociado a la matriz comprimida W definida por (3.38).
Entonces, para —1/2 < &', t' <1y —1 < s +1, se tiene la estimacion

[(Prw, (W = W) Pr)| S ay' 277Dl g ol e oy (3-39)

para todo p € H¥ (1) y w € H'*'(I), uniformemente en J. Ademds, la siguiente
estimacion
[(wr, (Wr =W ps)| S avt sl ol (3.40)

es valida para todo py,wy € Vy, uniformemente en J.
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Demostracion. Primeramente observamos que debido a la definicion en (3.38) se tie-
nen las siguientes identidades

J—-1J-1
Wy =W =Y Y Y"Fi(R) + S} F;2
J=0j'=0
J—-1J-1
_ZZQj t'—l—l F* RV —|—SV )F2j(s+1)

J=0j'=

con las matrices residuales definidas como en el Teorema 3.9. Luego, procediendo
como en la demostraciéon del Teorema 3.10, obtenemos

(P, (W) — W) Py (ZZ<|R |+ |SY, |)>||M|

J=0j'=0

Hs'+1(T) |w ||Ht’+1(1)-

La demostracion de (3.39) concluye utilizando las estimaciones del Teorema 3.9 y
los argumentos en la tltima parte de la demostracion del Teorema 3.10. La estima-
cion (3.40) sigue analogamente. O

En virtud de este resultado, el teorema a continuacién establece que la definicion

en (3.38) preserva la consistencia de nuestra estrategia de compresion para la forma
bilineal B.

Teorema 3.20. Sea B¢ la forma bilineal comprimida definida por (3.34) con el ope-
rador W§ dado por el Teorema 3.19. Entonces las estimaciones (3.36) y (3.37) de los
Teoremas 3.16 y 3.18, respectivamente, se verifican con ap = min{ay, ar}.

3.4.3 Estabilidad, Convergencia y Complejidad

En esta subseccion probaremos que la solucion (u§,of) del esquema de Galerkin
comprimido (2.26) converge con el mismo orden (2.25) que la solucién de Galerkin
exacta (up,o0p) en (2.23), pero con complejidad lineal.

En primer lugar, la estimacion para el error de consistencia del Teoremas 3.18 nos
permitira probar la estabilidad de la forma bilineal comprimida A° definida por (2.27).
En efecto, debido a la estabilidad de la forma bilineal A definida por (2.18), y la
consistencia de la forma bilineal comprimida B¢ expresada en la estimacion (3.37) del

Teorema 3.18, la forma bilineal comprimida A° es estable en la norma del espacio de
energia H = Hj(02) x H(;I/Z(I).
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Lema 3.21 (Estabilidad). Si el pardmetro ap definido por (3.35) es suficientemente
grande, la forma bilineal comprimida A€ definida por (2.27) es estable en la norma
del espacio de energia H, esto es,

AC((Uh,ph), (Uh,Ph)) 2 H(Uh,Ph)qu
para todo (vy, pp) € Hp.

Demostracion. La estimacion (3.37) del Teorema 3.18 con (py,05) = (wy, ps) da

‘B((wJapJ)v (WJ,PJ)) - BC((WJaPJ)a (WJaPJ))‘ S CLBIH(WLPJ)H?M (3.41)

para todo (wy,ps) € M;. Luego, denotando por (wy, ps) = (v, o 7, pn) para todo
(vn, pn) € Hp, obtenemos con (3.41) y la H-elipticidad de A

A°((vns pn)s (vn, pr)) > ‘A((Uhaph)a (Uh,Ph))‘
- ‘B((WLPJ)a (WJ,PJ)) - BC((WJaPJ)a (WJ;PJ))‘
2 [1on o0) [ = a5 |, 0 [
2 [1ons 00 [ = a5 | (on 00) [
2 [1on o0) [

siempre que el parametro ag > 1 sea suficientemente grande. O

Enseguida, habiendo probado la estabilidad de nuestra estrategia de compresion,
podemos aplicar el Lema de Strang (ver el capitulo 2) para concluir que el error en la
solucion del esquema comprimido (2.26) es uniformemente acotado por un miltiplo
de la suma del error de aproximacion y el error de consistencia. En consecuencia,
usando el Teorema 3.16, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.22 (Convergencia). Sean (u5,o0f) € Hy, la solucion del esquema de
Galerkin comprimido (2.26) y (u,0) € H la solucidn exacta de (2.19). Sea ademds la
estimacion (3.36) del Teorema 3.16 con s =3/2,t =5 =1/2 yt' = —1/2. Entonces,
si u € H*(12), la solucion aprozimada (uf, o) converge a la solucion ezacta (u,o) de
acuerdo a

H(U7O—) - (uicuo—fcb)HH 5 h||u||H2(Q)7

uniformemente en h = 277,
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Demostracion. Elegimos en la estimacion (2.28) del Lema de Strang (v, pn) como la
solucion de Galerkin exacta en (2.23), esto es, (vp, pn) = (un, 0p). Luego, denotando
[y = UpOY, OF = Op, Wy = WROY Y p; = 04, y utilizando la convergencia (2.25),
obtenemos a partir de la estimacion (2.28)

[(u,0) = (us, o) ||, < Bl
4 sup ‘B((NLUJ),(C{)J,PJ)) _BC((,LLJ,O'J),((,UJ,pJ))‘.

(wy,pr)EM; H(wJ’pJ)HM

(3.42)

Por otro lado, usando el teorema de trazas, u € H?(f2) implica u o v € H3?(I)
y o = (povy)a € HY?(I). De esta forma, denotando y = uoyy w = vor, la
estimacion (3.36) del Teorema 3.16 con s =3/2,t=s"=1/2yt' = —1/2 da
‘B((MJ,UJ), (WJaPJ)) - BC((MJaUJ)a (WJaPJ))‘ S 27‘1“(/% U)HNH(W,P)HM,

donde N = H?®?(I)x H'?(I). La estabilidad de las bases de ondelettes nos permiten
deducir que ||(w, p)HM ~ [[(wy, pJ)HM. En consecuencia, tenemos

‘B((,LLJao—J)a (WJHOJ)) - BC((/L],U]), (WJ;PJ))‘

|@wrs 2]
para todo (wy,p;) € My, donde h = 277, Asi, substituyendo (3.43) en (3.42),
finalmente obtenemos
(w,0) = (5 07|y S P Nl gy + (1 )l }

S h||u||H2(Q),

S hl(ps )|y (3.43)

donde en el ultimo paso hemos usado el hecho que 0 = (p o y)a, y nuevamente el
teorema de trazas. O

Antes de concluir la presente seccidon, un resultado inmediato de establecer es
aquel que nos indica que la matriz comprimida B¢ definida por (3.29) tiene tan sélo
O(27) coeficientes no nulos. En efecto, el Teorema 3.12 implica el siguiente resultado
respecto de la complejidad del método compresion de matrices propuesto para el
acoplamiento FEM-BEM.

Teorema 3.23 (Complejidad). Sean las hipdtesis del Teorema 3.12 wvdlidas de
acuerdo a los parametros de la Tabla 3.1. Entonces la matriz comprimida B definida
por (3.29) tiene O(27) coeficientes no nulos, es decir, una complejidad proporcional a

los grados de libertad sobre la frontera.
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3.5 Aspectos Computacionales

3.5.1 Una Formulacion Variacional Coercitiva

Para la implementacion computacional del método de acoplamiento con dos ecua-
ciones integrales es conveniente considerar una formulacion variacional algo dife-
rente. La formulacion variacional que es adecuada consiste en tomar la condicion
[rp(x)dsy, = [;0(t)dt =0 del Lema 2.1, como una restriccion y no como una pro-
piedad intrinseca de los espacios de aproximacion.

Mas precisamente, con el espacio N := H Y?(I) xR, sea e : N x N — R la forma
bilineal definida por

e((o,¢), (p,d)) :==d(1,0) — c(1,p).

Luego, definiendo el espacio producto H := H{(£2) x H~'/?(I) x R, obtenemos la
forma bilineal £ : H x H — R definida por

L((u,0,¢), (v, p,d)) := a(u,v) +b((uoy,0),(vor,p))
+B((uoy,0),(vor,p))
+ e((a, c), (p, d)), (3.44)

donde a(u,v) := [, Vu-Vuvdz es la clasica forma bilineal del método de elementos
finitos, y las formas bilineales b : M x M — Ry B : M x M — R, ahora con el
espacio producto M := H'?(I) x H~'/2(I), son definidas, respectivamente, por las
ecuaciones (2.12) y (2.13) en el capitulo 2.

De esta forma, la formulacion variacional del problema acoplado (2.9), apropiada
para la implementacion computacional, consiste en: Encontrar (u,o,c) € H tal que

E((u,a, c), (v, p, d)) = /va dx para todo (v,p,d) € H. (3.45)

La formulacion variacional (3.45) tiene varias ventajas. En particular, el operador
identidad puede ser representado de manera estable en una tnica escala de discre-
tizacion por funciones constantes por tramos. Por el contrario, la eleccion usual de
funciones constantes por tramos y con media cero, con el fin de garantizar la condi-
cion [.p(z) ds, = 0, es extremadamente inestable. Ademas, esta formulacion permite
elegir bases tales que los espacios discretos asociados a HY?(I) y H~Y/?(I) tengan
la misma dimension (comparar con las bases definidas al comienzo de la subsec-

cion 3.4.1). Esto simplifica ampliamente nuestra aplicacion de los métodos ondelettes



72_ Capitulo 3. Aproximacién Biortogonal del Acoplamiento FEM-BEM

al método de acoplamiento. Observamos, por otro lado, que la formulacion (3.45)
difiere de la formulacion (2.19) s6lo en un operador de rango finito (ver la definicion
del operador E en (3.46)).

La demostracion de existencia y unicidad de solucion para la formulacion (3.45)
es una consecuencia de la desigualdad de Garding y la alternativa de Fredholm. En
efecto, bajo la suposicion que el dominio (2 tiene didmetro menor que uno, no es dificil
probar que la forma bilineal £ es continua, coercitiva e inyectiva. Por consiguiente,
observamos que la teoria de compresion de matrices desarrollada previamente en este
capitulo se aplica igualmente a la formulacion variacional (3.45).

A continuacion, con el fin de facilitar el anélisis subsiguiente, sea L : H — H* el
operador inducido por la forma bilineal £ mediante la relacion

[L(U, g, C)a (Ua P d)] = £((U, g, C)a (Ua P d))a
donde [-, -] denota el producto de dualidad entre H y H*. Es directo comprobar que
L es el operador matricial dado por

A+GWGE -G -K)
L= (}-K)G Vv —B|, (3.46)
E
donde V : H=Y2(I) — HY2(I), K : HY/*(I) — H'?(I) y W : H'*(I) — H~Y?(I)
son los operadores integrales definidos en (2.14), A : H;(2) — H~'(£2) es el operador
inducido por la forma bilineal a, es decir, (Au)v = a(u,v), G : H}(£2) — HY?(I) es
un operador de traza definido por Gu =wuo~v, y E: H-'/?(I) = R es el operador de
rango finito dado por Eo := (1,0).
Asi, bajo la suposicion que diam(f2) < 1, se sigue que el operador matricial L

definido por (3.46) es biyectivo, es decir,

ILo]

e~ [0l
para todo v = (v,p,d) € H, y la ecuacion de operador Lu = f tiene una tnica
solucion 4 = (u,0,c¢) € ‘H para cada f € H*.

3.5.2 Discretizacién y Cambio de Bases

En la seccion 2.4 introdujimos una triangulacion regular del dominio {2 formada
por tridngulos curvos a lo largo de I'. No obstante, puesto que posteriormente hare-
mos uso del precondicionador BPX [3], necesitamos definir una sucesion creciente de

triangulaciones.
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Dado jo € N, sea 0 = tog < to; < -+ < ton, = 1, Ny := 2°, una particion
uniforme del intervalo I = [0, 1], con tg 1 — tox = ho := 1/No, k € Ay := Z/NyZ,
y denotemos por (2,, C (2 el dominio poligonal con vértices sobre I dados por
Y(too)s v(to1), - -»v(tong—1)- Sea Ty, una triangulacion regular de (2, formada por
triangulos 7; cuyos diametros satisfacen diam7T; < hgsup,c; «(t) ~ 1. Procediendo
como en la seccidon 2.4, esto es, reemplazando cada tridngulo con dos vértices sobre
I por el correspondiente triangulo curvo, conseguimos una triangulacion inicial 7,
formada por tridngulos rectos y curvos. Luego, subdividiendo el triAngulo de referen-
cia T en 4,16,64, . .. triAngulos congruentes, obtenemos un refinamiento uniforme de

The, conduciendo a la sucesion creciente de triangulaciones

7-h0 C7-h1 C7~_h2 (G
tal que diamT; < h;sup,cra(t) ~ 279 para todo T; € T, donde h; := 279hy (ver
en [20] mas detalles de esta construccion).

Ahora, sea €); un conjunto de indices para los nodos de la triangulacién ’7'hj,
excepto aquellos nodos que estdn sobre la frontera Iy. Sea ademdas I'; un conjunto
de indices para los nodos que estan sobre la frontera I'. Denotando por ¢;; la Gnica
funcion lineal que toma el valor uno en el nodo k£ de 7'hj, mientras que se anula en
el resto de los otros nodos, no es dificil ver que los conjuntos T; := {@j’k | ke }
generan sobre la triangulacion T, n; 108 espacios

Vi, = closgi(g) (span Tj)
como una sucesion creciente de subespacios cerrados,
Vie C Vi, C -+ C Hy(92),

cuya union es densa en Hj(£2).

Notar que la estrategia de refinamiento anterior conduce en el j-ésimo paso a
la particion uniforme 0 = #;o < t;; < -+ < t;ny, = 1 del intervalo [0,1], con
N; = 2Ny y tik+1 — tix = hj, k € Aj :=7Z/N,Z. Por consiguiente, denotando por
bk = ¢(N; - —k), k € Aj, donde ¢ es la funcion caracteristica del intervalo [0, 1],
deducimos que los conjuntos ®; := {qﬁj,k | ke A; } generan los espacios

Vi = closg—p (span d>j)
como una sucesion creciente de subespacios cerrados,

VocViC---c H V4D,
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cuya unién es densa en H~'/2(I).

De esta forma, la discretizacion del operador L con respecto a las bases T;y ®;
es como sigue. Dadas las funciones uy € V,, y 05 € Vj, y escribiendo

17 r
E : (2 E :UJ,kSOJ,k y oy = E OTkPIks

kEQJ\FJ kel'y keAy

obtenemos, en la escala mas fina de discretizacion, el sistema lineal de ecuaciones

A; A] u? F¢
A, A, +W, K] -GJ uy| _ |F} (3.47)
G,~-K, V, —Ell|oy 0l
E; c 0
donde uf := [U?,k]keQJ\rJa uf = [ufy lier,» 0= [0sk]rea, CER, Y
Ay = [a(SOJkaSOJk)]k/,keQJ\FJ V= [(Vdsk bax) ]k,keAJ,
A= [a(W’f’Wk)]k'eFJ kEQAT K, = [(K(psr07), dup >]k'eAJ,keFJ’
Ay = [a(rk 0a) )y per, W= [{@aw 07 Wlesae o) | per,
E; = [(L%,k)]kem’ F7 = [[, fow dx]k,eg ,
Gy = [%<¢J,k07a¢J,k’>]k/eAJ’keFJa F =1/, fomw dx]k:’ef‘

Puesto que la representacion de los operadores V', K y W en una tnica escala de
discretizacion no es la apropiada para hacer uso de la estrategia de compresion de
matrices propuesta en la subseccion 3.4.1, debemos reescribir convenientemente (3.47)
considerando los respectivos cambios bases.

Sea T la matriz definida como en (1.11) que da el cambio entre las bases ®; y

Z UJ,k¢J,k = Z UA%\,

kEA AEV;

1,m/ .
U™ en las expansiones

esto es, oy, = T ;o ;, donde oy = [U)\])\evJ. Anéalogamente, sea S; la matriz que da
el cambio entre las bases {wj,k =pspov|kely } y \Ifim en las expansiones

r r
E U]ykWJ,kZE uy Py,

kel y AEV

r _ r I .__ r
esto es, uy, = S;uf, donde uy, := [uy ]y, -
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Luego, tomando en cuenta la identidad (1.12) del capitulo 1, la discretizacion del
operador L, con los operadores V', K y W discretizados en las bases de ondelettes
elegidas en (3.26), es dada por la matriz

A, A}
A, A;+SJW,S; SIK|T;,-G]
G;—T]K,S; T;V,T, -EJ |’
E,
la cual es equivalente a
I A, Aj I
I A; A;+S]W,S; SJK]-GJT;' I
T) T, 'G; - KyS, Vy -E, T,
1 E, 1

donde el subindice v indica la discretizacion en bases de ondelettes.

En consecuencia, el sistema lineal de ecuaciones, con los operadores V., K 'y W
discretizados en bases de ondelettes, que resuelve el problema discreto asociado a la
formulacion variacional (3.45) es dado por

A Aj uf F¢
A; A;+S]W,S; SJK]-GJT, uj| _ |F) (3.48)
T,'G; - K,S;, Vy —E, | |0y 0| '
E, c 0

Notar que la incognita o; € V; aparece discretizada en la base de ondelettes \Ifb’m,.
Esto reduce el costo computacional que involucra un cambio de bases en cada paso
de la solucion iterativa del sistema (3.48).

3.5.3 El Operador Hipersingular

En lo que sigue nos ocuparemos de las propiedades de las matrices Wy y W,
correspondientes a la representacion del operador hipersingular en una tnica y mul-
tiples escalas de discretizacién, respectivamente.

Suponiendo, por simplicidad, correspondencia de indices entre las funciones linea-
les por tramos wy; = @07 y las funciones constantes por tramos ¢, = ¢(N; - —k)



76 __ Capitulo 3. Aproximacién Biortogonal del Acoplamiento FEM-BEM

sobre el intervalo [0, 1], esto es, ['; = A, deducimos usando la identidad (2.17) que
(Wip, Wwig) = N3{<V¢J,k717 Gapr—1) =V dik bap 1)

— (Voih1, bsp) + (Vo ¢J,k'>}-
Esta expresion conduce a la siguiente relacion entre las matrices W; y V,
W; = N?H,V,;H;, (3.49)

donde H; es la matriz cuadrada de orden N; definida por

-1 1

Puesto que la aplicacion de la matriz H; a un vector v; € RYi requiere O(N,)
operaciones, en una unica escala de discretizacion es suficiente calcular s6lo dos ma-
trices correspondientes a los términos de frontera, a saber, las matrices V; y K,
yva que la matriz W; puede ser calculada en términos de la matriz V; usando la
relacion (3.49).

Para las matrices Wy, y V,, podemos derivar una relaciéon similar a (3.49). En
efecto, si suponemos m’ = m + 1, con m > 2, es inmediato comprobar que

(x, Wipa) = NNy (Vi )

(ver la Observacion 3.15 y el analisis al final de la subseccion 3.4.2). Luego, definiendo
la matriz diagonal
DJ = [Nj6/\/,/\]

N AeV;y?
obtenemos la siguiente relacion entre las matrices Wy, y 'V,

H] H
W,p:[ 0 I] DJV,pDJ[ ° I]. (3.50)

Sabemos, debido a los Teoremas 3.19 y 3.20, que es posible comprimir el operador
hipersingular en funciéon de la compresion definida para el operador de capa simple.
Esto sin afectar la consistencia del esquema comprimido original. Por lo tanto, usando
la relacion (3.50), concluimos que para la solucion iterativa del sistema comprimido
asociado a (3.48), es también suficiente calcular s6lo dos matrices correspondientes a
los términos de frontera, a saber, las matrices comprimidas Vi, = V5 y K, = K9.
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3.6 Precondicionamiento

La matriz de sistema en (3.48) incluye matrices que corresponden a la discreti-
zacion de operadores de orden positivo y negativo. Luego, es importante estudiar el
precondicionamiento de (3.48) para su eficiente resolucion por métodos iterativos. So-
bre la base del precondicionador BPX [3] y el precondicionador multiescala analizado
en la seccion 1.4, proponemos un precondicionador para los esquemas simétrico y no
simétrico asociados a (3.48). Ademas, usando una transformacion del tipo Bramble-
Pasciak [2], proponemos un esquema precondicionado, simétrico y definido positivo
el cual puede ser resuelto por el método iterativo del gradiente conjugado.

3.6.1 El Precondicionador BPX

Sea A : H}(22) — H () el operador definido por (Au)v = a(u,v), donde
a(u,v) = [,Vu-Vvdz. Luego, A es un operador simétrico, definido positivo y de
orden dos. Por otro lado, en la notaciéon de la subseccion 3.5.2, sea la base nodal
T;:={ @i | k €Q;} normalizada en L?(£2) de modo que, uniformemente en j,

lesllewyy ~ 1175 €5l 20 (3.51)

Ahora, sea P; el proyector ortogonal sobre el espacio Vj, := closyi(g) (span Tj).
Claramente, P; satisface PyP; = Py para todo j' < j, y también P/ = P;. En con-
secuencia, puesto que los espacios V},, tienen suficientes propiedades de aproximacion
y regularidad, podemos aplicar el Teorema 1.2 para deducir que el operador

J—1
DJ = Z 22j(Pj+1 - Pj),

j=—1

donde P_; = 0, es simétrico, definido positivo y satisface

(Djvs,vg) = HD}/?UJH;(Q) ~ ||UJ||%{1(Q)

para todo vy € Vj,,. Aqui, (-, -) denota el producto interior en L*(£2). Luego, usando
elipticidad y definiendo Ay := P;yAP;, se sigue que

(DJUJ, UJ) ~ (AJUJa UJ),

esto es, los operadores D; y A; son espectralmente equivalentes y, asi, el operador
~1/2 ~1/2 .. . - .

D, /24 7D /? tiene niimero de condicién uniformemente acotado. Notar que lo an-

terior corresponde a la situacion considerada en el Teorema 1.4, ya que la evaluacion
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de D;l parece requerir el conocimiento de bases explicitas para los complementos
ortogonales. Sin embargo, puesto que

J—1
D= S (P Py,

j=—1

v |[(Py1 — P])UH2 = ||Pjs1v]|® — || Pjv])?, es directo ver que D;' es espectralmente
equivalente al operador Zj:o 272 P;, el cual, debido a la propiedad de estabilidad
uniforme (3.51), es a su vez espectralmente equivalente al operador

J
CJ = Z 272]‘ Z (', Spj,k)SOj,k- (352)
7=0

k}GQj

Este operador es simétrico y definido positivo, por lo que su raiz cuadrada C’}/ ? esta
bien definida. Ademés, la aplicacion de C’}/2 a una funcion v; € V,,, da la siguiente

equivalencia de normas

1C 205 ] ey ~ Nosllzs1 () (3.53)

para todo —3/2 < s < 3/2. Por lo tanto, de acuerdo a lo anterior, el operador
O}/2AJO}/2 tiene también nimero de condiciéon uniformemente acotado (ver |3, 22|).

El operador C; definido por (3.52) es el conocido precondicionador BPX, y los
siguientes argumentos muestran que puede ser implementado de manera similar al
precondicionador multiescala de la seccion 1.4, con la salvedad que las transformacio-
nes multiescala solo involucran las bases nodales y los coeficientes de aproximacion.

En efecto, no es dificil ver que la representacion matricial de C'; es dada por
J
Cy=)» 2 %L1, (3.54)
§=0

donde I; es la representacion matricial de la base nodal T; de V}; en términos de la
base nodal T; de V},,. Notar que la acciéon de I, puede ser expresada como
J pJ-1 +1
L =I; ,I;5,- 'I;' )
donde la matriz de prolongacion I;J’l es definida por el cambio de bases siguiente

T _~T pitl
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Esta expresion muestra que el precondicionador C; depende completamente de las
transformaciones entre bases nodales de espacios multiescala. Luego, definiendo para
1 <7 < J las matrices

XJ: QkIJ I]

k=0

obtenemos la siguiente relacion de recurrencia
C,=2% 41 C; (V)"
J j—1-j=1\+tj-1) -

Por lo tanto, la aplicacion del precondicionador C; a un vector v; € R#% puede ser
llevada a cabo por medio del siguiente algoritmo

for j=J:1
N
Vi—1 = (1;71) Vi
end
Wo = Vo
for j=1:J

Como es probado en [3], el niimero de operaciones en este algoritmo, y también los
requerimientos de memoria para guardar todos los vectores v;, es proporcional al

nimero de incégnitas en V} .

3.6.2 El Esquema Precondicionado

Primero, escribimos la matriz de sistema en (3.48) como

A, A7
L, — A; A;+S]JW,S;| SJK| —-G]T;!
T,"G,; - K,S;, Vy ~-E;
Ey

Esta matriz es no simétrica e indefinida, pero puede ser transforma a una matriz
simétrica, ain indefinida, al multiplicar la tercera fila por menos uno. De esta forma,



80__ Capitulo 3. Aproximaciéon Biortogonal del Acoplamiento FEM-BEM

obtenemos la nueva matriz

A A7
I, - A, A;+8SJWyS;| SJK] -GJT;!
K;S; —T; G, ~Vy E]
Ey
la cual es equivalente a L;. Luego, definiendo la matriz
<
P;:= D, , (3.55)

1

donde C; es el precondicionador BPX dado por (3.54) y D es el precondicionador
diagonal definido por (1.32) con s = 1, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.24. Sean L; y L definidas como arriba. Entonces el precondicionador
P definido por (3.55) satisface

cond(P}/QLJP}/z) = cond(P},ﬂiJP}/Q) =0(1) cuando J — oo,
donde cond(A) := [|A||||AY| y ||| es la norma espectral.

Demostracion. Sean Ly : Vi, x V; xR = V,, X ‘N/J X R el operador de dimensién
finita asociado a cualquiera de las matrices Ly 6 Ly, y PY? : L2(£2) x L2(I) x R —
H(2) x H7Y2(I) x R el operador matricial dado por

s
P}/2 — D}/2 ,
1

donde C}/Z es la raiz cuadrada del precondicionador BPX definido por (3.52) y D}/Z
es el precondicionador multiescala definido por (1.33) con s = 1/2. Luego, denotando
por £ = L2(02) x L*(I) x Ry H = H}(2) x H™/2(I) x R, obtenemos para todo
vy = (v, ps,d) €V, x Vy xR

104112 = losllZ2qe) + llpsllZary + 14 por definicion,
1/2 2 1/2 2 2
~NNCT iy + 1DF Pl oy + 1d* - por (1.26), (1.27) v (3.53),
= HPJI/Z@J ; por definicion,

por estabilidad,
por (1.26), (1.27) y (3.53).

~ 2Py

~ |[(Py*) Ly P} %0,

‘ 2
L

Esto completa la demostracion. O



3.6. Precondicionamiento 81

Conforme a lo anterior, los sistemas lineales precondicionados simétrico y no simé-
trico pueden ser resueltos, por ejemplo, por los métodos iterativos MINRES (Minimal
Residual) y GMRES (Generalized Minimal Residual), respectivamente (ver en [15] la
definicion de estos métodos iterativos).

3.6.3 La Transformaciéon de Bramble-Pasciak

En esta subseccion nos ocuparemos de aplicar a la formulacion (3.45) la trans-
formacion de Bramble-Pasciak propuesta en [2]. Asi, nuestro objetivo consistira en
derivar un sistema simétrico y definido positivo, equivalente (3.48), el cual puede ser
resuelto eficientemente por el método iterativo del gradiente conjugado.

Primero, usando la notacion continua, modificamos la definicion del operador L
en (3.46) como el operador de dimension finita L : V; x V},, X R — Vi x Vi, xR
definido por

4 (; -K)G —E*
1-K) —(A+G'WG) ,
—-F

L= G*(

y asociado a la matriz de sistema del siguiente sistema lineal

Vy [0 T;TGJ — Kws,]:l _E;l/,— ) 0
0

Ay A wil| = |_[F7||, (3.56)
GJT,' -SJK] A, A;+SJWS, uf FL

—Ew C 0

el cual es equivalente al sistema lineal (3.48). A continuacion, en atencion a la notacion
de [2], simplificamos la definicién de L dandole la forma

L= Ve ,
Q -U
donde U y @ son dados por
Q= G(2 ) v I +GWGE 0 .
-F 0 0

Notar que U es semidefinido positivo. Ademas, bajo el supuesto que se satisface
diam(£2) < 1, se sigue que V' es definido positivo.
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Ahora, de acuerdo a la seccion 1.4, sea D el precondicionador multiescala para V.
Obviamente D y V son espectralmente equivalentes, esto es, se verifica

ao(Vp,p) <(Dp,p) < ar1(Vp,p)

para todo p € V; y algunas constantes ag,a; > 0 independientes de J. Aqui, (-, -)
denota el producto interior en L?*(I). Para lo que sigue, necesitamos suponer que

a1 < 1, de manera que para a = 1 — g se tiene
0 <{(V =D)p,p) <a(Vp,p) (3.57)

para todo p € V;. Si esta condicion no se satisface, es facil calcular un factor de
escalamiento para D tal que el precondicionador escalado verifica (3.57) (ver [2]).

Luego, como una consecuencia de (3.57), dado el operador

V-D
_[ ?

podemos definir sobre V; x Vj,, x R el siguiente producto interior

7 =

[6,p],:=(Vo,p) — (Do, p) + (u,v) + cd, (3.58)

donde 6 = (o,u,c), p = (p,v,d) y (-,-) denota el producto interior en L*(§2). Para
derivar el sistema definido positivo, definimos el operador M := N L como

[ -1 *
M= D V Q@
QD' —I[|Q —-U
| b D™ (3.59)
QD Y(V -D) U+QD'Q* '
Observar que
M =7ZNL =

(V —=D)D'V (V —D)D'Q*
QD YV -D) U+QD '@

Por lo tanto, M es simétrico con respecto al producto interior dado por (3.58). El
siguiente teorema, probado en [2], nos permitira deducir que M es definido positivo
en dicho producto interior.
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Teorema 3.25. Sean M el operador (3.59) y M definido por

I

U+QV1Q*

Entonces las siguientes desigualdades se verifican
Mo [Mé,6],< [Mé,6], < \[Mé,6]

para todo 6 = (o,u,c) € V; x V,,, x R, donde

1
o? 1+ Vo
2 4) y AL = \/_

(07
)\0:(1+_+ o+ —

con « dado por (3.57).

Notar que el teorema muestra que cualquier precondicionador para M sirve como
un precondicionador para M. Por otro lado, el teorema nos indica que M es definido
positivo con respecto al producto interior dado por (3.58) si y sélo si el operador
U + QV~'Q* es definido positivo con respecto al producto interior en L?(2) x R.

En lo que resta de esta seccién probaremos que U + QV ~'Q* es definido positivo.
Para ello, en primer lugar definimos los siguientes operadores

Soi=V'(3-K) v Si:=W4+5VS, (3.60)

2

los que corresponden a los operadores de Steklov-Poincaré utilizados en el método de
descomposicion de dominios. El siguiente lema serd también requerido.

Lema 3.26. Eziste una constante B > 0 tal que
(G"51Gu,u) < B(Au, u)
para todo u € Vj,,.

Demostracion. Usando la continuidad de S;, el teorema de trazas y la V},,-elipticidad
de A, en ese orden, se tiene

(G*$1Gu,u) = ($1Gu, Gu) SNGullpsegy S lullip o) S (Au,u)

para todo u € V},,. Esto prueba el lema. O
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A continuacion, por [-,-] denotamos el producto interior sobre Vj,, x R definido
como el producto interior usual en L?*(£2) x R, esto es,

[4,0] = (u,v) + cd,

donde @ = (u,¢) y v = (v, d). Ahora estamos en condiciones de probar que el operador
U + QV~'Q* es definido positivo.

Teorema 3.27. Sean R := U+QV~'Q* y R el operador simétrico y definido positivo
dado por

A

EV1E*

Entonces las siguientes desigualdades se verifican
[ Ri,a] < [Ri,a] <m[Ra,a]
para todo 4 = (u,c) € Vi, x R, donde

B 32 B 32
Y +2 6+4 Yy 041 +2+ B+4,

con 3 dado por el Lema 3.26.

Demostracion. Procedemos en cuatro pasos.

1. Usando la definicion de los operadores Sy y Sp en (3.60), calculos directos dan la
siguiente identidad

A+G*SG —(ES)G)*

R=U+QV™'Q*=
+evTe ~ESyG  EVE*

Luego, dado cualquier nimero real w # 0, es inmediato comprobar que el operador
R admite la siguiente descomposicion

R=(1-—w)R+ A, + B,,
donde los operadores A, y B, son definidos por

wA+ (1-1)G*S1G 0
0 0

LG*$G —(ES,G)*

A, =
—-ES,G wEV 'E*

y B, =
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2. Usando el Lema 3.26, se sigue que el operador A, satisface

[Aut,a] = w(Au,u) + (1 - 1)(G*S1Gu,u) >0

siysolosiw >0y % = f3, es decir, si y solo si w = —g +1/B8+ ’%2. Notar que
0 < w < 1 se verifica para todo 5 > 0. Andlogamente, se sigue que

[Aui, 0] = w(Au,u) + (1 = )(G*S1Gu,u) <0

siys()losiw<0y%zﬁ,esdecir,siys()losiw:—g—\/ﬁ—i-’%z.

3. A continuacion, observar que el operador B, definido en la descomposicion de R

satisface a su vez la siguiente descomposicion
*
Bw — TwaTwa

donde los operadores D, y T,, son definidos por

1
D, = [“’W G

T, :=
Y LV S,G —E

wV -l

Luego, puesto que W es semidefinido positivo, V' es definido positivo, y T}, es un
operador continuo sobre Vj,, x R para todo w # 0, deducimos que

[Buyi,a] >0 siw>0 y [Buyt,a] <0 siw<0

para todo @ € Vj,, x R.
4. Por consiguiente, para w~ = —g —1\/ B+ %2 < 0, tenemos

[Ri,a] = (1—w ) [Ra, 0] + [(Au- + B~ ), 0] < (1 —w™)[Ra, ],
y parawt = -2 4+ /8 + & >0,
[Ri,a] = (1 —wh)[Ra,a] + [(Aur + B+, a] > (1 —wh)[Ra,a].
Esto completa la demostracion. O

Asi, este teorema en combinacion con el Teorema 3.25 nos permiten probar que
M es efectivamente definido positivo con respecto al producto interior (3.58).
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Teorema 3.28. Sean M el operador (3.59) y P el operador simétrico y definido
positivo dado por

P = A
EVIE*

Entonces las siguientes desigualdades se verifican

\on[Po,5), < [Mé,6], < \m[Ps,5],

para todo 6 = (o,u,c) € Vy x Vj,, x R.

Finalmente, incluimos una discusion de la aplicacion del método iterativo del
gradiente conjugado para la solucion del sistema lineal (3.56). Primero, observar que
la aplicaciéon del operador D no es necesaria en la correspondiente implementacion
computacional, aun cuando él aparezca explicitamente en la definicion del producto
interior (3.58). En efecto, al multiplicar Z y el operador N en la definicion de M

V-—D D!
IloD' -1

Luego, solo se involucra la aplicacion del operador D 1.

por (3.59), obtenemos

ZN =
QD™

VDl —1T
1

Ahora, sean Z y N las representaciones matriciales de los operadores Z y N con
respecto a la discretizacion dada por sistema lineal (3.56), el cual abreviamos Lu = f.
De esta forma, la representacion matricial del operador M es dada por la matriz

M = NL,

la cual, debido al Teorema 3.28, puede ser precondicionada por la matriz

donde Cj; es el precondicionador BPX dado por (3.54). En consecuencia, colocando
g = Nf y denotando por [-, -]z la contraparte discreta del producto interior definido
por (3.58), una version precondicionada del método iterativo del gradiente conjugado
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para la solucion de (3.56) por medio del sistema lineal Mu = g, es dada por el
siguiente algoritmo

Elegir uy arbitrario
rp =g — Mu,

Po = s = Pry

do = Mpy

for k=1,2,...

[Sk—l, I‘k—1]z
[%—1, Pk—dz

U, = Ug 1+ QrPr1

ap —

Iy =Tg_1 — OpQr—1
verificar convergencia; continuar si es necesario
S = ].:)I‘]C
[S’“ rk]z
[Sk—l, I‘k—1]z
Pr = Sk + SkPr1
qr = Mpy,

end.

Br =

Con respecto a este algoritmo, se tiene la estimacion de error

Ve —1\"
e < 2( Y27 ) = ol

donde ||-||m = [M-, -]12/2 y k = cond(PM) es el nimero de condicion espectral de PM,

el que en este caso es uniformemente acotado.

3.7 Experimentos Numéricos

En esta seccion se presentan algunos experimentos numéricos que corroboran la
teoria presentada. En todas la pruebas se ha considerado sélo la primera compresion
y se han elegido, de acuerdo a las restricciones impuestas en la subseccion 3.4.1, las
bases de ondelettes \Ilb’?’ y \Ili’Q.
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Para comparar los esquemas de Galerkin comprimido y no comprimido, primero
construimos un ejemplo para el cual una solucién analitica es conocida. Sea (2 el
dominio poligonal con forma de L definido por 2y = [—0.1,0.1]*\ [0,0.1]?. Definimos
la funcion v = v+ w € C?(R*\ (—0.05,0)), donde v € C*(R*\ (—0.05,0)) es la

funciéon armonica dada por

(4 0.05) + y
(z 4 0.05)% + 2’

v(z,y) =0.01

y w € C%(R?) es la funcion definida por

($_2+i_1>3 Si£+y—2<1
w(x,y):2+ 0.32 .22 022 —= &

0.2 0.37
0 en otro caso.
La funcion f = —Aw tiene soporte compacto, con supp f = { (z,y) | % + % <1t.

Luego, colocando g = u|j,, obtenemos el siguiente problema exterior

—Au=f en R? \ (2,
u=gq sobre [§,
u(z) = O(1) cuando |z| — 0. (3.61)

Para el acoplamiento elegimos I" como la elipse con semiejes 0.35 y 0.25. La Figura 3.6
muestra la geometria de problema acoplado asociado al problema exterior (3.61).

Figura 3.6: Geometria del problema acoplado.

El grafico de la funciéon u es dado en la Figura 3.7.
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Figura 3.7: Grdfico de la solucion analitica u sobre (2.

En las Tablas 3.2 y 3.3 se muestra el efecto de la compresion de matrices y el
tiempo computacional requerido para ensamblar las matrices V;, V5, K; v K9.
Como puede ser visto, el ahorro en los requerimientos de recursos computacionales es
enorme en comparacion con el esquema sin compresion, ya para un nimero moderado
de grados de libertad sobre la frontera.

‘ #I'; ‘ #VS en % ‘ T(V,) en seg. ‘ T(V%) en seg. ‘

32 94.531 0.01 0.03
64 68.457 0.04 0.06
128 43.726 0.16 0.20
256 26.685 0.66 0.59
512 15.768 2.75 1.47
1024 8.9458 11.3 3.75
2048 5.0101 27.1 9.31

Tabla 3.2: Cardinalidad de VG en porcentaje, y tiempo computacional en
sequndos requerido para ensamblar Vy y V5.

En las Tablas 3.4 y 3.5 comparamos la exactitud obtenida en los esquemas de
Galerkin comprimido y no comprimido. Como puede observarse, la exactitud del
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| #T; | #KS en % | T(K,) en seg. | T(KS) en seg. |

32 100.00 0.01 0.01
64 86.426 0.02 0.04
128 99.033 0.06 0.16
256 36.688 0.23 0.45
012 21.698 0.98 1.16
1024 12.534 4.57 2.94
2048 7.0668 18.9 7.54

Tabla 3.3: Cardinalidad de K9 en porcentaje, y tiempo computacional en
sequndos requerido para ensamblar Ky y K.

esquema comprimido es casi idéntica a la del esquema sin comprimir. Ademaés, los
resultados muestran que la convergencia no se ve deteriorada por nuestra estrategia
de compresion.

‘ #4y ‘ #1'y ‘ ||U—UJ||L2(Q) ‘ ||0—UJ||L2(I) ‘ lc—cy| ‘
188 32 9.3063 (-03) 5.9979 (-02) | 3.1150(-03)
696 64 3.7929 (-03) 1.6400 (-02) | 4.3119(-03)
2672 128 7.7040 (-04) 4.6377(-03) | 7.7151 (-04)

10464 | 256 1.3317 (-04) 1.3902 (-03) | 5.6473(-05)
41408 | 512 3.9053 (-05) 4.1934 (-04) | 2.9662 (-05)
164736 | 1024 | 8.6537 (-06) 1.3361 (-04) | 4.7211 (-06)
657152 | 2048 | 2.0511 (-06) 4.4152 (-05) | 6.4501 (-07)

Tabla 3.4: Ezxactitud del esquema de Galerkin no comprimido.

Finalmente, comparamos el desempeno de distintos métodos iterativos. La Ta-
bla 3.6 muestra el nimero de iteraciones requeridas por los métodos MINRES y
GMRES para resolver los sistemas simétrico y no simétrico, respectivamente (ver la
subseccion 3.6.2). En cada caso, el esquema en una tnica escala de discretizacion fue
parcialmente precondicionado por BPX, mientras que el esquema multiescala com-
primido fue completamente precondicionado por BPX y un escalamiento diagonal
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| #Q [ #0 | lu— Sl | o= oSl | le—c5] |
188 | 32 | 9.3063(-03) | 5.9980(-02) | 3.1150 (-03)
696 | 64 | 3.7920(-03) | 1.6402(-02) | 4.3119 (-03)
2672 | 128 | 7.7040(-04) | 4.6409 (-03) | 7.7152 (-04)
10464 | 256 | 1.3317(-04) | 1.3907(-03) | 5.6466 (-05)
41408 | 512 | 3.9051(-05) | 4.2303(-04) | 2.9680 (-05)
164736 | 1024 | 8.6512(-06) | 1.4341(-04) | 4.7292 (-06)
657152 | 2048 | 2.0487(-06) | 7.5080 (-05) | 6.5146 (-07)

Tabla 3.5: Ezactitud del esquema de Galerkin comprimido.

de V9. Un escalamiento diagonal de V¢ es mas facil de implementar y mejora el
precondicionador multiescala de la seccion 1.4.

| #Q, | #T, | MINRES | MINRES® | GMRES | GMRES*

188 32 79 72 48 20
696 64 119 95 56 95
2672 128 163 109 58 61
10464 | 256 212 117 62 69
41408 | 512 283 124 69 73
164736 | 1024 358 130 73 7
657152 | 2048 457 136 81 79

Tabla 3.6: Numero de iteraciones requeridas por MINRES y GMRES para

alcanzar una norma residual menor que 1 (-06).

La Tabla 3.7 muestra el tiempo computacional total requerido para ensamblar
todas las matrices y resolver el respectivo sistema lineal con MINRES y GMRES. Co-
mo puede apreciarse, el esquema comprimido representa un ahorro enorme en tiempo
computacional con respecto al esquema sin comprimir. Puesto que las diferencias
en tiempo computacional requerido para ensamblar las matrices comprimidas y no
comprimidas son mas bien pequenas (ver las Tablas 3.2 y 3.3), lo anterior se debe,

obviamente, a un mas econémico producto matriz-vector.
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| #Q; | #T; | T(MINRES) | T(MINRES®) | T(GMRES) | T(GMRES") |

188 32 0.590 0.960 0.520 0.860
696 64 1.560 2.700 1.110 1.960
2672 128 5.170 7.480 3.250 5.520
10464 | 256 45.83 24.37 19.55 19.94
41408 | 512 422.1 85.14 137.1 74.21
164736 | 1024 2964 316.7 774.1 294.1
657152 | 2048 15967 1403 3703 1297

Tabla 3.7: Tiempo computacional total en sequndos requerido para ensamblar
todas las matrices y resolver el sistema lineal con MINRES y GMRES.

La Tabla 3.8 muestra el niimero de iteraciones y el tiempo computacional total
requerido para resolver el sistema lineal (3.56) por la transformacion de Bramble-
Pasciak en conjunto con el método iterativo del gradiente conjugado. Puesto que una
tnica escala de discretizacion no disponemos de un precondicionador para V ;, solo
se presentan los resultados para el esquema multiescala comprimido. Observar que
este método es el que requiere el menor nimero de iteraciones y, por lo tanto, es el

més rapido y eficiente.

| #Q; | #T, | BP-CG | T(BP-CG") |
188 | 32 37 0.570
696 | 64 43 1.380
2672 | 128 46 3.740
10464 | 256 46 10.69
41408 | 512 A7 35.12
164736 | 1024 | 48 121.7
657152 | 2048 | 49 484.8

Tabla 3.8: Numero de iteraciones y tiempo computacional total en sequn-
dos requeridos por la transformacion de Bramble-Pasciak en conjunto con el

método iterativo del gradiente conjugado.



Conclusiones

Métodos de Ondelettes han sido aplicados al acoplamiento
FEM-BEM. Ha sido probado tebrica como también practica-
mente que ellos mejoran el método de acoplamiento respecto a
la eficiencia de la discretizacion de los operadores integrales de
frontera. La exactitud y convergencia no ha sido deteriorada
por la estrategia de compresion propuesta.

Problemas no lineales o problemas con coeficientes varia-
bles que poseen una solucion fundamental pueden ser tratados
completamente por nuestro método. Puesto que bases de onde-
lettes sobre variedades y superficies han sido ya construidas, el
método es también aplicable a problemas en tres y mas dimen-
siones [23]. Para tales problemas el ahorro en recursos y tiempos

computacionales es de enorme importancia.

A partir de los resultados teoricos obtenidos, y confirma-
dos por los experimentos numéricos, se ha observado que tanto
la complejidad como el orden de convergencia del método en
su totalidad son fijados por aquellos del método de elementos
finitos.






Apéndice A
Bases de Ondelettes Biortogonales

En este apéndice se presenta una breve introduccién al concepto de anélisis de
multiresolucién biortogonal por medio de la descripcién de las bases de ondelettes

biortogonales para L?(RR) construidas en [6].

Bases de Ondelettes Biortogonales para L*(R)

Sea d € N un entero positivo. Denotando por [0, 1,...,d]f(n) la diferencia divida
de orden d sobre la funcion f € C%(R) en los puntos n = 0,1,...,d, la funciéon
B-spline de orden d con nodos en los enteros —|d/2],...,0,...,[d/2] es definida por

d(x) :=d[0,1,...,d] max{(), (n—a-— Ld/QJ)d—l},

donde |z| ([z]) denota el entero mas grande (més pequeno) menor (mayor) o igual
que z. Esta funcion de escala es de soporte compacto, con

supp ¢ = [—|d/2],[d/2]], (A.1)

y satisface la ecuacion de escala o refinamiento

plx) = ho (22 — k)

keZ

con coeficientes de filtro dados por

e d .
hy, = ’ (kﬂd/zj) si —|d/2) <k < [d/2],

0 en otro caso.
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Denotando ahora por fj; := 29/2f(27 - —k) los dilatados y trasladados de una
funcion f € L?(R), los conjuntos ®; := { ik |k €L } generan una sucesion creciente
de subespacios cerrados V; := clos z(g)(span @;), cuya union es densa en L?(R), y con
exactitud polinomial de orden d. Ademas, ®; es una base estable o de Riesz para V;
en el sentido que para toda sucesion c¢; := {c¢;j;} € (*(Z) se tiene

lejllezzy ~ H(I)J'TCJ'HLZ(R)’

uniformemente en j, donde hemos usado la notacion ®; ¢; 1= >, ¢ kP

Como se muestra [6], para cada entero d > d, con d + d par, existe una funcion
de escala dual ¢ € L*(R) que es biortogonal a la primera funcion de escala

<Gjks Bjw > = /R@,k(x)(l;j,k' () dz = Ok g,
de soporte compacto, con

supp ¢ = [—[d/2| —d +1,[d/2] +d — 1], (A.2)
y satisfaciendo la ecuacion de escala

Bx) = 3 ud(2 — )

con coeficientes de filtro dados implicitamente por

[d/2]+d—1

> it =p(2)a(2),

k=—|d/2|—d+1

donde los polinomios p(z) y ¢(z) son definidos por

o= S (i )

k=—|d/2]
dpd - d+d k
< dtd _ 14k 2k
= 27k 2 —1)™ ",
= () X (i)

Ademas, los conjuntos <i>j = {q?)]k | k€ Z} son bases estables que generan una
sucesion creciente de subespacios cerrados \7] := closz(w)(span (ij), cuya unién es
densa en L?(R), con exactitud polinomial de orden d, y regularidad que se incrementa

proporcionalmente con d.
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A continuacion y de acuerdo a [6], existen ondelettes ¢ y Y en L2 (R) satisfaciendo
la relacion de biortogonalidad

<tjk, 1/;]",1@' > = 0(j k), (k) » (A.3)

y definidas por
) = ngﬁ(?x — k) y o d(a) = ng(];@x — k)

con coeficientes de filtro dados por

g = (=1)Fhi_y v o Ge = (1) hi_y.

Esto implica que ambas ondelettes son de soporte compacto, con

supp ¢ = supp ¢ = [1- d;“d, ‘%d]. (A.4)
Ademas, en analogia a las funciones de escala, los conjuntos ¥, := { Vie | k€L }
y \Il] = {z/)],k | k€ Z} son bases estables que generan los espamos de ondelettes

W; = closi2g)(span ¥;) y W, = closz2(g) (span ¥;) como complementos en las des-
composiciones Vi1 = V; @ W, y ‘7j+1 = ‘N/ &) W De este manera, se obtienen
las descomposiciones multiescala D,z Wi @]eZW = L?*(R), y los conjuntos
Vi=U;ez V) v ¥ i= ey ¥ constituyen bases de Riesz biortogonales para L*(R).

Puesto que la relacion de biortogonalidad (A.3) implica WjJ_Vj, se deduce que la
ondelette 1 tiene momentos nulos de orden a~l, esto es,

/x”w(x) dr =0 para 0<n <d. (A.5)
R

Luego, como una consecuencia inmediata de la condicion (A.5), existe una funcion
©jxr € L*(R) de soporte compacto tal que

supp oi = supp i, AW =t v el S 279D (A6)

7

En efecto, la funcion

Piee) = G 2 (") [

—00

verifica las propiedades en (A.6) con [|p;xllrir) = (d, fR dx>2 3(d+1/2),

Los graficos de las funciones ¢, 1, QNS y 1; parad =1y d = 3 son dados en la
Figura A.1, y para d = d=2enla Figura A.2.
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Figura A.1: Funciones ¢, 1, QNS Yy 1/; para d =1y d = 3.

Bases de Ondelettes Biortogonales para L*(I)

En lo que sigue describimos la adaptacion al intervalo I := (0, 1) de las bases de
ondelettes biortogonales para L?(R) definidas previamente. Esta adaptacion resulta
en bases de ondelettes biortogonales 1-periodicas para L?(I) las cuales poseen, esen-
cialmente, todas las ventajas estructurales y computacionales del caso estacionario e
invariante por traslaciones. Para este fin, la idea consiste en reemplazar el significado
de fj = 27/2f(27 - —k), para una funcién f € L?(R) de soporte compacto, por su
contraparte periddica

Fin =27 f(2(-+n) — k).

nez

Consecuentemente, dadas las funciones de escala duales ¢ y <;~5 de soporte compacto
definidas sobre R, y definiendo A; := Z/2/Z, los conjuntos ®; := {¢j,k | k € Aj}
vy U; = {;x | k € A;}, para j > jo, y asimismo ®; y U, tienen cardinalidad
finita 27 y consisten de funciones 1-periédicas. Claramente, el nivel de resoluciéon mas
grueso jo debe ser elegido lo suficientemente grande para asegurar que la medida de
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Figura A.2: Funciones ¢, 1, gzNS Y 1/; para d = d=2.

los soportes de las funciones de escala y de las ondelettes sea mas pequena que uno.
Comparando (A.1), (A.2) y (A.4), deducimos que

jo > log, (|supp ¢|) = log,(d + 2d — 2). (A7)
Notar que estas definiciones preservan las relaciones de biortogonalidad. En efecto,
es directo comprobar que
<¢j,ka éj’,k’> = (Sk,k’ para ka k, € Aja ] Z jUa
como también que
(g yar) = O,y Para k € Aj, K € Ay, 5 > o,
donde (-, -) denota el producto interior de L*(T).

Por lo tanto, los espacios V; := closy>;(span®;) y IN/] := closy2(7)(span @j),
para j > jo, forman sucesiones crecientes de subespacios cerrados, cuyas uniones
son densas en L%(I), y con exactitudes polinomiales de ordenes d y d, respectivamen-
¢ 4 > o1 \II] y .= Uijofl \I/j, donde \I/jofl = (I)jo y
;1 := Dy, son bases de Riesz biortogonales 1-periddicas para L*(I).

te. Ademaés, los conjuntos ¥ := |






Bibliografia

[1] G. BEYLKIN, R. COIFMAN Y V. ROKHLIN, Fast wavelet transforms and
numerical algorithms I, Comm. Pure Appl. Math. 44 (1991), 141-183.

[2] J. H. BRAMBLE Y J. E. PASCIAK, A preconditioning technique for indefinite
systems resulting from mized approximations of elliptic problems, Math. Comp.
50 (1988), 1-17.

[3] J. H. BRAMBLE, J. E. PASCIAK Y J. XU, Parallel multilevel preconditioners,
Math. Comp. 55 (1990), 1-22.

[4] P. G. CI1ARLET, The Finite Element Method for Elliptic Problems, North
Holland, Amsterdam, 1978.

[5] A. COHEN, Wavelet Methods in Numerical Analysis, Handbook of Numerical
Analysis VII (P. G. Ciarlet y J. L. Lions, editores), Elsevier, Amsterdam, 1999.

[6] A. COHEN, I. DAUBECHIES Y J. FEAUVEAU, Biorthogonal bases of compactly
supported wavelets, Comm. Pure Appl. Math. 45 (1992), 485-560.

[7] M. COSTABEL, Boundary integral operators on Lipschitz domains: Elementary
results, STAM J. Math. Anal. 19 (1988), 613-626.

[8] M. COSTABEL, Symmetric methods for the coupling of finite elements and boun-
dary elements, en The Mathematics of Finite Elements and Applications VI
(J. R. Whiteman, editor), Academic Press, London, 1988, 281-288.

[9] W. DAHMEN, Wavelet and multiscale methods for operator equations, Acta
Numerica 6 (1997), 55-228.

[10] W. DAHMEN Y A. KUNOTH, Multilevel preconditioning, Numer. Math. 63
(1992), 315-344.



102

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

20]

21]

22]

Bibliografia

W. DAHMEN, S. PROSSDORF Y R. SCHNEIDER, Wauvelet approximation methods

for pseudodifferential equations II: Matriz compression and fast solution, Adv.
Comput. Math. 1 (1993), 259-335.

W. DAHMEN, S. PROSSDORF Y R. SCHNEIDER, Multiscale methods for pseudo-
differential equations on smooth manifolds, en Proceedings of the International
Conference on Wavelets: Theory, Algorithms, and Applications (C. K. Chui,
L. Montefusco y L. Puccio, editores), Academic Press, 1994, 385-424.

W. DAHMEN Y R. SCHNEIDER, Wavelets on manifolds — Aplication to boundary

integral equations, en preparacion.

G. N. GATIicA Y G. C. Hs1A0, Boundary-Field Fquation Methods for a Class
of Nolinear Problems, Pitman Research Notes in Mathematics Series 331,
Longman, London, 1995.

G. GoLuB Y C. VAN LOAN, Matriz Computations, The Johns Hopkins
University Press, Baltimore, 1996.

L. GREENGARD Y V. ROKHLIN, A fast algorithm for particle simulation, J.
Comput. Phys. 73 (1987), 325-348.

W. HACKBUSCH Y Z. P. NOWAK, On the fast matriz multiplication in the
boundary element method by panel clustering, Numer. Math. 54 (1989), 463-491.

H. HAN, A new class of variational formulation for the coupling of finite and
boundary element methos, J. Comput. Math. 8 (1990), 223-232.

C. JOHNSON Y J. C. NEDELEC, On the coupling of boundary integral and finite
element methods, Math. Comp. 35 (1980), 1063-1079.

S. MEDDAHI, An optimal iterative process for the Johnson-Nedelec method
of coupling boundary and finite elements, STAM J. Numer. Anal. 35 (1998),
1393-1415.

Y. MEYER, Ondelettes et Opérateurs 1: Ondelettes, 2: Opérateurs de Calderdn-
Zygmund, Hermann, Paris, 1990.

P. OswALD, Multilevel Finite Element Approzimation, Theory and Applications,
B. G. Teubner Stuttgart, 1994.



Bibliografia 103

[23] C. PEREZ Y R. SCHNEIDER, Wavelet Galerkin Methods for Boundary Integral
Equations and the Coupling with Finite Element Methods, en Wavelet Transforms
and Time Frequency Analysis (L. Debnath, S. Mallat, M. Farge y R. Coifman,
editores), Birkh&user, 2000.

[24] T. vON PETERSDORFF Y C. SCHWAB, Wavelet approzimation for first kind
integral equations on polygons, Numer. Math. 74 (1996), 479-516.

[25] R. SCHNEIDER, Multiskalen- und Wavelet-Matrizkompression: Analysisbasierte
Methoden zur Losung groffer wvollbesetzter Gleichungssysteme, B. G. Teubner
Stuttgart, 1998.

[26] M. A. SHUBIN, Pseudodifferential Operators and Spectral Theory, Springer
Verlag, 1985.

[27] 1. SLOAN, Error analysis of boundary integral methods, Acta Numerica 1 (1992),
287-339.

[28] E. M. STEIN, Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions,
Princeton University Press, Princeton, 1970.

[29] A. ZENISEK, Nonlinear FElliptic and Evolution Problems and Their Finite
Element Approzimation, Academic Press, London, 1990.






Indice de Figuras

2.1

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

Al
A2

Geometria del problema modelo. . . . . . . . . ... ... ... .... 23
Estructura de la matriz de rigidez en ondelettes L. . . . . . . . . .. 38
Ondelettes 1y y ¥\, en la primera compresion. . . . . . . . . .. ... 40
Ondelettes 1y y ¥\, en la segunda compresion. . . . . . . . . ... .. 42
Submatriz L, ; y ancho de banda de compresion Bl ;. . . . . . . ... 57
Submatrices de LG con sequnda compresion. . . . . . . ... ... .. 59
Geometria del problema acoplado. . . . . . . . . ... ... ... ... 88
Grdfico de la solucion analitica uw sobre 2. . . . . . . .. . ... ... 89
Funciones ¢, 1, p y parad=1yd=3. . .. ... ... ... ... 98
Funciones ¢, 1, qNS Y 1; para d = d=2. . . . 99

105






Indice de Tablas

3.1
3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

Parametros de los operadores V., K y W. . . . . . .. ... ... ...
Cardinalidad de VG en porcentaje, y tiempo computacional en sequndos
requerido para ensamblar Vy; y VG, . . . ..o
Cardinalidad de K9 en porcentage, y tiempo computacional en sequndos
requerido para ensamblar K; y K. . . . .. ..o
FEzxactitud del esquema de Galerkin no comprimido. . . . . . . . . ..
FEzxactitud del esquema de Galerkin comprimido. . . . . . . . . . ...
Numero de iteraciones requeridas por MINRES y GMRES para alcan-
zar una norma residual menor que 1 (-06). . . . . ... ... ...
Tiempo computacional total en sequndos requerido para ensamblar to-
das las matrices y resolver el sistema lineal con MINRES y GMRES.

Numero de iteraciones y tiempo computacional total en sequndos re-
queridos por la transformacion de Bramble-Pasciak en conjunto con el

meétodo iterativo del gradiente conjugado. . . . . . . . . ... .. ...

107

89

90

90

91

91

92









Resumen

En esta tesis se estudia una Aproximacion por Ondelettes Biortogonales del Aco-
plamiento del Método de Elementos Finitos con el Método de Elementos de Frontera
para la resolucion numeérica de problemas exteriores bidimensionales en Teoria de
Potencial.

Basados en esta aproximacion, se propone una FEstrategia de Compresion de Ma-
trices para los términos de frontera la cual se ajusta completamente, con Complejidad
Lineal, al orden de convergencia 6ptimo del Método de Galerkin. Ademas, haciendo
uso de la propiedad de estabilidad de las bases de ondelettes en combinacién con
el conocido precondicionador BPX, se propone un esquema precondicionado el cual
puede ser resuelto eficientemente por el método iterativo del Gradiente Conjugado.

Como modelo se considera el problema exterior de Dirichlet para la ecuacion de
Laplace en dos dimensiones. Se discuten y analizan los aspectos teoricos y practicos
de la aplicacion de los métodos de ondelettes al precondicionamiento y la compre-
sion de matrices. En particular, las propiedades de aproximacion, equivalencias de
normas y momentos nulos de las bases de ondelettes, son completamente justificadas
y explotadas en los analisis de consistencia, convergencia y complejidad de nuestra
estrategia de compresion. Ademaés, se presentan algunos experimentos numéricos que
corroboran nuestros resultados.

Abstract

This thesis is concerned with the study of a Biorthogonal Wavelet Approximation
for the Coupling of Finite Element and Boundary Element Methods for the numerical
solving of two-dimensional exterior boundary value problems in Potential Theory.

Based on this approximation, we propose a Matriz Compression Strategy for the
boundary terms which fits entirely, with Linear Complezity, the optimal convergence
order of the Galerkin Method. Moreover, using the stability property of wavelet bases
combined with the well-known BPX preconditioner, we propose a preconditioned
scheme which can be solved efficiently by the Conjugated Gradient Method.

As model we consider the exterior Dirichlet problem for the Laplace equation in
the plane. We discuss and analyze the theoretical and practical aspects of the appli-
cation of wavelet methods to the preconditioning and the compression of matrices.
In particular, the approximation property, norm equivalences and vanishing moments
of wavelet bases are fully justified and exploited in the consistency, convergence and
complexity analysis of our compression strategy. Also, we present some numerical
experiments which confirm our results.



