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Capitulo 1

Variacion total, compacidad, y conceptos relacionados

1.1. La variacion total de una funcion

Un concepto central de la teoria de leyes de conservacion es la variacion total, denotada
por TV (u), de una funcién u de una variable. Se define

TV (u) := supZ’u(mi) —u(zi-1)|, (1.1)

para lo cual también se usa la notaciéon
lulgy = TV (u).

El supremo en (1.1) es tomado sobre todas las particiones finitas {z;} tales que x;_ 1 <
x;. El conjunto de todas las funciones de variacién total acotada sobre I es denotado por
BV/(I). Claramente, las funciones de BV (I) son acotadas. Se omite la mencién explicita
del intervalo I cuando éste es obvio o no importante. Para cualquier particién finita {z;}
podemos escribir

Z‘u(:piﬂ) —u(z;)| = Zméx{u(xiﬂ) — u(z;),0} — Zmin{u(:piﬂ) —u(z;),0} = p+n,

luego
TV(u) = P+ N :=supp + supn.

Las cantidades P y N se llaman variacion positiva'y variacion negativa de u, respectivamente.
Si por el momento consideramos el intervalo finito I := [a, x] y particiones tales que

a=T1 <y <...<ZT,=021x,

se tiene que

Pq — Mg = u(x) — u(a),

donde escribimos p? y ni para indicar el intervalo bajo consideracién. Concluimos que
Py < NI+ u(z) —u(a).

Tomando el supremo en el lado izquierdo, obtenemos
P?Y — N7 < u(x) — u(a).

Similarmente, se tiene que
Ny — By < ula) — u(x),

7



8 1. VARIACION TOTAL, COMPACIDAD, Y CONCEPTOS RELACIONADOS
luego
u(x) = PY — N7 + u(a). (1.2)

En otras palabras, observamos que cada funcién u = u(x) € BV puede ser escrita como
diferencia de dos funciones crecientes:

u(r) = uy(z) —u(z),
donde
uy(z) =ula) + P, u_(x)=N.

(Esta descomposicion también es conocida como descomposicion de Jordan de u.) Sean &;
los puntos en los que u es discontinua, entonces

Z’u(gﬁ‘) —u(&—)| < TV(u) < oo,

y el conjunto de puntos donde u(é+) # u(£—) puede a lo méas ser numerable.
Observamos, ademas, que las funciones de variacién total finita son acotadas, ya que

{u(x){ < ’u(a” + }u(a) — u(z)| < |u(a)| + TV(u).

La ecuacién (1.2) tiene como consecuencia muy 1til que si u € BV es, ademas, diferenciable,
entonces

/’u’(x)| dz = TV (u), (1.3)

ya que

/\u'(x)| dz = /(%Pf + %Nf) dz =P+ N =TV(u).

La variacién total también puede ser relacionada con la norma L' desplazada. Sea

AMu,e) = /‘u(x +e)— u(m)‘ dz.

Si A(u, €) es una funcién no negativa continua en € con A(u, 0) = 0, entonce se dice que A(u, -)
es un modulo de continuidad para u. Mas generalmente utilizaremos el nombre mddulo de
continuidad para cada funcién continua A(u,€) que se anula en ¢ = 0 tal que

Au,e) = |Ju(- +¢) —ul|,-

(Claramente, A(u,e) es un médulo de continuidad si y sélo si A(u,e) = o(1) cuando € — 0.)
Necesitaremos una caracterizacion conveniente de la variacién total (en una variable), la cual
es proporcionada por el siguiente lema.

Lema 1.1. Sea u € L'. Si AN(u,€)/|e| es una funcién acotada de e, entonces u € BV y

TV(u) = lim A, 6).

e—0 |€|

(1.4)
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Si a su vez, u € BV, entonces la cantidad \(u,€)/|e| es acotada y (1.4) es wvdlido. En
particular se tiene la siguiente desigualdad util:

Au,e) < [e|]TV(u) parau e BV. (1.5)
Demostracion.

1.) Sea u una funcién suave y sea {x;} una particién del intervalo al cual se refiere la
variacién total. Entonces tenemos

/ Z o' (z) da

i—

Ty

w(z +¢) —u(z)

dzx.

< lim

|u(xl) — u(xi,l)‘ = lim
Ti—1

Sumando sobre i obtenemos para una funcién u(x) diferenciable la desigualdad

TV(u) < liminf )\(U’S).

e—0 |g|

2.) Sea ahora u una funcién en L! arbitraria y acotada, y sea u una sucesién de funciones
suaves tales que uy — u para casi todo z, y ||ug — ul|l; — 0. A partir de la desigualdad
triangular se tiene que

| Aur, €) = Au, e)| < 2ljug — ully = 0.
Ahora, si {z;} es una particién del intervalo podemos elegir u; de tal forma que

ug(x;) = u(z;) para todo i. Entonces

Z‘U(%) — u(z;—1)| < liminf Al )

e—0 |5|

y por lo tanto

TV(u) < liminf /\(u,g)'

e—0 |5|

Ademas se tiene que

u(rx +¢) —u(xr)|de = " u(x +¢) —u(x)| de

[l +9-u@lar =3 [ futa+e) - uto
:Z/O}u(x+js)—u(w+(j—1)6)}df
= [ Sfuta 430~ e+ (- 1)) o

< / TV (u)dz = ¢ TV (w).
0
Entonces acabamos de demostrar las desigualdades

A A
(1, €) < TV(u) < lim inf (u,2) < lim sup

las cuales implican el Lema 1.1.
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Observamos que trivialmente

AMu,€) := sup Au, o) < |e|TV(u). (1.6)
lo|<[e]
Para funciones en L” hay que tener cuidado al elegir los puntos a ser utilizados en el supremo,
ya que tales funciones en general no son definidas puntualmente. La eleccién adecuada en
este caso son solamente aquellos puntos x; que son puntos de continuidad aproximada de wu.
El Lema 1.1 sigue valido.

Definicién 1.1. Se dice que una funcion es aproximadamente continua en = si existe un
conjunto A medible tal que
.l —rx+r]NA|
lim =
r—0 |z —r x4+ 7

Y

donde |B| denota la medida de un conjunto B, y u es continua en x relativa a A. (Cada
punto de Lebesque es un punto de continuidad aproximada.)

En el caso de una funcién de dos variables, u = u(z, y), la variacién se mide como

TV, (1) = / (TV.(w)) (y) dy + / (TV, () () de. (1.7)

La generalizacién a funciones de n variables es obvia. La siguiente caracterizacion de la
variacion total resulta muy tutil.

Definicién 1.2. Sea 2 C R™ un subconjunto abierto. Se define el conjunto de todas las
funciones con variacion total acotada con respecto a €2 por

sup /Qu(:c) div ¢(x) de < oo}.

s = {ue 1L, @)
PECTH(QGR™),[|p]l o<1

Para u € BV (Q2) se escribe
Dul = sup / w(@) div é(a) der,
¢€CE(UR"), 4]0 <1 /O
y para u € BV (Q) N LY(Q) definimos
[ull sy == llullLr @) + [[Dull

Notamos que si u es integrable con derivadas débiles que son funciones integrables, en-
tonces claramente

|Dul| = /\vu(mn dz.

En una dimensién existe una relacion simple entre ||Du|| y TV (u), tal como ilustra el siguiente
teorema.

Teorema 1.1. Sea I C R in intervalo y u € L*(I). Entonces
TV(u) = [|[Dull. (1.8)
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Demostracion.

1.) Supongamos que u tiene variacién total acotada sobre I. Sea w una funcién no negativa,
0 <w(z) <1consuppw C [-1,1]y [w(x)dz = 1. Sea w.(x) := e 'w(x/e), e >0,y
u® := w, * u. Para puntos r1 < 29 < ... < x, en I obtenemos

Xi]ue(xi)—ua(xi_l)\ \/ (Z\ ;—z) — ulz; 1_@0@3

—&

< TV(u).
Uilizando (1.3) y (1.9) obtenemos

/‘(ue)’} dz = TV (u°) = sup Z|u€(xl) —u(zi-1)| < TV(w).

(1.9)

Sea ¢ € C} con |¢| < 1. Entonces

[w@e@ s = [y o < [|y]dr < TV,

lo que demuestra la primera parte del teorema.
2.) Sea ahora u tal que

|Dul| :=  sup /u(x)gbx(x) dz < oo.

$EC,|p1<1 JQ

En primer lugar deducimos que
- [y @t de = [ (@6 da
-~ [ 0@ @ i
—— [ u(o)w. * 6)(a) o < Dul].

Utilizando que

Il = _sup /fx
deCE(I),|¢I<1

(Tarea), concluimos que
1wy @) s < ul.

Para demostrar que u € L™, sea {u;}jeny C BV N C* una sucesion tal que

uj > u ct.p., |uj—uljpr =0 cuando j — oo,

/|u;(x)‘ dz — ||Du|| cuando j — oo
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(ver, por ejemplo, [16, p. 64]). Para todo y, z se tiene que
wz) =)+ [ wfa)de
Yy

Formando el promedio sobre algtin intervalo acotado J C I obtenemos

1 /
wl <57 [lwldu+ [ ds,
J 1

lo que demuestra que las funciones u; son uniformemente acotadas, luego u € L*.
Concluimos que u(z) — u(x) cuando £ — 0 en cada punto de continuidad aproximada
de x. Para puntos de continuidad aproximada z; < z; < ... < x, concluimos que

Z‘U(I‘J — U(ZL’i_l)| = 1_11% Z‘ua(l‘z) — uE(ZL‘Z‘_l)|

< h’msup/‘(ua)'(z)‘ dz < ||Dul|.

e—0

El préximo resultado demuestra que la generalizacién (1.7) de la variacién total a dimen-
siones mayores entrega una (semi)norma que es equivalente con la norma inducida por la
variacion total.

Teorema 1.2. Sea u € L'(K), donde K = [ay,b1] X -+ X [an, by] C R™. Entonces
IDul] < TV(u) < n|[Dul.

Demostracion.

1.) Supongamos primero que u € BV (K)NL'(K), y sea la versién suavizada de u definida
por uf := w, * u. Entonces v¢ — v en L'(K) y limsup, [|[Duf|| < ||Du|| < oo (ver [69,
Th. 5.3.1]). Sea uy, la funcién para la que todos sus argumentos, con la excepcién del
k-ésimo argumento, son fijos, es decir

up(2',x) = w1, .o Tl Ty Tty -5 T,
T = (131, ey L1, Thg 1y - - - ,I’n) e K.

Entonces también u§ — wuy en L'([ax, b)), lo que implica, en virtud de la semiconti-
nuinad inferior de la variacién acotada [69, Th. 5.2.1] y el Teorema 1.1,

TV[ak,bk](uk) < h’meinf TV[ak,bk](uZ).

En virtud del Lema de Fatou y del Teorema 1.1 tenemos
/ TV (ay b (ur) de’ < lim inf/ TV(a, b, (uf) de’ = lim inf/ |Dyu®| da
K! € K € K

< h'msup/ |IDput| de < [|[Dulls < 0.
K

)

Esto implica que TV (u) < n||Du]|.
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Supongamos ahora que
Vk=1,....,n: / TV (g, 0] (ur) de’ < 0.
K/
A partir del Teorema 1.1 sabemos que para ¢ € C3(Q;R"), |4l < 1, se tiene que

/ ugbzk dm’é/ TV[%bk](uk) dZI}/,
I K/

lo que implica que ||Du|| < TV (u).

1.2. Compacidad

La variaciéon total se utiliza para obtener compacidad. El enunciado apropiado de com-
pacidad es el Teorema de Compacidad de Kolmogorov. Se dice que un subjunto M de un
espacio métrico X es compacto si cada sucesion infinita de puntos de M posee una subsu-
cesiéon que convergente (fuertemente). Un conjunto se llama relativamente compacto si su
clausura es compacta. Un subconjunto de un espacio métrico se llama totalmente acotado si
es contenido en una unién finita de bolas del radio ¢ para cada ¢ > 0 (tal unién finita se
llama e-malla).

Teorema 1.3. Un subconjunto M de un espacio métrico X es relativamente compacto si y
solo si es totalmente acotado.

Demostracion.

1.)

Consideremos primeramente el caso donde M es relativamente compacto. Supongamos
que existe €¢ tal que no existe una eyp-malla finita. Para cada u; € M existe un elemento
ug € M tal que ||ug —uzl| = 9. Como {uy, us} no es una gp-malla, debe existir ug € M
tal que |luy — ugl| = €0 v |lug — ug|| = £o. Inductivamente, obtenemos una sucesién
{u;} tal que |lu; — ui|| > €o para j # k. Claramente, tal sucesién no puede poseer
una subsucesion convergente, lo que genera una contradiccion. Concluimos que debe
existir una e-malla para cada €.

Supongamos ahora que se puede hallar una e- malla para M para cada € > 0, y sea
M; C M un subconjunto infinito. Sea {ul . uN } una e-malla para M con e = 1/2.
Sea ahora

MY = {ue My | lu—ulV) <1/2}.

Como M; es infinito, por lo menos uno de los conjuntos Ml(l), e ,Ml(Nl) debe ser
infinito. Sea un tal conjunto denotado por Ms y el elemento correspondiente denotado
por up. Sobre este conjunto construimos una e-malla para ¢ = 1/4. Continuando
inductivamente obtenemos una sucesion anldada Mkfl C My para k € N tal que
M, posee una e-malla con € = 1/2%, sea {u . uNk} Para elementos arbitrarios
u,v € My, se tiene

lu = vll < llw = wgll + e — o] < 1/247

La sucesion {uytren con up € M, converge, ya que |[upim — ugl] < 1/2871 lo que
demuestra que M; posee una subsucesion convergente.
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El siguiente lema simplifica el analisis.

Lema 1.2. Sea M un subconjunto del espacio métrico X. Supongamos que para cada & > 0
existe un conjunto A totalmente acotado tal que dist(f, A) < € para cada f € M. Entonces
M es totalmente acotado.

Demostracion. Sea A tal que dist(f, A) < e para cada f € M. Como A es totalmente
acotado, existen zq,...,x, € X tales que

AC UBE(xj), donde B.(y):={ze€X||z—-y| <e}.

J=1

Segun hipdtesis, para cada f € M existe un elemento a € A tal que ||a — f|| < &, ademads
la — x;|| < e para algin j, luego ||f — z;|| < 2¢, lo que demuestra que

M g U BQe(xj);

j=1
por lo tanto el conjunto M es totalmente acotado. [ |

Ahora podemos formular y demostrar el Teorema de Compacidad de Kolmogorov.

Teorema 1.4 (Teorema de Compacidad de Kolmogorov). Sea M C LP(Q2) para p € [1,00),
para algiun conjunto abierto 2 C R™. Entonces M es relativamente compacto si y solo si la
siguientes condiciones son satisfechas.

(i) El conjunto M es acotado en LP(QQ), es decir

sup ||| Lr0) < oo.
ueM

(ii) Eziste un mddulo de continuidad \ que es independiente de uw € M tal que
Hu( +e) - UHLI’(Q) S )‘(‘5’)’

donde se extiende u a cero fuera de €.
(iii) Uniformemente para v € M,

lfm lu(z)|" dz = 0.
470 J{wel |zl >a)

Comentamos que si 2 es acotado, la condicién (iii) es prescindible.

Demostracion.

1.) Empezamos demostrando que las condiciones (i)—(iii) son suficientes para demostrar
que M es relativamente compacto. Sea ahora ¢ una funcion continua tal que 0 < ¢ < 1,
o(x) = 1 sobre |z| < 1,y ¢(x) = 0 para |z| > 2. Sea ¢,.(x) := p(r~'x). Entonces
(iii) implica que ||p,u — u|| — 0 cuando r — oo. Utilizando el Lema 1.2 notamos
que basta demostrar que M, = {o,u | u € M} es totalmente acotado. Ademéds, M,
satisface (i) y (ii). En otras palabras, basta demostrar que (i) y (ii) conjuntamente con
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la existencia de un R tal que u = 0 siempre que u € M y || > R implican que M es
totalmente acotado. Para tal efecto, sea w, una funciéon mollifier, es decir

1 1

en €

Entonces, definiendo B. := B.(0) = {z € R" | ||z|| < €} y definiendo ¢ tal que
1/p+1/q =1, tenemos

s o — ul?,
_ / i wn (@) — (@) de = / ‘ / (ulw —y) — u(@))ex(y) dy

< [ [ Iute -39~ ut@Paylcly e
Be

p

da

=<y [ [t - y) - @) dway

< 6"p/q_p||¢d“5/ méx)\(|z|) dy = €n+np/q—P||w||1q7|Bl| I‘H‘éx/\ﬂz]),

B. lzl<e <

por lo tanto

1/p
s we =l < & eolla B (mx A(12]) )

X

lo que en combinacién con (ii) demuestra la convergencia uniforme cuando ¢ — 0 para
u € M. Utilizando nuevamente el Lema 1.2 vemos que es suficiente demostrar que

N :={u*w.|ue M}
es totalmente acotado para cualquier € > 0. De acuerdo a la desigualdad de Holder,
|ux we ()| < lullpllwe

es decir en virtud de (i) las funciones en N, son uniformemente acotadas. Otra apli-
cacion de la desigualdad de Holder implica que

|u we (@) — u*w(y)| = ‘/(u(w —z) —u(y — 2))w.(2)dz
< JuC + 2 —y) = ul el o,

lo que conjuntamente con (ii) demuestra que N. es equicontinuo. Ahora el Teorema de
Arzela-Ascoli implica que NV, es relativamente compacto, y por lo tanto uniformemente
acotado en C'(Bgy,). Como la inmersion natural de C(Bg,,) en LP(R™) es acotada, se
tiene que N, es totalmente acotado también en LP(R™). Entonces hemos demostrado
que (i)—(iii) implican que M es relativamente compacto.

Para demostrar la otra implicacién, supongamos que M es relativamente compacto.
La satisfaccion de (i) es 6bvia. Sea ahora ¢ > 0. Como M es relativamente compacto,
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existen funciones uy, ..., u, € LP(R") tales que

j=1
Ademés, como Cy(R™) es denso en LP(R"™), podemos igualmente suponer que u; €
Co(R™). Claramente,

por lo tanto existe un § > 0 tal que ||u;(- +y) — u||» < ¢ siempre que |y| < J. Si
ue M e |y| <9, seleccionamos un numero j tal que ||u — ;|| < €, luego

Hu( +z)— uHLp < Hu( +z) —u;(- + z)HLP + Huj( +2z)— ujHLp + [Ju; — e
= 2lju; — ulle + [Ju;(- + 2) — UjHLp < 3g,

lo que demuestra (ii). Ahora si r es suficientemente grande, xg,u; = u; para todo j,
luego con la misma seleccién de j que arriba, obtenemos

ui(-+1y)— uHLp — 0 cuando y — 0,

Ixs,u —ullre < ||xs, (w— )|, + lu — il e < 2/lu — e < 2,
lo que demuestra (iii).
|

El Teorema de Helly es una simple consecuencia del Teorema de Compacidad de Kolmo-
gorov (Teorema 1.4).

Teorema 1.5 (Teorema de Helly). Sea {h°} una sucesién de funciones definidas sobre
un intervalo |a,b], y supongamos que existe una constante M independiente de § tal que
TV(h®) < M y ||h®||z= < M para todo 6. Entonces existe una subsucesion {h°},en que
converge c.t.p. a una funcion h € BV]a,b|.

Demostracion. Basta aplicar (1.5) (para p = 1) y utilizar el hecho de que la variacién total
es acotada para demostrar la satisfaccién de la condicién (ii) del Teorema 1.4. |

Efectivamente se puede demostrar que la convergencia asegurada por el Teorema de Helly
tiene lugar en cada punto, no solamente en casi todas partes.

La aplicacién del Teorema 1.4 en el contexto de leyes de conservaciom es basada en el
siguiente resultado.

Teorema 1.6. Sea u, : R" x [0,00) = R una familia de funciones tal que para cada T > 0,
luy(x,t)| < Cr  para (z,t) € R x [0, (1.10)
para una constante Cr independiente de n. Supongamos, ademds, que para cada conjunto

B C R"™ compacto y t € [0,T] que

sup /B’un(a: +&,1) — uy(w, t)| dz < vpr(lo]), (1.11)

1€]<] el

para un moédulo de continuidad v. Supongamos, ademds, que para s,t € [0,T)] se tiene que

/ |uy(x,t) — u(x,s)| de < wpr(|t —s|) cuando n — 0, (1.12)
B
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para un modulo de continuidad wr. Entonces existe una sucesion n; — 0 tal que para cada
t € [0,T] la funcion {u,,(t)} converge a una funcion u(t) € Li,,(R™). La convergencia tiene
lugar en C([0,T]; Li, .(R™).

loc

Demostracion. De acuerdo al Teorema 1.4, para cada ¢t € [0,T] fijo y cada sucesién n; — 0
existe una subsucesién (todavia denotada por 7;) n; — 0 tal que {u,,(t)} converge a una

funcién u(t) en L{ _(R"). Consideremos ahora un subconjunto denso contable E C [0, T].

Tomando posiblemente otra subsucesién (todavia denotada por {u,,(t)}) encontramos que
/ |luy, (x,t) — u(z,t)| de — 0 cuando n; — 0, para t € E.
B

Sea ahora £ > 0 dado. Entonces existe § > 0 tal que wpr(d) < € para cada § < 8. Sea
t € [0,T] fijo. Entonces podemos encontrar t; € E tal que |t —t| < 0. Asi

/ |uﬁ(zc,t) — uﬁ(az,tk)‘ de < wB7T(|t — tk\) <e paran <,
B

/B}unjl (matk> = Unp,, <m7tk)‘ de <e para Ny s Mo SNyt € b

Entonces la desigualdad triangular entrega que

/B|unj1 (x,t) — uy, (,t)] da < /B‘um.1 (x,t) — uy, (, ty,)| dee
+ /B|um1 (z, t) — uy,, (z, )| da

+ / |unj2 (x, tr) — uy, (,t)] do < 3,
B

lo cual demuestra que para cada t € [0, 7], u,(t) = u(t) en L} .(R"). El Teorema de Con-

loc
vergencia Acotada luego demuestra que

sup / ‘un(m,t) - u(m,t)| dx — 0 cuandon — 0,
te[0,7] J B

lo que concluye la demostracion del Teorema 1.6. [ |
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Capitulo 2

Introduccion

2.1. Preliminares

Las leyes de conservacion hiperbdlicas son ecuaciones en derivadas parciales de la forma

ou
V- 2.1
MV ) = 2.)
donde f = (fy,.... f,)5, ¢ = (x1,...,1,) € R™ y si especificamos el dato inicial ug en
t = 0, entonces se obtiene el problema de Cauchy
3u (x,1)
Z u(x t)) 0, u|—o = uo.

En las aplicaciones, t normalmente denota el tiempo y x denota la posicién espacial en
m dimensiones. La funcién incognita u, al igual que cada una de las funciones f;, puede
ser un vector, caso en el cual se dice que tenemos un sistema de ecuaciones, o u y f;
pueden ser escalares, caso en el cual escribimos u y f; en vez de w y f;, respectivamente.
Estos apuntes cubren la teoria de una ley de conservacién escalar en multiples dimensiones
escalares y la teoria de sistemas hiperbdlicos en una dimensiéon. En este capitulo se estudia
el caso unidimensional escalar para enfatizar algunos temas fundamentales en la teoria de
leyes de conservacion. En lo siguiente se utilizan indices para denotar derivadas parciales, es
decir w(z, t) = du(x,t)/0t, ete.

2.2. La ley de conservacién unidimensional y escalar
Para m = 1 podemos escribir (2.1) como
u+ f(u)e =0,  uli=o = uo. (2.2)
Integrando u; + f(u), = 0 entre dos puntos z; y 2, obtenemos

/ u de = — / fu)pdz = f(u(z1,t)) — f(u(z,1)).

1
Suponiendo que u es suficientemente regular podemos tomar la derivada fuera de la integral
para concluir que

—/ u(z,t)dz = f(u(z1,t)) — f(u(z,t)). (2.3)

Esta ecuacion expresa la conservacién de la cantidad medida por u en el sentido de que la
tasa de cambio del monto total de u contenido en el intervalo [z, z5] es dada por los valores
de f evaluada en los extremos de este intervalo. (En la fisica, normalmente se describe la

19
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conservacion de una cantidad en forma integral, empezando por (2.3); luego la ecuacién
diferencial (2.2) sigue a partir de hipdtesis adicionales respecto de la regularidad de w.)
En virtud de lo anterior es natural interpretar f = f(u) como densidad de flujo de wu.
Frecuentamente uno se refiere a esta funciéon como funcion de flujo.

Ejemplo 2.1 (Conservacién de masa en la mecanica de fluidos). Consideremos un fluido
con la densidad o = o(x,t) y la velocidad v, suponiendo que no hay fuentes ni sumideros y
que por lo tanto la cantidad de fluido es conservada. Para un dominio dado fijo y acotado
D C R™ la conservacion de masa implica que

— [ o(z,t)dx = —/ (ov) - ndS,,
dt Jp oD

donde n denota el vector normal unitario exterior sobre la frontera 0D de D. Intercambiando
la derivada respecto de t con la integral en el lado izquierdo de la ecuacion y aplicando el
Teorema de Divergencia al lado derecho obtenemos

/Dg(m,t)td:c: —/Ddiv(g'v) dx,

/D(Qt + div(gv)) dz = 0.

La derivacién en el Ejemplo 2.1 ha sido muy fundamental, y se han utilizado solamen-
te dos hipotesis. En primer lugar, partimos de la hipétesis fisica de la conservacion, y en
segundo lugar, supusimos regularidad suficiente de las funciones para poder realizar las ma-
nipulaciones matematicas necesarias. Este tltimo aspecto serda un tema recurrente a lo largo
de estos apuntes.

lo cual reescribimos como

Ejemplo 2.2 (Particulas no interactuantes en una dimensién; ecuacién de Burgers). Como
ejemplo simple de una ley de conservacion consideremos un medio unidimensional consistente
en particulas no interactuantes, o puntos materiales, identificados por sus coordenadasy a lo
largo de una linea. Sea ¢(y,t) la posicion del punto material y al instante t. La velocidad y la
aceleracion en el instante r estan dadas por ¢(y,t) y éu(y,t), respectivamente. Supongamos
que para cada t, la funcion ¢(-,t) es estrictamente creciente, es decir dos puntos materiales
distintos no pueden asumir la misma posicion en el mismo instante. Entonces la funcion
o(+,t) posee una inversa, denotada (-, t), de tal forma que y = 1 (p(y,t),t) para todo t, por
lo tanto x = ¢(y,t) e y = Y(x,t) son equivalentes. Sea u la velocidad del punto material que
ocupa la posicion x en el instante t, es decir

u(ac, t) = ¢y (¢(‘7;7 t)? t)

o equivalentemente,

u(¢(y, t)7 t) = ¢t (yv t)'

Entonces la aceleracion del punto material y en el instante t es

Gu(y, 1) = ue(d(y, 1), t) + uz(D(y, 1), ) ey, t) = welw, t) + uy(x, t)u(z, t).



2.2. LA LEY DE CONSERVACION UNIDIMENSIONAL Y ESCALAR 21

St las particulas materiales son no interactuantes y por ende mo ejercen ningun tipo de
fuerza una sobre la otra, y no hay ninguna fuerza exterior que actia sobre ellas, entonces la
aceleracion debe anularse de acuerdo a la sequnda ley de Newton, lo que resulta en la ley de

conservacion
1
ug + (§u2) =0, (2.4)

la cual es una ley de conservacion para u con f(u) = u*/2. La ecuacién (2.4) es frecuenta-
mente denominada ecuacion de Burgers sin viscosidad o simplemente ecuacion de Burgers
inviscida.

La ecuacion (2.4), y de hecho cualquier ley de conservacién, es un ejemplo de una ecuacién
cuasi-lineal, 1o que significa que las derivadas del mayor orden aparecen solo linealmente. Una
ecuacion cuasi-lineal general para una funciéon de dos variables x y ¢ puede ser escrita como

a(z, t,u)us + b(z, t,u)u, = c(z,t,u). (2.5)

Si las funciones coeficientes a y b son independientes de u, es decir a = a(z,t) y b = b(x,t),
se dice que (2.5) es semi-lineal, y si ademds lo mismo es vélido para ¢, es decir ¢ = ¢(z, 1),
entonces se dice que (2.5) es lineal.

Se puede considerar la soluciéon como una superficie

S ={(t,z,u(z,t)) eR®| (t,z) € R*} C R’

Sea I C R3 una curva dada, la cual puede ser considerada como dato inicial si ¢ es constante
a lo largo de I', parametrizada por (t(y),z(y), z(y)) para y en algin intervalo. Queremos
construir la superficie S C R? parametrizada por (t,z,u(z,t)) de tal forma que v = u(z,t)
satisface (2.5) y a la vez, ' C S. Es ventajoso parametrizar S por variables nuevas (s,y) tal
que t = t(s,y), v = x(s,y) v z = z(s,y) en tal forma que u(z,t) = z(s,y). Resolviendo el
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

8t_ 8m_b 0z

55" s B

conjuntamente con las condiciones iniciales (para a la integracién con respecto a s)

¢, §> 5 (2.6)

t(so,y) = ty),  x(s0,y) = (), 2(s0,9) = 2(y)

obtenemos la superficie parametrizada

S ={(t(s,y),2(s,9),2(s,9)) | (s,y) € R*}.

Supongamos que las relaciones z = x(s,y) y t = t(s,y) pueden ser invertidas para obtener
s = s(z,t) e y = y(z,t). Entonces

u(z,t) = z(s(x, t),y(x, t))

satisface tanto (2.5) como I' C S. Para verificar la primera de estas afirmaciones, basta
calcular

0z Ox ot
= = Up—— + U= = Uyb + wa.

T 0s  “0s 0s

C
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Comentamos que hay muchas “trampas” en esta construccién: la solucién (2.6) puede existir
solo localmente, y puede suceder que no podemos invertir la solucién de la ecuacién diferencial
para expresar (s,y) como funciones de (z,t). Este tipo de problemas es intrinsico de leyes
de conservacion y sera discutido detalladamente.

La ecuacién (2.6) se llama ecuacion caracteristica, y sus soluciones son llamadas ca-
racteristicas. En ciertas circunstancias las caracteristicas pueden ser utilizadas para hallar
soluciones explicitas de leyes de conservacién. Notamos que en el caso homogéneo, es decir
cuando ¢ = 0, la soluciéon u es constante a lo largo de caracteristicas, ya que

d
d—u(az(s, y), t(s, y)) = UpTs + Uty = uyh + usa = 0.
s

Ejemplo 2.3 (Solucién de una ecuacién cuasi-lineal por el método de caracteristicas). Con-
sideremos la ecuacion (cuasi-) lineal

u — xuy = —2u, u(x,0) ==z,
con la ecuacion caracteristica asociada
ot ] ox 0z 5
— = — =z — =2z
0s " Os " 0Os

La solucion general de la ecuacion caracteristica es

t=to+s, x=mxpe % 2z=_zpe %
? 9

Parametrizando el dato inicial para s =0 port =0, x =y y 2 =y obtenemos

—s —2s
t=s, x=ye ", z=ye 7,

lo que pude ser invertido para obtener

u=u(x,t) = z(s,y) = re "

Ejemplo 2.4 (Solucién de una ecuacién cuasi-lineal por el método de caracteristicas). Con-
sideremos la ecuacion (cuasi-) lineal
zuy — Py =0 (2.7)

con la ecuacion caracteristica asociada

ot ox

—_— = —_— =

ds " Os
Esta ecuacion posee soluciones dadas implicitamente por

x? +t3 .
~_ 4+ — = const.
2 3 ’

o (2 BN,
os\ 2 3/ 7

—¢2

considerando que

por lo tanto, la solucion de (2.7) es
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para cualquier funcion . Por ejemplo, si deseamos resolver el problema de valores iniciales
de (2.7) con el dato inicial u(z,0) = sin|z|, entonces u(x,0) = ¢(z*/2) = sin|z|, es decir
©(¢) = sin(2¢)"? con ¢ = 0, y la solucion u viene dada por

u(z,t) =sin/22 4+ 2t3/3, t > 0.

Ejemplo 2.5 (Ecuacién de Burgers). Aplicando la misma técnica a la ecuacion de Burgers
(2.4) con el dato inicial u(x,0) = ug(x) obtenemos la ecuacion caracteristica

ot 1 ox 0z 0
- o, 22
0s " Os " Os
conjuntamente con las condiciones iniciales
t(()?y) :07 x(57y> :y+SZ:y+SUO(y), Z(Say) :U()(y)
Podemos escribir esto como
x =y + up(y)t. (2.8)

Resolviendo esta ecuacion en términos de y = y(:t: t), podemos utilizar y para obtener

)
u(z,t) = = Uup (y )
llegando a la relacion implicita
u(z,t) = up(x — u(z, t)t). (2.9)
Para un punto (z,t) dado podemos, en un principio, utilizar (2.9) para determinar la solucion
u = u(x,t). Efectivamente, diferenciando (2.8), obtenemos

— =1+ tuy(y). (2.10)

Por lo tanto, una solucion sequramente existe para todo t > 0 si uj > 0, ya que T es una
funcion creciente de y en este caso. Por otro lado, si uj(Z) < 0 para algun T, entonces una
solucion no puede ser encontrada para

1
t>th = — _
up ()
Por ejemplo para
up(z) = —arctanz (2.11)

no existe una solucion suave para t > 1.

¢ Qué pasa efectivamente cuando una solucion suave no puede ser definida? A partir
de (2.10) vemos que para t > t* existen varios valores y que satisfacen (2.8) para cada x,
puesto que x ya no es una funcion creciente de de y. En cierto sentido podemos decir que la
solucion u es multivoca en tales puntos. Para ilustrar esto, consideremos la superficie

(t7 Z, u) = (37 Y+ Suo(y)7 U()(y)) (2'12)

parametrizada por s ey, suponiendo que el dato inicial es dado por (2.11) y ty = 0. Para
cada t fijo, la curva trazada por la superficie es el grafo de una funcion (multivoca) de z. La
Figura 2.1 muestra que a partir de t = 1 la solucion u comienza a ser multivoca cuando la
superficie comienza a plegar y que para t > 1 existen algunos x para los cuales existen tres
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Ficgura 2.1. Ejemplo 2.5 (Ecuacién de Burgers): superficie en el espacio
(t,x,u) parametrizada por (2.12), ug(z) = — arctan x [26].

valores de u asociados. Para poder continuar la solucion mas alla de t = 1 habrd que elegir
entre los tres valores de u. En cualquier caso mo es posible continuar la solucion y a la vez
mantener su continuidad.

El ejemplo anterior ilustra que independientemente de la suavidad de la funcién inicial,
no podemos esperar poder definir soluciones clasicas de leyes de conservacion no lineales para
todos los tiempos. En esta situacion hay que extender el concepto de solucion para poder
admitir discontinuidades.

2.3. Soluciones discontinuas

La manera estandar de extender el conjunto de soluciones admisibles para ecuaciones
diferenciales parciales consiste en la busqueda de soluciones débiles en lugar de soluciones
cldsicas mediante la teoria de distribuciones. Las soluciones clasicas son suficientemente
diferenciables como para asegurar que la ecuacién diferencial esté satisfecha para todos los
valores de los argumentos independientes. Sin embargo no existe una definiciéon tdnica de
soluciones débiles. En el contexto de leyes de conservacion no necesitamos la “maquinaria”
completa de la teoria de distribuciones, y las soluciones seran funciones que pueden ser no
diferenciables.

En lo siguiente, se denota por C*(U) el espacio de las funciones i veces continuamente
diferenciables sobre un conjunto U C R"™, y C}(U) denota el conjunto de tales funciones que
poseen soporte compacto en U. Luego C*(U) = N2,C*(U); andlogamente definimos C§°(U).
Si no hay ambigiiedad, escribimos simplemente C°, etc.

Si u es una solucion clésica de (2.2), podemos multiplicar la ecuacién por una funcién
test o = p(z,t) € C3°(R x [0,00)) e integrar por partes para obtener

)
0= /Ooo (urp + f(u)op) dzdt = —/OOO/R(WtJrf(u)%) dodt — /Ruogo(x,()) dx.

R
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Observar que los términos de borde en ¢t = co y & = £00 se anulan porque ¢ posee soporte
compacto, y que la expresién final incorpora los datos inciales. En virtud de lo anterior,
podemos definir una soluciéon débil como sigue.

Definicién 2.1 (Solucién débil de (2.2)). Se dice que una funcion medible u = u(x,t) es
una solucién débil de (2.2) si

Vo = p(z,t) € C(R x [0,00)) :

Awé(uwt+f(u)wx) dxdt+/Ru0gp(;c,()) de =0

Observamos que ya no se pide que una solucién débil sea diferenciable, y que una solucién
clasica es, en particular, una solucién débil. Se estudiaran detalladamente las restricciones
que la validez de (2.13) impone sobre wu.

En lo siguiente, utilizaremos la notaciéon habitual; para p € [1,00), LP(U) denota el
conjunto de todas las funciones medibles F' : U — R para las cuales

/ FP dz < oc.
U

El conjunto LP(U) es equipado por la norma

1/p
MMﬂmmﬂmww{me@.

Para p = oo, L>®(U) denota el conjunto de todas las funciones medibles F' tales que

(2.13)

esssup |F| = esssup|F(m)‘ < 00.
U xzeU

El espacio L>*(U) posee la norma

|Flloe = esssup | F|.
U

Como es bien sabido, los espacios LP(U) para p € [1, 00| son espacios de Banach, y L2(U) es
un espacio de Hilbert. Frecuentamente utilizaremos, ademas, los espacios

LY (U) := {f :U — R | f € LP(K) para cada conjunto compacto K C U.}

loc
En virtud de la discusién anterior nos preguntamos: ;jcuales son las discontinuidades
compatibles con (2.13)? Si suponemos que u es constante fuera de un intervalo finito, los
comentarios que siguen (2.2) implican que

o0

dt ) o

es decir la cantidad total de u es independiente del tiempo, o equivalentemente, el area debajo
del grafo de u(-,t) es constante.

u(z,t)dz =0,

Ejemplo 2.6 (Ecuacién de Burgers (continuacién)). Queremos ahora determinar una fun-
cion discontinua tal que el grafo de la funcion estd en la superficie construida en el Ejem-
plo 2.5 (ver Figura 2.1) con

u(z,0) = ug(x) = — arctan .



26 2. INTRODUCCION

u u u

FIGURrA 2.2. Ejemplo 2.6 (Ecuacién de Burgers): varias soluciones u(-, 3) para
up(z) = —arctan x con conservacién de u [26].

Ademds, el drea debajo del grafo debe ser igual al drea entre el eje x y la superficie. La
Figura 2.2 muestra un corte de esta superficie que constituye la solucion para t = 3. La
curva es parametrizada por xg, y dada explictamente por

u = — arctanxy, x = xy— Jarctanux.

La funcion u es indicada por una linea gruesa. Es facil hallar una funcion u(zx) que tenga el

valor correcto de la integral,
/u(x) dz = /uo(x) dz,

insertando un corte (segmento recto vertical) entre el plieque superior y el plieque intermedio
en una posicion x. < 0 con x. > —V/2, y agregar otro corte entre el plieque intermedio y el
plieque inferior en —x.. Observamos que en todos los casos el drea debajo de la linea gruesa
es el mismo que el drea limitado por la curva (x(xg),u(xg)). Obviamente, la conservacion
de u por si sola no es suficiente como para determinar una solucion débil unica.

2.4. La condicion de Rankine-Hugoniot

Analizamos ahora qué discontinuidades de la solucién u son compatibles con (2.13).
Suponemos una discontinuidad aislada que se desplaza a lo largo de una curva suave I :
x = xz(t). Hablamos de una discontinuidad aislada indicando que se supone que u(x,t) es
diferenciable en una vecindad suficientemente pequena de z(t), donde u satisface la ley de
conservaciéon en el sentido cléasico.

Escogemos una vecindad D de (z(t),t) y una funcién test ¢(z,t) cuyo soporte pertenece
a D. Segun la Figura 2.3, la vecindad D se descompone en dos partes Dy y Dy, y suponemos
que u es diferenciable en todo D salvo en los puntos de la curva z(t). Definimos

D5 = {(z,t) € D;|dist((z,1), (x(t),1)) > e}, i=1,2.

Como u es acotada, tenemos que

0= / (ugbt + f(u)@) dx dt = lim (u@ + f(u)@) dx dt. (2.14)
D e—

D$UDS
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&)

FiGuraA 2.3. La derivacion de la condiciéon de Rankine-Hugoniot.

Dado que u es una solucién clasica en D] y D5, el teorema de Green implica que

/D ] (ugy + f(u)o,) dadt = / (ugs + f(W)py + (ue + f(u)y) @) da dt

D;

= [ (woh+ (o) dodt = [ o-ude+ s )

aDs

Tomamos en cuenta que ¢ = 0 en 9D5, con la excepcién de la cercania de x(t). Sea I'S aquella
parte de 9D7. Entonces tenemos que

lim | ¢(—udz+ f(u)dt) =+ d(—wydo + fipdt),

e=0 Jre rnD

donde uy, es el limite de u(x,t) cuando x — z(t)7F,

u, = lm wu(z,t), ;= lim u(zx,t)).
L z—x(t)F ( ) fl’ x%z(t)$f( ( >)

En virtud de (2.14), obtenemos

[ o - wio) de -+ (50 - £) ae) =0
rnD
Dado que esto debe ser valido para todas funciones test ¢, obtenemos que

s(up —uy) = fwm) — f(u), s=2a'(t). (2.15)

Esta ecuacién se llama condicion de Rankine-Hugoniot. Expresa la conservacion a través de
discontinuidades. Usando la notacion

[a] = a; — ay,
podemos escribir (2.15) como

s[u] = [f]
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Ejemplo 2.7 (Ecuacién de Burgers: continuacién). Para la ecuacion de Burgers, la condicion
de Rankine-Hugoniot es
[«*/2] ul —uf Uy + Up
S = —= —=
[u] 2(uy — uy) 2

Observamos que el salto a la izquierda en las Figuras 2.2 (a) y (b) tendrd una velocidad
mayor a la del salto a la derecha, por lo tanto las soluciones del tipo (a) o (b) no pueden ser
discontinuidades aisladas propagdndose a lo largo de dos trayectorias empezando en t = 1.
La solucion de la Figura 2.2 (c) corresponde a una discontinuidad estacionaria.

Ejemplo 2.8 (Trafico vehicular). En lugar de sequir desarrollando la teoria, consideremos
ahora un ejemplo de una ley de conservacion en detalle. Trataremos motivar como una ley
de conservacion puede modelar el flujo vehicular sobre una carretera.

Consideremos una carretera unidimensional de solamente una pista, con trdafico en una
sola direccion. La carretera es parametrizada por una sola coordenada x, y Se supone que
el trdafico se mueve en la direccion de x creciente. Supongamos que nos posicionamos en un
punto x de la carretera y observamos el nimero de vehiculos N = N(x,t,h) contenido en
el intervalo [x,x + h]. Si algin vehiculo estd localizado en la frontera de este intervalo lo
tomamos en cuenta permitiendo que N puede asumir cualquier valor real. Si el trdfico es
denso y h es grande en comparacion con la longitud en promedio de un vehiculo, pero a la
vez pequeno con la longitud de la carretera, podemos definir la densidad

, N(x,t,h
Wﬁ:ﬁwifl

Y

es decir,

x+h
N(z,t,h) = / o(y,t)dy.

Sea ahora la posicion de algin vehiculo dada por r(t), y sea su velocidad dada por v(r(t),t).
Considerando el intervalo [a,b], deseamos ahora determinar como cambia el nimero de
vehiculos contenidos en este intervalo. Como suponemos que no hay entradas o salidas en el
segmento de carretera considerado, este numero puede cambiar solamente debido a vehiculos
que entran por el extremo a la izquierda o salen por el otro extremo a la derecha. La tasa o
el caudal de vehiculos que pasan por un punto x al instante t es v(x,t)o(x,t), luego

b
~(vlb1)0.0) ~ vla.Dola.) = 5 [ olw.0)d.

Comparando esto con (2.2) y (2.3) observamos que la densidad satisface la ley de conserva-
cLon

0t + (QU):B = 0.
En el caso mds simple se supone que la velocidad v es dada como una funcion solamente de
la densidad p. Esto es una aproximacion razonable si la carretera no exhibe curvas cerradas,

pendientes u otros obstdculos que obligan a los (conductores de los) vehiculos a frenar. Tam-
bién es razonable que exista una velocidad mdxima vma que cada vehiculo puede alcanzar.
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Cuando el trdfico es liviano, un vehiculo se desplazard a la velocidad mdxima Vs, y mien-
tras que se densifique el trdfico, los vehiculos deben reducir su velocidad, hasta llegar a un
estado de completa congestion sin movimiento cuando los vehiculos estan parados pegados,
situacion caracterizada por 0 = Omsx. En virtud de lo anterior se supone que la velocidad v
es una funcion mondtona decreciente de o tal que v(0) = Umax ¥ V(0max) = 0. La funcidn
mas simple de este tipo es una funcion lineal,

0(0) = Vmax(1 — 0/ Omax)

la cual resulta en la funcion de flujo

f(o) = vo = vmaxo (1 . > : (2.16)

Omiéx

Para facilitar la discusion normalizamos introduciendo v := 0/ 0max Y T = Umax®. Fscribien-
do x en lugar de x llegamos a la ley de conservacion normalizada

u + (u(l—u)), =0. (2.17)

Para @ := 1/2 — u recuperamos la ecuacion de Burgers (2.4), aunque esta vez con una nueva
interpretacion de la solucion.

Queremos ahora resolver explicitamente un problema de valores iniciales de (2.17) me-
diante el método de caracteristicas. Para tal efecto consideramos el dato inicial

3/4 para x < —a,
u(z,0) =ug(x) =< 1/2 —2/(4a) para —a < z < a, (2.18)
1/4 para T > a.

Las caracteristicas satisfacen
t'(€) =1, /(&) =1-2u(x(¢).t(¢))-
La solucion de estas ecuaciones es x = x(t), donde

xg—t/2 para ro < —a,
x(t) = § xo + xot/(2a) para —a < xy < a,
xo+1/2 para Ty > a.

Insertando esto en la solucion u(x,t) = ug(xo(x,t)) obtenemos

3/4 para x < —a —t/2,
u(z,t) =< 1/2—x/(4da+2t) para —a—t/2 <x <a+t/2,
1/4 para x > a +t/2.

Esta solucion describe una situacion en la cual la densidad del trafico es inicialmente pequena
para x > 0 y grande para x < 0. Si dejamos a — 0, obtenemos la solucion
3/4 para < —t/2,
u(z,t) =< 1/2—x/(2t) para —t/2 <z <t/2, (2.19)
1/4 para x > t/2.
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Se puede verificar directamente que esta solucion también es una solucion cldsica de (2.17)
en todas partes con la excepcion de x = +t/2. Esta solucidn asume valores iniciales discon-
tinuos:

3/4 parax <0,

2.20
1/4 para z > 0. ( )

u(z,0) = up(x) = {
La funcion inicial puede corresponder a la situacion cuando un semdforo ubicado en x = 0
cambia de “rojo” a “verde” en el instante t = 0. Delante del semdforo la densidad es alta;
detrds, la densidad es baja. Los problemas de valores iniciales del tipo (2.20), donde la funcion
inictal consiste en dos valores constantes, se llaman problemas de Riemann. Tales problemas
serdn estudiados intensamente en estos apuntes.

Insertando simplemente uy = 3/4 y u, = 1/4 en la condicién de Rankine-Hugoniot (2.16)
obtenemos otra solucion débil de este problema de valores iniciales. Estos estados entregan
que s = 0, lo que corresponde a la solucion simple us(x,t) = ug(x). En un principio esta
solucion no es peor o mejor que la solucion (2.19) determinada anteriormente. Sin embargo,
st examinamos la situacion que el problema de valores iniciales supuestamente modela, la
solucion uy resulta insatisfactoria ya que describe una situacion en la que el semdforo cabia a
“verde” pero la densidad de vehiculos delante del semdforo no cambia, es decir ningin vehicu-
lo se mueve. Al contrario, en la primera solucion (2.19) la densidad decrece. Analizando el
modelo, y considerando la experiencia cotidiana con “tacos”, encontramos que las disconti-
nuidades admaisibles son aquellas en las que la densidad incrementa. Esto corresponde a la
situacion cuando hay un “taco” por delante desde el punto de vista del conductor, obligindole
a frenar abruptamente. Por otro lado, saliendo de un “taco” normalmente experimentamos
un decrecimiento gradual de la densidad de vehiculo alrededor del nuestro.

Acabamos de formular una condicion adicional a la condicion de Rankine-Hugoniot que
nos permite reducir el numero de soluciones débiles de la ley de conservacion. Esta condicion
constata que cada solucién débil v debe incrementar a través de una discontinuidad. Tales
condiciones frecuentamente son llamadas condiciones de entropia. Esta terminologia origina
en la dindmica de gases, donde condiciones similares constatan que la entropia fisica debe
mcrementar a través de cualquier discontinuidad.

Consideremos ahora el problema de valores iniciales opuesto, es decir el estado inicial

1/4 para z <0,

2.21
3/4 parax > 0. ( )

u(z,0) = ug(x) = {

Ahora las caracteristicas que emanan desde un punto xo < 0 son dadas por z(t) = xg +
t/2, y las caracteristicas que emanan desde un punto xo > 0 son dadas por z(t) = xg —
t/2. Observamos que estas caracteristicas inmediatamente intersectan, dando origen a una
solucion multivoca para cada t > 0. Esto significa que no existe ninguna posibilidad de
encontrar una solucion de este problema de wvalores iniciales para cualquier intervalo de
tiempo (0,0). Insertando los datos u; = 1/4 y u, = 3/4 en la condicion de Rankine-Hugoniot
obtenemos que ug, dada por (2.21), ya es una solucion débil. Esta vez la solucion incrementa
a través de la discontinuidad, y por lo tanto satisface la condicion de entropia. En este caso
una solucion admisible viene dada por u(x,t) = ug(x).
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Queremos resolver en detalle un problema un poco mds complicado. Supongamos que
la carretera exhibe una densidad de vehiculos inicialmente uniforme. En el instante t = 0
un semdforo posicionado en x = 0 cambia desde “verde” a “rojo”. Permanece “rojo” por
un intervalo At, luego vuelve a mostrar “verde” y permanece “verde”. Suponemos que la
densidad uniforme inicial es u = 1/2, y queremos determinar la densidad del trdfico para
t>0.

Cuando wnicialmente el semdforo cambia a “rojo”, la situacion para los vehiculos a la
1zquierda del semdforo es la misma que cuando los vehiculos estan parados parachoque con
parachoque a la dereche del semdforo. Entonces para determinar la situacion para t € [0, At)
hay que resolver el problema de Riemann con la funcion inicial

i (2) = 1/2 para x <0, (2.22)
1 para x = 0.

Para los vehiculos a la derecha del semdaforo la situacion es similar a la situacion de la
interrupacion abrupta del trdafico en el instante t = 0 detrds del vehiculo localizado en x = 0.
Porlo tanto, para determinar la solucion para x > 0 hay que resolver el problema de Riemann
dado por

() = 0 para x < 0, (2.23)
O )1/2 para x> 0. '

Volviendo a (2.22), observamos que aqui u incrementa a través de la discontinuidad inicial,
es decir podemos tratar de insertar estos datos en la condicion de Rankine-Hugoniot, lo que
entrega

—0 1

_fr_fl i
= 5

Uy — W

S

1

_ 4

—1
-1
2

por lo tanto una solucion admisible para x < 0 y t € [0, At) es dada por

W 1) = 1/2 para z <t/2,
1 para x > t/2.

Notar que cada vehiculo se mueve solo en la direccion positiva, pero que la discontinuidad se
mueve hacia la izquierda.

En general, hay que distinguir tres velocidades diferentes en el contexto de leyes de conser-
vacion: la velocidad de una particula, en este caso la velocidad de cada vehiculo; la velocidad
caracterstica; y la velocidad de una discontinuidad. FEstas tres velocidades no serdn iguales
en el caso de una ley de conservacion no lineal. En el presente caso, la velocidad de cada
vehiculo es no negativa, pero tanto la velocidad caracteristica como la velocidad de una dis-
continuidad pueden asumir valores positivos o negativos. Notamos, ademas, que la velocidad
de una discontinuidad admisible es menor que la velocidad caracteristica a la izquierda de la
discontinuidad pero mayor que a velocidad caracteristica a la derecha. Esto es una propiedad
general de discontinuidades admisibles.
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Queda por determinar la densidad para x > 0. La funcién (2.23) también posee una
discontinuidad de salto positiva, es decir insertando los datos de (2.23) en la condicion de
Rankine-Hugoniot se produce una solucion admisible. Aqui obtenemos s = 1/2, luego la
solucion para x > 0 viene dada por

(1) 0 para x < t/2,
u'(x,t) =
1/2 parax >t/2.

Combinando u' y u*, obtenemos la solucion

1/2 paraz < —t/2,

1 para —t/2 < x <0,
0 para 0 < x < t/2,
1/2 paraz >t/2,

u(z,t) = reR, tel0,At).

Para averiguar lo que pasa para t > At se resuelve el problema de Riemann definido por los
datos

1 para x <0,
0 parax > 0.

u(z, At) = {

Ahora la discontinuidad inicial no es aceptable de acuerdo a nuestra condicion de entropia,
por lo tanto hay que buscar otra solucion. Podemos tratar de imitar el ejemplo anterior donde
empezamos con una funcion inicial no creciente que es lineal sobre algun intervalo pequeno
(—a,a) (ver (2.18)). Entonces sea v(x,t) la solucidn del problema de valores iniciales

para z < —a,

v+ (v(1 — v))x =0; v(z,0)=wv(x)= para —a < = < a,

T
2a

S N = =

para x = a.

Tal como en el ejemplo anterior encontramos que las caracteristicas no intersectan, y pre-
cisamente llenan el semi-espacio positivo. Entonces la solucion viene dada por v(z,t) =
vo(xo(z,t)); precisamente,

para x < —a —t,
T

v, t) = 2442t

para —a —t < x < a+{,

O N = =

para x = a +t.

Dejando a — 0 obtenemos la solucion del problema de Riemann con estado a izquiera 1
y a derecha 0. Por simplicidad también esta solucion serd denotada por v(x,t). Este tipo
de solucion puede ser representado como “abanico” de caracteristicas que emanan desde el
origen, y por lo tanto es llamado onda de rarefaccién centrada, o simplemente, onda de
rarefaccion. Esta terminologia origina en la dindmica de gases.

Observamos que la onda de rarefaccion, centrada en (0, At), no influye inmediatamente la
solucion lejos del origen. La parte mds a la izquierda de la onda se mueve a la velocidad —1,
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mientras que la parte delantera de la onda se mueve a la velocidad 1. Es decir para algun
tiempo después de At, la densidad es obtenida combinando las tres soluciones u'(x,t), v(x, t—
At), y u'(x,t). Por supuesto, la onda de rarefaccion alcanzard las discontinuidades de las
soluciones u' y u*. Como las velocidades de las discontinuidades son F1/2, y las velocidades
extremas de la onda de rarefaccion son F1, y la onda de rarefaccion comienza en (0, At),
concluimos que esto sucede en (FAt, 2At).

Queda por calcular la solucién para t > 2At. Consideremos primero lo que pasa para
x > 0. Como los valores de u transportados a lo largo de las caracteristicas en la onda de
rarefaccion son inferiores a 1/2, podemos construir una discontinuidad admisible utilizando
la condicién de Rankine-Hugoniot (2.15). Se define una funcion que posee una discontinuidad
que se mueve a lo largo de una trayectoria x(t). El valor a la derecha de la discontinuidad
es 1/2, y el valor a la izquierda es determinado por v(x,t — At). Insertando esto en (2.15)
obtenemos la ecuacion diferencial

o))

e

Como x(2At) = At, esta ecuacion diferencial posee la solucion

24 (t) = /ALt — A).

La solucion para x < 0 es similar. Aqui utilizamos el hecho de que los valores de solucion
en la parte izquierda del abanico de rarefaccion son mayores que 1/2. FEsto produce una
discontinuidad con el estado 1/2 a la izquierda y los valores a derecha tomados de la onda
de rarefaccion. La trayectoria de esta discontinuidad es x_(t) = —x 4 (t).

Ahora efectivamente hemos encontrado una solucion vdlida para todo t > 0. Esta solucion
tiene la propiedad de que es cldsica en todo punto (x,t) donde es diferenciable, y que satisface
tanto la condicion de Rankine-Hugoniot como la condicion de entropiia en puntos de discon-
tinutdad. La Figura 2.4 muestra esta solucion. Notamos que logramos resolver un problema
complicado combinando soluciones de problemas de Riemann, lo que es exactamente la idea
detras del método de front tracking.

2.5. Ecuaciones lineales

En lo siguiente haremos una pausa en la exposicién de leyes de conservacion hiperboélicas
no lineales para echar una mirada breve a ecuaciones de transporte lineales. Muchos de los
conceptos y métodos definidos mas adelante en estos apuntes son mucho mas simples si las
ecuaciones son lineales.

Sea ahora u € R una funcién incégnita escalar de z € R y ¢ € [0,00) que satisfaga el
problema de Cauchy

u+au, =0, zeR, t>0; u(z,0)=up(r), zeR, (2.24)

donde a > 0 es una constante dada y la funcién wug es dada. Recordemos la teoria de
caracteristicas. En este caso simple podemos utilizar ¢t como parametro, y utilizamos los
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Ficura 2.4. Ejemplo 2.8 (tréfico vehicular): solucién del problema del
semaforo en una carretera simple. Izquierda: solucién en el plano (x,t), de-
recha: solucién u(z,t) en tres instantes ¢ fijos.

pardmetros (¢,xo) en lugar de (s,y). Entonces las caracteristicas x = £(t; o) son definidas
por

%ﬁ(f;mo) =a, &(0;m0) = g

con la solucién &(t; xg) = at + xy. Sabemos que

%U(f(t;mo)at) =0,
lo que implica que
u(&(t; ), t) = u(&(0; 39),0) = u(wo,0) = ug(xo).
Podemos utilizar la solucion de £ para escribir
u(at + o, t) = uo(zo).
Si ponemos x = at + xg, es decir xo = x — at, obtenemos la férmula de solucién
u(z,t) = up(z — at),

es decir (2.24) significa que la funcién inicial ug es transportada con una velocidad a cons-
tante.
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El mismo razonamiento puede ser aplicado si a = a(z,t), donde se supone que la aplica-
cién x — a(x,t) es Lipschitz continua para todo t. En este caso, supongamos que u = u(z, t)
es la soluciéon del problema de Cauchy

u+a(z,t)u, =0, zeR, t>0; u(z,0)=uy(r), zeR. (2.25)

Observamos en primer lugar que esta ecuacion en mo conservativa, luego la interpretacién
de a(x,t)u no corresponde al flujo de u a través de un punto. Sea ahora £(t; zo) la solucién
Unica de la ecuacion diferencial

d

aﬁ’(t;mo) = a({(t;mo),t), £(0; ) = xo (2.26)

Utilizando la regla de la cadena obtenemos ahora

d d
&u(f(t; To),t) = uy + umgf(t; x0) = w(&,t) + a(§, )u (€, t) = 0.

Concluimos que

u({(t; To), t) = up (o).

Para obtener una férmula de solucién hay que resolver z = £(t; zo) en términos de x 0 equi-
valentemente, hallar una funcién ((7; ) que resuelve la ecuacién caracteristica retrégrada,

d

() = —a(l(ri2),t =7), ((0i2) =, (2.27)

luego
dd—Tu(C(T; x),t— 7') =0,
lo que significa que
u(z,t) = u(C(0;2),t) = u(((t;x),0) = uo (¢(t; 7).

Ejemplo 2.9 (Ecuacién de transporte con coeficiente variable, 1 de 3). Sea a(z,t) = z, es
decir sea el problema a resolver

w+au, =0, zeR, t>0; u(x,0)=up(z), z€R,

con la ecuacion caracteristica
d
.S — S 0)=z )
t

con la solucion &(t; xg) = xoe'. Despejando xg a partir de £(t;x9) = x obtenemos xg = xe ™,
luego

u(z,t) = up(xe™).

Ejemplo 2.10 (Ecuacién de transporte con coeficiente variable, 2 de 3). Sea ahora

0 paraz <0,
a(r)=qx para0<z<1, (2.28)
1 parax > 1.
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Ficura 2.5. Ejemplos 2.10 y 2.11 (ecuacién de transporte con coeficiente
variable): caracteristicas definidas (a) por (2.28) (Ejemplo 2.10), (b) por (2.29)
(Ejemplo 2.11).

En este caso las caracteristicas son rectas (t;x9) = xo para xog < 0 y &(t;x0) = zo + t para
xo = 1. Para 0 < xo < 1 obtenemos

xoet para t < — In zo,
f(ﬁ 0) =
1+t+Inzxy parat> —Inxg,

ver Figura 2.5 (a). En este caso a es creciente en x, por lo tanto las caracteristicas no estdn
mas cerca para t > 0 que para t = 0. Como u es constante a lo largo de las caracteristicas,
esto significa que

méx|u, (z, t)| < méx|ug(z)).
xr xX
Si a es decreciente, tal cota no puede ser encontrada, tal como ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.11 (Ecuacién de transporte con coeficiente variable, 3 de 3). Sea ahora

1 para x < 0,
a(x)=<¢1—x para0<x <1, (2.29)
0 para z > 1.

En este caso las caracteristicas son dadas por

To+ 1 para g < 0y t < —xy,
1 — e~ (t+wo) para xg < 0y t > —xo,
1—(1—xp)e" para0 <z <1,

Ty para xg = 1,

£(t;x0) =
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ver Figura 2.5 (b). Sea ahora zy € (0,1), y sea ug € C1(R). Como u es constante a lo largo
de las caracteristicas, u(-,t) también es diferenciable para todo t > 0, luego
23

ug(wo) = aixou(f(t; o), 1) = ug (&(t; xo);t)a—xo,

lo cual para xo € (0,1) implica que u,(x,t) = uy(zo)e' para x = £(t;x0). A partir de esto
vemos que la unica cota de la derivada que podemos esperarnos encontrar es del tipo

méx|u, (z, t)| < e méx|ug(z)).
x x

2.5.1. Métodos numéricos para problemas lineales, primera parte. Si no tuviera-
mos conocimiento de las caracteristicas, podriamos tratar de aproximar la solucién del pro-
blema por algin método numérico. Para tal efecto definimos las la siguientes aproximaciones
de la primera derivada espacial:

D_u(x) — u(z) —u(z — A:c)’

Ax
Dyu(zx) = uz+ AAxQ): — ul@) , (2.30)
Dyuu(z) = u(z + A:L’)Q;;(x - Aﬂf)’

donde Az > 0 es un numero pequeno. Al tratar aproximaciones numéricas, se utilizara la
notacién w;(t) para indicar una aproximacion a u(jAz,t) para algin j € Z. Ademas,

‘ o1 Az
vy =JAT, Tjii1p = (] + 5) Ax =z;+ -

Consideremos ahora el caso de una constante ¢ > 0. Como método numérico semi-discreto
para el problema de Cauchy de la ecuacién de adveccién (2.24) proponemos que u; sea la
solucién del sistema infinito de ecuaciones diferenciales ordinarias

wi(t) +aD_ui(t) =0, wu;(0) =uo(x;), Jj€Z (2.31)

Para definir una aproximacién a u(x,t) para todo = y t, utilizamos interpolacién lineal,
definiendo

uns(®,t) = u;(t) + (v — x;)D_ujpi(t)  para x € [z, 711).

Queremos demostrar (a) que ua, converge a alguna funcién u cuando Az — 0, y (b) que
esta funcién limite u es una solucién de la ecuacion.

Si ug € C', entonces sabemos que una solucién a (2.24) existe (y puede ser determinada
por el método de caracteristicas). Como la ecuacién es lineal, podemos facilmente estudiar
el error

ens(x,t) = u(x,t) — up,(z,t).

En los siguientes calculos utilizaremos las propiedades D u;—D_u; = AzDyD_u; y D_u;1; =
D, u;. Insertando el término ea, en la ecuaciéon obtenemos para x € (z;, z,4+1):

(eaz)t + aleas)e = —(Unz)t — a(tnz)s
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= 2 (00 + (7 = 2Dy (6) — aD -y 0
= (1) — (& — 2,)D_t}. (1) — D (1)
= aD_u;(t) — aDiu;(t) + a(z — z;)D_D_u;1(t)
= —alAxzDyD_u;(t) + a(xr — z;)DiD_u,(t)
= a((z — z;) — Az)DyD_uy(t).
Sea ahora fa, definido por
fas(z,t) = a((z — ;) — Ax)DyD_u;(t) para z € [2;,11),

luego
(eAx)t + a(eAm)m = fAm- (232>
Utilizando el método de caracteristicas obtenemos
t
ens(T,t) = enr(z —at,0) + / fac(z —a(t —s),s)ds. (2.33)
0

(Aqui implicitamente se supone que la solucién es tnica.) Esto implica la cota
|eas (2, t)] < supleas(z,0)| + ] faell Lo @x(0.)-
x

Al tratar de acotar fa,, notamos primero que
| fas(z,t)| < Aza|D_D.u;(t)
es decir fa, — 0 cuando Az — 0 si D_D,u; es acotado. Escribiendo w; = D_D.u; y
aplicando D_D a (2.31) obtenemos
wi(t) +aD_(w;) =0, w;(0) =D_Djug(z).

Ahora se usard el hecho de que a > 0. Para acotar w; observamos primeramente que si
w; < w;_q1, entonces D_w; < 0. Es decir, si w;(t) < w;_;(t), entonces

d

T
Similarmente, si para algin ¢ se tiene que w;(t) > w;_(t), entonces w(t) < 0. Esto significa
que

I

i(t) = —aD_w;(t) = 0.

nf ug(x) < iréf D_D uk(0) < w;(t) < sup D_D,u(0) < supug(z).
Esto implica que w; es acotado si uj, es Lipschitz continua. Notar que es el disefio del método
de diferencias (2.31) (es decir, la seleccién de D_ en lugar de D, o Dgy) que nos permite
concluir que la aproximacién es acotada. Queda por estudiar ea,(z,0). Para x € [z, 2;41)
se tiene que

l'—l’j

(uo(xj1) — uo(z;))| < 2Az  méx  |ug(z)).

}eAl"(x’O)’ = |to() — uo(z;) — Az z€lzs,mi11]

Asi hemos demostrado la cota

e () — (e, 1)] < Ax(2upl 1w + talluf =) para todo . ¢ > 0.
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Estrictamente, para que este argumento sea vélido, hemos supuesto implicitamente en (2.33)
que la ecuacién (2.32) posee solamente la solucién (2.33). Esta consideracién nos lleva al tema
de soluciones de entropia y la unicidad.

2.5.2. Soluciones de entropia para problemas lineales, primera parte. Sin mucho
esfuerzo adicional podemos ligeramente generalizar la ecuacion bajo consideracion. Especifi-
camente queremos asegurar que la ecuacion

ur + a(z, t)u, = f(x,t) (2.34)
posea solamente una solucion diferenciable, donde suponemos que
dR>0: a(z,t)=0 para|z|> R, t>0. (2.35)

Si las curvas caracteristicas quedan definidas por (2.26), entonces una solucién viene dada
por

u(f(t;xo),t) = up(xo) +/0 f(zf(s;xo), s) ds.

Utilizando las caracteristicas inversas ¢ definidas por (2.27) podemos escribir esta férmula
como

u(z,t) = uo(C(t; ) —i—/o f(¢(r;z),t —7)dr.

Si ug es diferenciable y f es acotada, entonces esta férmula da origen a una funcién u(zx,t)
diferenciable.

Podemos ahora discutir el problema de unicidad. Como (2.34) es lineal, demostrar uni-
cidad significa demostrar que la ecuacién con f = 0 y ug = 0 posee solamente la solucién
nula. Para tal efecto consideremos la ecuacion

ur + a(z, t)u, = 0.
Sea n = n(u) una funcién diferenciable, y multipliquemos esta ecuacion por 7’ (u) para obtener

0 = n(u) + an(u)e = n(w); + (an(u))  — azn(w).

Supongamos que 1(0) = 0y n(u) > 0 para u # 0, y que |a,(x,t)| < C para todo = y t. Si
n(u(-,t)) es integrable, podemos integrar la ultima ecuacién. En virtud de (2.35) obtenemos

% Rn(u(w,t)) dor = /Rax(x,t)n(u(a:,t)) dz < C’/Rn(u(a:,t)) dz.

Utilizando la desigualdad de Gronwall, obtenemos

/Rn(u(:c,t)) dz < exp(Ct) / n(uo(q:)) dz.

R

Si ug = 0, entonces n(ug) = 0, es decir u(t) = 0 para todo t. Hemos demostrado que si
n(ug) es integrable para alguna funcién diferenciable 7 con 1n(0) = 0y n(u) > 0 para u # 0,
a satisface (2.35), y a, es acotada, entonces (2.34) posee solamente una solucién diferenciable.
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Frecuentamente el modelo (2.34) (con f = 0) es obtenido como limite de un modelo
fisicamente mas realista,

ui + a(z, t)u, = eul,, >0, (2.36)

xxT)

cuando € < 1. Esta ecuacion puede ser interpretada, por ejemplo, como la ecuacion del calor
con un término de transporte, es decir u® representa la temperatura en una barra larga que
se desplaza con la velocidad a. En este caso € es proporcional a la conductividad de la barra.
Las soluciones de (2.36) son mds regulares que los datos iniciales. Si multiplicamos (2.36)
por n/(uf), donde n € C%*(R) es una funcién conveza (" > 0), obtenemos

n(u) + an(u®), = e(n'(u)ug), — en’(u)(ug)*.

La funcién n es frecuentamente llamada entropia. El término con (uf)? es probleméatico
cuando € — 0 porque la derivada u so serda cuadraticamente integrable bajo este limite.
Para ecuaciones lineales la integrabilidad de este término depende de la integrabilidad ini-
cial de este mismo término. Sin embargo vimos que para ecuaciones no lineales se pueden
formar saltos independientemente de la suavidad del dato inicial, y el limite de u no sera
cuadraticamente integrable en general.

La idea clave parea evitar este problema consiste en utilizar la convexidad de la funcién 7,
ya que 1’ > 0 implica que

o' (u) () 2 0,

T

luego se remplaza este término por la desigualdad apropiada. Asi obtenemos
n(u)e + (an(u®)), — amn(u®) < e(n (w)us) . (2.37)

Ahora el lado derecho de (2.37) tiende a cero débilente cuando ¢ — 0, es decir para cualquier
funcién test ¢ (con soporte compacto),

5 // 0.1 (W )ul, drdt — 0 cuando & — 0.
Rx[0,00)

Se define una solucion de entropia como el limite u = lim._,ou® de soluciones de (2.36)
cuando ¢ — 0. Formalmente, y re-introduciendo la funcién f, una solucién de entropia de
(2.34) debe satisfacer

n(w) + (an(w)), — amn(u) <u'(w)f(z,t) (2.38)
para toda funcién convexa n € C?(R). Veremos més adelante que esto es suficiente para
establecer unicidad incluso cuando u no es diferenciable.

2.5.3. Métodos numéricos para problemas lineales, segunda parte. Consideremos
por el momento la ecuacion de transporte
ur + a(z, t)u, = 0. (2.39)

Queremos construir un método numérico completamente discreto para esta ecuacién. El
esquema mas simple es el método explicito

Diu? +aiD_u? =0, n e N, (2.40)
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donde u) = ug(z;). Aqui
u(t + At) — u(t)
At ’
y u} denota una aproximacion de u(zj,t,) con t, = nAt, n > 0; ademsds, aj denota una

aproximacién de a(x;,t,) a ser especificada mas adelante. Podemos escribir (2.40) como

Wt =l — alA(u) —uf_y), (2.41)

D% u(t) =

donde A = At/Ax.

Si a es constante, podemos aplicar el anélisis de estabilidad de von Neumann. Supongamos
que el método produce aproximacion que converge a una solucién acotada para casi todo z y t;
en particular supongamos que uj es acotado independientemente de Az y At. Consideremos
el caso periddico, para el cual se utiliza el planteo

uj = " exp(ijAr)

coni = y/—1 (como la ecuacién es lineal, podriamos igualmente haber desarrollado la solucién
en series de Fourier). Insertando esto en (2.41) obtenemos

o exp(ijAz) = o exp(ijAz) — Aa(a” exp(ijAz) — o exp(i(j — 1)Az))
= a" exp(ijAz) (1 — Aa(1 — exp(—iAz))),
lo que implica que
a=1-Xa(1l — cos(Az) + isin(Az)).
Si |a| < 1, entonces la acotacién en la norma del supremo también serda valida para la

solucion generada por el esquema. En este caso el esquema se llama estable en el sentido de
von Neumann. Aqui calculamos

la]® = 14 2X3a® — 2Xa(1 + (1 — Aa) cos(Ax))
=1 —2a\(1 — a))(1 — cos(Az)),
lo que significa que |a|? < 1 para todo Az si sélo si
aA(l—aX) >0,
por lo cual exigimos que
0< a1,

Esta relacién entre la discretizaciéon espacial y temporal (expresada por el valor de A) y la
velocidad de propagacién de la onda, dada por el valor de a, es el ejemplo més simple de
la celebrada condicion CFL, de acuerdo a Courant, Friedrichs y Lewy [13]. Volviendo el
esquema para la ecuacion del transporte con velocidad variable y no negativa, entonces se
dice que el esquema es estable en el sentido de von Neumann si

Améxa(z,t) < 1. (2.42)

(z,t
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Consideremos ahora el método (2.40) con

1 tn+1
aj = E/tn a(z;,t)dt.

Queremos establecer la convergencia de uf. Para tal efecto definimos

e = u(ry,ty) — uj,

donde u es la solucién tnica de (2.39). Insertando esto en el método numérico obtenemos

D el + ajD_e} = D u(x;, t,) + afD_u(x;, t,)
1 lnt1 n Zj

= E 5 ut(:c], )dt—i—E I(:c,tn)d:c

—1

1 /tw/wj
- w(7j,t) + a(z;, t)ug(z,t,)) do dt
AzAt [, xj1< 1(5,1) (25, t)ua( ))
1 zj tnt1
~ Azt / / a(wj, t) (ue (2, tn) — uz(2;,1)) dt do

tny1 x t
Aa:At/ / a(z;,t (/ “m(%tn)dz—/tn uxt(xjas)dS) dt dz

_R”

Suponiendo que u,, v u, son acotadas, lo que sucede si consideramos un intervalo de tiempo
[0, T acotado, elegimos M tal que

M 2 méx{[[tas ||z, sz, [lal| = },

luego

TL
\

" dtd MA A
AxAt// r;—x+t—t,)dtdr = (Az + At),

por lo tanto el error satisface la desigualdad

bl AtM2

e;" < (1= Aaj)el + Aajel | +

(Az + At). (2.43)

Si |lal|peA < 1 (recordemos la condicién CFL), entonces (1 — Adj)el} + Aajel ;| es una com-

binacién convexa de €7 y €}_;, es decir

(1-— Aaj )e + Aaje} | < méx{e?,e?_l}.

Tomando el supremo primero en el lado derecho y luego en el lado izquierdo de (2.43)
obtenemos

sup{ef ™) < supfeg}) + S (A + A1)
J

También se tiene que
AtM?

+1
ei" = (1= Aaj)el + Aaje) | —

(Az + At),
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lo que implica que

AtM?
2

imf{ej™'} > inf{ef} -

(Az + Ab).

Si definimos

e" = sup |e]],
jez

lo anterior implica que

2
én+l < én 4 AtM

(Az + At).

Por induccién y considerando que por definicién e? =0, llegamos a

t, M? t, M?

(Az + At) =

en e+ (Ax + At).
Concluimos que la aproximacién definida por (2.40) converge a la solucién tnica si u es dos
veces continuamente diferenciable con segundas derivadas acotadas.

Hemos visto que si z +— a(xz,t) es decreciente sobre algin intervalo, las mejores cotas
para u,, y u,; probablemente son del tipo C' exp(Ct), lo que significa que la “constante” M
serd muy grande si deseamos estudiar la solucién para tiempos largos (o incluso solamente
moderadamente largos). Concluimos la discusién comentando que similarmente a lo discutido
aqui se puede demostrar que si a(z,t) < 0, el método

t n n n __
Diu} +aiDyu; =0
pI’OdU.CQ una SU.CGSiéH Convergente.

2.5.4. Soluciones de entropia para problemas lineales, segunda parte. Considere-
mos el problema de Cauchy

u+a(z,t)u, =0, xzeR, t>0; u(z,0)=u(r), zeR, (2.44)

donde a es continuamente diferenciable y se supone en esta seccién que a(x,t) > 0. Re-
cordamos que una solucion de entropia es definida como el limite de la ecuacién singular-
mente perturbada (2.36). Para cada ¢ > 0, u® satisface (2.37), lo que implica que el limite
u = lim._,o u® deberfa satisfacer (2.38) con f = 0. Multiplicando la desigualdad (2.38) por
una funcion test 1 > 0 e integrando por partes encontramos que la desigualdad

/OOO /R(U(U)% + an(u), + agn(u)y) da dt + /Rn(uo(x))w(x, 0)dx >0 (2.45)

debe estar satisfecha para toda funcién test ¢» > 0, ¢ € C5°(R x [0,00)), y toda funcién n
convexa. Siu € Li (R x [0, 00)) satisface (2.45) para todas las entropfas convexas 7, entonces
se dice que u es una solucion débil de entropia de (2.44). El punto importante estd en que ya no
exigimos que u sea diferenciable o continua. Entonces demostrar que ciertas aproximaciones
convergen a una solucion de entropia debe ser mucho mas facil que demostrar que el limite

es una funcion clasica.
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Demostraremos ahora que existe solamente una solucién de entropia. Como la ecuacion
es lineal, basta demostrar que ug = 0 (en L'(R)) implica u(-,t) = 0 (en L*(R)). Para tal
efecto definimos una funcién test particular. Sea w € C*(R) tal que

0<w(o)<1l, suppwCI[-1,1], w(—0)=w(o), /lw(a) do =1,

y sea w.(0) :=w(o/e)/e. Sean x; < x9 y

xo—Lt
we(x,t) == / we(x —y) dy,

1+Lt

donde L es una constante tal que L > ||al[z=@) y 2 := R x [0,00). Fijamos T" < (2 —
x1)/(2L) y consideramos ¢t < T'. Observamos que ¢.(+,t) es una aproximacién de la funcién
caracteristica del intervalo (x; + Lt, zo — Lt). Luego definimos

he(t) :=1— /twg(s —T)ds;

esta funcién aproxima la funcién caracteristica del intervalo (—oo, T']. Finalmente definimos
la funcién test 1. € C°(£2) por

Ye(2,t) = he(t)pe(w, ).

Insertando esta funcién test en la desigualdad de entropia (2.45) obtenemos

/ / n(u)pohl (1) da dt + / / Be()1(1) ((92)e 2, 1) + (e, ) (e )ala, ) da dt
T / / aon(u)he(t)p(a,t) dedt + / (o)<, 0) dz > 0.

Tratamos primeramente la segunda integral. Notando que

(SOE)t(I?t) - _L(wf;‘(x — ZTo+ Lt) + WE(LL’ — 1 — Lt))7
(@E)x(xJ;) = _CUE(ZU — To + Lt) + (JJg(.T — T — Lt)

(2.46)

obtenemos
(@E)t(x’t) + a(x, t)(gos)av(x’t) = (_L + a)th(x — T2 + Lt) + (—L — CL)C%(CL’ — T — Lt)
< (la| = L) (we(z — 29 + Lt) + wo(x — 21 — Lt)) <0,

ya que L > |a|. Concluimos que si n(u) > 0, entonces la segunda integral en (2.46) es no
positiva, es decir tenemos la desigualdad

//Qn(u)wsh;(t) dyc<1t+//Q agn(w)he(t)pa(, 1) d$dt+/}%n(u0)gps(x’0) dz > 0.

Por el momento procedemos de manera formal. La funciéon h. aproxima la funcién carac-
teristica X (—co,r], la cual posee la derivada —¢(- — T'), es decir una funcién delta de Dirac
negativa centrada en T'. Similarmente, . aproxima la funcién caracteristica X (z,4rtz0—11)
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con la derivada L(d(- — (z1 + Lt)) — 6(- — (z2 — Lt))). Entonces, a partir de (2.46) obtenemos
formalmente, tomando el limite € — 0, la desigualdad

xo—LT xo—Lt 2
—/ n(u(z,T)) dz +/ / n(u(z,t)) dedt +/ n(u(z,0)) dz > 0.
x1+LT x1+Lt 1

(2.47)

En lo siguiente demostraremos que esta desigualdad es valida. Para tal efecto notamos que
la primera integral en (2.46) es

// W (@, w.(t — T)dz dt = / £ (Ot — T)dt,

70 = [ et n(utenn) d

donde

Fijando t obtenemos

ey T (e t)) dr = folh),

1+Lt

donde el limite es uniforme en ¢ para t € [0,7]. Si ¢t — u(-,t) es continua como aplicaciéon
[0,00) — L*(R), entonces f. y fo son continuas en ¢. En este caso,

/ f-(w(t = T)dt = /0(fs(t)—fo(t))ws(t—T)dt—i—/o foOwe(t = T)dt =3 fo(T),

ya que

/o (fe(t) = fo(t))we(t = T) dt‘ < | fe = follze /0 Wt =T)dt = || f. — follz= =3 0.

Para asegurar que la aplicacién [0,00) > ¢ +— u(-,t) € LY(R) efectivamente es continua,
definimos que una solucién de entropia tiene esta propiedad, ver Definicion 2.2 mas abajo.
Sabemos que

he(t)pe(x,t) =3 xuup(x,t) en LY(Qy),
donde definimos
Mr = {(z,t) |0<t < T, a1+ Lt <2z <xp— Lt}, Qp :=Rx[0,T].

Tomando el limite e — 0 en (2.46), ahora encontramos que

T2 xo—Lt xo— LT
/ u(z,0)) dz + / / (u(z,t)) dadt > / n(uw(z,T)) dz
x1 x1+Lt x1+LT

(comparar con (2.47)), lo que bajo la hipétesis n > 0 implica que

T
FAT) < £o0) + Naallmiay | ottt
0
La desigualdad de Gronwall ahora implica que

fo(T) < fo(0) exp(lla |z~ @n T),
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o escrito en forma explicita,

/12— n(u(m,T)) dr < /x2 n(uo(x)) dx exp(||a$||Loo(QT)T)

1+LT 1

para cada funcién n convexa y no negativa. Observamos que esto demuestra que la velocidad
de propagacion es finita.

Eligiendo n(u) = |ul? para 1 < p < oo, suponiendo que n(u) es integrable y considerando
T4 — —00 y Ty —» 00, obtenemos

|zl Loe () T
p

Suponiendo que 7(u) es integrable para todo 1 < p < oo, podemos considerar el limite
p — 0o para obtener

s T ey < el exp( ) 1<p<oo (2.48)

HU(WT)HLN(R) < ol zoe w)- (2.49)
Para formalizar el argumento anterior introducimos la siguiente definicién.

Definicién 2.2 (Solucién de entropia de una ecuacién lineal). Se dice que una funcion
u=u(z,t) € C([0,00); LY(R)) es una solucién débil de entropia del problema

u+a(z,t)u, =0, t>0, zeR; u(x,0)=uy(xr), ze€R

sS4 pam todas la funciones no negativas y convexas n = n(u) y todas las funciones test ¢ €
C°(Q) no negativas la siguiente desigualdad es vdlida:

/ / w)pr + an(u)g, + agn(u)p) dzdt + / 1 (uo(z))p(z,0)dz > 0. (2.50)

Teorema 2.1 (Unicidad de la solucién de entropia del problema lineal). Sea la funcion
a = a(z,t) elegzda tal que a, es acotada. Entonces el problema (2.25) tiene a lo mds una
solucion de entropia v = u(x,t), la cual satisface las cotas (2.48) y (2.49).

Comentario 2.1. A partir de la demostracion del Teorema 2.1 (aplicando (2.48) parap =1)
concluimos que si definimos una solucion de entropia como funcion que satisface la condicion
de entropia (2.50) para todas las funciones test p € C§°(2) no negativas pero solamente para
n(u) = |u|, obtenemos unicidad en C([0,00), L'(R)).

2.5.5. Métodos numéricos para problemas lineales, tercera parte. Consideremos
nuevamente la ecuacion del transporte

u +a(z,t)u, =0, zeR, t>0; u(r,0)=ug(x), z€R, (2.51)
y el método de diferencias asociado
Diuy +a;D_u} =0,
donde definimos

. 1 (2] 0 1 ZTjt1/2
aj = E/tn a(zj, t)dt, wuj = E/ uo(z) dz,

Tj-1/2
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donde, como antes, suponemos que a(z,t) > 0. Para crear una aproximacién definida para
todo x y t definimos

ung(z,t) = ui para (z,t) € Iy ;5 == [¥j_1,7j) X [ty tns1), donde t, = nAt.

Deseamos demostrar que ua, converge a una solucién de entropia (jla tnical) de (2.51).
Esta vez no se usa la linealidad, y demostramos primeramente que {uaz}az~0 posee una
subsucesion convergente. Para tal efecto recordamos primero que el método puede ser escrito
como

untt = (1= Aa? )u + Aaju

j (2.52)

_7 1
Deseamos aplicar el Teorema 1.6 para demostrar la compacidad. En primer lugar demostra-
mos que la aproximacién es uniformemente acotada. Esto es facil de demostrar considerando
que bajo la condicion CFL

lallL=A <1, (2.53)
n+1

uZ"" es una combinacidn conveza de u} y uj_;, por lo tanto no se introducen nuevos extremos

y
HUM7 HLOO]R) [l oo m)

es decir la primera condicién del Teorema 1.6, (1.10), esta satisfecha.

Para verificar la segunda condicién del Teorema 1.6, (1.11), recordemos la definicién de la
variacién total de una funcién v : R — R, (1.1), y la notacién |u|gy = TV(u). Aqui tenemos
que acotar la variacion total de ua,. Para t € [t,,t,11) esta viene dada por

n n
|“Afr ; }BV Z‘“J Ui
JEZ
Tomando en cuenta que

utt — u?i’ll = (1—Aa? )u + Aa’u

n n n n

g g 1 =1
= (1= Aa?) (u? — ) + el (wly —uly)
y utilizando la condicién CFL (2.53) implica que
0< Aaj <1 paratodony j,
obtenemos que
o =] (0 ) o+ A — o]
por lo tanto

Z‘U?H_uﬁﬂ Z(l—)\a ‘ Uj 1|—|—Z)\a] 1‘“] 1 ?—{

JEZ JEZ JEZ
— oyt — g — oy iy —
- Zluy u]_l} Z /\aJ |u] ua—ll + Z Aay ‘uj uj—l‘
N/ JEZ JEZ

_ n__,mn
—Z|“j uj_l},

JEZ
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es decir
uac(58)| 5y < uae(-,0)| 5, < luolsy.

Esto demuestra la satisfaccion de (1.11).
Para verificar la tercera condicién (1.12), es decir la L' Lipschitz continuidad en el tiempo,
supongamos que s € [t,,t,4+1) y que t satisface t — s < At. Entonces

/}umxt —ung(z, s |d5 Ax2|u”+1—uj‘—A:cZ)\aj|u —uf 1‘

JEZL JEZ

< Atlall o) Y _Juf — ufy| < Atflal| e oyluolsv-

JEZ
Si s € [tn,tns1) Yt E [tnik, tarks1) se tiene que
n+k—1
/‘um(m,t) unq(z, s)| ds = Ax2|u"+k | Z ZAw‘umH ul
R JEZ m=n j€Z
n+k—1
Z Aa:ZAam|u ‘
JEL
n+k—1
< 2 Atllallim D[ =it | < BAtlellusolulsy
JEZ

< (t — s+ At)|lal| (o) [uol By -

Concluimos que también (1.12) estd satisfecha, es decir tenemos la convergencia de una
subsucesion ua, — u cuando Az — 0. Queda por demostrar que u es la solucion de entropia.
Para tal efecto observamos que como 7 es una funcién convexa, a partir de (2.52) se tiene
que

n (U;LJrl

) = n((1 = Aaj)uj + Aajujy) < (1= Aaf)n(uf) + Aajn(uj_,)
Definiendo n} := n(u})

podemos escribir esto como
t
Dint +aiD_ni <0
o equivalentemente como

DYn} +D_(ajn}) —n}_D_a} <O0. (2.54)

Los operadores D_, D y DY, satisfacen las siguientes propiedades de “sumacién por partes”:
ZajD,bj = — Z bjDya; Siatec =00 bio =0,
jJEL JET
> a" Db = ——— - Zb"Dt sia® =000b%=0.

n=0

(2.55)
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Sea ahora ¢ € C§°(£2), ¢ > 0 una funcién test y
1
@} = T / o(z,t) dx dt.
Jj—1/2 2 1)

Multiplicando (2.54) por AtAz¢} y sumando sobre n € Ny y j € Z, utilizando (2.55),
obtenemos

Az At Z Z n(u?) DY ©j + AzrAt Z Z (a}ln (u?) D, ¢} + n(u?,l) D_ag?cp;')

n=1 j€Z n=1 jez

+ AxZn(u?)gp? > 0.

jET

Sea Ba, el lado izquierdo de esta desigualdad, y sea

Ans = / / (1) pr + anune)ps + asn(uas)p) dz dt + / (o) (z,0) da.

Como Ba, > 0, se tiene que
AA:L‘ = BA:L‘ + (AA:L‘ - BAI) Z AAx - BAI'

Aqui encontramos que

AM_BM:ZZ//W n;‘(cpt—Dt_gp}‘)dxdt—l—Z//lo n?cptdxdt
Jj—1/2 JEZ j—1/2

n=1 jeZ

- Z Z // nta(ee —Dyyl) dedt
n=0 jE€Z I;'L—1/2

+ Z Z // n; Dy} (a — a;-l) dx dt
n=0 jE€Z I;'L 1/2

DN ORI (.56

— J
—i—ZZ// aznj_l(gp goj)dxdt
n=0 jE€Z I;'L 1/2
+ Z Z // M1 (ax — D_a?) dxdt
n=0 jE€Z I;'L—1/2
s (oto) =)ol 0)dn + Yl 0) - o)
jez Y Li-1/2 jez
= Sl+"'+Sg,
donde I;_1/5 := [z;_1,%;). Para demostrar que el limite u es una solucién de entropfa,
tenemos que demostrar que cada uno de los términos Sy, ..., Sy desaparece cuando Az — 0.

El siguiente comentario provee un resultado 1til para esta tarea.
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Comentario 2.2. Para una funcién ¢ € C1(R?) se tiene

oa.1) = 0(09)] = | [ -0lo(@0)+ (1= 0)(0.9) do

1
- / Vo(o(a,t) + (1 - 0)(y.5)) - (x — .t — 5)do
< [ — llldall + [t — llr] o~

Empezamos con el dltimo término, Sg. Ahora

/, 7 ((,0) — %) da

j—1/2

N AxAt/[ e // —¢(y,1)) dy dt dw
t
_ AmAt/j y // (/ e O)dz+/0 gpt(y,s)ds)dydtdx,

luego, utilizando la convexidad de 7,

1Sl < [[nwo) | 11 gy (122 202 () A + @ 0w (0 A1)
Para tratar Sg, notamos primero que como 7 es convexa, se tiene

b)’}|b_a|7

n(b) = n(a)| < max{[n'(a)|, |7'(
ademas, si x,y € I;_1/2, entonces
|uo(2) — uo(y)| < luolpvir,_,,)-

Utilizando esto y C' := ||n/(uo)|| L=, obtenemos

/I. (n(uo) = n(uf))p(z,0) dz

< Cliglmoy [ fuafe) =]

ji—1/2

<CHSO||L°°(Q)/ —/ |uo () — ug(y)| dz dy

Ii_1/2 Ii_1/2

< Cllelle @ Afuol v, ),
por lo tanto
15| < Cliglloe @Az D uolsva, ) < Cllel @ Az|uolsy-
JEZ

Para analizar S7; notamos primero que

tn+1
D_aj=D_ <E/ a(z;, )dt> AxAt //[n (x,t) dz dt,
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// (ag(z,t) — Da)d:cdt 77]1(// mtdxdt—AmAta)—O

y S; = 0. Contlnuamos por el término Sg, notando que

Hax”L 77 1
MU — O dpdt g 222 UL t) dy ds dz dt
//1?1/2 la ’77]71‘90 SOJ‘ z ArAt //I”/I"‘(px (y,s)‘ ydsdz

< llaallzo@nj 1 AzAt (Az| el L) + Atll @il (@)

Recordemos que la funcién test ¢ tiene soporte compacto en {t < T'}. Ademds, utilizando el
esquema para 77 (2.54), podemos ver ficilmente que

Axan exp(Ct,) Ame exp(Cty,) Hn Uo ||L1

JEZ JEZ

luego

luego

|S6| < CrAz > “niAt(Ax + At) < CrAz Y Y niAt(Ax + At)

JEZ n=0 n=0 j€Z

< CTTHT](UO HLl (Az + At),

considerando que la sumatoria en n es solamente sobre tales n que t,, = nAt < T. Para Ss
obtenemos, poniendo M > ||ug|| zoo(r)

|S5| < |11 |l (aran el e 9| Lo (@ Az ALY 7 "|ult — ul | < CAZT |ug| v,

JEZ n=0

mientras que

|S4] < =@ ZZHJ// — a(z;,t)| dzdt

JEZ n=0 j—1/2
< HsoxHLoo(mHaxHLoo(mA:UZZU?ASEN < el @ llaw | @ CrT Az ||n(uo) | 11 )
JEZ n=0
Por argumentos similares,

1S5] < llall o @) (Az|lpas @) + Atllgallzow) D Y nfAzAt

JEZ n=0
< llallz=(@) (Al zell (@) + Atll@atllL=(2)) O T ||n(wo) || 1 gy
|Sa] < CAtAtHU(Uo)HLl(R)HSDtHLoo(Q)
Finalmente, nuevamente por argumentos similares,

1S1] < (Az]lpat]| o) + Atllpull o) DD nrAzAt

n=1 jeZ
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< (Azll@atll (@) + Atllowll o)) CrT |[n(uo) || 11 g

Resumiendo, hemos demostrado que para cada funcién test ¢ = ¢(z,t),

//Q (’U(U)% + an(u)p, + amn(u)) dz dt + / n(uo)p(z,0) dr

R
= lim AAx Z (AAx - BAz) =0

lim

Azx—0 Azx—0

si a, es (localmente) continua y uy € BV (R). Concluimos que el método (2.51) genera una

sub-sucesion que converge a la tunica soluciéon débil. Como el limite es la tnica solucién de

entropia, cada subsucesion genera otra subsucesion que converge al mismo limite, por lo
tanto la sucesion entera converge.

Si ug es acotada, vimos que el método (2.51) converge a la solucién de entropia a una
tasa O(Ax). El significado de los calculos anteriores consiste en que tenemos convergencia a
la solucién de entropia tinica incluso si solamente ug € L'(R) N BV (R). Sin embargo en este
caso no hemos establecido ninguna tasa de convergencia.

2.5.6. Sistemas de ecuaciones. Sea ahora u : R x [0,00) — R™ una solucién del sistema
lineal

u+Au, =0, ze€R, t>0; wu(z,0)=up(zr), ze€R, (2.57)

donde se supone que la matriz constante A € R"*" posee n valores propios reales y distintos
a pares ordenados como A\; < Ay < ... < \,. Siesto es valido, entonces se dice que el sistema
es estrictamente hiperbolico. En este caso la matriz A tambien posee n vectores propios a
derecha rq,...,r, tales que

Ar;, = \jr; parai=1,...,n.
Similarmente existen n vectores propios a izquierda ly, ..., 1, tales que
L,A=X\l;, parai=1,...,n.

Se supone que los vectores r; y I; son columnas y filas, respectivamente. Para k # m, I y
T, son ortogonales, ya que

Se definen, ademas, las matrices
Iy

Suponiendo que los vectors propios son normalizados tales que l;r; = 94, es decir L = R™*
o LR = I, tenemos

AN O -0

=:diag(Ai, ..., \n).
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Multiplicando (2.57) desde la izquierda por L obtenemos
Lu;+ LAu, =0,
y definiendo w mediante u = Rw, obtenemos
w; + diag(Aq, ..., \y)w, = 0.

Esto son n ecuaciones escalares desacopladas para cada componente de w = (wy, ..., w,)",
es decir

(wi)e + Ni(w;)e =0, 1=1,...,n,
con los datos iniciales transformados de acuerdo a
wy = Lug = (Liug, . .., Lyug)’.
Obtenemos entonces la solucién
wi(z,t) = Liwg(x — Nt), i=1,....n

o en variables originales

n

w(x,t) = Z wi(z, t)ry =Y (Liug(x — Ait))rs. (2.58)

i=1

Ejemplo 2.12 (La ecuacién de la onda unidimensional). Consideremos la ecuacion de la
onda unidimensional. Sea v : R x (0,00) — R una solucion del problema

Qg — CZOC:E:E = 0; T € Ru t> 07 (X(I,O) = &O<x>7 Oét(x70) = ﬁo(l’), S R7

donde ¢ > 0 es una constante. Definiendo
v Ol

ut—czvx:(), vy — Uy =0

obtenemos las ecuaciones

0 bien

0 _ 2
u; +Au, =0, A= [_1 OC]

La matriz A posee los valores y vectores propios

)\1 = —C, = (i) ) /\2 = ¢, ro = (zc) )

luego

Concluimos entonces que
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A partir de (2.58) obtenemos ahora

ag(z,t) = %(ag(a: +ct) + ap(x — ct)) + %(Bo(x + ct) — Bolz — ct)),
oy(x,t) = %(ﬁo(:c + ct) + Bo(x — ct)) + g(ag(:c + ct) — ap(z — ct)).

Para determinar o podemos integrar la ultima ecuacion con respecto a t para obtener
1 1 x+ct
afz,t) = 5(040(13 +ct) + ag(z —ct)) + 2—0/ Bo(y) dy,
r—ct

después de un cambio de variables en la integral sobre [y. Fsta es la conocida formula de
d’Alembert para la solucion de la ecuacion de la onda en una dimension espacial.

En lo siguiente discutiremos el concepto de soluciones de entropia para sistemas lineales.
El significado de una solucién de entropia para una ecuacién escrita en variables caracteristi-
cas es el siguiente. Para una funcién de entropia convexa 7(u), la solucién de entropia deberia
satisfacer

H(w)e + ¢(u), <O
en el sentido débil. A su vez, el flujo de entropia ¢ debe satisfacer
vud(u) = Vuﬁ(U)A,
donde A = diag(\y,...,\,), es decir
unZ:)\lﬁuza 7’:17’”

Una solucién de entropia a (2.57) es el limite (si tal limite existe) de la regularizaciéon pa-
rabdlica

€ e €
u; + Au, = cu,,

cuando € — 0. Para verificar si existe una entropia convexa n : R" — R multiplicamos esta
ecuacién desde la izquierda por Vn(u®) para obtener

n(w)e + Vi(u) Aug < e(Vi(u)us)

donde utilizamos la convexidad de 7 para deshacernos de un término que contiene (ug)?,
expresién que no es bien comportada (para ecuaciones no lineales) en el limite ¢ — 0.
Queremos escribir el término Vn(u®)Au: como la derivada con respecto a z de alguna

funcién ¢ = ¢(u®). Utilizando que

z)

Q(ue)x = VuQ(’u’g)ui

notamos que si esto es posible, entonces se tiene que
n
Gu, = Y i, J=1,....n. (2.59)
i=1

Estas son n ecuaciones para las dos incognitas n y ¢, es decir no podemos esperar ninguna
solucién para n > 2. El lado derecho de (2.59) es dado, luego buscamos un potencial ¢ con
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un gradiente dado. Este problema posee una solucion si las condiciones de integrabilidad
Qupu; = Quyuy, PATA J,k=1,...,n 0
n n
Z AikNusu; = Z Qi Ny o k=1,...,m
i=1 i=1
estan satisfechas.

Si queremos hallar un flujo de entropfa para la entropfa n(u) = |u|?/2, notamos que
Nusu, = Oik, luego podemos hallar un flujo de entropia si a;; = ay; para j,k = 1,...,n, es
decir A debe ser simétrica. En tal caso el flujo de entropia ¢ viene dado por

n 1 n
2
q(u) = Z; aijuity = 5 ; au;,
es decir para la entropia n(u) = |u|?/2 una solucién de entropia satisface |u|? + q(u), < 0
débilmente, lo que significa que

ol )l oy < lleoll oy,

por lo tanto existe a lo méds una solucién de entropia de (2.57) si A es simétrica.

2.5.7. El problema de Riemann para sistemas lineales. Volviendo al caso general (de
una matriz A que ahora no necesariamente debe ser simétrica) recordamos que la solucién
u = u(z,t) de (2.57) es dada por (2.58). Deseamos ahora analizar el problema de Riemann
(ver también (2.20)) puesto por

0
wo(z) = {uL para x < 0, (2.60)

ur parax =0,

donde up, y ug son vectores constantes. Para una ecuacién escalar (n = 1) sabemos que la
solucion es dada por

u;, para xr < At,

u(z,t) = ug(x — Mt) = {

ur para x = \t.

Notar que u no es continua. Sin embargo u es la tinica solucién de entropia de (2.57) con los
datos iniciales (2.60) en el sentido de la Definicién 2.2.
Para dos ecuaciones (n = 2) escribimos

2 2

up, = Z(liuL)ri, UuR = Z(liuR)ri.

i=1 i=1

Podemos hallar la solucién de cada componente por separado. Utilizando (2.58) para los
datos iniciales (2.60) obtenemos

lyu;, para x < A\, lou;, para x < Ao,
llu(x, t) = IQU(ZL’, t) =
liug para x > \t, loug para x > Aot
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(a) (b) ()

t
U
.%:)\lt t 2 u l':)\lt l':)\gt
L U = uq
U = U2
U= Uy T2
U = uy, U = UR U u = uy, U = URr
X T X
0 URr 0

FIGURA 2.6. Solucién del problema de Riemann para un sistema lineal: (a)
solucién (2.61) de un sistema de n = 2 ecuaciones, (b) construccién del estado
intermedio u,, en el espacio de fase, (c) solucién (2.62) para n general.

luego

u(z,t) = (Liu(z,t)ry + (lau(z, t)ry
( (lyup)ry + (lauy)ry  para x < A\it,
=4 (Liur)ry + (laup)ry  para \it < o < Aot
| (Liur)T1 + (Lur)re  para z > Aot (2.61)
(uL para xz < A\t
=< u, para A\t <z < A\,

|(ur para > Aot
para un estado intermedio
um = (Lhur)ry + (lLaup)rs,

ver Figura 2.6 (a). Tambien podemos visualizar la solucién en el espacio de fase (Figu-
ra 2.6 (b)). Observamos que para cada par de estados uy, y ug, la solucién es

u;, para xr < \t,
u(z,t) = uy  para M\t <z < Ao,
uRr para xr = Aot.

El valor intermedio u,, marca la interseccién de la recta por uy, paralela a r; con la recta
por ugr paralela a ry. En el caso general no lineal las rectas que conectan uy,, u, y ugr
seran remplazadas por arcos (segmentos de curvas) no necesariamente rectos. Sin embargo
se mantiene la misma estructura, por lo menos localmente.
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Para un nimero de ecuaciones n general obtenemos la solucion

u;, paraz < \t,
u(z,t) =< u; para Nt <z <Nyt i=1,...,n—1, (2.62)
ur para T > A\,t,

donde los estados intermedios u, ..., w,_1 son dados por
i n
u; = Z(ljuR)'r‘j —+ Z (lj'U,L)’I‘]'
j=1 j=it+1

Esta solucion tambien puede ser entendida en el espacio de fase como camino desde uy = uy, a
u,, = ur obtenido marchando desde u;_; a u; sobre una recta paralela a r; parat=1,...,n.
Este punto de vista serd muy importante al considerar ecuaciones no lineales, donde las rectas
seran reemplazadas por arcos. Localmente la estructura es la misma.

2.5.8. Métodos numéricos para sistemas lineales con coeficientes constantes. Para
A; > 0 sabemos que el método

genera una sucesién {w;, Az} de funciones que converge a la solucién de entropia tnica de
Similarmente, para A; < 0 el método

genera una sucesion convergente. Ambos métodos convergen sélo bajo la condicion CFL
< Azx|A;l. En rden Y r ropi n
At < Azx|);|. En coordenadas de vectores propios, co

w1
w= ||, w]=~w(jAzr,mAt),
Wn,
resulta el método para w dado por
DY w? + A D_w] + A_D w} =0, (2.63)
donde
A_ =diag(A ANO,..., A\, AOD), AL =diag(A VO,..., A\, V0),
donde utilizamos la notacion
a Ab:=min{a,b}, aVb:=mix{a,b}
y observamos que A = A, + A_. Si la condicién CFL
At At

’

A fdx ] = T max{ A [l <1
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estd satisfecha, entonces el método (2.63) producird una sucesiéon convergente, y el limite w
serd la solucion de entropia tunica de

w; + Aw, = 0.

Definiendo uw = Rw obtenemos una solucién de (2.57).
La misma transformacién también puede ser implementada a nivel discreto. Multiplican-
do (2.63) desde la izquierda por L y utilizando que uw = Rw obtenemos

Diu}” + A D v+ A Dul* =0,

donde Ay = RALL, y este método de diferencias finitas converge directamente a u.

2.6. Ejercicios
Problema 2.1. Determinar las caracteristicas de las siguientes ecuaciones cuasi-lineales:
up + sin(x)u, =
sin(t)u; + cos(x)u, = 0,
uy + sin(u)
sin(u)u 4 cos(u)u, = 0.

Uy = U,

Problema 2.2. Utilizar caracteristicas para resolver los siguientes problemas de valores
iniciales:

a) wu, + zu, =0, u(0,s) = 2s para s > 0.

b) eYu, + uu, +u? =0, u(z,0) = 1/x para x > 0.

c) xuy Yu, = u, u(z, O) = h(x) para x > 0.

d) &+ 12us + (y — D2, = (2 + y)u, u(z,0) = 1 — .

e) Uy +2xuy—x+xu u(, y) =e¥ — 1.

f) u, + 2zu, = x + 2u, u(0,y) = y* — 1.

g) zuuy + uy = 2y, u(z,0) = .

Problema 2.3.

a) Utilizar el método de caracteristicas para demostrar que el problema
up + au, = f(x,t), |0 =up, a = const.

posee la solucién
(@, 1) = uo(x — at) + /Ot e —alt—s),s) ds.
b) Demostrar que
w(€(ts o), 1) = (o) + /Dt F(€(s120), ) ds

si u es la solucién de

u + a(z, t)u, = f(x,t),  uli=o = uo, (2.64)
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donde ¢ satisface

%{(t;xo) = a(é(t;xo),t), £(0;z9) = xo.

¢) Demostrar que

u(x,t) = uo(C(t; ) +/0 f(¢(mz),t—7)dr

si u es la solucién de (2.64) y

d
L) = (¢t —7), C(O2) =2

Problema 2.4. Demostrar que

(2, 1) u;  para x < at,
u(x,t) =
’ u, para x = at

es la solucién de entropia (en el sentido de la Definicién 2.2) del problema

< 0,
u + au, =0 (a=const.), wu(z,0)= {m pzrz v 50
u, para x > 0.

Problema 2.5. Hallar la condicién de salto (es decir, la condicién de Rankine-Hugoniot)
para sistemas unidimensionales

Uy fi(uw)
Unp fn<u>
Problema 2.6. Se considera una ley de conservacién en dos dimensiones,
w4 f(u)e 4 g(u)y =0, (2.65)

donde f,g € C! y la incégnita es u = u(z,y,t). Hallar la condicién de Rankine-Hugoniot
valida a través de una discontinuidad en u, suponiendo que w salta a través de una super-
ficie regular en (z,y,t). Tratar de generalizar la respuesta a una ley de conservacién en n
dimensiones espaciales.

Problema 2.7. Se considera una linealizacién de la ecuacion de Burgers. Sea

1 para r < —1,
up(z) = ¢ —x para —1 <z <1,
—1 parax > 1.

a) Determinar el tiempo t,,4, hasta el cual la solucién del problema de valores iniciales

Uy + %(uQ)x =0, u(z,0)=up(x)

permanece continua. Determinar la solucion para t < ¢,4x.
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b) Encontrar la solucién v del problema linealizado
vy + up(x)v, =0, wv(z,0) = ug(x).

Determinar la solucién también en el caso v(z,0) = ug(az), donde o > 0.

c) En lo siguiente definiremos un procedimiento para hallar u mediante la solucién de
una sucesion de ecuaciones linealizadas. Para tal efecto fijemos n € N, y para t €
(m/n, (m + 1)/n] sea v, la solucién de

(0n)e + vn(z,m/n)(vn)e = 0,
donde v, (z,0) = up(x). Demostrar que
vp(, m/n) = up(Qm )

y hallara una relacién recursiva (en m) satisfecha por a, .

d) Supongamos que existe una funcién & = a(t) € C! tal que

nh'rgo Qo = a(t), dondet=m/n < 1.
Demostrar que a(t) = 1/(1 —t), y luego v,(z) — u(x) para t < 1. ;Qué pasa para
t>17
Problema 2.8.

a) Resolver el problema de valores iniciales para la ecuacion de Burgers

0 paraz <0,

2 1 parax > 0.

1
u + =(u?), =0, u(z,0)= {
b) Resolver el problema de valores iniciales para la misma ecuacién con
1 <0
u(,0) = para x )
0 paraz = 0.

¢) Multiplicando la ecuacién de Burgers por u, encontramos formalmente que u satisface

)+ 2 (), = 0, u(x,0) = up(x). (2.66)

¢ Las soluciones débiles encontradas en (a) y (b) son soluciones débiles de (2.66)7 Si
la respuesta es negativa, hallar las soluciones débiles de (2.66) correspondientes. (Este
ejemplo demuestra que manipulaciones validas para soluciones suaves no necesaria-
mente son vélidas para soluciones débiles.)

Problema 2.9. Demostrar que para cada o > 1, la funcion

1 paraz < (1—a)t/2,

—a para (1 —a)t/2 <x <0,
a para0 <z < (a—1)t/2,
—1 paraz > (a—1)t/2
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es una solucion débil de

u? 1 paraz <0
+ o :Oa aO = ’
ut (2)36 u(z,0) {—1 para x > 0.

(Este es otro ejemplo que ilustra que soluciones débiles no necesariamente son unicas.)

61
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Capitulo 3

Leyes de conservacion escalares

3.1. Condiciones de entropia

Seguimos considerando la ley de conservacion
u+ f(u), =0 (3.1)

en el sentido distribucional (ver (2.13)). No especificaremos condiciones de continuidad de f,
pero suponemos que f es suficientemente suave para que que todas las férmulas siguientes
sean razonables.

La manera mas comun de especificar condiciones de entropia estd basada en la regulari-
zacién viscosa, donde la ley de conservacién (3.1) es remplazada por

up + f(u¥), =eu,,, €>0. (3.2)

xx)

La idea es que el problema fisico exhibe algo de difusién, y que la ley de conservacién (3.1)
representa un modelo “limite” cuando la difusién es pequena. Nos interesamos entonces en
aquellas soluciones de (3.1) que aparecen como limites de soluciones del problema regula-
rizado (3.2) cuando ¢ — 0. Llamamos viscosas a ecuaciones tales como (3.2), dado que
fisicamente el lado derecho describe el efecto de viscosidad.

3.1.1. Condiciones de entropia de la onda viajera y de Oleinik. Supongamos que
(3.1) tiene una solucién del tipo

(2,1) u; para x < st, (3.3)
u(z,t) = .
u, para x > st.

En este caso, u(x,t) satisface la condicion de entropia de la onda viajera si u(z,t) coincide
en casi todas partes con el limite de una funcién

(2, 8) = U(l" - St) (3.4)

3

cuando € — 0, donde u* es una solucién clésica de (3.2). Insertando (3.4) en (3.2), obtenemos
la ecuacion diferencial ordinaria

- aru) - r—st - dU
—sU+——==U, U=U = U:i=—-.
Ut =0 : ), ¢ — i
Esta ecuacién puede ser integrada una vez, lo que entrega
U=—sU+f(U)+ A (3.5)

63
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con la constante de integraciéon A. Para ¢ — 0 tenemos que £ — 00. Ahora si u debe ser el
limite de u®, lo siguiente necesariamente debe ser valido:

, £ , UI Sl €x < St, 5111}1001/ (5) S1 X < St’

limu® =lmU(§) = ‘ - |

e—0 e—0 Uy S1IT > st Ehm U(f) sir> st
— 00

La ecuacién (3.5) implica que lime_, 1o, U(€) existe y es igual a —suy, + f(w,) + A. Se llega
a una contradiccién a menos que este limite se anula, por lo tanto

lim U(&) = 0.

[

Utilizando esto en (3.5), tenemos que
A=su— fi=su— fi,
lo que en primer lugar confirma la condiciéon de Rankine-Hugoniot conocida

S(ul _ur) - fl - fr-

Entonces la solucion de onda viajera U debe ser la solucion del siguiente problema de valores
de frontera:

U=—s(U—w)+ f(U)—fi, U(0)=1u, U(—c0)=mu. (3.6)

La condicién de Rankine-Hugoniot implica que u; y u, son puntos fijos de esta ecuacion.

Ahora buscamos una orbita de (3.6) desde u; hasta u,. Si la terna (s, u;, u,;) posee una
érbita tal, entonces la solucién discontinua (3.3) satisface la condicién de entropia de la onda
viajera. También se dice que en este caso, la discontinuidad posee un perfil viscoso. Estas
consideraciones también pueden ser aplicadas a sistemas de leyes de conservacion.

Ahora supongamos que u; < u,. Entonces U no se anula en ningtn punto, porque si
tuviéramos que U(&) = 0 para un valor &, entonces la constante U(&) serfa la tnica
solucién, en contradiccién a

U(—o0) =u < uy = U(00).

Entonces, U(€) > 0 para todo & y por lo tanto

Vu € (u,uy) 0 fi+s(u—w) < fu). (3.7)
Dado que
5 — fl - fr :
Uy — Uy

esto significa que el grafo de f(u) debe correr arriba de la secante que conecta los puntos
(ur, f1) v (uy, fr). Por otro lado, con esa propiedad geométrica se cumple (3.7), y podemos
encontrar una solucién de (3.6). Andlogamente, para u > u,, U debe ser negativo sobre el
intervalo (u,,w), y la secante debe correr enteramente arriba del grafo de f(u). Combinando
los dos casos, vemos que la condiciéon de entropia de la onda viajera es equivalente a

s|k —w| < sgn(k —w)(f(k) — f(w)) para todo k entre u y u,. (3.8)
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La desigualdad idéntica es vélida si remplazamos u; por u,. Esto es equivalente a la condicion
de entropia de Oleinik

VEk € (u,up) U (up, u) - w < s < % (3.9)
- Ur — U]

Lema 3.1. Sea u una solucion cldsica de (3.1) lejos de discontinuidades aisladas, que supues-
tamente corren a lo largo de curvas suaves, y supongamos que en casa punto de discontinuidad
que separa los valores de solucion uy # u, la condicion (3.9) es satisfecha. Entonces

VkeR: s[lu—Fk|] = [sen(u—k)(f(u) = f(k))], (3.10)
donde denotamos [a] := a, — a; para cualquier cantidad a.

Demostracion.

1.) Supongamos que (3.10) es vélida. Sea u; < u, y escogimos u; < k < u,, resulta la
desigualdad

s((up — k) + (w — k) = (fe = f(k)) + (h = f(K)),

la cual puede ser escrita en la forma

) > —s—k), f=iTl gttt

El lado derecho denota una recta que conecta (uy, fi) v (ur, f;) (donde hay que utilizar
la condicién de Rankine-Hugoniot). Entonces el grafo de f(u) debe correr arriba de la
secante que junta (uy, fi) con (uy, f;); andlogamente, en el caso u, < u el grafo debe
correr debajo de esta secante. Concluimos entonces que (3.10) implica la condicién de
la onda viajera (3.8).

2.) Si u posee una discontinuidad aislada entre u; y u, tal que se satisface la condicién de
Rankine-Hugoniot, entonces

s[lu—kl] = [sen(u— &) (f(u) — f(k))] (3.11)

para todas las constantes k& < min{u;,u,} o k > max{u,u,}. Para k entre u y u,
vimos que para

f(k) = f —s(u— k),

o sea, si la condicién del perfil viscoso estd satisfecha, tenemos que

sllu— K] > [sen(u— k)(£(u) — £(R))]- (3.12)

Anélogamente podemos demostrar que (3.12) siempre es valida si u; > u,. Concluimos
que (3.10) es valida.
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3.1.2. Condicién de entropia de Kruzkov. La desigualdad (3.8) es el punto de partida
para desarrollar la condicion de entropia de Kruzkov, que es mas comoda. Para motivarla,
escogimos una funcioén suave y convexa n = n(u) y una funcién test no negativa ¢ € C3°(R x
(0,00)). Definiendo una funcién ¢ a través de

q'(u) = f'(u)n' (u), (3.13)

obtenemos que

0= [[ (i + 1), - e o dz

// gbdxdt—l—// u qbd:ndt—s// ' (u¥)(us)?) de dt
// )y da dt — // ), da dt —8// )ppp dx dt (3.14)
—1—5// £V2pdadt

// )or + a(u)bo + en(u)dus) du dt,

donde aprovechamos la convexidad de 7, es decir n” > 0, para hacer desaparecer la 1ltima
integral en la pentiltima linea de (3.14). (Esta integral es problemética porque contiene el
término (uZ)?, el cual en general no serd integrable cuando € — 0.) Si la ultima desigualdad
debe ser valida cuando £ — 0, entonces se debe tener que n(u): + g(u), < 0 en el sentido de

distribuciones, es decir
// w)dy + q(u)¢y) dzdt = 0.

Especificamente, usamos ahora la funcién
n(w) = (u—k?+62)"" 6>0 keR (3.15)

Para § — 0 podemos extender el anélisis al caso n(u) = |u — k|, k € R, en el cual la funcién
q esta definida por

q(u) = sgn(u — k) (f(u) — f(k)).

Lema 3.2. Sea u una solucion débil acotada de la ley de conservacion y ¢ una funcion test
con ¢ > 0. Se el funcional lineal A definido a través de

// w)dy + q(u)d,) dz dt,

donde recordamos que en virtud de (3.13), la funcién q depende linealmente de 1. Entones
A(n) = 0 para todas las funciones convexas n si y solo si A(n) = 0 para todas las funciones
de entropia de Kruzkov n(u) = |u — k|, k € R.

Demostracion.

1.) Supongamos que A(n) > 0 para todas las funciones convexas 7, entonces basta elegir
k € Ry npor (3.15) y dejar § — 0 para obtener A(|-—k|) > 0.
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n(w), 7(u) n(u)
n(u)
(u)
i(u)
0

FI1GURA 3.1. Demostracién del Lema 3.2: las funciones n(u) y 77(u) (ecuacién (3.17)).
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2.) Supongamos que A(n) > 0 para todas las funciones n(u) = |u — k|, k € R. Ahora sean

para i € N las funciones 7); definidas por
ni(u) = ailu — k|, ki €R, oa; >0,

Entonces como A(n;) > 0 para todo 7 y ademés A es lineal, se tiene que

(E)

Por otro lado, como u es una solucién débil, tenemos que A(au+ ) = 0 para «, 5 € R,

de lo cual se deduce que la funcién convexa y lineal a trozos

n(u) = au+ B+ Z n;i () (3.16)

satisface la desigualdad A(n) > 0.

3.) Demostramos ahora que toda funcién convexa y lineal por trozos n puede ser escrita
en la forma (3.16). Para tal efecto usamos el método de induccién sobre las puntas
de 7, donde 7 es discontinua. Consideramos entonces una punta de 7, sin pérdida de

generalidad localizada en u = 0. Cerca del origen tenemos entonces

ou  para u < 0,
n(u) =
o9u  para u > 0

si |u| es pequenio y o7 < 5. En este caso,
1

n(u) :=n(u) — =(og — o1)|u| — 1(01 + o9)u (3.17)

2 2

es una funcién convexa y lineal por trozos que posee una punta menos que 7, ver la
Figura 3.1. Eso implica que A(n) > 0 para todas las fuciones convexas y lineales por

trozos 7).
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4.) Ahora sea n una funcién convexa arbitraria. Entonces podemos aproximar la funcién
7 por una sucesién de funciones convexas y lineales por trozos n; con n; — n en L*, lo
que implica que A(n) > 0. Concluimos que si A(n) > 0 para la funcién de entropia de
Kruzkov n(u) = |u — k| para todo k € R, entonces A(n) > 0 para todas las funciones
convexas.

Definicién 3.1 (Solucién de entropia de Kruzkov).

(i) Una funcion u se llama una solucién de entropia en el sentido de Kruzkov o simple-
mente una solucién de entropia de Kruzkov de la ley de conservacion u; + f(u), =0
para x € R, t >0 si

VEeR, ¢e€CF(Rx(0,7)), ¢$=0:

[ (= o st w(r) - sw)er)acarz 0.

(ii) Si consideramos soluciones en un intervalo finito de tiempo [0, T] y usamos funciones
test no negativas ¢ € C§°(R x [0,T7]), obtenemos que para todo k € R:

/OT /:<’“ ~ Mo+ sgn(u = ) (/) = F() g )da di

- /_ ‘u(x,T) - k‘}¢(x,T) dz + /_OO }uo(x) - k‘qﬁ(w,()) dz > 0.

(3.19)

Lema 3.3. Toda solucion de entropia u acotada en el sentido de Kruzkov (Definicion 3.1)

es, en particular, es una solucion débil de la ley de conservacion bajo consideracion (en el
sentido de la Definicion 2.1).

Demostracion. Si u es acotada, fijamos k tal que k < —||u||, luego obtenemos de (3.18)

o< [[ (=10 + (1)~ sw)s.)arar = [[(wor+ ro.) ava
Andlogamente, para k > HUHOO se tiene que

0> / / (udy + f(u)dy)dedr,

por lo tanto

/ / (udr + f(u)p)dedt = 0 (3.20)

para todas las funciones test no negativas. Para ¢ € C§° definimos ¢ = ¢ — ¢_, ¢4 > 0,
¢+ € C3°(R x (0,00)), ¥ (3.20) se convierte en la definicién de una solucién débil. |
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u

FIGURA 3.2. La funcién f(u) y su envoltura convexa inferior f(u) para los
valores de u; y u, . Las funciones f(u) y f(u) coinciden para u; < u < ug y
U LUK U

3.2. El problema de Riemann

Consideremos ahora el problema de Riemann

ut+f(u):v :07 U(I,O) :Uo(l‘) =

{m para z < 0, (3.21)

u, para x >0

con una funcién f € C? con un niimero finito de puntos de inflexién. Buscamos soluciones
del tipo u(z,t) = w(z/t). Insertando z := x/t en (3.21), obtenemos que
x

_Z () + %f’(w)w’(z) PN 1(

2 t

— f'(w))w’ =0, (3.22)

osea z = f'(w). Si f’ es estrictamente monétona, obtenemos simplemente

w=(f)"()

En general tenemos que remplazar f’ por una funcién mondtona entre u; y u,.
Consideremos primero el caso u; < u,. Afirmamos que la solucién de (3.22) estd dada por

u para & < f(w)t, ]
u(z,t) = w(z) = { (f)"(x/t) para f'(u)t <z < fw)t, (3.23)

Uy para z > f'(u,)t,
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donde f es la envoltura convexa inferior en el intervalo [u), u,| definida por

fu) = sup{g(u |g [y g es convexa sobre [u1,u,]},

ver Figura 3.2, y () = ((f))~. Como f >0, f’ es no decreciente, y podemos formar la
inversa (f/)~! que admite discontinuidades donde f’ es constante.

Si f € C? con un ntimero finito de puntos de inflexién, entonces existe un nimero finito
de intervalos con los extremos

U =u <uy < ...<U, =U
tal que f = f en cada segundo intervalo, es decir
f(u) = f(u) para u € [u;, uip1] = f(u) < f(u) para u € (w1, u;) U (U1, Uiro).
En este caso la solucién consiste en un nimero finito de intervalos sobre los cuales u es una

solucién regular dada por u(z,t) = (f')~!(z/t), que estan separados por saltos en aquellas
posiciones x que satisfacen

Jujpr) — fluy)

Uj+1 — Uy

v = f(u)t =1t = f'(uj)t.

Demostramos ahora que (3.23) define una solucién de entropia. Para tal efecto, definimos
= fl(u;), i=1,...,n; 0¢:=—00, Oppq = 00.
Eliminando o;s idénticos y cambiando la enumeracion si necesario, obtenemos que
00 <01 < ...< Opi1.
Definimos ahora
= (f)Nx/t) parao,q <z/t<o5,i=2,...,n,

vi(, 1)
vi(z,t) :=w parazx
(z,1)

'T’

< o1t
Unt1(2, 1) :=u, para x = oyt
Qi(z,t) = {(z,t) |0<t<T, oyt <z <oith, i=1,...,n+1

La funcién definida en (3.23) puede ser escrita en la forma

n+1

t) = Z X, (, )iz, 1). (3.24)

Ademss, definimos

u, = lim wu(x,t), w:= lim wu(x,t), i=1,...,n.

T—oit™ T—o;tT
Usando esta notacién demostramos ahora que (3.24) es una solucién de entropia del problema
(3.21). Dado que u es continuamente diferenciable sobre cada sector €;, podemos aplicar
sobre cada sector 2; el Teorema de Green, obteniendo

n+1

//nqbt—kngm ) da dt = ni:l// (s + qipn)dx dt = Z (—n; da + ¢; dt)
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= [ (e D)ot ) = e, 0000, 0)de + 3 [ dlento ) ot~ ) = @ = g) .

donde usamos las siguientes definiciones:
7 = (T, k), ¢ = q(u, k) = sgn(u — k) (f(u) = f(k)), ¢ := q(wi(z. 1), k),
q; = q(ui, k), q, = q(u;, k).
Usando (3.11) y (3.12) obtenemos que
VEeR: oM —n)— (g _Qi) = 0,

)

por lo tanto

/0 /(Wbt + qoé,) dz dt + /(n(a:, 0)¢(z,0) — n(z, T)¢(z, T))dz > 0,

lo que significa que u satisface la condicién de entropia de Kruzkov (3.19).
El caso restante u; > wu, puede ser transformado al caso discutido aqui mediante la
transformacion x — —xz. El problema de Riemann que resulta es

u, para x <0,
u; para x = 0.

up = fu)e =0, M%@Z{

Ahora necesitamos la envoltura convexa inferior de —f entre u, y ;. Esta envoltura es
precisamente la negativa de la envoltura concava superior desde w; hasta w,:

f(u) = inf{g(u) !g > [y g es concava sobre [uy, ur]}

En este caso, la solucién débil esta dada por

N

U para < f'(w)t,
ulw,t) = w(z) =  (F) N aft) para fu)t <z < Fw)t (3.25)
Uy para > f'(uy)t.

Esta construccion es valida en todas las situaciones donde la envoltura consiste en un
nimero finito de intervalos con f, f # f que alternan con intervalos donde estas funciones
coinciden. Mas adelante generalizaremos la solucién a casos donde la funcién f es solamente
Lipschitz continua.

Teorema 3.1. Se considera el problema de valores iniciales (3.21) con una funcién de flujo
con la propiedad que f, f # f sobre un numero finito de intervalos que alternan con intervalos
donde f y f, respectivamente, coinciden con f. FEste problema tiene una solucion dada por
(3.23) o (3.25), respectivamente, la cual satisface la condicion de entropia de Kruzkov.

Una discontinuidad que satisface la condicién de entropia se llama onda de choque o
simplemente choque; las partes continuas de la solucién se llaman onda de rarefaccion. En la
formulacion del Teorema 3.1 no exigimos que f sea diferenciable. Tambien podemos utilizar
una funcién f continua y lineal por trozos, con un nimero finito de intervalos de linealidad.
En este caso, f’ serd una funcién escalonada con un rango de valores finito. Los valores
de u donde f’ es discontinua son las puntas (breakpoints) de f. Para una funcién f con
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estas propiedades las envolturas igualmente son lineales por trozos con un nimero finito de
puntas, y las funciones f’y f’ tanto como sus inversas son funciones escalonadas. Ademsés,
las inversas asumen sus valores en el conjunto de puntas de f y f , respectivamente.

Siu < u, y las puntas de f son v = uy < u; < ... < u, = u,, entonces f tiene sus
puntas en un subconjunto de estos puntos, por ejemplo en u; < u;; < ... < u;, < u,. En este
caso, la solucién es una funcién escalonada de z = z/t que disminuye monotonamente entre
u; vy u,. Las discontinuidades estan en

o f(uik—l) - f(ulk)
. Wiy — Uiy, .

Corolario 3.1. Sea f una funcion continua y lineal por trozos f : [—K, K| — R, y sean
—K=uyy<wu<...<u,=K

las puntas de f. Entonces el problema de Riemann

i+ Fu)e =0, u(z,0) = {uj para x < 0,
ur parax =0
tiene una solucion que es constante por trozos como funcion de z = x/t. Si u; < uy, sean
Uj =01 < ... < Uy = U
las puntas de f y si u; > Uy, sean
Up =V < ... <V = Uy
las puntas de f Entonces la solucion débil del problema de Riemann estd dada por
(Ul para x < sit,

vy  para sit < x < sot,

v; para s;_1t < x < s;t,

(Um Paraz > Sm_1t.

Las velocidades resultan de la derivada de la envoltura, es decir

g = Po) = flw)
Vit1 — U;

3.3. Front Tracking

Ejemplo 3.1. Consideramos una aproximacion lineal por trozos del flujo de la ecuacion de
Burgers. Nos interesan solamente valores de la solucion entre —1 y 2, por lo tanto basta
especificar la funcion de flujo sobre el intervalo [—1,2]:
—u/2 para u € [—1,0],
flu) =< u/2 para u € [0, 1],
(3/2)u —1 parau € [1,2],
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~1 0 1 9 N t

FiauraA 3.3. Ejemplo 3.1: (a) la funcién de flujo f(u) continua y lineal por
trozos, (b) la solucién constante por trozos.

ver Figura 3.3 (a). La funcion de flujo exhibe dos puntas y es convera. Queremos tratar el
problema de valores iniciales

2 para x < 1,
u+ f(u), =0, u(z,0) =up(x) =< —1 paraz; <z < 9,
1 para x > 5.

Inicialmente, la solucion debe ser compuesta por las soluciones de los problemas de Riemann
localizados en x = x1 y © = x9, puesto que las ondas de las soluciones de ambos problemas
se propagan con velocidades finitas, y no van a intersectar antes de un cierto tiempo t; > 0.
La construccion de la solucion estd ilustrada en la Figura 3.3 (b).

Empezamos con el problema de Riemann planteado en x = x1. Como f es convera y
u =2 > —1=u,, la solucion consiste en un choque unico con la velocidad

1
, 1 3
2

“2-(-D

Para t pequeno y x cerca de x1 resulta

2_1
S1 3 2

(2,1) 2 para x < st + xq,
u .’L'7 =
—1 parazxz > sit+ x;.

Para el otro problema de Riemann tenemos que uy = —1 y u, = 1, por lo tanto hay que
formar la envoltura conveza inferior f, la cual en este caso coincide con la funcién de flujo.
En el intervalo (—1,1), la funcidn de flujo posee dos segmentos lineales y una punta en u = 0.
Entonces, la solucion va a consistir en dos discontinuidades divergentes cuyas velocidades
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se calculan de f'(u) o equivalentemente de la condicion de Rankine-Hugoniot, ya que f es
linealmente degenerada a través de cada discontinuidad. Asi llegamos a las velocidades

1 1
L R S Sk |
To-(-1) 2 TP T 1-0 2

De aqui proviene la solucion para t pequernio y x cerca de xs:

—1 para x < sot + @9,
u(z,t) =<0  para sot + 15 < T < S3t + T,
1 para x = s3t + To,

es decir para todo x, pero t pequeno, la solucion esta dada por

2 para x < x1 + s1t,

—1 para sit+x1 <z < Sot + X9,
para sot + 19 < & < 83t + Zg,

1 para x = szt + o

Obviamente, las trayectorias x1(t) := x1 +1t/2 y x5(t) := xo — t/2 colisionan en el momento
t=1t =x9— 12 enx = x4 = (1 + 22)/2. Tenemos que considerar entonces la interaccion
entre el choque z1(t) y la discontinuidad xo(t). Debido a la velocidad de propagacion finita,
lejos de (x4,11) la solucion no serd afectada directamente por lo que precisamente pasa en
este mismo punto. Consideramost =ty y la cercania de x4. La solucion u asume los valores 2
parax < x4 y 0 para x > x4. Porlo tanto, dicha interaccion puede ser descrita por la solucion
del problema de Riemann con uy = 2 y u, = 0. Esta solucion consiste en un choque 1unico,
dado que la funcion de flujo es convexa y uy > u,. La velocidad del choque es
2—-0
Sq4 = 290 = 1.

Para t > t; = x5 — x1, la solucion consiste en un choque en x4(t) y la discontinuidad en
x3(t), donde

ryl) =2t 5, walr) = %(:cl Faa) b (t— (e — ) =t 4 %(3:(;1 ).

Formalmente, podemos escribir
u(z,t) =2+ [u(za(t) ] H(z — za(t)) + [u(zs(t) ] H(z — 23(t));

en general, para cada funcion constante por trozos, donde los dreas de constancia estdn
separados por discontinuidades x;(t), podemos escribir

u(z,t) = w + Z |[u(x](t))]]H(ac — xj(t)),

donde uy es el valor de la solucion a la izquierda de la discontinuidad que corre a lo mds a
la izquierda.

Teniendo en cuenta que la velocidad de x4(t) es mayor que la de x3(t), estas discontinui-
dades van a colisionar, precisamente, la colision ocurre en el instante t = ty = 3(xy — 1)
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en x = x5 = (bwg — 3x1)/2. Para describir la interaccion de estas dos choques, tenemos que
resolver el problema de Riemann con u; = 2 y u, = 1. Dado que f es lineal sobre [1,2],
obtenemos una discontinuidad unica con

1
2-35 3
s5=—2 =2,
2-1 2

De aqui resulta que la solucion para t > ty estd definida por

(2.1) 2 vparaz < (3/2)t — 3z, — 21y,
u(x,t) =
1 para x> (3/2)t — 3z, — 2.

Dado que ahora tenemos una discontinuidad unica que se propaga, hemos encontrado la
solucion para todo t > to.

El método de solucién usado aqui se llama front tracking. Se usa el término frente tanto
para choques como para discontinuidades a través de las cuales la funciéon de flujo es lineal
por trozos.

Algoritmo 3.1 (Front Tracking).

1. Se considera el siguiente problema de valores iniciales (problema de Cauchy) de una
ley de conservacion escalar y unidimensional:

u+ f(u)e =0, ul=og = uo. (3.26)

2. Aproximar f por una funcion f° continua y lineal por trozos.
3. Aproximar el dato inicial por una funcidn u} constante por trozos.
4. Resolver exactamente el problema de valores iniciales

g+ o)y =0,  ulmo = uy
5. Para f° — f yug — uo, la solucién aprozimada us,, converge a la solucion de (3.26).

Vimos que la soluciéon de un problema de Riemann siempre es una funcién mondtona
que asume valores entre u; y u,. I[gualmente podemos decir que la solucién del problema de
valores iniciales con datos constantes por trozos satisface un principio de mdximo, puesto que
para un nuimero de problemas de Riemann, todas las soluciones asumen valores el minimo y
el maximo de todos los estados izquierdos y derechos.

Fijamos ahora M y u; =i para —M < 10 < M. Supongamos que f es lineal por trozos
con sus puntas en u;. Ademds, sea u, constante por trozos con valores en {u;}, y un nimero
finito de discontinuidades. Ahora se pretende resolver el problema de valores iniciales

ur+ f(u), =0, u(z,0)=uy(z). (3.27)

Inicialmente, la solucién consiste en un nimero de soluciones de problemas de Riemann
que no interactuan. Cada soluciéon es constante por trozos con discontinuidades que se pro-
pagan con velocidades respectivas finitas. En algin momento t; > 0, dos de esas disconti-
nuidades van a colisionar. La solucion puede ser continuada mas alld de #; si consideramos
el siguiente problema de valores iniciales con la solucién v(z, t):

v+ f(0): =0, vz t)=u(x,t).
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Dado que las soluciones de los problemas de Riemann iniciales exclusivamente asumen
valores entre las puntas {u;}, el “dato inicial” u(x,t;) es del mismo tipo que la funcién ug.
Entonces podemos continuar la construcciéon. Con la excepcion del problema de Riemann en
el punto de interaccion, todos los problemas de Riemann ya estan resueltos, y la solucion
simplemente consiste en continuar las discontinuidades con velocidad constante. El problema
de Riemann que aparece en el punto de interaccién si debe ser resuelto, lo que genera un
nuevo abanico de discontinuidades. De esta manera, la soluciéon puede ser continuada hasta la
préxima interaccion en t = to. Hay que enfatizar que no estamos haciendo un aproximacion,
sino que determinamos la solucién de entropia ezacta del problema (3.27). Este método puede
ser continuado para 0 <t; <ty < ... <t, < ...

Sin embargo, en este momento aun no podemos asegurar que lim, .., t, = 0o, es decir,
que podemos continuar la solucién hasta cualquier tiempo arbitrario. Podria ocurrir, por
ejemplo, que el nimero de discontinuidades crece en cada paso de tiempo, y llega a ser
infinito en un tiempo finito. Pero el siguiente lema asegura que esto no sucede.

Lema 3.4. Para cada 0 fijado y cada funcion ug constante por trozos con valores en {u;}
hay sélo un nimero finito de interacciones de la solucion débil de (3.27) para t € [0, 00).

Comentario 3.1. Mediante el método del front tracking, podemos calcular la solucion hasta
t = oo con un numero finito de operaciones. Tales métodos se llaman hiper-rapidos.

Demostracion del Lema 3.4.

1.) Sea N(t) el nimero total de los frentes de la solucion del front tracking en el momen-
to t. Si un frente corresponde a un salto entre u; y u,, decimos que “el frente posee
[ segmentos lineales” si la funcion de flujo posee [ — 1 puntas entre u; y u,. Sea |[u]] el
salto en u a través de la discontinuidad, entonces

1= |[ul|/a.

Sea L(t) el nimero de todos los segmentos lineales en todos los frentes de u(z,t) en el
momento t. Enumerando los frentes de la izquierda a la derecha y suponiendo que el
1-ésimo frente posee [; segmentos lineales, entonces tenemos que

L) =Yt = 5 Y[l |

Sea @ el nimero de los segmentos lineales de la funcién de flujo lineal por trozos f(u)
para u € [—M, M]. Ahora demostramos que

T(t) := QL(t) + N(t)

disminuye estrictamente a través de cada colisién de frentes. Puesto que T'(t) € N,
podra haber sélo T'(0) colisiones.

2.) Consideramos ahora la colisién de dos frentes, los cuales supuestamente estan sepa-
rados por los estados (valores de solucién) uy, uy, y u, (de la izquierda a la derecha).
Primero consideramos el caso u; < uy, < uy; el caso u, < uy, < up es tratado analoga-
mente. Necesariamente la situacion debe ser la situacién presentada en la Figura 3.4
(a). Dado que un tnico frente conecta w; con uy,, el grafo de f no puede intersectar
con la secante que conecta (uy, f(u;)) con (uy, f(um)). El grafo debe correr arriba de
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Um Uy

uj Um

Uy Uy

FI1GURA 3.4. Demostracién del Lema 3.4: (a) el caso w; < w < u,, (b) el caso
U < Uy < Uy

dicho segmento. Lo mismo es vélido para u,, y u,. Como los frentes chocan, el frente
izquierdo debe ser mas rapido que el frente derecho, lo cual implica que la pendiente
del segmento izquierdo es mayor que la del segmento derecho. Por lo tanto, la envol-
tura convexa inferior consiste solamente en el segmento que conecta (uy, f(u;)) con
(ur, f(uy)), entonces la solucién del problema de Riemann consiste en un tinico frente.
Concluimos que L queda constante a través de la colision, pero N disminuye en uno
y por lo tanto T" disminuye en uno.

3.) El caso alternativo ocurre cuando u,, no esta entre u; y u,; aqui es suficiente discutir
el caso u, < u; < u,. Puesto que el problema de Riemann con el estado izquierdo wu;
y el estado derecho u,, es solucionado por una tnica discontinuidad, podemos aplicar
argumentos similares a los del caso anterior para concluir que la situacién es la ilustrada
por la Figura 3.4 (b). Entonces el problema de Riemann con el estado izquierdo u; y
el estado derecho u, consiste en frentes cuyas velocidades son menores que o igual a
la velocidad del frente derecho. El nimero maximo de frentes nuevos generados asi es
|uy — u,|/d. En virtud de |u; — u,|/0 < @, N incrementa a lo mas en ) — 1, pero L
disminuye por lo menos en uno. Por lo tanto, T" debe disminuir por lo menos en uno.

El Lema 3.4 implica que para una funcién inicial constante por trozos con un nimero
finito de discontinuidades y para una funcién de flujo continua y lineal por trozos, el problema
de valores iniciales posee una solucion débil que satisface la condicion de entropia de Kruzkov
tanto que la condicion del perfil viscoso para cada discontinuidad. Ahora es facil demostrar
el siguiente corolario.

Corolario 3.2. Sea f(u) continua y lineal por trozos con nimero finito de puntas para
u € [—M, M], donde M es una constante. Supongamos que ug es una funcion constante por
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trozos con un numero finito de discontinuidades, ug : R — [—M, M|]. Entonces el problema
de valores iniciales

w+ f(u)y =0, ul=o=1uo

posee una solucion débil u(x,t). La solucidn es constante por trozos (como funcion de x para
cada t), y u(x,t) toma valores en el conjunto finito

{uo(z)} U {puntas de f}.

Ademds, existe un nimero finito de interacciones entre los frentes de u. La distribucion u
también satisface la condicion de entropia de Kruzkov (3.19).

Ahora habra que aclarar los siguientes problema: ; La solucién es tinica? ; Qué pasa cuando
los datos iniciales y la funcién de flujo aproximan datos iniciales y funciones “generales”?
3.4. Existencia y unicidad
Consideramos dos soluciones u = u(z,t) y v = v(z,t) de
ur + f(u)e =0, ul=o = uo, v|t=0 = vo,

suponiendo que ambas satisfacen la condicién de entropia de Kruzkov, es decir, para cada
funcién test ¢ > 0 con soporte compacto se debe cumplir

//(\u ke + sgnlu — B)(F(w) — f(R))ds)dedt + / o — k|o(z,0)de > 0:  (3.28)

una desigualdad analoga debe ser valida para v. Suponemos que f es Lipschitz continua, o
sea, existe una constante L tal que

f(u) = f(v)

uUu—v

< L

Y

HfHLip -= Sup
UFAV

la constante || f||;;, se llama constante de Lipschitz (o semi-norma) de f. Si ¢ posee soporte
compacto, entonces (3.28) se reduce a

[ (u=Hon+ sentu~w)(f@ ~ (1) 0.)dw e >0, (3.29)
Ademas, definimos la funcion
q(u,k) — sgn(u _ k) (f(u) _ f(k)), ||q||Lip — sup ‘Q(ulavl) B Q(Ug,vg)’

(u1,v1)#(u2,v2) |u1 - u2’ + "Ul - U2| ‘

Puesto que

dq Jq

L, k) = sl — R)F (), S k) = = sgn(u — K)F(K),

sabemos que

[fllsp < L= llallp, < L.

Ahora sea ¢ = ¢(z,t,y,s) una funcién test no negativa tanto en (x,t) como en (y,s)
con soporte compacto en t > 0y s > 0. Dado que ambas funciones u y v satisfacen (3.29),
podemos elegir k = v(y, s) en la desigualdad para u y k = u(z,t) en la desigualdad para v.
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Luego integramos la desigualdad para u con respecto a y y s y la desigualdad para v con
respecto a x y t. La suma entrega

////{lutt t) = v(y. s)[ (b + ¢s) + qlu, v) (b, + qzsy)}dx dtdyds > 0. (3.30)

Ahora juntamos algunos hechos bésicos sobre las funciones mollifier. Estas funciones son
“distribuciones ¢ aproximadas”. Consideramos funciones w, con w, — dy para € — 0.
Sea w =w(o) € C°, 0 < w(o) <1, suppw C [-1,1], w(—0) = w(o) ,

/1 w(o)do =1, w(o):= lw <z> :

1 € \g

Lema 3.5. Sea F' : R? — R localmente Lipschitz continua y ¥ € C{°(R?). Sean u,v €
L'N LR x (0,00)). Entonces

//// (y,9)) ¥ <I;yt28) we (T — Y)ws, (t — s) dz dt dy ds
=y // v(2, 1)) (2, t) da dt.

Demostracion. Para simplificar la demostracion, omitimos la variabilidad en el tiempo y
deseamos demostrar que

//F(u(x),v(y))llf (x;y) we(@ — y) de dy =% // »)¥(z) de.

Observamos primeramente que

[ F 2)de = [ [ F(ue), o) Uoponta - ) dady,

luego obtenemos que

J[ Pty (52 ) e = patedy - [ [ Fluto), o) vt - ) aray
= // (F(u(a:), v(y)) — F(ul), v(m)))‘lf (I ; y) w:(z — y)dz dy

+ //F(u(a:),v(:c)) {\p <9"’ "QF y) _ \1;(3;)1 we(x — y)dz dy

=. ]1 + ]2.

Estimamos las dos integrales I; e I5 por separado. Utilizando que u es acotada y la Lipschitz
continuidad de F', obtenemos

1L < H\PHLOOC/ [v(x) — v(y)|w:(z — y) dody < H\I’HLwC//\v(yH) —v(y)|we(z) dzdy

< H\IJHL‘X’OSUPHU(' + Z) - UHLl /WE(Z> dz = ||\Ij||L°°OsupHU(' + Z) - UHL1'

|z|<e |z|<e
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Como la norma || - ||z1 es continua con respecto a traslaciones, concluimos que este término
desaparece cuando ¢ | 0. Para el segundo término utilizamos un argumento similar:

z
L] < || F(u,0)| // v (5 +y> —U(z + y)|w.(2) dz dy
z
< HF(U,U)HLOO |Szl‘1<p?3 ‘\Il( + 5) — ‘I/‘ » /ws(z) dz
z
- HF(U,U)HLOO |SZ1|1£ ‘\I/( + 5) - \I" "
Nuevamente, la ultima expresiéon desaparece cuando ¢ | 0. [ |

Regresando a leyes de conservacién y a (3.30), elegimos ¢ (x,t) una funcién test con
soporte en t > 0 y definimos la funcién test ¢(z,y,t,s) (para (3.30)) por

r+y t+s
otentss) =0 (D52 50wt e = ).
donde g5 > 0 y € > 0 son nimeros pequenos. Esta funcién satisface

¢t + ¢s = aﬂb(m;y>t;8)wao(t - S)wE@j - y),

Gz + Oy = 31¢(x —; y’ HTs)wso<t — s)we(z —y).

Observamos que las derivadas de w., v w, las distribuciones ¢ aproximadas, se cancelan.
Aplicando el Lema 3.5 a la funcién F(u,v) = |u —v|, ¥V =y y F(u,v) = q(u,v), ¥ = 1,
respectivamente, y dejando ¢ y € tender a cero, obtenemos en virtud de (3.30) y del Lema 3.5
la desigualdad

//(}u(a:,t) —v(z,t) | + q(u,v)wm) dtdz >0

para dos soluciones débiles u y v y cada funcién test ¥ no negativa con soporte en t > ¢.

Si hubiesemos considerado (3.19) para el intervalo de tiempo ¢ € [0,7] y funciones test
para los cuales 0 y T pertenece al soporte, la desigualdad de la formulacién de Kruzkov
implicaria la desigualdad

[0y = vtws)l o0+ 00 + atw )on + 6} dsdeayas
- ///|u(:v,T) —v(y, s)|¢(z, T,y,s)dzdyds

_// lu(, t) — v(y, T)|6(2, t,y, T) da dy dt

+// luo(z) — v(y, s)|é(x,0,y, s)dz dy ds

+// lu(z,t) — vo(y)|d(z,t,y,0) dzdy dt > 0.
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Eligiendo la funcién test como arriba y considerando que estamos integrando solamente sobre
la mitad del soporte de las funciones test, obtenemos un factor 1/2 que multiplica cada uno
de los términos de borde para t = 0 y t = T". Terminamos con

//(‘U(:B,t) — v(z, )|y + q(u,v)%) de dt

(3.31)
- /!u(:z;,T) —v(z,T)|¢(x,T) dz + /‘uo(:z:) — vo(x) ¢ (x,0) dz > 0.

Para aprovechar esta identidad, escogimos

1/1(17,75) = (X[—M+Lt+a,M—Lt—e] * Ws) <I>7 te [O7T]'

Aqui L = || f|lpips X(ap) es la funcién caracteristica del intervalo [a, b, y * denota el operador
de convolucion. Aqui elegimos M tan grande que

M—-—Lt—e>—-M+ Lt+3c parat <T.

Para obtener una funcion test admisible, modificamos la funcion 1 de tal forma que desapa-
rece suavemente para t > T'. Para t < T' tenemos entonces

d M—Lt—e
Wy / wa(x - y) dy

B E M+Lt+e
= —L(w(x — M+ Lt+e)+w.(x+M—Lt—¢)) <0,
V= —(we(wx — M+ Lt +¢) —w(x+ M- Lt —¢)). (3.32)

En virtud de nuestra seleccion de M ambas funciones que aparecen en el lado derecho de
(3.32) tienen soportes disjuntos. Por lo tanto,

q(u,v)
|u— vl

Esto significa que |u —v|¢: +q(u, v)1, < 0. Insertando esto en (3.31), obtenemos para e — 0

0= + L] = 9 + (I

/_M—Lt |u(x,t) - v(a:,t)} dz < /]\;‘uo(x) _ Uo($)| de.

M+Lt —

Supongamos que ug(r) = vo(z) cuando |z| es suficientemente grande (o uyg — vy € L),
entonces u(z,t) = v(x,t) para |z| suficientemente grande. Entonces, se tiene que

Hu(-,t) — v(-,t)Hl < Jug — vol|1- (3.33)

Teorema 3.2. Sea f Lipschitz continua y sean u,v € L' N L>(R x (0,00)) dos soluciones
débiles de los problemas de valores iniciales respectivos

w+ f(u), =0, ulimo=1uo; vi+ f(v)s =0, v|=o =19

que satisfacen la condicion de entropia de Kruzkov. Si ug — vy es integrable, entonces la
desigualdad (3.33) es vdlida. En particular, para uy = vy tenemos que u = v.
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Este resultado significa que el problema de valores iniciales posee una solucién L!-estable,
donde por supuesto asumimos la existencia de soluciones. Ahora queremos demostrar cons-
tructivamente la existencia de soluciones débiles mediante el método del front tracking. Para
funciones de flujo continuas y lineales por trozos y datos iniciales constantes o constantes
por trozos este resultado ya esta disponible.

Consideremos ahora dos problemas de Riemann con los mismos datos iniciales, pero con
funciones de flujo diferentes. Efectivamente, sean u y v las soluciones débiles de

u;  para x < 0,

w4 fu), =0, v+gw),=0, u(z,0)=0v(z0)= { (3.34)

u, para x > 0.

Las funciones f y ¢ sean continuas y lineales por trozos con un nimero finito de puntas. Las
soluciones de (3.34) son funciones constantes por trozos de z/t que coinciden fuera de un
intervalo finito de x/t. Especificamente, se tiene que

u; para xr < opt,

u(z,t) =v(x,t) = {

U, para x > opt.
Hay que acotar la diferencia en L' entre las soluciones u y v.

Lema 3.6. Se tiene la siguiente desigualdad, done la seminorma de Lipschitz es tomada
sobre todo u entre uy y u,:

HU(‘ﬂf) - U('7t)||L1 < t ||f - g”Lip |u1 - url'
La demostracion del Lema 3.6 requiere del siguiente lema.

Lema 3.7 (Crandall-Tartar). Sea D C L*(2), donde Q es un espacio medible. Sean ¢ y
¥ € D, entonces también ¢ V ¢ := max{¢p,v} € D. Ademds se supone que eziste una
aplicacion T : D — LY(Q) tal que

[1@=[o sep.

Entonces los siguientes enunciados, validos para todo ¢, € D, son equivalentes:

(i) 6 < = T(6) < T(W),
(i) /ﬂ (T(é) - T(w))" < /Q (6 =), 6+ = 6V 0,

i) [ [760)-Tw)| < [ Jo- vl
Q Q
Demostracion del Lema 3.7. Supongamos que (i) es vélido. Entonces

T(pVvi)—=T(¢) >0
y por lo tanto

T(¢) =TW) <T(pV ) =T(¢).
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Integrando, se tiene que

[r@-1w) < [@eve-10) = [ove-v = [6-u"

lo que implica (ii). Luego, de (ii) obtenemos que

[ -1 = [ @) - 1) + [ (1w -10)"

<fo-vr+ [@-0r=[16-ul

es decir, (iii). Falta demostrar que (iii) implica (i). Para tal efecto, sea ¢ < v. En virtud de
ot = (|2 +2)/2,

[@@-1w)" = [ - 1w+ [ (16 - 1)

<z [lo=vl+3 [o-v -0

lo que concluye la demostraciéon del Lema 3.7. [ |

Demostracion del Lema 3.6. Supongamos que u; < u, (el caso opuesto puede ser tratado
analogamente). Discutimos primero el caso que ambas funciones f y g son convexas. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que f y g tienen las mismas puntas u; = w; <
wy ... < w, = u, ademdas definimos las velocidades

S5 = f,|(wg‘»wj+1)7 §j = 9/|(wjij+1)'
Entones tenemos que
Uy n—1
/ /(1) = g'(w)] du =" |s; — §l(wj1 — wy).
uj ]:1

Sea ¢; una ordenamiento (es decir, 0; < 0;41) de todas las velocidades {s;, §;}. Entonces
podemos escribir
u(x’ t)|:t?€(0'jt,0'j+1t) = uj+17 ’U(l’, t)|z€(o'jt,o'j+1t) = Uj-f—l?

donde u;4+1 y vj4+1 pertencen al conjunto de las puntas posibles {wy,...,w,} v u; < ujqq,
v; < vj41. Por lo tanto, se tiene que

|u(-t) — U('>t)H1 = tz [wjr1 — vj41l(0j41 — 7).
j=1

Utilizando la notacién del corchete de Iverson

P = 1 si P es verdadero,
~ 10 de otra forma,
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podemos escribir

i
L

m
Z |s; = Sil(wjs1 — wj) = Z Ok+1 — Ok) (Wi — wj)[okt1, 0k € L(s;, 5)]
j= k

3 <.
Il
I e
Il
—

NE

(k41 = o) (Wig1 — wy) [wi1, Wy € Z(Ugt1, vp41)] (3.35)

<
Il
—
bl
Il
—

NE

|Uk+1 - Uk+1|(0k+1 - Uk)-

o

=1

(La desigualdad (3.35) afirma simplemente que

u2 &2
/ |F(u) — G(u)| du = érea entre F y G = / |[FH(&) — G7H(9)] d¢,
u1 &1
donde F, G : [uy, us] — [&1, &) son dos funciones no decrecientes tales que F(u;) = G(u;) = &;
para j = 1, 2. En el caso presente, las funciones F' y GG son constantes a trozos con un niimero
finito de saltos.) En virtud de lo anterior tenemos que

Jutot) = o Blly =t [ 17 ) = g @) du < e = gl o=l (3360

El tratamiento del caso que f y g no necesariamente son convexas es mas complicado.
Demostramos ahora que

/ ur
uy

donde las envolturas f y § se definen sobre el intervalo [uj, u.]. La desigualdad (3.37) conjun-
tamente con (3.36) implica el lema. Para la continuacién de la demostracién del Lema 3.6
utilizaremos el Lema 3.7 de la siguiente manera. Sea D el conjunto de las funciones constan-
tes por trozos sobre [u, u,]. Para cada funcién continua y lineal por trozos f tenemos que
f e D, yseaT(f) = (f). Entonces

/urT(f’)du: /“r(f)’du: Flug) — F(w) = flu) — flw) = / o~

uy uy

Fu) — §(u)| du < / 17 w) — )] du, (3.37)

Para demostrar que (3.37) es valido es suficiente demostrar que la condicién (i) esta
satisfecha, es decir, f' < ¢’ = T(f") < T(¢') para otra funcién de flujo g continua y lineal
por trozos. Supongamos que lo contrario es vélido, es decir (f)(u) > (§)'(u) para algin
u € (u,u,). Recordemos que ambas funciones (f)' y (§)’ son constantes a trozos, por lo
tanto definimos

= inf(f)(u) > (9)'(u), uy =sup(f)( ) > (9)'(u).

Se tiene que (f )’( ) <(f )'(u ) (9)'(uf), y como uy es el menor valor que satisface esto,
se debe tener (f) (uy) < (f)(u]), por lo tanto f(uy) = f(u;). Andlogamente deducimos que
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= g(uz). Utilizando esto obtenemos
/ Ploydu< [ g = o) = o) < g(um) = g(u) = /u2v’<u>du
< [T dn = i) = ) < s = ) = [ f

1

una contradiccién. Concluimos que (3.37) es vélida, luego a partir de (3.36) se tiene que

lutat) = ota)ldo <t [ = g/ du < H1F = gl el

u

Ahora sea ug(x) una funcién arbitraria y constante por trozos con un numero finito de
discontinuidades, y sean u y v ambas soluciones de (3.34), pero con

u(z,0) = v(z,0) = up(x).

En este caso, en virtud del Lema 3.6 aplicado a cada uno de los saltos del dato inicial,
obtenemos que la siguiente desigualdad es véalida para todo ¢ hasta la primera colision:

[u(t) = v(®)| 0 < EIf = gl TV (uo).

Esta desigualdad es valida hasta la primera interaccién de u o v. Sea t; este primer tiempo
de interaccion y w la solucién débil, construido por front tracking, del problema

wt+f<w)z :07 w(‘rutl) :U(matl)'
Entonces, si ty es el proximo tiempo de interaccién, sabemos que para todo t € (¢, 1),

lu() = o®)]], < [[u) = w®)]] , + [[w(t) = v@)]]

< Hut1 o)+ =) If - gl TV ). O

Ahora sabemos que
[u(ty) = w(ty)|| . = [lutr) = o) 0 <t = gllLy, TV (uo). (3.39)

De acuerdo al Corolario 3.2, las soluciones generadas por front tracking tienen la caracteristi-
ca de que la variacién total de la funcién inicial, TV (ug), es mayor o igual que la variacién
total TV (u(-,t)) de la solucién generada por front tracking en el tiempo ¢. Esto es vilido
porque la solucién del problema de Riemann generado por la interaccion de dos frentes siem-
pre es una funcién mondtona, y no se introducen extremas nuevos. Usando esto e insertando

(3.39) en (3.38), resulta que
Ju(t) = o) < tILf = glli, TV (wo). (3.40)

Esto es valido primero sobre un intervalo (¢1,¢2); sin embargo, podemos extender este argu-
mento a todos los tiempos de colisién t;. Por lo tanto, (3.40) es vélido para todo ¢ > 0.
Podemos demostrar ahora la convergencia de la aproximacién de front tracking cuando
la funcién de flujo lineal a trozos y el dato inicial constante a trozos convergen. Sea entonces
up € L'(R) N BV (R) una funcién acotada tal que ug(x) € [—M, M| para alguna constante
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M > 0. Sean 0,, := M /2" y u;,, := jo, para j = —2",...,2". Sea f dos veces continuamente
diferenciable a trozos y el interpolante lineal a trozos de f definido por
uU— Uu;
fulw) = f(ujn) + 5 P2 (f(ujprn) — f(ujn)) para w € (wjn, i) (3.41)
n

Se supone que que los posibles puntos en los que f no es dos veces continuamente diferenciable
es contenido en los puntos u;, para n suficientemente grande. Se define, ademds, el dato
inicial aproximado u, como funcién constante a trozos que asume valores en el conjunto
{wjn}tje—on  on tal que ||ug, — ugl|r — 0 cuando n — oco. Sea ahora w,, la solucién de front
tracking del problema

(un)t + fn(un>z =0, un(xa 0) - uo,n(x)'

Demostraremos que {u,(,t)}nen s una sucesién de Cauchy en L'(R). Para tal efecto
sea ng > ny, y sea w la solucion de

wy + fng(w)x = Oa w(l', O) = Uo,n, (33),

luego

N

lttna (- 8) =ty (5 )| 1y < [ama (5 8) = w0 | gy + [0 1) = i )] 1
< lwon, — tom [l w +tTV(U0)||fn1 S |Lip(-21,01)-
Se puede demostrar (Tarea) que existe una constante C' tal que
1 fun = faolltip=arar) < Copy L7 | zoe (= aa,00).-

Utilizando esto resulta que {u,(-,)}nen efectivamente es una sucesiéon de Cauchy, la cual
converge en L'(R) a alguna funcién u(-,t). De acuerdo al Corolario 3.2, se tiene, ademas,
que para s < t,

||un(7t) _un ) HLI(R anHLipTV(uo)(t_s)'
Como

Il < e = Fanlliip + [l < Omllf" o + [ fimllsp

obtenemos que el limite u pertence a C([0,00); L'(R)).
Queda por demostrar que u es una solucion de entropia. Para tal efecto, sea n una entropia

convexa y
= / frin' du

el flujo de entropia correspondiente. Como u,, es la solucion de entropia tnica que asume el
dato inicial ug,, se tiene que

/ / (un) et + Gnlun)ps) dz dt—l—/ n(uon)e(x,0)dr > 0.

Como ty — u y ga(u) — g(ax) en C(—M, M), se tiene que 5(in) — 7(u), galtin) = a(u), ¥
n(uon) — n(ug) en L, es decir el limite u efectivamente es la solucién de entropfa tnica.
Si v, es la solucién obtenida por front tracking del problema

(Un>t + gn(vn)x =0, ’Un(xv 0) = UO,R($)a
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donde g,, es una aproximacién lineal a trozos de la funcién g € C?, entonces podemos acotar
la diferencia entre u,, y v, como sigue. Sea w la solucién del problema de valores iniciales

wy + fo(w), =0, w(z,0)=1vy,(z).
Entonces, combinando el Teorema 3.2 y (3.40), obtenemos
Hu"("t) - U"<"t)||L1(1R) S ||un(,t) - w('7t)HL1(R) - ||w(~,t) - U”("t>HL1(R)
< uom = vonllLrw) + ¢ lfn = gnllps, TV (vo)-
Intercambiando los roles de fy g y de wp,, ¥ vo,, en la definicién de w, obtenemos
[ 8) = va )] 11 gy < N0 = vollzrmy + ¢ 1Lfa = gallyy, min{ TV (uo), TV (vo) }.
Hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Sea ug € L' N BV y sea f(u) una funcion dos veces continuamente diferen-
ctable a trozos. Entonces el problema de valores iniciales
u + f(u), =0, u(x,0)=uy(x), (3.42)

tiene una solucion débil inica u = u(x,t) que satisface también la condicion de entropia de
Kruzkov (3.28). Ademas, si vy es otra funcion que pertenece a L' N BV, si g(v) es dos veces
continuamente diferenciable a trozos y v es la unica solucion débil de entropia del problema
v+ g(v)e =0, v(z,0) = vo(z),
sabemos que
Juter 1) = 0, 0) 1 gy < Nl = ollzeey + min{ TV o), TV ()} I — gy (3:43)

Concluimos este capitulo con el siguiente teorema, el cual resume varias propiedades de
soluciones de entropia de una ley de conservacién.

Teorema 3.4. Sea ug una funcion integrable de variacion acotada, y sea f(u) una funcién
Lipschitz continua. Entonces la inica solucion débil de entropia uw = u(x,t) del problema de
valores iniciales

ue+ f(u)e =0, u(z,0) = ug(z)
tiene las siguientes propiedades para todo t € [0, 00):
(i) El principio del maximo: [|u(,t)|loo < ||%0]co-
(ii) La propiedad TVD (total variation diminishing): TV (u(-,t)) < TV(uo).
(iii) La L'-contraccién: sivg € BVNL' yv =wv(z,t) es la solucion de entropia con el dato
iactal vy, entonces
|u(-t) — U(';t)Hl < luo — vol|1-

(iv) La conservacién de la monotonia: si ug es una funcion mondtona, la funcion u(-,t) es
mondtona en el mismo sentido.

(v) La monotonfa: sean vg € BV N L' y v = v(z,t) la solucién de entropia con el dato
inicial vo. Entonces

U < Vg = U’(7t) < U('at)‘
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(vi) La Lipschitz continuidad con respecto a t:
\V/S,t S [07 OO) : Hu<7t) - u(’? S)HLl < ||f||Lip TV(U0)|t - 8|'

Demostracion. Del analisis de los problemas de Riemann individuales proviene que (i) y (iv)
son validas para las aproximaciones de front tracking, y por lo tanto siguen validas para la
funcién limite. La monotonia (v) es una consecuencia del Lema 3.7 si usamos u — u(z,t)
como operador 7' y tomamos en cuenta la L'-contraccién. La propiedad TVD sigue del
Teorema 3.3 si definimos g = f, vg = up(- + h) y tenemos en cuenta que

TV (u(-,t)) =lm — /|u (x + h,t) (x,t)’d:z:

h—0 h

< lim 7 /|u0(x + h) — ug(z)|dz = TV(up).

h—0

La L'-contraccién es un caso especial de (3.43). Finalmente, para demostrar (vi), considere-
mos primeramente que debido a la invarianza respecto de traslacion en el tiempo es suficiente
demostrar el resultado para s = 0, es decir

Hu(, t) — uol|L1(r) < t||f||LllD TV(up) para todo t € [0,00)

Sea up, una aproximacion constante a trozos de ug y f, una aproximacién poligonal de f.
Entonces el Corolario 3.2 implica que

Hu(, — Ul <t anHLlp TV(up,) para todot e [0,00) (3.44)

A partir del Teorema 3.3 sabemos que u,(t) converge a u(t), la solucién de (3.42). Tomando
el limite en (3.44) obtenemos el resultado. |

Ejemplo 3.2 (Examen curso leyes de conservacién, Escuela de Primavera 2014 (EPANUM
2014)). Se considera el problema de valores iniciales para una ley de conservacion

u+ f(u)e =0, zeR, >0, (3.45)
u(z,0) = ug(x), =€R, (3.46)
donde f es la funcion continua y lineal a trozos dada por
(1

§u para 0 < u < 1,

3
flu) = §u—1 para 1 < u < 2,
5)
§u—3 para 2 < u < 3

(ver Figura 3.5 (a)), y la funcion uy viene dada por

0 parax <0,
up(x) =<3 para 0 <z <1,
0 parax > 1.
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f(u)
A 9 z6(1t)
9/21 "=y
u=0 =)
5
T3 = 2] u=2
I3 t
2 T l’4(t) ( )
.Lg(t)
Ty =1 A u=1
[ud 3]
1/2 | =) u=10
0 : : = U ;=0 1 ‘ t

Ficura 3.5. Ejemplo 3.2: (a) grafo de f, (b) solucién global del problema.

Calcular la unica solucion de entropia de (3.45), (3.46) mediante el método de Front Trac-

king.

Solucién sugerida. El dato inicial consiste en dos problemas de Riemann, puestos en x1 =0
y xo = 1 al instante t = 0.

1)

El problema de Riemann definido en x1 = 0 al instante t = 0 tiene los estados a
izquierda y derecha dados por uy, = 0 y ug = 3, repectivamente. Como uy, < ug, la
solucion procede por la construccion de la envoltura convexa inferior de f entre uy,
y ur. Obtenemos para x cerca de x1, y t > 0 suficientemente pequeno, la siguiente
solucion:

0 parax < z1(t) == x1 + sit,
ul( 1) = 1 para x1(t) < x < 22(t) := 1 + Sat, (3.47)
2 para xo(t) < & < x3(t) := x1 + s3t,
3 para z > 3(t),
donde
IS0 1 f@ ) 8 8- f) 5
' 1-0 20 7 21 20 7 32 2

A su vez, el problema de Riemann definido en xo = 1 al instante t = 0 tiene los estados
a 1zquierda y derecha dados por uy, = 3 y ur = 0, repectivamente. Como uy, > ug, la
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solucion procede por la construccion de la envoltura concava superior de f entre ug
y ur,. Obtenemos para x cerca de xq, yt > 0 suficientemente pequeno, la siguiente
solucion:

(2.1) 3 para x < z4(t) := x9 + S4t,
u(z, t) =
0 para x > z4(t),

donde
N COENONE:
! 3—0 2’
Observamos que los frentes x3(t) y x4(t) producen la primera colision. Esta se realiza
al instante obtenido resolviendo x1 + s3t = x5 + s4t, es decir para
To — T 1-0
t=1t; =21 = =1;
ss—sa O _3
2 2
el lugar de la colision es
5
T =x3:=T1 + Szt = —.
2
Concluimos que en x3 = g al instante t = t; = 1 se produce un nuevo problema de

Riemann con los estados a izquierda y derecha dados por uy, = 2 y ur = 0, repectiva-
mente. Como uy, > ugr, la solucion procede por la construccion de la envoltura concava
superior de f entre ug y uy,. Obtenemos para x cerca de x3, yt > t1 suficientemente
pequeno, la siguiente solucion.:

(2.1) 2 paraz < z5(t) == x3 + s5(t — t1),
u(x,t) =
0 parax > z5(t),

donde
f(2) = f(0)

A R A
% 20

Observamos que los frentes x5(t) y xo(t) producen la seqgunda colision. Esta se realiza
al instante obtenido resolviendo xq + sot = x3 + s5(t — t1), es decir para
5)
T3 — T1 — Szt 5_1
t =1ty := = = 3;
S9 — S5 3
S|
2

el lugar de la colision es

9
T = X4 ::x1+32t2:§.
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6.) Concluimos que en x, = % al instante t =ty = 3 se produce un nuevo problema de

Riemann con los estados a izquierda y derecha dados por uy, = 1 y ugr = 0, repectiva-
mente. Como hay slo un segmento lineal de f entre uy, y ug, la solucion para x cerca

de x4, y t >ty suficientemente pequeno es la siguiente:

w( 1) = 1 para x < xg(t) := x4 + s6(t — t2), (3.48)
0 parax > z4(t),
donde
_fM)—fO) 1
S5 = ——t = —.
1-0 2

7.) Observamos que los frentes x¢(t) y x1(t) son paralelos, por lo tanto no sucede ninguna
otra colison. Resumiendo las soluciones (3.47)—(3.48) para los problemas de Riemann
individuales, obtenemos la siguiente solucion global (ver Figura 3.5 (b)):

~

para & < (1),

para x1(t) < x < (1),
Para 0 <t <ty: wu(x,t) =42 paraz(t) <z < x3(t),
para z3(t) < x < xy(t),

para x > z4(t);

N 7

O N = O O W= O

para z < x1(t),
para z1(t) < x < xa(t),

ara t;1 <t <ty: wu(x,t)=
b b 2 (%) para zo(t) < @ < x5(t),

para x > x5(t);

Ve

0 parax < x(f),
parat > ty: wu(z,t) =<1 paraxi(t) <z < z6(t),
0 para x > zg(t).

Esta funcion es la unica solucion de entropia del problema de acuerdo al Corolario 3.1
y el Teorema 3.2 de los apuntes.

3.5. Ejercicios

Problema 3.1 (Certamen 1, Curso 2012). Se considera la funcién continua y lineal por
trozos

Sz-1)+5 siz>1,

1 .

= 0<z <,
flu) =4 SO

—5% si—1<z<0,

2@+ +1 siz<-1
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y la funcién constante por trozos

(0 siz<0,
1 si0<z<1,
u(x) =<2 sil<z<2,
-2 si2<z<3,
0 siz>3

Mediante el método del Front Tracking, determinar la solucién de entropia de
u+ f(u), =0, ze€R, t>0; wu(z,0)=uy(r), zeR.
Demostrar porqué la solucién encontrada es la solucién de entropia.
Problema 3.2 (Certamen 1, Curso 2012). Se consideran las funciones
(0 siz <02,
1 -1 si—-02<2<1,2,
g(v) = 5 up(r) =42 sil2<zr<1)9,
-2 sil9<zxz <31,
L0 si x > 3,1.

a) Acotar ||u(-,1)—v(-,1)||1, donde u es la solucién del problema anterior y v es la solucién
de entropia del problema v; + g(v), = 0, v(z,0) = vo(x).
b) Se desea resolver mediante el método del Front Tracking el problema de valores iniciales

—1 paraz < —1/2,
u+9(W),=0, zeR, t>0; v(z,0)=uvy(x)=<(2r para—1/2<z<1/2,
1 paraz>1/2
mediante una aproximacion de g continua y lineal a trozos, y de vy conservativa y
constante a trozos, ambas referidas a puntas v; = id, § := 1/M(J), i € Z. {Cémo hay
que elegir § para asegurar que en ||v(-,1) — v°(-, 1))y < 0,05, donde v y v° son las

soluciones de entropia exactas y obtenidas por FT, respectivamente?
c¢) /Cudntas interacciones de frentes puede haber a lo mas para este valor de 67

Problema 3.3 (Certamen 1, Curso 2012). Se considera el problema de valores iniciales
w+ fu), =0, zeR, t>0; u(x,0)=uy(x), zeR.

para una funcién uy € C''(R). Demostrar por un ejemplo explicito que la solucién de entropia
este problema puede desarrollar discontinuidades después de un tiempo finito.

Problema 3.4. Se considera el problema de valores iniciales

1
u + §(u2)x =0, z€R, t>0; u(z,0)=u(z), zeR. (3.49)
a) Sea n(u) = 3u®. Hallar el flujo de entropia correspondiente.
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b) Eligiendo una funcion test ¢ = 1(z,t) adecuada, demostrar que
Hu('=t)||L2(R) < luollz2w)-
¢) Sea v otra solucién de entropia acotada con el dato inicial vy. Demostrar o refutar que
Hu(-,t) - U('7t)HL2(R) < luo = vollz2w)-

d) Demostrar que la solucién de (3.49) con ug(r) = 2? para z > 0 estd dada por

1
u(z,t) = ?(1+23¢t—\/1+4xt>.
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Capitulo 4

Métodos de diferencias finitas

4.1. Métodos conservativos

En este capitulo, trataremos exclusivamente métodos para ecuaciones escalares y espa-
cialmente uni-dimensionales, y nos restringimos al problema de valores iniciales

ur+ f(u)e =0, ulmo = uo. (4.1)

Un método de diferencias finitas puede ser formulado si remplazamos las derivadas parciales
por diferencias finitas, por ejemplo,

Au  Af(u) 3
— = At, Az ” 7, 4.2
A7 + Ao 0, t, Az " pequenos (4.2)
Aqui definimos
uj = u(jAr,nAt), u" = (u'g, ... uj,. .. uk),

donde v} ahora es la aproximacion numérica de la solucién u de (4.1) en el punto (jAz, nAt).
En general, conocemos u? para —K < j < K, y queremos utilizar (4.2) para calcular u"™
para n € N. No consideraremos condiciones de borde. En muchos casos, se usa la condicion
de periodicidad

u(lKH:u?(H para 0 < 7 < 2K,

la cual implica que u”y,;, = ujk, ;. Alternativamente, podemos considerar la condicién
Of(u)/0x = 0 en el borde del dominio computacional, lo cual implica

f(u’ijj) = f(u"g), f(u?<+j) = f(u}) paraj> 0.
Para ecuaciones no lineales los métodos explicitos del tipo
utt =G, .. u) (4.3)
son los mas comunes.

Definicién 4.1. Se dice que el método (4.3) es conservativo o posee forma de conservacion
si para A := At/Ax se tiene que

n+1 __ (n n )
uim = GUfy s UG,

= uj = My tg) = P4 i)

la funcion F' se llama (funcién de) flujo numérico.

(4.4)

95
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También escribimos

Gi(u) = G(Ujo1p; - Ujng); Fipapp(w) = F(ujop, . jig),
lo que nos permite escribir (4.4) como

U;H_l = Gj (’Ll,n) = ’UJ? — )\(Fjﬂ/g(un) — Fb',l/g(un)). (45)

Esta ecuacién puede formalmente ser explicada como sigue. Sean x; = jAT y xj11/0 =
x; + Az/2 para j € Z, ademas sea t, = nAt para n € Ny. Se define el intervalo I; :=
(212, Tj11/2) y lacelda I} := [ X [t,, t,41). Integrando la ley de conservacién u;+ f(u), = 0
sobre la celda I}' obtenemos

/ u(z, tyy) do :/ u(z,t,)dr — (/:H f(u(zjsryo,t)) dt — /:H fu(zj_i)o, 1)) dt)

I I
Definiendo u} como el promedio de u(z,t,) en I}, es decir

n 1
uj = —— [ u(w,t,)dr,
Az Jy,

obtenemos la expresiéon exacta

+1 ( 1 [t ( ) 1 [l ( )
u!m™t =ull — A —/ flu(zjyrye,t)) dt — — flu(z;_1/2,t) dt>.
Comparando esto con (4.5) vemos que es razonable que el flujo numérico Fjj, /o aproxime el
promedio del flujo a través del segmento recto {112} X [tn, tni1], es decir

1 [t
Fiji0(u") = E/ f(w(zjir)0,t)) dt.

tn

Con esta interpretacion de

FijH/2 = Fji12(u"),

la ecuacion (4.5) expresa que el cambio del monto total de u en el interior del “volumen” I;
es (aproximadamente) igual al flujo de entrada menos el flujo de salida. Los métodos que
pueden ser escritos en la forma (4.5) frecuentamente son llamados métodos de volumenes
finitos.

Si u(x,t,) es la funcién constante a trozos definida por

u(z, t,) = ul

7 parax € I,

podemos resolver la ley de conservaciom en forma exacta para

Azx

0<t—t, < ———5—7,
2max, | f'(u)]

yva que el dato inicial es una sucesién de problemas de Riemann cuyas respectivas solu-
ciones no interactuaran durante este intervalo de tiempo pequeno. Tambien vemos que
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f(u(rji12,t)) es independiente de ¢, y depende solamente de u} y uj, ;. Es decir, si de-
finimos v = w(x/t) como solucién de entropia del problema de Riemann
un

vt f(0)e =0; v(z,0) = { d

n
uj,, paraz >0,

para z < 0,

entonces

jrzrl/z = f(w(O)).
Este método se llama método de Godunov. Este método es bien definido bajo la condicién
CFL

At méx|f'(u)| < Az. (4.6)

Si f'(u) > 0 para todo u, entonces v(0) = uf y el método de Godunov se simplifica al método
upwind dado por

it = = A () = f ().

Los métodos en forma de conservacién se denominan asi porque poseen la siguiente
propiedad de conservacion discreta. Notamos primeramente que
K K

Do wtAe = Y wAr = At(F g — i ).

j=—K j=—K

Ahora si los valores iniciales discretos estan dados por los promedios de celda

1
u) = N /1]- uo(z) dz,

n — n 3
y se supone por el momento que F", /2= Froy /2 entonces se tiene que

/Ru"(x) das:/Ruo(:p) dz.

Un método conservativo se llama consistente si su flujo numérico posee la siguiente propiedad
de consistencia:

F(u,...,u) = f(u),
ademas exigimos que F' sea una funcion Lipschitz continua en todos sus argumentos, es decir
debe existir una constante L tal que

q
[F(@gpse s ig) = by b )| S LY fagei = byl
i=—p
Ejemplo 4.1 (Discretizaciones no conservativas). Para subrayar la importancia del uso de
métodos conservativos para la aproximacion ilustramos las consecuencias del uso de métodos
no conservativos. Para tal efect consideremos la ecuacén de Burgers, uy + f(u), = 0 con
f(u) = u?/2, escrita en forma no conservativa como

u + uuy, = 0.
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Basados en la ecuacion de transporte lineal (ver Seccion 2.5), una discretizacion natural de
esta ecuacion es

Wt =l = (uf —uly), A= At/Ax (4.7)

J j—1

Como este método es basado en la formulacion no conservativa, no esta asequrada la con-
servacion de u (es de decir, de la masa total definida por la integral de u). Efectivamente,
para este método calculamos

A:BZU?H = AwZu? — AA:);ZU;‘(U;” — u?_l)

JEZ JEZ JEZ
AA
= Ar Yy = 3 ((w)” = () + (0 —upy)”)
JEZ JEZ
AA
= A$Zu§b - Tx (uf — u?_1)2. (4.8)
JEZ JEZ

Podria pasar que la sequnda suma en el lado derecho tiende a cero cuando Ax — 0. Sin
embargo, consideremos el caso especifico del dato inicial

(z) 1 sio<<a<1,
up(x) =
0 0 en otro caso.

En este caso la solucion de entropia de la ecuacion de Burgers consiste en una onda de
rarefaccion centrada en x = 0 y un choque con valores uy =1 y u, = 0 que se propaga hacia
la derecha con velocidad 1/2. En el instante t = 2 la onda de rarefaccion alcanza el choque,
por lo tanto la solucion de entropia en este instante es

(2.2) x/2 si0<x <2,
u(x,2) =
0 en otro caso.

(La Figura 4.1 (izquierda) muestra la solucion de entropia, junto con la aprozimacion por el
método upwind (conservativo) u™ = u — X(f(u}) — f(u}_,)).) Utilizamos uf = ug(jAx)
como dato inicial para el esquema (4.7). Entonces para todo j tal que jAz > 1, uj =0
para todo n > 0. Es decir st NAt = 2, entonces uév =0, y claramente ujv # u(jAx,2) para
1 < jAx < 2. Este método simplemente falla en “detectar” la discontinuidad que se mueve.
La solucion numérica es mostrada en la Figura 4.1 (centro), la cual ilustra también la pérdida
de masa indicada por (4.8).

Uno podria pensar que la situacion mejora al utilizar una aproximacion de sequndo orden

de la derivada u,, lo que resulta en el método

1 A
wy = 5 (s ) = 0 (0 = ), (4.9)

Efectivamente, este método calcula algo que se mueve hacia la derecha, pero la parte de la
onda de rarefaccion de la solucion no es bien aproximada, tal como ilustra la Figura 4.1
(derecha). A partir de ahora no discutiremos métodos no conservativos.



4.1. METODOS CONSERVATIVOS 99

Non-Conservative | Non-Conservative Il

505¢ 5 0.5

FiGura 4.1. Ejemplo 4.1: (izquierda) Solucién de entropia de la ecuacién
de Burgers (linea sélida, trazada en los tres plots) con aproximacién por un
método conservativo (método upwind), (centro) aproximacién por el método
no conservativo (4.7), (derecha) aproximacién por el método no conservativo
(4.9). En cada caso, Az = 1/20, A = 1/2.

Ejemplo 4.2. Entre los métodos conservativos y consistentes elementales mads comunes se
encuentra el método upwind definido por el flujo numérico

jZ—l/Z = f(u?)’
el método de Lax-Friedrichs

1 A
with = 5 (W +uin) = S (W) = f4in)]

con el flujo numérico

n

1 n n 1 n n
Fiie = ﬁ(“j —uj) + §[f(“j) + f(ufi)],
el método Richtmyer-Lax-Wendroff de dos pasos dado por
1
P = F (00 +0) = MF() = 7)),

y el método de MacCormack
1

o =5 (7 (8 = M50 = 7)) + 7))

llustramos los métodos mencionados en este ejemplo en las Figuras 4.2y 4.3. En la Figura 4.2
mostramos la solucion numérica del problema de Riemann para la ecuacion de Burgers,
w + (u?/2), = 0, con

0
’ 4.10
; (110
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(a) Soluciones con Az = 0,1

Upwind Lax-Friedrichs
1.5F E—— 1.5F N [ —
1 1

)
0.5¢ 0.5+t
0 0

2-15-1-050 05 1 15 2

X
Richtmyer-Lax-Wendroff 2-step

2-15-1-050 05 1 15 2

2-15-1-050 05 1 15 2

X
MacCormack

2-15-1-05 0 05 1 15 2

X X
(b) Soluciones con Az = 0,25
Upwind Lax-Friedrichs

1.5F

)
0.5+t 05¢
2 -15-1-050 05 1 15 2 2 -15-1-050 05 1 15 2
X X
Richtmyer-Lax-Wendroff 2-step MacCormack
1.5 T ] —r— 15F —— ——
1 1
S
0.5} 0.5}
0 0

2 -15-1-05 0 05 1 15 2
X

2 -15 -1 -05 0 05 1
X

1.5 2

F1GUrA 4.2. Ejemplo 4.2: solucién numérica del problema de Riemann (4.10).
La linea sélida es la solucién exacta.

mientras que la Figura 4.3 muestra los resultados numéricos para

0 parazxz <0,
U((L’7 0) - uO(x) = 1 para x > 1
> 1.

(4.11)
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(a) Soluciones con Az = 0,1

Lax-Friedrichs

5 05¢

2-15-1-050 05 1 15 2 2-15-1-050 05 1 15 2

X X
Richtmyer-Lax-Wendroff 2-step MacCormack

2-15-1-050 05 1 15 2 2-15-1-05 0 05 1 15 2
X X

(b) Soluciones con Az = 0,25

Lax-Friedrichs

2-15-1-050 05 1 15 2 2-15-1-05 0 05 1 15 2

X X
Richtmyer-Lax-Wendroff 2-step MacCormack

2 -15-1-05 0 05 1 15 2 2 -15-1-05 0 05 1 15 2
X X

F1Gcura 4.3. Ejemplo 4.2: solucién numérica del problema de Riemann (4.11).
La linea sélida es la solucién exacta.

En ambos casos se muestra la solucion para el tiempo simulado T =1 calculada con A = 0,25

para A = 0,1 y A = 0,025.

En lo siguiente siempre se supone que A = At/Ax = const. cuando At, Az — 0. Tanto
el método de Lax-Friedrichs como el método de Godunov son métodos de primer orden en el
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sentido de que el error local de truncacion es de primer orden. Los métodos de Lax-Wendroff
y de MacCormack son de segundo orden. Esto significa que estos métodos aproximan solu-
ciones suaves con gran precision. Sin embargo cerca de discontinuidades se pueden producir
oscilaciones en la solucion numérica.

Una manera de combinar las respectivas ventajas de métodos de primer y segundo orden
(aproximacion no oscilatoria de discontinuidades y aproximacién con gran exactitud de partes
suaves de la solucidn, respectivamente) consiste en el disenio de métodos hibridos dados por

Fﬂu/z = 0j+1/2(un)ﬂ2w,j+l/2 + (1 - 9j+1/2(un))F}?igh,j+1/27
donde Flow ¥ Fhign son el flujo numérico del método de bajo y alto orden, respectivamente.
El “switch” 01,2 debe tener un valor cerca de uno cerca de discontinuidades y cerca de cero

en partes suaves de la solucion. La eleccion apropiada de 6 es tépico de amplia discusion en
la literatura. Por ejemplo, un método flux limiter puede ser definido por

1

P . —

donde D, y D_ son las diferencias dividas en (2.30) y

D+D_Uj _ Ujt1 ZZJQ—i_ Uj—1 ~ uxx|x:xj’
y como Floy ¥ Fhign utilizamos los flujos de Lax-Friedrichs (de primer orden) y de MacCor-
mack (de segundo orden), respectivamente. A este método nos referiremos como ”método
fluxlim” en adelante.

Otro concepto consiste en la generalizacion del método de Godunov, en el sentido de que
los datos constantes a trozos u™ son remplazados por funciones “méas suaves”. El remplazo
mas simple consiste en una funcién lineal a trozos. En tal caso habria que resolver un pro-
blema de Riemann generalizado con datos lineales a la izquierda y a la derecha del salto. La
solucion exacta de este problema es dificil de encontrar, es decir nuevamente hay que utilizar
aproximaciones. Un ejemplo es el método slopelim definido por

1 1
Fjpa2 = 5(93‘ +gje1) — oy DUy, Azl = £ (ufyy — uj),
gj = f(u?H/?) + %ug, w := minmod (A_uf, A ul), (4.12)

n )\ . 1 ’
ujﬂ/2 =y — 5f’(u’;)u2, minmod(a, b) := §(sgn(a) + sgu(b)) min{|al, [b]}.
Ejemplo 4.3 (Ecuacién de Buckley-Leverett). Se considera la funcién de flujo

u2

s — 4.13

) = = (113
la que se encuentra ploteada junto con su derivada
2u(l —

Flu) = ol =) (114)

@+ (1= u)P
en la Figura 4.4.
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] 2
0.75 15
3 osf § 1
025} 05
0 0
0 025 05 075 1 0 025 05 075 1
u u

Ficgura 4.4. Ejemplo 4.3: (izquierda) la funcién f(u) definida por (4.13),
(derecha) su derivada f'(u) (4.14).

Este ejemplo es motivado por aplicaciones en la recuperacion de petroleo, donde frecuen-
tamente aparecen funciones de flujo de forma similar, es decir f* > 0 y f"(u) = 0 en un
punto de inflexon unico. Este ejemplo se llama ecuacién de Buckley-Leverett. El primer caso
esta basado en el dato inicial

(z) 1 para x <0, (4.15)
ug(z) = .
0 0 parax > 0.

La Figura 4.5 muestra la solucion numérica obtenida por el método de Lax-Friedrichs; el
método upwind; el método de Lax-Wendroff definido por

n 1 n n n n n n
i = i(f(u]) + (W) = M) (Ui — uj))’ Viv/2 =

el método de de MacCormack; el método fluxlim y el método slopelim. En cada caso se
evali la solucion numérica en T = 1, se elige \ = At/Ax = 1/2 (considerando que
maxucpq] [ (u)| = 2), y se simula con Az = 1/20 y Az = 1/100 (ver Figura 4.5). En
cada caso se muestra la solucion de referencia obtenida por el método de Lax-Friedrichs con
Az = 1/2000. Observamos que el método de Laz-Wendroff parece no converger a la solucidon
de entropia. La Figura 4.6 muestra los resultados andlogos, también para T =1, A =1/2 y
para la funcion inicial Ax = 1/20 y Az = 1/100, para el dato inicial

1 parax € [0,1],
0 paraz<0Oyaxz>1.

fujy) — fuf)

n _am
Ui — Y5

; (4.16)

up(x) = (4.17)

4.2. El error de truncacién y la ecuacion modelo

El error local de truncacion de un método numérico La; viene dado por

La(z) = é(S(At)u — Sn(At)u)(z),
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Lax-Friedrichs

Lax-Friedrichs

0 05 1 1.5
X
MacCormack
0 05 1 1.5

0.8
0.6
0.4
0.2

0.8
0.6
0.4
0.2

Upwind

Upwind
05 1 15
X
fluxlim
05 1 15

0.8
0.6
0.4
0.2

0.8
0.6
0.4
0.2

Lax-Wendroff

Lax-Wendroff

05 1 1.5
X
slopelim
05 1 15

Ficura 4.5. Ejemplo 4.3: solucion numérica de la ecuacion de Buckley-

Leverett con uy dada por (4.15). Arriba: Ax

La linea solida es la solucién de referencia.

1/20; abajo: Az = 1/100.
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Lax-Friedrichs Lax-Wendroff

005115 2 25
X

MacCormack

X

X

X

Lax-Friedrichs Upwind Lax-Wendroff
1 1 1
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
] =} 5
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 0 0
0 051 15 2 25 15 2 25 15 2 25
X X X
MacCormack fluxlim slopelim
1 1 1
0.8 0.8 0.8

0.6

=]

0.6
0.4
0.2

0.6
0.4
0.2

ﬂ_j
0 0 0

0.4
0.2

005115 2 25 005115 2 25 0 05115 2 25
X X X

Ficura 4.6. Ejemplo 4.3: solucién numérica de la ecuacion de Buckley-
Leverett con uy dada por (4.17). Arriba: Ax = 1/20; abajo: Az = 1/100.
La linea sélida es la solucién de referencia.
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donde S(t) es el operador de solucién exacta (4.1) y Sy(t) es el operador de solucién formal
del método numérico, es decir

Sn(At)u(z) = u(z) = M(Ejr1j2(u) = Fjoiya(u)).
Suponiendo que u es una solucién suave de la ley de conservacion u; + f(u), = 0, lo cual nos

permite expandir todas las cantidades relevantes en series de Taylor, se dice que el método
es del orden de precision k si para todas las soluciones suaves y At — 0 se tiene que

}LAt ‘ - Atk

Para calcular La.(z) se utiliza un desarrollo en serie de Taylor de u(x,t) cerca de x. Se
sabe que u puede exhibir discontinuidades, por lo tanto no necesariamente debe poseer un
desarrollo en serie de Taylor. Por lo tanto, el concepto del error de truncacién es formal. Sin
embargo, si u(z,t) es suave cerca de (x,t), entonces se espera que un método de alto orden
aproxima u mejor que un método de orden bajo cerca de (z,1).

Ejemplo 4.4 (Error de truncacién local). Se considera el método upwind:

Sy (At)u(x) = u(z) — i—i [f(u(:v)) — f(u(x — Ax))}

Para verificar que este método efectivamente es de primer orden calculamos

La(x) = é (u(x,t+ At) —u(z) + % [f(u(z)) = f(u(z— Aac))})

1 At? Ax?
= A (u + Atuy + — et 4= A {f’(u) (—A:qu + —5 Uas + .. )

L (_mﬁ..ﬂ)

— é (At(ut + fu)s) + ATtutt — #(f’(u)um + () (ug)?) + .. )
= u + f(u), + % [Atuy — Az(f'(u)ug) | + O(AL?)

Ax
Suponiendo u como solucion suave de (4.1) obtenemos

ug = (' () ua),,

luego

At , 9
S @O @) = 1)u), + O,
Concluimos que el método upwind es de primer orden.

En forma similar podemos demostrar que el método de Godunov es de primer orden. Por
otro lado para el método de Lax-Friedrichs obtenemos que

Sa((0r@)*—1)u) +ome),

Lae =

Ly =
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Concluimos que el método de Laz-Friedrichs es de primer orden, pero es de sequndo orden
para la ecuacion

w + flu), = 32((1 - (A )*)u.) (4.18)

llamada ecuacion modelo o ecuacién modificada para el método de Laz-Friedrichs. Para que
(4.18) esté bien puesta, el coeficiente de uy, en el lado derecho debe ser no negativo, lo que
entrega la condicion

)] <1

lo que precisamente es la condicion CFL (ver (2.42) y (4.6)).
La ecuacion modificada para el método upwind es

At
w4 f(u), = §<f'(u)(1 — )\f’(u))ux>x.
Para que esta ecuacion esté bien puesta se debe satisfacer f'(u) =0 y Af'(u) <1

Observamos que los métodos de primer y segundo orden poseen ecuaciones modificadas
con un término de difusién y dispersion, respectivamente. Por lo tanto nos esperamos que
los métodos de segundo orden generan soluciones numéricas oscilatorias. Sea ahora

uny(w,t) = uj para (v,t) € I7. (4.19)
Entonces tenemos que
/uAt(x, t)dx = A:EZU’; para t, <t < t,i. (4.20)
R :
JEZ

Teorema 4.1 (Teorema de Lax-Wendroff). Sea ua; definida por (4.19), (4.20) y la solucidn
numérica {u}}jeznen, calculada por un método conservativo y consistente. Sea TV (uat)
uniformemente acotada respecto de At. Se considera una subsucesion uag, con Aty — 0.
Supongamos que uag, converge en L. a un limite u. Entonces u es una solucion débil

de (4.1).

Demostracion del Teorema 4.1. Sea ¢(x,t) una funcién test. Entonces, en virtud de la defi-
nicién de u?*! se tiene que

A
Z Z a:], nH “;L) + A_i Z Z 90(“33‘7%) (Fﬁlﬂ - qu/z) =0,

n=0 j=-—o00 n=0 j=-—o0

loc

donde T' = NAt sea escogido tal que ¢ = 0 para t > T. Asi obtenemos, después de una
sumacién por partes,

00 N A N 00
R DT S S TP I S DY =NV AT
Jj=—00 Jj=—oon=1 n=0 j=—o0

Esta ecuacién también puede ser escrita como

N [e%) n_, n— o)
AtAa:Z Z 7 Afj —|—AtA:cZ Z PP % ! Tije = —Ax Z ©(x;,0)u;

n=1 j=—o0 n=0 j=—o0 j=—00
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Hasta el término que contiene F' esta expresién es muy parecida a una suma de Riemann
para la formulacién débil de (4.1), luego

o0

ArS o, 0yud 2 / (e, 0)uo(z) d,

j=—o0

N o) n n—1 T 0
P; — P n Az, At—0
AtAzx E E %uj T /0 /_OO o(z, t)u(z, t) de dt.

n=1 j=—o0

Como

N o) n n T 0o
Y; — @i n z,
AtAzx E E JA—x]lf(u]) Aﬂ)_)()/o /_OO ¢u(z,0) f (u(z,t)) da dt,

n=0 j=—o0

hay que demostrar que

AtAxZ Z\ e — fh)] 20 (4.21)

n=1 j=—o0

para poder concluir que el limite efectivamente es una solucién débil. Utilizando la Lipschitz
continuidad de F' obtenemos

N 00
AtAzY > | F g — \—Amxz Z |F(ul,, ... ,ul,) — F(ul,... ul))

n=1 j=—o0 n=1 j=—o0

N [e'e) q
< AtA:BMZ Z Z |u;‘+k —u

n=1 j=—o00 k=—p

(q(a+ 1) + p(p + 1)) AtAzM Z Z uy — |

n=1 j=—o0

l\')l»—l

< (P 4+ A)AzMTV (up,)T

con M > [/ f|;;,- Concluimos que el lado izquierdo de (4.21) es pequeiio cuando Az es pe-
queno, por lo tanto el limite efectivamente es una solucion débil. [ |

En el Teorema 3.4 constatamos varias propiedades de la solucién de entropia exacta. Para
métodos numéricos se define andlogamente lo siguiente.

Definicién 4.2. Sea ua; la solucion numérica generada por un método consistente y con-
servativo. Se dice que el método es . ..
... TV-estable, si la variacion total de u™ es uniformemente acotada con respecto a
Ax y At.
.. preservador de monotonia si la monotonia de los datos iniciales implica la mono-
tonia de u" para todo n € N.
.. total variation diminishing (TVD) si

TV(u"™) < TV(u™) para todo n € Ny.
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» ... L'-contractivo si para una sequnda solucion numérica va, se tiene que
VE= 0 [Juad(t) —va(®)]] 1 < ||uac(0) — va(0)]] .-
Alternativamente podemos expresar esto como
. n+l _  n+l n__ ,n
Vn € Ny : Z‘uj v; ‘éZ‘uj vj|.
JEL JEL
= ... mondtono, i
Vn e N: u2< , J €L = u; vy, jEL.
Estas propiedades son relacionadas de acuerdo al siguiente teorema.
Teorema 4.2. Para métodos conservativos y consistentes se tienen los siguientes enuncia-
dos:

(i) Cada método mondtono es L'-contractivo si suponemos que ug es integrable.
(i) Cada método L'-contractivo es TVD.
(iii) Cada método TVD es preservador de monotonia.

Concluimos que tenemos las siguientes implicaciones:
monotonia = contraccién en L' = TVD = preservacién de monotonia.

Demostracion del Teorema 4.2.

(i) Utilizaremos el Lema 3.7 con Q2 = R y D dado por el conjunto de las funciones en
L' que sean constantes a trozos sobre la malla [}, j € Z, ademés sea la aplicacién T
definida por T'(u’) = u". Como el método es conservativo se tiene que

n __ 0
doup=> 1

JEZ JEZ

/T(uo)dx:/u"dx: /uodx.

El Lema 3.7 implica que
uacltn) = varltn)ll = Az y_Juy —vp| < Aw ) fuj — o]
JEZ JEZ

= [[uae(0) = var O]

o bien

(ii) Sea
n+l n+1‘ ‘ n __ n}
D[t = < D fuf =,
JEL JEZ
donde v" denota la solucién numérica obtenida a partir de v) = uf +1 Entonces en

virtud de la invarianza respecto a traslaciones de (4.4) se tiene que v = ul,, para
todo n, ademaés

TV (u™th) Z}u?ﬁ — u?“| < Z|u}”1 - v}”l‘ = TV(u").

JEZ JEZ



110 4. METODOS DE DIFERENCIAS FINITAS

(ili) Consideremos un método TVD y datos iniciales mondtonos. Como TV (ug) < oo exis-
ten las siguientes cantidades:

0
9

Uy := lim u?,
Jj—o0

w = lim u
Jj——00

luego TV (u®) = |u, —wy|. Si w! no fuera monétono se tendria que TV (ul) > |u, —uj| =
TV (u®), lo que se contradice con la propiedad TVD. [ ]

Ejemplo 4.5. Para métodos explicitos se puede verificar facilmente si un método es mondtono.
Por ejemplo el método de Lax-Friedrichs es definido por

n 1 n n A n n
it = o (U i) = 51 () — £(ui)]s
por lo tanto

Ou ! 1 1= Af'(up) parak=j+1,

822 =35 1+ Af'(u}) parak=j—1,

0 en los demas casos,

luego el método es mondtono, es decir

ou" !
8]” >0 paraj, k €Z,n € Ny,
U,

bajo la condicion CFL M| f'(u)| < 1.

En lo siguiente estudiaremos la convergencia de métodos conservativos. En primer lugar
comentamos que el Teorema 4.1 presupone la convergencia de un método para luego concluir
que el limite es una solucién débil. El siguiente teorema establece criterios que nos permiten
asegurar la convergencia de un método.

4.3. La convergencia de métodos conservativos

Teorema 4.3. Sea ug € L'(R) una funcidn de variacion acotada. Sea la aprozrimacion
numeérica up; generada por un método consistente, conservativo, TV-estable y uniforme-
mente acotado, es decir sean TV (uar) < M y ||uatlloo < M con una constante M que sea
independiente de At y Ax. Sea T > 0. Entonces la sucesion {una;} posee una subsucesion

que converge en L (R) a una solucidn débil u(t) para todo t € [0,T]. La convergencia tiene

lugar en C([0,T]; L, (R)).

La demostracién del Teorema 4.3 requiere utilizar los resultados sobre la variacion total
y la compacidad del Capitulo 1.

Demostracion. Queremos aplicar el Teorema 1.6. Para tal efecto hay que demostrar que
b
/ luae(z,t) — uae(z,s)| dz < Cft — s| + v(At) cuando At — 0, s,t € [0, 7],

para una funcién no negativa y continua v con v(0) = 0. En virtud de la consistencia del
método se tiene para cada At fijo, y escogiendo L = [|F||;,, que

|t — | = N Ffoygn = Fiiyp| = NF (W), i) = Fuf g 0]
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n n n n
SAL(|uj_y = ujpoy |+ Uiy = ufyg )
Esto implica que

it i) = st = S = A
JEZ

<Lp+q+1)TV(u")At < L(p+ g+ 1) M At.
En general tenemos
|uae(stm) — uac(- ta)||,, < L+ g+ 1)M|n — m|At = L(p + ¢ + 1) M|t, — Ll
Ahora escogimos 71, 73 € [O, T)y t1,t; € {nAt|0 < n < T/At} tal que
0< 7 —1; <At, j=1,2.
Segun nuestra construccion, UAt(T]) = up(t ;), 7 =1,2, por lo tanto

(- 71) — uae(- ||L1 + HUAt ty) — UAt('a£2)HL1

||UAt o T1) — uad(
+ Hum(',fz) — UAt(',7'2)HL1
(p+q+1)LM|t; — &

(p+q+ 1) LM|r — 1| + O(Ab).
Esta desigualdad es uniforme respecto de 1,7 € [0, 7], por lo tanto

ua; —uen C([0,T); L*([a, b]))

para una sucesion At — 0. Segun el Teorema de Lax-Wendroff este limite es una solucion
débil. [ |

<
<

Queda por analizar si la funcién limite u es, ademds, una solucién de entropia (y no
solamente una solucién débil) de (4.1). Recordamos que un par de funciones (n(u), ¢(u)) con
una funcién 7 convexa se llama par de entropia si ¢'(u) = f'(u)n’(u). Una solucién débil u
de la ley de conservacion es la solucion de entropia si para todos los pares de entropia,

n(w)e + q(u)z <0 (4.22)

en el sentido distribucional. Para n(u) = |u — k| obtenemos la condicién de entropia de
Kruzkov, y ya demostramos que (4.22) es vélida para todas las funciones n(u) flujos de
entropia correspondientes si y sélo si la desigualdad de entropia de Kruzkov esta satisfecha
para todo k.

En lo siguiente especificamos el analogo de un par de entropia para métodos de diferencias.
Definimos a V b := max{a, b}, a A b := min{a, b}, observando la identidad trivial

la—bl=aVb—aAb,
y el flujo de entropia numérico
Qjv1/2(w) = Fip(uV k) = Fip(uAk),
o mas explicitamente,

Q(uj,p,...,u#q) IF(Uj,p\/k,...,UjJrq\/k’) —F(uj,p/\k,...,uﬂq/\k).
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Entonces () es consistente con el flujo de entropia habitual, es decir,
Q(u, ..., u) = sgn(u— k) (f(u) — f(k)).

Teorema 4.4. Sea T > 0. Sea la funcion f Lipschitz continua. Supongamos que ug €
LY(R) y que ug tiene variacion acotada. Supongamos que ua; es calculada por un método
conservativo, consistente, y mondotono. Entonces para cada sucesion At, — 0 la familia
{uat, }ren converge a la solucion de entropia de Kruzkov u(t) para todo t € [0,T]. El limite
se efectua en C([0,T]; L, .(R)).

loc

Demostraciéon del Teorema 4.4. El Teorema 4.3 implica que {ua;} posee una subsucesién
que converge en C([0, T]; L'([a,b])) a una solucién débil. Queda por demostrar que el limite
satisface una condicion de Kruzkov discreta. Se tiene que

|U? - k‘ - A(Q?+1/2 - Q?—l/?) = G;(u" V k)= Gj(u" NE).
En virtud de v*' = Gj(u") y k = G;(k, ..., k) = G;(k), la monotonia del método implica
que
G;(u"Vk)>Gju")VvGik)=G;(u")VE,
—Gi(u" Nk) > —(Gi(u") AGj(k

N~—
~—
I
|
—~
Q

<.
~~
g
S
N~—
>
o
SN—r

por lo tanto

‘u?“ — k‘ — }u;‘ - k‘ + )\(Q?+1/2 - Q?—I/Q) <0

y aplicando una técnica de demostracion similar a la del Teorema 4.1 podemos deducir la
siguiente desigualdad para el limite u:

//(|u — k| + sgn(u — k) (f(u) — f(k))p,) dzdt

+/|u0—k‘|go(:v,0)dx—/(|u—k‘|<p)}t:de20,
R R

valida, para toda funcién test no negativa ¢ € C°(R x [0,7")) y todo k € R. [

El Teorema 4.4 también puede ser considerado como demostracién de existencia de una
solucién de entropia.

En lo siguiente analizaremos el error de truncacién de un método consistente, conservativo
y mondétono. En virtud de

u?“ = Gi(u") =G} ,_,, ... ,u?Jrq)
=uj = A[F () 0yg) = F (U)oU)
podemos escribir G = G(ay, ..., apiq+1) v F = F(aq, ..., aprq41). La funcién F' pertenezca

a C® (lo mismo serd valido para G), y escribiremos 9;F y 0;G, respectivamente, para denotar
la derivada de F'y G respecto a su i-ésimo argumento, donde ponemos formalmente 9;F' = 0
para ¢ = 0. Se supone, ademds, que el j-ésimo argumento de G contiene uf, es decir

G(OCO, e ,@p+q+1> — 'LLJ - )\[ . ]
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Por razones de consistencia se tiene que G(u, ..., u) =uy F(u,...,u) = f(u), lo cual implica

pt+q+1

Z O F (u,...,u) = f'(u),

0,G = 6;; — N0, F — O;F), 052G = —\ (62 L F = 82kF),

luego
pt+q+1 pt+q+1
Y G, u)= > d;=1 (4.23)
i=0 i=0
Ademés se tiene que
p+q+1
Z (i — 7)0iG(u,. .., u)
i=0
p+q+1
i=0

ptq+1

= —\ Z ((z +1)— i)@iF(u, coou) = =M (u),

y también

p+g+1

> (i —k)0}G(u, ... u)

i,k=0
ptq+1

=AY (= k) (O g Flu,. . u) = O3 F(u, ... u)) (4.24)
i,k=0
ptq+1

— ) Z ( (i+1)— (k+1))° ('—k)2>a§kF(u,...u)=0.

Sea ahora u una solucién suave de la ley de conservacién (4.1). Queremos aplicar G' a u, es
decir queremos calcular

Gu(z — (p+ 1Az, 1), ..., u(z,t),...,u(z + ¢Az,1)).
Parai=0,...,p+q+1seau; :=u(x+ (i — (p+1))Ax,t), luego tenemos
G(Uo, s 7up+q+1)
= G(Uj, e ,Uj) + Z (%G(Uj, ce ,uj)(ui — Uj)
i=0
| Pratl

+3 Zafk (g, -y uy) (s — wg) (ug — uy) + O(Az?)

i,k=0



114 4. METODOS DE DIFERENCIAS FINITAS

p+q+1
= u(z,t) + ug(x, t)Ax Z (i — 5)0:G(uy, . .., u )
=0
1 pHgq+1
+ (2, t) Az ZO (i — 5)20,G(uy, ..., uy)
1 ) pHq+1
+ é(um(x,t)) Ax® Y (i = j)(k = ))O2G(uy, . .. uy) + O(Az®)
i,k=0
pHq+1
= u(z,b) + up (2, ) Az > (i — §)0G(uy, ..., uy)
1=0
1 ptq+l
+ EA:ﬁ > (=) (0:G (s, .. uy)ug(, 1)),
=0
1 ) ptq+l
i,k=0

En virtud de 034G = 0%,G y (4.24) se tiene que

ptq+1 ptq+1

0= Z (1 — k) anG Z ((i_j) (k— )) 82kG

i,k=0 i,k=0
ptq+1 ptq+1

= > (=42 =206 —j)(k—§)03G+ Y (k—4)%0;,G
i,k=0 i,k=0
pHa+1

=23 (1= )2 = (i = )k — ) LG,

i,k=0

por lo tanto el ultimo término en el desarrollo en serie de Taylor de G desaparece y obtenemos

G(u(x — (p+ DAz, t),...,u(z,t),...,ulzx+ qAx,t))
= u(z,t) — Atf (u(z, t))x + ATx Z (i — 5)* (%G (u(z,t), ... u(z, t))uw)x + O(Az?).

Como u es una solucion suave, se tiene que

u(z,t + At) = u(x,t) — Atf(u(x,t)) - —((f (u))Qum)x + O(AL?).

Es decir, definiendo
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obtenemos la relacién
At
T2
Es decir, si 8 > 0, el método es de primer orden.

En nuestros calculos atin no hemos utilizado que el método es mondétono. La monotonia
significa que 9;G > 0, por lo tanto v/9;G es bien definida. En este caso se tiene que

L (B(u)ug) + O(A).

ptq+1 p+q+1
=M@ =] (= )G, )| < Y i— VoG, ... u)\/O,G(u, ... u).
=0 =0

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (4.23) obtenemos

N(f'(w)® < ( Z (i — )20:G(u, . .. ,u)> ( Z 8:G(u, . .. ,u))
= > (i—§)’0G(u, ... u).

=0

(4.25)

Es decir, f(u) > 0, e incluso S(u) > 0 si més de un término en la suma en (4.25) es diferente
de cero. Pero si

#0 parai=k
=0 en los demas casos,

0;G(u,...u) {

entonces se tiene que

G(ug, - - ., Uptgr1) = U,
y el método es una traslacion lineal, y a partir de la consistencia se tiene que
J—k

fu)=cu, c==——.

A
Acabamos de demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.5. Si el flujo numérico F' es tres veces continuamente diferenciable y el método
correspondiente es mondtono, entonces este método posee el orden precision a lo mds uno.

4.4. Métodos de orden mayor

4.4.1. Métodos de orden mayor discretos en el espacio y en el tiempo. En lo
siguiente queremos desarrollar una aproximacién de segundo orden a la solucién de una ley
de conservaciéon u; + f(u), = 0. Para desarrollar un método que sea de segundo orden de
precision, el error de truncacién local debe ser de tercer orden en At. Para una solucién
suave se tiene que

At?
u(z,t+ At) = u(z, t) + Atuy(z,t) + TU“(:U, t) + O(At?)

= u(z,t) — Atf(u(z,t) — Ath(u(x, t),, + O(At?)
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2

== AL+ S () (u)), + O(AR),

Para un método de diferencias se tiene Ax = O(At), es decir si el método resultante es de
segundo orden, entonces la aproximacién de diferencias de f(u), debe ser de segundo orden
y la aproximacién de (f(u)f(u),), puede ser de primer orden. Definiendo

Do) = g(x + Azx) — g(x — Ax)

2Ax
podemos utilizar el siguiente calculo:

f(u(z,t)) = Dof (u(z,t)) + O(Az?)
flu(z + Azx),t) — f(u(z — Ax),t)

- 2A:c + O(Az?),
(7 (a0 ut0),), = 5 (7 (o + 55 t)>f xww&i Flu(a, 1)

—f’( (;c—— t)> uz ( (z = Az), >>+O(Am2),

f( (xi% t)) UG (fji?;i;_ﬂ“ 5 ) | o(au),

Esto implica el método numérico

w = = S (e = )+ T (A — v pAag), (4.26)

donde
A=AtfAz, f7=f(uf), Arvy=E(v —vy), Ve = ALf /AL

El método (4.26) es el método de Laz-Wendroff que es de segundo orden por construccion.
Este es un método conservativo definido por el flujo numérico Fj /9 = F(u;, u;41), donde

F(u,v) = %(f(v) + flu) — W (u,v) (v — ), v(u,v)= f(0) = flu)

v—u
Este flujo numérico ya ha sido utilizado en el Ejemplo 4.3, ver (4.16).

Ejemplo 4.6 (Comportamiento del método de Lax-Wendroff). Consideramos la ecuacion
de transporte us + u, = 0 con los datos iniciales 1-periddicos

tos(2) = sin(me);  una(e) = {1 si [z] € [0,3,0,7),

0 en otro caso.
La Figura 4.7 muestra el resultado numérico obtenido a partir de cada una de estas funciones
iniciales con el método de Lax-Wendroff al tiempo T = 3 (para el cual u(x,t) = ug,;(z),
i =1,2), obtenido con Ax = 1/30 y A = At/Ax = 0,95. Observamos que para la solucion
exacta suave, el método entrega resultados de alta precision, y los errores efectivamente son
de sequndo orden. Para la solucion discontinua los errores parecen ser grandes, y observamos
también marcadas oscilaciones.
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Lax-Wendroff Lax-Wendroff

0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1

F1GUrA 4.7. Ejemplo 4.6: solucién de la ecuacion de transporte u; + u, = 0
con el método de Lax-Wendroff con dato inicial (izquierda) suave, (derecha)
discontinuo constante a trozos.

Supongamos por ahora que f’ > 0, lo que asegura que el método upwind es mondtono (y
por lo tanto TVD). Si f no es mondtona, entonces el flujo upwind utilizado abajo debe ser
reemplazado por un flujo numérico que entrega un método monodtono.

El flujo numérico de Lax-Wendroff puede ser escrito como

U
12 = f(U7) - %WO\VJ‘H/Q — DA uj.
—— g

correccién de segundo orden

J/

upwind

Queremos modificar el método de Lax-Wendroff de tal manera que el método el localmen-
te de segundo orden donde la soluciéon es suave, y de primer orden y monétono cerca de
discontinuidades. Por lo tanto queremos “apagar” la correccién de segundo orden cerca de
discontinuidades. Una manera de llevar esto a cabo consiste en observar que las oscilaciones
ocurren cerca de discontinuidades (éste es el fenémeno de Gibbs), y utilizar las oscilaciones
como indicador cuando los términos de segundo orden deberian ser apagados. Un importante
efecto secundario consiste en que esto convierte el método resultante en un método TVD.
Para tal efecto sea r; (cuya forma exacta sera especificada mas adelante) un “indicador de
oscilaciones cerca de x;”. Se supone que si hay oscilaciones, entonces r; < 0. Supongamos,
ademds, que ¢ = ¢(r) es una funcién continua tal que ¢(r) = 0 si r < 0. De acuerdo a lo
anterior, modificamos el flujo numérico de Lax-Wendroff como sigue:

m n V'+]. 2 n
Forje = £ () = 6(r) Z52 (g — DAL, (4.27)
Si definimos
' My oy
Qjp1/2 1= ( VJ‘H/Z)’

2
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entonces el método modificado puede ser escrito como
+1_
uit = — ANA_f = A (¢(rj)aj+1/2A+u?)
=Uu; — )\l/jfl/gA_U? — AA_ (¢(Tj)0!j+1/2A+U?)

A—(¢(Tj)aj+1/2A+u?)>A_un
A_uf J

S3 =3

= U;L — /\(Vj_1/2+/\

=" — Aj_l/gA_U?,
donde definimos
A_(d(rj)ajirpAu])

Aj_l/g = )\Vj_l/g + A A_U?

En este punto el siguiente lema es conveniente.

Lema 4.1 (Lema de Harten). Sea Aiu; £ (uj1q —u;) y v; dado por

vj = uj — Aj_1A _u; + B pAqu;. (4.28)
(i) Supongamos que para todo j € 7Z,
Ajp1220, Bjpp220, Ajiip+ Bjyip <1
Entonces TV (v) < TV(u).
(ii) Supongamos que para todo j € Z,
Ajp1/220, Bjp220, Aj_10+ Bjyi <1
<

Entonces para todo j € Z, mingez up < v; < MaXpez Uy

Demostracion.
(i) Tenemos
Ayvj =wjpr —uj — AjpAruy + BiyzpAiujg
+ Ajo1p2Auj — By pAgug
= (1= Ajp2 = Bisap) Ay + Ajo1 oAy + BiyspAyttjs),
luego
D 1A <) (1= Ajrae — Bip) | Ayul + ) Ajo1jl A uy
JEZ jE jEZ
+ Z Bj sl Azl
jET
< Z | Ayl
jEL
(ii) Podemos escribir (4.28) como
vj = Ajpujoaje + (1= Ajrye = Bijpajp)uy + Bigajatjia,

lo que implica el enunciado.
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Ahora deseamos elegir ¢ y 7 en tal forma que podemos utilizar el Lema 4.1 con Bj, /5 =0
para concluir que el método resultante es TVD. Notamos que en virtud de la condicion CFL,
Améx, f'(u) <1, luego aji1/2 = 0y Aajj1/2 < 1. Definimos ahora
aj—1/2A_u;

Tj_

= . 4.29
jy1/28 4 u; ( )

Para comprobar que esta cantidad efectivamente es un “indicador de oscilaciones”, notamos
que como hemos supuesto que f > 0, se tiene que vy = 0 para todo j, y en virtud
de la condicién CFL, Avj /2 < 1 para todo j, luego aji1/2 = 0 para todo j. Decimos que
“oscilaciones” estan presentes en x; si u; es un maximo o minimo local. Si esto sucede,
entonces sgn(A_u;) # sgn(Asu;), y por lo tanto r; < 0. También calculamos
A7<¢(7’j)0‘j+1/2A+u?) o ¢(rj>04j+1/2A+U? - ¢(rj71)04j—1/2A7U?

A—U? A_u?
= j_1)2 <¢5Tj) - ¢(Tj_1))7

J

es decir

Aj+1/2 =\ (l/j+1/2 + Qjy1/2 (¢E:rj+1) - (b(rj)) > .

Jj+1

Supongamos que

HléX{M, gb(r)} <2, 00<¢(r) <méx{0,min{2r,2}}. (4.30)
r
Bajo esta hipdtesis, se tiene que
o(r) — qb(s)‘ <2 paratodory s,
,

lo que implica que

Ajr1p S AVjs12 + 2a5172) = Mvjs12 + Vis12(1 = Ajga2)) = M20j11)2 — )\V32+1/2)
=1—(1—=Avjip)° <1,
Ajye 2 Mvjaj2 = 2a55172) = MYz = Visaye(1 = Avjpag2)) = (AWvp02)° 2 0.
Resumiendo, acabamos de demostrar el siguiente resultado.

Lema 4.2. Supongamos que " > 0. Sea r; definido por (4.29), y supongamos que A > 0
satisface la condicion CFL Améx, f'(u) < 1. Supongamos, ademds, que la funcién ¢ es
elegida tal que ¢(r) = 0 para r < 0 y que la condicion (4.30) estd satisfecha. Entonces el
método de volumenes finitos definido por el flujo numérico (4.27) es TVD.

Eligiendo ¢(r) = r obtenemos otro método, conocido como método de Beam-Warming
(BW). Este método también es de segundo orden, pero no es TVD. Obviamente, el método
de Lax-Wendroff (LW) corresponde a ¢ = 1.
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Si (por el momento) no nos preocupamos de la propiedad TVD, podemos definir una
familia de métodos de segundo orden por interpolacién lineal entre los métodos de Beam-
Warming y de Lax-Wendroff. Esta interpolacion puede ser realizada localmente, es decir
eligimos

@(7’) = (1 — 0(7’))¢Lw(7") + (9(7")¢Bw<7")
El método correspondiente es
Wt = ult — AA_fP = AA_(¢(r) 12D ul)
=uj — AA_ (f]” - ng(Tj)osz/gAJru?).

Sea ahora uj = u(xj,t,) la solucién exacta, entonces podemos calcular

(4.31)

Wt =y = A f = AN (1= 00r3)) + 0(ry)rs) g oy
= (1-0(r))) (u; — MA_f; = AA_ (041004 u5))
+0(r;) (u; — NA_fj — AMA_ (15041081 u)) — Ayj_1y2(rjm1 — 1)A_u;A_0(r;).
Esto significa que
u(z;,t+ At) — u’j“ = (1 —6(r;)){ “error truncacién LW”}
+ 60(r;){ “error truncacion BW”} — A?zj_l/g(rj_l - 1)A_ujA_0(7’jz.

~

=:1

Si I = O(At?), entonces la combinacién de los métodos LW y BW es de segundo orden. En
virtud de la condicién CFL, 0 < Aaj_1/2 < 1. Ademas, si u es una solucién exacta suave,

A .
a1t = (W) (1= A (W)

Recordando la defincién (4.29) de r; y definiendo h(x) = f'(u(x,t))(1 — Af'(u(x,t)))uy
obtenemos
|Oéj—1/2(7”j—1 - 1)A—Uj| = ’A—(Oéj—1/2A+Uj—1)| = Ax‘h(xj—l/Q) — h(xj-3/2) + O(Aﬁ)}
< Ag? r(né>)<’h'(:1:)’ + O(Az?).
x,t

+ O(Az?).

T=Tj11/2

Esto significa que para demostrar que I = O(At?) basta demostrar que A_6; = O(At). Pero
como 6 es una funcién suave con valores en [0, 1], tenemos

|A_0(r;)| = |6(r;) — O(rj—1)| < Clr; — 71

<C ajo1pB u; oAy
12840 ajorpAu,
_c hj_1/2 + O(Ax?) B hj_3/2 + O(Az?)
hjt1/2 + O(Ax?)  hj_y0 + O(Ax?)
| = hysaahyan + O(Aa)
hjt1s2lj-1/2 + O(Az?)
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Second-order TVD region

T T
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15F g e e e L TT
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1k
m— MinMod
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05F van Leer ]
van Albada
ELLLLD Chakravarthy & Osher (3=3/2)
0 I 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

r

FiaurA 4.8. Grafos de funciones limiter ¢ = ¢(r). El grafo debe pertencer
a la regién blanca, en la cual ambas condiciones, tanto (4.30) como (4.32),
estan satisfechas. En la region gris claro solamente una de las condiciones esta
satisfecha; en la zona gris oscuro ninguna.

CAx méx (4 |W (z)| + O(Az?)
h hjt1s2lj-1/2 + O(Az?)

= O(A?).

Asi hemos demostrado que si # es una funcién Lipschitz continua, entonces el método resul-
tante es de sgundo orden.

Volviendo a la funcién ¢, hemos demostrado que el método (4.31) es de segundo orden
si ¢ es Lipschitz continua y

min{l, 7} < ¢(r) < max{1,r}. (4.32)

Si ¢ satisface tanto (4.30) como (4.32), entonces el método resultante (4.31) es TVD y de
segundo orden lejos de extremos locales. El método también genera una sucesion convergente
de aproximaciones, y el limite es una solucién débil (demostrar esto es una tarea).

La funcion ¢ se llama limitador o limiter; a continuacion presentamos una seleccién de
funciones populares de este tipo. Tal como ilustra la Figura 4.8, todas de ellas satisfacen
tanto (4.30) como (4.32):

¢(r) = max{0, min{r, 1} } (minmod), (4.33)
¢(r) = méx{0, min{2r, 1}, min{r, 2} } (superbee), (4.34)
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Upwind Lax-Wendroff

1.2F"

1.2F°

08}
06}
=}
041
02}

-0.2¢

Beam-Warming

1.2F"

08}
06}
04}
02}

-0.2 1, { I ! I
0 0.25 0.5 0.75 1

Ficura 4.9. Ejemplo 4.7: solucién numérica de la ecuacion de transporte por
los métodos upwind, de Lax-Wendroff, de Beam-Warming, y el método (4.31)
basado en el limiter de van Leer (4.35).

o(r) = ‘:‘_:_: (van Leer), (4.35)
o

¢(r) = e (van Albada), (4.36)

o(r) = méX{O, min{r,ﬁ}}, 1<p<2 (Chakravarthy & Osher). (4.37)

Ejemplo 4.7 (Uso del limiter de van Leer). En este ejemplo consideramos nuevamente la
ecuacion uy + f(u), = 0 con la funcion inicial ugo del Ejemplo 4.6. Calculamos la solucion
numérica para T = 3 y A = 0,95 con los métodos upwind, de Lax-Wendroff, de Beam-
Warming, y con el método (4.31) basado en el limiter de van Leer (4.35). La Figura 4.9
muestra los resultados numéricos (la solucion numérica para el método de Laz-Wendroff es
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la misma del Ejemplo 4.6). Observamos que ambos esquemas de Laz-Wendroff y de Beam-
Warming generan oscilaciones marcadas, pero la solucion generada por el uso del limiter
de van Leer no es oscilatoria. A su vez, esta solucion es de calidad superior que la solu-
cion generada por el método upwind. Los métodos de este tipo son frecuentamente llamados
métodos flux limiter, ya que limitan la contribucion del flujo numérico de orden magyor.

4.4.2. Métodos de orden mayor semi-discretos. Consideremos ahora métodos de or-
den mayor donde (inicialmente) no se discretiza el tiempo, sélo el espacio. Basdndonos en el
planteo de métodos de volumenes finitos podemos escribir tales métodos como

1 .
wi(t) = —E(Fjﬂ/z —Fj1p2), J €L, (4.38)

donde u;(t) es alguna aproximacién del promedio de w sobre la celda (z;_1/2, % 41/2). Si el
lado derecho de (4.38) es una aproximacién de segundo orden de —f(u), para funciones
suaves u = u(x), entonces se dice que el método tiene precisiéon de segundo orden. Para
lograr segundo orden también en el tiempo, podriamos utilizar un método Runge-Kutta
para integrar (4.38) numéricamente. Un método de este tipo es el método de Heun:

~MNn

i} =uj — MFjp12 — Fji1/2),
- A - _ A (4.39)

i = = 5 (Fye = Fjoage) = 5 (Fjvage = Fioage).

La manera mas simple de lograr precision de segundo orden consiste en elegir

u

Uj + Ujt1

Eiire = f(T) (4.40)

Sin embargo esto no resulta en un método viable en combincaciéon con un método de Euler
de primer orden para la discretizacién en el tiempo. Esta combinacién no es estable (en el
sentido de la estabilidad de von Neumann. Para ver esto, consideremos f(u) = w. Utilizando
el método de Euler explicito, obtenemos

n+1 A

=y — §(Uj+1 — Uj-1)-

Utilizando el planteo u} = p, exp(ijAz) (donde i = /—1) obtenemos
fnt1 = pn (1 +iAsin(Ax)).

u

Esto significa que

1| = \un|\/1 + A2sin2(Ax) = [ = |l (1 + A2 sin*(Az))",
es decir el método es incondicionalmente inestable. También utilizando el método de segundo
orden de Heun en combinacién con (4.40) resulta en un método inestable (Tarea). Es decir
la eleccion (4.40) es de segundo orden pero inttil.
Una medida para corregir esto consiste en el uso de variables extrapoladas. Se definen
los siguientes valores asociados con el extremo izquierdo y derecho de una celda:

1 1
u;f+1/2 =uj + §A_uj’ u?_l/2 = u; — §A+u]~. (4.41)
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Upwind with extrapolation Upwind with extrapolation

F1GUrA 4.10. Ejemplo 4.8: solucién de la ecuacién de transporte u; +u, = 0
con el método upwind con extrapolacién con dato inicial (izquierda) suave,
(derecha) discontinuo constante a trozos.

Luego podemos utilizar cualquier flujo mondétono de primer orden de dos puntos para definir
una aproximacion de segundo orden

1
f(u(x))m = E(F(U?+1/2,u§{+1/2) - F(u?—l/%u;{—lﬂ)) + O(A:ﬁ)'
Pero incluso si utilizamos el método de Heun, los valores extrapolados (4.41) no entregan un
método TVD. Esto no es sorpresa, considerando que el método es de segundo orden. Para
simplificar la discusiéon supongamos que f' > 0, y que el flujo numérico es el flujo upwind, es
decir F(u,v) = f(u). En este caso resulta el método

wpth =l = A(f (W) = f(uia). (4.42)

Ejemplo 4.8 (Método upwind con extrapolacion). Consideremos nuevamente el problema
de valores iniciales del Ejemplo 4.6. La Figura 4.10 muestra los resultados numéricos obteni-
dos para Ax = 1/30 y A = 0,3 al instante T'= 1, para el cual la solucién exacta coincide con
el dato inicial periddico. Utilizamos el flujo numérico upwind F(u,v) = f(u) = u en combi-
nacion con la extrapolacion (4.41), es decir el método numérico (4.42). Observamos que para
el dato inicial suave ug 1, la aproximacion es “razonablemente cerca” de la funcion correcta,
mientras que para el dato inicial discontinuo ug 2, la aprozimacion tiene poca relacion con la
solucio ezxacta.

Estos resultados sugieren que el método mejora si utilizamos algin limiter para definir
los valores extrapolados U?+R1 /o Para tal efecto sea ¢ = ¢(r;), donde r; estd por definir, y
redefinimos las extrapolaciones como

1 1
Uy gy = uj + 5B -uj, Ul gy = uj — 5958y, (4.43)
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Seguimos suponiendo que f' > 0. Por ejemplo, si el flujo numérico es el flujo upwind, es decir
F(u,v) = f(u), seguimos trabajando el flujo numérico (4.42), pero se utiliza la definicién de
las variables extrapoladas (4.43) (con la debida definicién de ¢; en lugar de (4.41).

Queremos definir 7; e identificar condiciones para ¢ que aseguran que este método es
TVD pero formalmente preserva la precisiéon de segundo orden lejos de oscilaciones. Para
poder aplicar el Lema 4.1, escribimos el esquema como

utl = — A#A_uy,

donde hemos utilizado in método de Euler de primer orden para la integracion en el tiempo.
Esto, por supuesto, destruirira la precisién de segundo orden, pero la medida es conveniente
para el andlisis. Si definimos

A f( j+1/2)
A ’

el método serd TVD si 0 < Aj41/2 < 1. Omitiendo el indice superior n, calculamos

Si elegimos r; = Aju;/A_u;, esto puede ser

Aj—l/? =\

Ajr2 = A (1) <u] ¢JA Uj — Uj—

A_u
¢ Gj—1 A_uj_y
-((3) =55

donde u; el algtin valor entre u 12 ¥ uk
escrito como

j+1/2°

Ay = M () (1 _ %<¢En:j 11) — B(r ))>

Queremos asegurar que el método satisface la condicién CFL Améx, f'(u) < 1/2. En este
caso se tiene 0 < A;_y/p < 1si

1 i
0< 1——(M—¢(m)) <2,
2 rji—1
o equivalentemente
Lo Uty <o
rj—l

Esto sucede si 0 < ¢(r) < min{2r,2}, lo que entrega la misma regién TVD que para el
método flux limiter, ver Figura 4.8.

La eleccién con ¢ = 1 no es TVD, pero de segundo orden, y la opcién ¢(r) = r entrega
el método (intitil) de segundo orden con el flujo numérico (4.40). Tal como antes concluimos
que cualquier combinacién convexa suave (en r) de estos dos métodos sera de segundo orden,
es decir se obtiene la misma region de segundo orden que en la Figura 4.8. Concluimos que
la seleccién de las funciones limiter es la misma que antes. Cada eleccion entrega un esquema
formalmente de segundo orden de precision lejos de extremos locales. Este método se llama
método MUSCL (monotone upstream centered scheme for conservation laws).
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FIGURA 4.11. Ejemplo 4.9: soluciones numéricas para Az = 1/10 (arriba) y
Az = 1/20 (abajo).

Ejemplo 4.9 (Métodos upwind y métodos de alta resolucién ). Para ilustrar algunos de
los métodos definidos anteriormente consideremos nuevamente los dos escenarios del Ejem-
plo 4.6. Se evalua la solucion en T = 3 (instante en el cual coincide con el dato inicial)
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FI1GurA 4.12. Ejemplo 4.9 (continuacién): soluciones numéricas para Az =
1/40 (arriba) y Az = 1/200 (abajo).

y se utiliza A = At/Ax = 0,49. La Figuras 4.11 y 4.12 muestran los resultados obtenidos
por el método upwind de primer orden; el método flux limiter basado en el limiter de van
Leer (4.35) pero con discretizacion de primer orden en el tiempo; el método MUSCL basado
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en el método upwind, la extrapolacion espacial limitada por el limiter de van Leer (4.35)
con discretizacion temporal de primer orden (MUSCL-1), y el método MUSCL basado en el
método upwind, la extrapolacion espacial limitada por el limiter de van Leer (4.35) pero con
discretizacion temporal de sequndo orden (MUSCL-2) de acuerdo al método de Heun (4.39).
La Figuras 4.11 muestra los resultados para Ax = 1/10 y Az = 1/20, y la Figura 4.12, para
Az =1/40 y Az = 1/200. Observamos que todos los métodos convergen a la solucion exac-
ta respectiva. Es interesante notar que para el caso de la funcion inicial suave, el método
MUSCL-1 genera una solucion con “peldanos”, mientras que el método MUSCL-2 genera
una aprorimacion mejor de la verdadera solucion suave.

4.5. Ejercicios
Problema 4.1. Consideremos el método no conservativo (4.7). Demostrar que si

W 0 para j <0,
J 1 paraj >0,

entonces ujj = ug-) para todo n, lo que indica la solucién u(z,t) = x[,)(z). Comparar con la
solucion de entropia del problema.

Problema 4.2. Se considera la ley de conservacién
v+ av, =0, a>0, esdecir f(v)=av,

junto con el par de entropia (7, q) dado por n(u) = |u—c| y q(u) = sgn(u — c)(f(u) — f(c)),
c € R, y el esquema numérico

u;.l“ = uj — /\a(u;? — uj_l), A= At/Az.

Demostrar que bajo la condicién de estabilidad (condicién CFL), la funcién de flujo de
entropia numérico

QU™ j) = Q(u?,u;-ﬂrl) = améx{u?, ¢ — aml'n{u?, c}
satisface la desigualdad
(W) <n(ul) = MQU™:j) — QU™ j — 1)), (4.44)
y es consistente con el flujo de entropia q.

Problema 4.3. Se considera la ecuacion de Burgers
1
up + uu, =0, es decir f(u) = §u2,

junto con el par de entropia (7, q) dado por n(u) = |u—¢c| y q(u) = sgn(u — c)(f(u) — f(c)),
y el esquema numérico

W=l = A(f(u]) = f(u]y)), A= At/Az. (4.45)

J J J j—1

Encontrar una funcién de flujo de entropia numérico Q(U™; j) que es consistente con el fujo
de entropia ¢ y que satisface la desigualdad (4.44) para el esquema (4.45).
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Problema 4.4. Para la aproximacién de una ley de conservacién u; + f(u), = 0 con el dato
inicial u(x,0) = uo(z), = € R, es til considerar la forma incremental

u
donde C7, 2 ¥ D? /2 dependen de uj y sus vecinos.

a) Demostrar que el esquema (4.46) es conservativo, e identificar el flujo numérico F(U™; 7).
b) Escribir los esquemas (4.45) y de Lax-Friedrichs en la forma (4.46).
¢) Demostrar que si un esquema en forma (4.46) satisface

C;L+1/2 2 0, D;‘l+1/2 2 0, C;‘l+1/2 + D;‘l+1/2 < 1

entonces es TVD.
d) ;Bajo qué condiciones los esquemas (4.45) y de Lax-Friedrichs son TVD?

Problema 4.5. Un esquema se llama lineal si puede ser escrita en la forma

p

U?H = Z aRUG g (4.47)

Obviamente, un tal esquema solo puede ser consistente con una ley de conservacion lineal.
Discutiendo el caso

\ {1 sij <0,
0 sij>0,
demostrar que si el esquema (4.47) es TVD, entonces es exacto a lo maximo del orden 1.
Problema 4.6. Para el problema de valores iniciales de una ley de conservacion
uw+ fu),=0, z€R, t>0; wu(r,0)=u(z), zeR (4.48)
se consideran los métodos de Engquist-Osher, definido por su flujo numérico

F(U;j) = f"°(U;, Ujpa);

v v 4.49
fEO(u,v) = f(0) + / méx{ f'(s),0} ds + / min{ f'(s),0} ds, (4.49)
0 0
y el método de Godunov definido por
{ iu<v
F(U:j) = fSU; U ): f© _ [ mituco F(0) siu s, 4.50
( 7]) f ( 7 ]+1)> f (U,U) {méxu>¢;y f(Qb) siu>uv. ( )

a) Demostrar que bajo hipétesis sobre ug y f y una condicién CFL apropiadas, estos dos
métodos dan origen a soluciones aproximadas {ua;} que convergen a la solucién de
entropia del problema (4.48).

b ) ;En cuales situaciones se puede garantizar a priori, y para todo dato inicial ug, que
ambos métodos generan la misma solucién numérica?
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c¢) Sea f(u) = sinu. Calcular numéricamente la solucién de (4.48) para

{O para x < 0, (4.51)

o () = 2 para x > 0,
Ar = 1/25, Ax = 1/50 y Az = 1/100, y At = 98 % de su valor maximo permitido
por la condiciéon CFL. Comparar los resultados con la solucién exacta.

Problema 4.7. Se desea comparar el comportamiento de los métodos de Lax-Friedrichs,
Engquist-Osher y Godunov, que son de primer ordern, con los métodos de Lax-Wendroff y
el de MacCormack, que son de segundo orden. Aplicar los cinco metodos al problema

1 <0
w+ flu)y =0, z€R, flu)=su? u(w,0)=24 " PEEESS (4.52)
2 ur para x > 0,
para (i) up, = =1, ug = 1y (ii) up = 1, ug = —1.
a) Calcular la soluciéon numérica para t = 7" = 1 utilizando Az = 1/20, Az = 1/50,
Az =1/100, Az = 1/200 y Az = 1/400, calcular el error aproximado

e(T) = |lua(T) = w(T)| 11 (-2,
donde ua es la soluciéon numérica en cada caso,
b) Para cada uno de los casos (i) y (ii), plotear el error versus el tiempo CPU para cada

una de las 25 combinaciones de método y discretizacién en cada caso e interpretar los
resultados. Utilizar escalas logaritmicas para ambas cantidades.



Capitulo 5

Leyes de conservacion escalares multi-dimensionales

5.1. Splitting por dimensiones

En este capitulo limitaremos las demostraciones a dos dimensiones espaciales. Sin em-
bargo todos los argumentos pueden ser generalizados a mas de dos dimensiones espaciales.
Consideramos el problema de valores iniciales

ut+f(u)m+g(u)yzo7 (xvy) ERQ? t> 0; u(x,y,O) :uo(x,y), (at,y) GRZ' (51)

Para tratar este problema definimos Stf “ug como la solucién del problema de valores iniciales
uni-dimensional

v+ f(v), =0, zeR t>0; ov(z,y,0)=u(z,y), xR, (5.2)

en el cual y aparece como parametro pasivo; andlogamente definimos S7Ywq como la solucién

de
wy+g(w)y, =0, yeR, t>0; w(xy0) =wz,y), yeR (5.3)

con x como parametro pasivo. La idea del splitting por dimensiones consiste en resolver la
ecuacién multi-dimensional (5.1) aproximadamente alternando entre las soluciones de los
problemas uni-dimensionales (5.2) y (5.3) en las direcciones x e y, respectivamente, durante
un intervalo de tiempo At corto, es decir

u(z,y, nAt) ~ (SZ’f o Sﬁ’f)nuo.

Ejemplo 5.1. Sea

2
Uu u para x <y,
flu) =g(u) = —, wuo(z,y) = { Uy > Uj.
U, parazx =y,

La solucion en la direccion x (con y fijo) entrega una onda de rarefaccion para la cual
sus extremos a izquierda y a derecha se propagan con las respectivas velocidades uy y u,. Con
un flujo cuadrdtico la onda de rarefaccion se convierte en una interpolacion lineal entre los
estados a izquierda y a derecha, es decir

U para x < y + wAt,
T T —
ut’? = Sﬁ’t Uy = A;  paray + At < x < y+ uAt,
Uy para x >y + u,At.

La solucion en la direccion y para x fijo y un estado inicial u/? producird una focalizacion
de las caracteristicas. Fl estado a izquierda, que ahora es igual a u,, se propagard con una

131
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velocidad dada por la derivada de la funcion de flujo, en este caso u,, y adelantard el estado
a derecha, en este caso dado por w,. Las caracteristicas interactuan en un instante dado por

ut +x — u, At = wit + x — At

es decir t = At. En este instante hemos regresado a a nuestro problema de Riemann inicial,
es decir

u' = SPPut? = .
Una nueva aplicacion de Sﬁ’f entrega
u? = S{Tut = ul?;
por lo tanto u™ = ugy para todo n € N. Definiendo
Tty Ty

T T

obtenemos el problema valores iniciales uni-dimensional

2 <0
B
3

V2 u, paran > 0.
Entonces se tiene que u(x,y,t) = uo(x,y) ¥y

lim u"™ = uyg
At—0

(con nAt =t fijo). Elsplitting por dimensiones, en este caso, entrega soluciones aproxrimadas
que convergen a la solucion correcta.

En lo siguiente consideremos el caso general espacialmente multi-dimensional, sin em-
bargo limitaremos las demostraciones a dos dimensiones espaciales. El problema de valores
iniciales espacialmente m-dimensional sea

up + Z filw)e, =0, w(y,...,2p,0) =ug(x1,...,2m). (5.4)
j=1

Aqui u es una solucién (débil) de entropia de (5.4) en el sentido de Kruzkov si se tiene que
0

Vk € R, Vo € C°(R™ x [0,T1]), ¢ >

[ (et sentu— 0 Y500 = 0 )

=1

<

+ / (\uo — klpli=o — (Ju — k) ‘t:T)dxl cday, = 0.
Rm

Tal como en el caso uni-dimensional, (5.5) implica que u es una solucién débil, es decir

Vo € CF(R™ x [0,00)) :

0o m 5.6
/ / (ugpt + Z fj(u)gaxj) dxy---dx,, dt + / up|i=o dq - - - dx,,, = 0. (56)
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Ahora queremos demostrar que el splitting por dimensiones efectivamente genera una
sucesion de funciones que converge a la solucién de la ecuacién multi-dimensional (5.4);
ademas queremos demostrar como el Front Tracking puede ser utilizado como operador de
solucion uni-dimensional en el contexto del splitting por dimensiones.

Primeramente demostraremos que el splitting por dimensiones genera una sucesién que
converge una solucién de entropia, es decir, que su limite satisface (5.5). Sea uy una funcién
con soporte compacto tal que ug € L'(R?) N L>(R?) N BV (R?); es decir se supone que

TV, (u) = /(T\/m(uo))(y) dy + /(T\/y(uo))(a:) dz < oo.
(ver Seccién 1.1). Sean t, := nAt y t,11/2 := (n+ 1/2)At y ademas
u =g, uY? =S wtt = SYPutY2) p e N,

Ahora necesitamos una solucién aproximada para t # t,,. Sea la aproximacion una solucion
exacta de una ley de conservacion uni-dimensional en el intervalo [¢;,t;11/2], 7 = k/2, k € No.
Para lograr esto hacemos correr el tiempo dos veces mas rapidamente, es decir ponemos

T para t, <t < tpyi)2,
ua(z,t) = 2(t=tn) » (57)
SQgEiJ*thrUQ)unJr / para tn+1/2 g t é tn+1.

Ahora demostraremos la compacidad de la sucesién {ua;}. Como ningin de los operadores
SH* vy 89¥ incrementa la norma L™, se tiene que

luadll e @z) < [luoll L me)

independientemente de At.
Luego analizamos la variacion total, empezando con

1
/T\@(S’ﬁ’fu”) dz < /}lgr(l)ﬁ /|u”+1/2(x,y +h) — u”+l/2(x,y)| dy dx

1
= lim N //‘U"H/Q(m,y +h) — w1 (2,y)| dy dx

h—0

] (5.8)
<tim gy [[lar @y ) = ()| dy s

.1 n n _ n
:/%g%)ﬁ/‘u (x,y+h)—u (x,y)‘dydx—/TVy(u )dz.

Aqui aprovechamos el Lema 1.1, y la L!-estabilidad respecto de . En la transformacién
(5.9) se utilizd, ademés, el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue para justificar
el intercambio de integrales y limites. Para la solucién generada por splitting por dimensiones
se tiene ahora

va,y(unH/Z) = /TVx(Sﬁ’txun)dy_g_/T\/y(sg’fu")dx
(5.9)
< /TVz(un)dy+/TVy(u")dx =TV, ,(u"),
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donde utilizamos la propiedad TVD de S y (5.8). Andlogamente a (5.9) obtenemos
TV, (u™™) < TV, (u"/?),
luego, por induccion,
TV, (u") < TV, (up).
Esto se convierte en
TV, (uar) < TV, (u).

Ahora queremos demostrar la Lipschitz continuidad respecto del tiempo en la norma L',
es decir

|uar(t) — uae(s)| . < Clt —s|. (5.10)
Aplicando la desigualdad triangular repetidamente es suficiente demostrar que

Hum((n + 1)At) — uAt(nAt)||L1(R2)

< ||un+1 . n+1/2 n+1/2

—unHLI(R2) (511)

_ Hsgtxun _ unHLl (=) + HSQy n+1/2 _, nt1/2

212y + [lu
[
Utilizando la parte (vi) del Teorema 3.4, concluimos que

85w = ™| 1o ey < F Nuip ATV, (™).

Utilizando este mismo resultado y (5.8), obtenemos

HS%JU”H/Q — u"? HgHLipAtTV%y(un)

I ey <
Esto demuestra que
[uar(tnrr) = war(tn)|] i gy < At max{ || fllip: [19]lip } TV (uo)- (5.12)
Utilizando interpolacién, obtenemos
HuAt t) - uAt HLl(R2
< uart) = warltn)|| prgey + [luae(tn) = waeltm) || gy + luac(s) — uadt

(It — tm| + 2A¢8) max{ || fl|uip, |9llLip } TVa,y (uo)
(1t — s| + 4At) méax{ || fl|Lip: 19/lLip } TVay (uo),

donde t € [ty,tni1) ¥ S € [tm, tmy1). Utilizando el Teorema 1.6, podemos deducir la existencia
de una subsucesién convergente igualmente llamada {ua;}. Se define

QL (5.13)

uw= lim ua;.
At—0

Luego habra que demostrar que esta funcié limite u es una solucién de entropfia.
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Sea ahora ¢ = ¢(z,y,t) una funcién test no negativa y sea ¢(x,y,t) = ¢(x,y,t, +1t/2). Si
definimos 7 := 2(t — nAt), entonces para todo y la funcién ua; es una solucién débil respecto
de x sobre la banda t € [t,,t,.1 /2], la cual satisface la siguiente desigualdad:

At
VEER: / /(mt—lc|go7+qf<um,k>sox)dxdf
0

> /\u”+1/2—ky<p(m> dx—/|u”—k|gp(0) dz

donde ¢/ (u, k) := sgn(u — k)(f( (k)). Respecto de t tenemos entonces

n+1/2
VkeR: 2/ /( luns — k|¢t+q (uag, )gbx) dz dt

(5.14)
Z / |un+1/2 - k|¢(tn+1/2) dr — / |un - k|¢(tn) dz

Analogamente obtenemos

tn+1
Vk eR: / / ( luae — k|or + ¢ (uAt,k’)%) dy dt

n+1/2

(5.15)
> [ = Kot dy = [ 102 = Ho(tn) dy

Integrando (5.14) respecto de y y (5.15) respecto de x, sumando los resultados, y sumando
sobre n obtenemos

T
[ ] (%mm o Y o 0+ Y e %) ey

> / / (luae — k|6)] . dardy — / Jup — K|(0) da dy,

donde X, y X» denotan las funciones caracteristicas de los intervalos ¢, < t < tnq12 Y
tnt1/2 < T < tyqr, respectivamente. Para At — 0 obtenemos

« 1 |
zn: Xn — 57 ; Xn — 5
Especificamente para funciones v continuas se tiene que
T thy1/2 . At 1 . At—0 1 T
Z/ Wpdt:Z/ ¢dtzz¢(tn)7:§zw(tn)At:>§/ Y dt
n 0 n n n n 0

con t* € [ty tat1 /2], de acuerdo a la definicién de la integral de Riemann. (El caso general
sigue por aproximacién.) Concluimos que para At — 0,

T
/ i (\u—k!¢t+qf<u,k>¢x+q9<u,k>¢y)dxdydt+ [ 1o = kol oy

/ ‘u k"gb —pdzdy,
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es decir efectivamente u(x, y,t) es una solucién de (5.1) que satisface la condicién de entropia
de Kruzkov.

En lo siguiente demostraremos la unicidad de soluciones de leyes de conservacion multi-
dimensionales. Sean u y v dos soluciones de entropia de Kruzkov de la ley de conservacién

ui + f(u)s + glu), =0

con los respectivos datos iniciales ug y vy. El argumento utilizado en la Seccion 3.4 entrega,
sin ningin cambio fundamental en el caso multi-dimensional, el mismo resultado que en el
caso uni-dimensional, es decir

HU(t) - U(t>HL1(R2) < ||U0 - U0||L1(R2)a

lo que demuestra la unicidad. Si utilizamos que si cada subsucesién de una sucesion posee a su
vez otra subsucesion que converge a un y el mismo limite, entonces la sucesion misma converge
a este limite (dnico), entonces podemos concluir que {ua;} (y no sélo una subsucesién)
converge. Acabamos de demostrar el siguiente teorema.

Teorema 5.1. Sean las funciones f; dos veces continuamente diferenciables a trozos y sea
up € BV (R™) una funcién integrable. Definimos la sucesion de funciones {u"} por u° := ug
Y

I = SZ’xju”Jr(j_l)/m, j=1,...,m, n € Ny.
Se definen las funciones upay = upni(x1, ..., Tm,t) por
UAL(T1, ooy Ty, T) 1= Sl urtu-b/m

m(t—tnt(i—1)/m)

donde definimos t, = rAt para r € Q, para t € [tyi(j—1)/m,tntj/m). Sea T > 0 fijo. Para
cada sucesion {At} con At — 0 upy converge para todo t € [0,T] a la unica solucion débil
de (5.4) que satisfaga la condicion de entropia de Kruzkov (5.5). La convergencia tiene lugar
en C([0,T]; LL .(R™)).

loc

Para demostrar la estabilidad respecto de la funcién de flujo demostraremos ahora que
el resultado de estabilidad uni-dimensional queda valido en el caso multi-dimensional (bajo
modificaciones obvias). Sean u y v las soluciones tnicas de

Uy + f(u)a: + g(u)y =0, u’t:O = Uy,
vt f(0)e +G(v)y, =0, v]imo = 10,

que satisfagan la condicién de entropfa de Kruzkov, y deseamos acotar la norma L' de la
diferencia. Para tal efecto notamos primeramente que

Hun+1/2 o Un+1/2HL1(]R2) _ / ’un+1/2 . Un+1/2‘ dx dy
< /(/ |u™ —v"|dx + At min{TVm(u”),TVI(v”)} Ilf— fHLip) dy

= ||u" — UnHLl(RQ) + At ||f — f”Lip / min{TVI(u”)’ TVI(U”)} dy.
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En virtud de la desigualdad trivial (pero 1til)
anNb+cAhNd<(a+c)N(b+d), abec,deR
se tiene que
lutt —

?]n+1 ||L1(R2)

= / ju"tt — " dz dy
< /(/ a2 — 2] dy + Atmin{ TV, (u"1?), TV, (0" 172) } [lg — §||Lip> dz

< [t = ey + At g = Gy [ min{TV (), TV, (07717} ds

< Hu” — UnHLl(]R2) + AtméX{Hf - f~ Lip ’ Hg - gHLip}X

« (min{ / TV, (u") dy, / TV, (") dy} —i—min{ / TV, (u") de, / TV, (o) dx})

< lu™ = 0| 1 (re) + At méx{ || f — fHLip g = Gl } X

xml’n{ / TV, (") dy + / TV, (u") de, / TV, (") dy + / TVy(U")dx}

<l = 0" sy + Atmax{ || f = fll; 119 = Gl } min{ TV (uo), TV (vo) }

Lip
y por lo tanto
[u" = 0" |11 r2) < [luo — vollrr2)
e nAtmax{[[f = Fll,, 19 = dll,} min{TV(uo), TV(wo)}.
Sea ahora t € [t,,1,41/2). Entonces los interpolantes continuos definidos por (5.7) satisfacen
H“At t) — vae(t) ||L1(R2)

_HsfﬂC Sfl‘

2(t tn 2(t— tn)v HLI(R2)

< ([ = st 2t ) min{ TV, TV [ - L, )

= |lu" — v"|| g2y + 2(E — tn) Hf—fHLip/min{TVm "), TV, (v")} dy

< Jluo = voll g2y + tn max{ || f — f L 19 = Gl b min{ TV (uo), TV (vo) }
+2(t — ) min{ TV (uo), TV (v) } mitx{ || £ = Fl,.. 19— s}

< o = wolly + (¢ + Ay min{ TV (uo), TV (vo) } méx{|| f — |, - g — s, }-

Este argumento, bajo modificaciones adecuadas, sigue siendo valido para leyes de conser-
vacién arbitrarias en multiples dimensiones espaciales. Acabamos de demostrar el siguiente
teorema.
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Teorema 5.2. Sea ug € LY(R™) N L®(R™)N BV (R™) y sean f1,. .., fm funciones dos veces
continuamente diferenciables a trozos. Entonces existe una solucidn unica u(xy,...,Tm,t)
del problema de valores iniciales

ug + Zf](u)x] =0, u(xy,...Tm,0)=up(x1,..., )

que satisfaga la condicion de entropia de Kruzkov (5.5). Esta solucidn posee la propiedad
TV (u(t)) < TV (u).

Sivg y g poseen las mismas propiedaes que ug y f, respectivamente, entonces la inica solucion
(débil) de entropia en el sentido de Kruzkov de

v + Zgj(v)xj =0, v(x,...Tn,0)=uvy(z1,...,2m)

satisface la desigualdad

g — vol[1 + t min{ TV (ug), TV (vo) } 12113@;{“][]- — ngLip}. (5.16)

lu(s8) =0 D)0 <

Siug < vy y f =g, entonces también u < v sobre la totalidad de R™ x [0, 00).

Demostracidén. La Lipschitz continuidad en L' respecto del tiempo sigue a partir de (5.13).
El enunciado final sobre la monotonicidad sigue a partir de la L'-contractividad (el caso
especial de (5.16) para f = g como en el caso uni-dimensional utilizando el Lema 3.7 (de
Crandall y Tartar). [

5.2. Splitting por dimensiones y Front Tracking

Ahora remplazamos f y g (en el caso bi-dimensional) por funciones continuas y lineales a
trozos f°y ¢° con una distancia entre los puntos de interpolacién dada por 6. Para evitar que
el nimero de discontinuidades crezca ilimitadamente, se proyecta la soluciéon uni-dimensional
Sy sobre una malla fija del plano (z,y) antes de que se aplique el operador Sgé’y, ver
Figura 5.1.

Sean los tamanos de malla en direccién x e y dados por Az y Ay; ademas sea

Lj = {(z,y) |¢Ax <z < (i+1)AzAjAy <y < (J+1)Ay}.

El operador de proyeccion 7 estd dado por

1
7T(£7y) = AiL’Ay //[ dedya ($7y) S [1]

Sea la solucion aproximada en los instantes discretos ¢; dada por

un+1/2 _ 7TOSf T Wt = 1 089 Y n+1/2’ ne No,
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Y Y
s xr
SAr
u™(0) u"(At)
T x
T n+<n+1 m
Y )
5
74"
u”+1/2(At) u”+1/2(0)
T T

FiGuraA 5.1. Splitting por dimensiones y Front Tracking para una malla 3 x 3.

donde u° := 7ug. Definimos el vector de los pardmetros de discretizacion n := (8, Az, Ay, At).
En analogia con (5.7) se define, ademés,

8
S{(t’ftn)un para tn < t < tn+1/2,
(t) UTL+1/2 para t = tn+1/2’
tn - 9%y +1/2
Q(t—tn+1/2)un / para tp110 S T <tpi1,
Un+1 para t = tn+1.

Para demostrar que u,, converge a la solucién tnica cuando  — 0 repetimos esencialmente

) 5 5 : L (.
la. demostracién del Teorema 5.1. Como SL,*, 8%;¥ v m satisfacen un principio del maximo
se tiene que

ln(®)]] . < [[6]]o0-

Sobre cada rectangulo I;; la funcién u, es constante para t = At. Para simplificar la
notacion definimos

no.__
u; = uy(r,y, At) para (z,y) € L.
Ahora seguiremos un paso de tiempo de esta construccién, empezando con u;. En cada
paso introduciremos una notacion especial. Considerando u;; como funcién solamente de x
definimos
n . n __ -
ui(0) = uis = uy (-, jAx, nAt).

J
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Avanzando la solucién en intervalo de tiempo At aplicando front tracking en la direccién x
obtenemos

n 6,37 n
ul(At) = (S5 (@)
Aplicando 7 entrega

Wt = Tuj (At),

vy

luego

U,n+1/2(0) _ u'(l‘-f‘l/Q — un(iA$7 . (TL + 1/2)At)

% 1J

Después obtenemos
n+1/2 57 n+1/2
u (A = (S5, ) ().
El paso de tiempo se termina poniendo

ui;rl = T, / (At).

Utilizando esta notacién queremos demostrar que

TV(u") < TV (ug). (5.17)

Para tal efecto demostramos que TV (u"*'/2) < TV(u"); un argumento andlogo entrega
que TV(u™*) < TV(u"F/?), lo que implica que TV (u"*") < TV(u") y finalmente (por
induccién) (5.17).

Por definicién se tiene que

TV(@72) = (7 — a2 Ay + [uf 1 — w2 Ax), (5.18)
V)
mientras que
TV(u") = Z(’“ﬁm —ujj| Ay + [y — ufj|Az).
W
Primeramente consideramos

Z\uﬁl{f — TP = TV, (mul(AL) < TV, (u?(At)) < TV, (u?(0))
= Z‘u?—i-l,j - U;’lj},

donde utilizamos que TV (7¢) < TV(¢) para funciones escalonadas ¢, y que TV (v) < TV(vy)
para soluciones v de leyes de conservacién uni-dimensionales con datos iniciales ug. Para el

(5.19)
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segundo término en (5.18) se tiene que

> lulii? = ul P AvAy = Z/ 12— a2 de dy
1,
- Z /I__\W(U?H(At) —u(At))|dz dy
,J ij
S Z/j 7 ([uf (L) — uf (AL)]) d dy
,J ij
= Z/}VV\U?H(N) — (AL de dy
i, ij

1A (5.20)
=> Ay /A |l (At) — ul (At)| dz

=2y /]R 2, AF) — i (, AF) e
J

< 08 [ uae0) — . 0)| s
J

— n n
= § :|“m'+1 = uj|AzAy.
-

La primera desigualdad sigue de |r¢| < 7|¢|; después se utiliza [ I, rodr = [ I ¢ dx; y final-
mente se utiliza que ||v —w| 1wy < |[vo — wol|L1(r) Para soluciones de leyes dé conservacion
uni-dimensionales.

Multiplicando (5.19) por Ay, sumando el resultado sobre j, dividiendo (5.20) por Az y
sumando los resultados se tiene que TV (u"+/2) < TV (u™).

Ahora demostraremos la L!-Lipschitz continuidad en el tiempo, es decir comprobaremos
que

[t (tn) = () || 1 g2y = D |y — uiy| Az Ay
1,5
< (méx{|[ ]|, lg

VAL + 2(Az + Ay)) TV(u)[m — nl.
(5.21)

Lip

Para establecer (5.21) basta demostrar la desigualdad

Z‘unﬂ zny| < (méX{Hf(SHLip’Hg(SHLip}At—{_Q(Ax+Ay))TV(u0)' (5.22)

Para tal efecto notamos que
|u?j“ m‘ < }un+1 n+1/2 (At) ‘—l— |un+1/2 ?(At>\
+ | n+1/2 At) n+1/2 ‘ + |U?(At) _ u?(())‘
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n+1/2 n+1 2 n n

= [l TP (A) = uTPAY |+ [rul(AL) — (A
n+1/2 n+1/2 n n
+ | /(At)—ui P0)| + [ut(At) —ul(0)].

Integrando esta desigualdad sobre R? obtenemos
Z|7f”rl —ul| AzAy < //’WU”JFI/Q(At) w2 (AL )| dz dy
0,3

+ / |l (At) — ul(At)| da dy

+ / / | 2 (AL — uf T (0)] de dy

—l—/ }u}‘(At)—u?(O)‘dxdy.

(5.23)

Dos de los términos en (5.23) contienen el operador de proyeccién. Para estos términos
demostraremos que

// |mp — | dedy < (Ax + Ay)TV (). (5.24)

Demostraremos (5.24) en el caso uni-dimensional solamente. Para [; := (iAz, (i + 1)Ax) se
tiene en este caso

J w0 = iz =32 [ o) vt as
A7 ], Py (o) ds
(¢(y) = ¢(@)) dy

:EEAE
< A—wz/h [6(y) — v(x)| dy da

- I;
S
Z//AI v(x+E) — ‘dfdx

/ /\¢x+§ ()] dz d¢

1
<a [TV

= AzTV(¢).

dx
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Para los deméds términos en (5.23) obtenemos, utilizando la L!'-Lipschitz continuidad en el
tiempo,

//]u?(At)—u?(O)}dxdygAtHf‘sHLip/TVz(u;?(O))d < A| ]|, TV(®).

Combinado con (5.24) sigue (5.22) y luego (5.21).
Entonces tenemos ahora:

(i) la cota L uniforme
(0]l L2y < MUl oo me),
(ii) la cota uniforme de la variacién total
TV (u") < TV(up),
(iii) y la L' Lipschitz continuidad en el tiempo,

Hu"‘l(tm) - u"l(tn> HLl(RQ)

i Ax + Ay
< (mx{1 i + 1o} + 227520 ) TV ) — 1)

En virtud del Teorema 1.6 podemos concluir que la sucesién {u,} posee una subsucesién
que converge para 11 — 0 siempre que max{Az, Ay} /At esté uniformemente acotado. Sea
el limite correspondiente denotado por u. La sucesién converge en C([0,T]; L (R?)) para
cada T' > 0. Queda por demostrar que este limite efectivamente es una soluciéon de entropia
de la ley de conservacion escalar bidimensional.

Utilizaremos primeramente que u?(x, t) es una solucién de la ley de conservacién uni-
dimensional en el periodo [t,,t,41/2]. Por lo tanto para todo & € R y funciones test no

negativas ¢ se tiene que

/ /t"“/z (%’u?(w,t} — k| + ¢’ (u?(,1), k)%) dtdz
tn

— 1 n
——/|u x,tn+1/2 — k|o(z, tpi1y2) do + 5 /R‘uj (x,t,) — k|gb(x,tn) dz > 0.

Para la direccién y se tiene andlogamente

tny1
// (l‘u?jﬂm k}gzﬁtJrq ( n+1/2(y’t)7k;>¢y> dt dy
RVt 41/2 2

1 n _ 1 n
3 /R\ui 2y ) — ko ta) dy + §/R|ui“/2 (U:t) 11 0) = K|D(ys tayry2) dy = 0.

Integrando la primera desigualdad sobre y y la segunda sobre x, sumando los resultados y
sumando sobre n con T'= N At obtenemos

T
//R2 /O Glun —klg+ > X" (i, k)b + Z;(nqgé(um k)gby> dz dy dt

1
——(/ Iun(w,y,T)—k!¢(w,y,T)dxdy+/ !un(as,y,O)—k\d)(aﬁ,y,())dwdy)
2 R2 RZ
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1 2N
= 5;//11%2(‘un(x7y7t:/2) - k‘ - |Un($,yat;/2) - k|>¢(l‘7yatn/2) dl’dy = Ia

donde ¥, v X, son las funciones caracteristicas sobre

{ x,y,t }t € [tn, tny1/2] } y { (7,9, |t € [tn+1/27tn+1]}7
respectivamente.
Hay que tomar en cuenta que obtuvimos el lado derecho denotado por I por una proyec-
cién en cada paso de tiempo. Para n — oo y At — 0, pero T fijo, se tiene que

« 1
DX = 5%
n
Para acotar el término I notamos que

1] < Z/ ‘un(x,y,t:{ﬂ) - Un<x,y7t;/2)|¢(.r,y,tn/2)dl‘dy
< H¢HooZ//}7Tun(x,y,tn/2) — un(a:,y,t;m)}dxdy

= O(max{Az, Ay}/At),

donde utilizamos (5.24). Para poder concluir que u es una solucién de entropia hay que
demostrar que I — 0, es decir se debe suponer que max{Az, Ay}/At — 0. Bajo esta

hipdtesis se tiene que
T
// / (Iu — kl¢¢ + ¢’ (u, k) o + ¢ (u, k)gby) dt dz dy
R2 J0

R2 R2

Teorema 5.3. Sea ug € L™ N BV (R™) una funcion con soporte compacto y sean las fun-
ciones fi,..., fm Lipschitz continuas. Se construye una solucion aproximada wu, mediante
Front Tracking:

W = mug, uM™ =10 SQi’xju”Hj’l)/m, j=1,...,m, n €N,
Uup(x,t) = {Sﬁ(gt"w—l)/m)un+(j_l)/m para t € [tni(j-1)/m, tn+j/m);
ynti/m para t = t,4j/m
donde = (x1,...,%y). Para cada sucesion {n} con
= (Axy,..., Az, AL 0), m—0, max{Azy,..., Az, }/At =0
{un} converge a la solucion unica u = u(x,t) del problema de valores iniciales

ngx] =0, u(x,0) = up(x)

]_

que satisface la condicion de entropia de Kruzkov.



Capitulo 6

El problema de Riemann para sistemas de leyes de conservacion

En el presente capitulo volveremos a estudiar la ley de conservacién (2.1), pero nos
concentraremos ahora en el caso de un sistema de leyes de conservacién, es decir nos interesan
ahora problemas del tipo

Uy fl(u)
w+ fu)e =0, u=wu(zt)=|: |, f=flw=[ : |, fe@" (6.1

Se considera solamente el caso de una dimensién espacial. En el Capitulo 3 demostramos la
existencia, unicidad, y estabilidad de soluciones de una ley de conservacion escalar y uni-
dimensional, es decir establecimos el bien planteamiento en el sentido de Hadamard. Sin
embargo éste es un problema mas delicado para sistemas de leyes de conservacion. Aqui
discutiremos primeramente los conceptos basicos para sistemas, es decir las propiedades fun-
damentales de ondas de choque y de ondas de rarefaccion. En particular discutiremos varias
condiciones de entropia para seleccionar las soluciones apropiadas a partir de la condicién de
Rankine-Hugoniot. Utilizando tales resultados podremos demostrar el buen planteamiento
del problema de Cauchy para soluciones con pequena variacién de los datos iniciales.

6.1. La hiperbolicidad y algunos ejemplos

Antes de definir las propiedades principales de sistemas de leyes de conservacion discuti-
remos algunos ejemplos importantes e interesantes. El primer ejemplo es un modelo de ondas
en aguas someras (shallow water waves) y se utilizara en todo este capitulo como motivacién
y ejemplo de los conceptos basicos.

Ejemplo 6.1 (Ecuaciones shallow water). Consideremos un canal uni-dimensional a lo largo
del eje x lleno de un fluido ideal e inviscido de una densidad constante o, y supongamos que
el fondo del canal es horizontal. En la aproximacion de ondas largas o shallow water, se
supone que la velocidad v del fluido es solamente una funcion del tiempo y de la posicion x
a lo largo del canal. Se supone, ademds, que no hay movimiento vertical en el fluido. La
distancia del fluido desde el fondo es denotada por h = h(x,t) (ver Figura 6.1). El flujo del
fluido es determinado por la conservacién de masa y la conservacion del momento lineal.

Consideremos primero la conservacion de masa. Sean 1 < xy dos puntos a lo largo del
canal. La tasa de cambio de masa de fluido entre los dos puntos estd dada por

d z2  ph(z,t) h(x2,t) h(x1,t)
5/ / odydzr = —/ ov(x2,t) dy+/ ov(z1,t) dy.
1 0 0 0

145
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\___,_\/

h(z) v(z)

F1GURA 6.1. Ejemplo 6.1 (ecuaciones shallow water): un canal somero

Suponiendo que las funciones involucradas son suaves, podemos reescribir el lado derecho
como una integral sobre la derivada de ovh. Asi obtenemos

d T2 h(x,t) To
—/ / Qdyda::—/ (Qv(x,t)h(x,t)) dz,
dt x1 0 1 ‘

/’”2 <(Qh(x,t))t + (ov(z, t)h(z, t))JC) de = 0.

x1

o equivalentemente,

Dividiendo esto por (xe — x1)0 y dejando xo — x1 — 0 obtenemos la ecuacion conocida
ht + (Uh)a; =0.

Para desarrollar la ecuacion del momento lineal hay que suponer que el fluido estd en
balance hidrostdtico. Para tal efecto se introduce la presion P = P(z,y,t), y se considera un
pequeno elemento de fluido [x1,x2] X [y,y + Ayl. Entonces el estado de balance hidrostdtico
significa que la presion precisamente balancea el efecto de la gravitacion, es decir,

(P(Z,y + Ay, t) = P(Z,y,1)) (12 — 1) = — (22 — 21) 092y

para algin punto T € [x1,xs], donde g denote la aceleracion gravitacional. Dividiendo esto
por (xo—x1)Ay y tomando x1,xy — x y Ay — 0, obtenemos P,(x,y,t) = —pg. Integrando y
normalizando la presion suponiendo que ésta se anula en la superficie del fluido concluimos
que

P(x,y,t) = og(h(z,t) — y). (6.2)

St ahora estudiamos nuevamente el comportamiento del fluido entre dos puntos r1 < x5
a lo largo del canal y calculamos el cambio del momento lineal para esta parte del fluido,
obtenemos

d z2  ph(z,t) h(x2,t) h(x1,t)
d—/ / ov(z,t)dydr = —/ P(xq,y,t)dx +/ P(xq,y,t)dz
tJe Jo 0 0

h(xg,t) h(l?l,t)
— / ov(xa, t)2 dx + / ov(xy, t)2 dz.
0 0
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Andlogamente con la derivacion de la ecuacion de la conservacion de masa y utilizando (6.2),
podemos escribir esto como

€2

1 1
Ly - (h<x2,t>2 - §h<m2,t>2) + o0 (hm,w? - §h<x1,t>2)

dt /.,
—/ (0hv?), dz

1

x2 1 9 x2 9
= —Qg/ §h dx—/ (ov°h), dx.

Dividiendo esto por (xe — x1)0 y tomando w1 — o — 0, ademds escalando g a g = 1,
obtenemos

1
(vh); + (v2h + §h2) = 0.

En tras palabras, obtenemos el sistema de leyes de conservacion

1
he + (vh), =0, (vh); + (UQh + §h2) =0, (6.3)
donde h y v denotan la altura (profundidad) y velocidad del fluido, respectivamente. Defi-
niendo la variable

q := vh,
podemos escribir las ecuaciones shallow water como
L q
142 n2| =0, (6.4)
h 27/ 4

la cual serd la forma a ser utilizada en estos apuntes.

Ejemplo 6.2 (La ecuacién de la onda). Sea ¢ = ¢(x,t) la posicion transversal fuera del equi-
librio de una cuerda uni-dimensional. St se supone que la amplitud de las ondas transversales
es baja, obtenemos la ecuacion de la onda

du = (o) (6.5)

donde ¢ denota la velocidad de la onda. Definiendo variables nuevas u = ¢, y v = ¢4,
podemos re-escribir (6.5) como el sistema

(2),~ (&), =0

Si ¢ es constante, recuperamos la ecuacion de la onda cldsica, oy = Cpy.

Ejemplo 6.3 (El p-sistema). El p-sistema es un modelo cldsico de un gas isentrépico donde
se tiene conservacion de la masa y del momento lineal, pero no de la energia. En coordenadas
Lagrangianas este sistema es dado por

(Z)t " (ng))m B
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Aqui v denotes el volumen especifico, es decir, la inversa de la densidad, u es la velocidad, y
p = p(v) es la presion (una funcidn dada).

Ejemplo 6.4 (Las ecuaciones de Euler de la dindmica de fluidos). Las ecuaciones de Euler
de la dindmica de gases forman un ejemplo importante de un sistema hiperbolico no lineal de
leyes de conservacion. En ese sistema aparecen un balance de masa, un balance de momento
lineal y un balance de energia. En lo siguiente, E denota la energia total y p la presion del gas.
A continuacion desarrollaremos estas ecuaciones en d dimensiones espaciales, considerando
después la reduccion a una dimension espacial (d =1).

En la ecuacion de continuidad, el flujo de masa es pv. Ahora si z denota cualquier can-
tidad transportada con el flujo, el caudal de esta cantidad posee una contribucion convectiva
de la forma zv, por lo tanto la parte convectiva del flujo de la ecuacion de conservacion
del momento lineal es (ov)v = pvv, y en la ecuacion de conservacion de energia la parte
convectiva del flujo es Ev. Ademds, ciertas fuerzas actuan sobre el fluido, las que causan
aceleracion y por lo tanto cambios del momento lineal. En la ausencia de fuerzas exteriores,
las fuerzas efectivas son solo fuerzas generadas por fluctuaciones en el interior del fluido, las
que son proporcionales al gradiente Vp de la presion p. En virtud de esta discusion resulta

la ecuacion de conservacion del momento lineal
d

(ovi): + Z(@Uivj +pdij)e; =0, i=1,...,d,
j=1

donde 6;j =1 si i =j y 6;; =0 sino. La energia total E se descompone de la forma
1
E = Solols + ee,

donde %QH'UH% es la energia cinética y e es la energia interna especifica por masa unitaria. Se
supone que el gas se encuentra en un equilibrio termodindmico y quimico, y que la energia
interior puede ser especificada como una funcion dada de la presion y de la densidad:

e =-e(p, o). (6.6)

La ecuacion (6.6) se llama ecuacion del estado, y depende de la naturaleza del gas bajo
consideracion.

La energia total es transportada con el flujo y simultdineamente cambiada por trabajo
aplicado al sistema. En la ausencia de fuerzas exteriores, el trabajo es ejecutado solo por
fuerzas de presion, las que son proporcionales al gradiente de pv. Entonces la ecuacion de
conservacion de la energia total es

E; +div((E 4 p)v) = 0.

Para un flujo tri-dimensional, podemos ahora escribir las ecuaciones de Fuler en la forma
(2.1) con

0 ov1 V2 QU3
ovy p+ ovi U1V 0U1V3
u = QU2 ) fl(u> = QU1V2 ) f2(u> = p + QU% ) f?)(u) = QU2V3
0Us3 QU1V3 QU2V3 p+ ov3

E (£ +p)u (£ +p)v (£ +p)vs
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Si se supone que el gas bajo consideracion es politrépico, es decir, su energia interior es
aproximadamente proporcional a la temperatura, entonces se puede derivar la ecuacion de
estado

_ P
(v —1e
con una constante vy especifica del gas (v = 1,4 para aire), tal que se llega a la ecuacion
p 1 2
E=——+4 —o|v]5.
-1 20” 12

De aqui proviene que en una dimension espacial, las ecuaciones de Fuler de la dinamica de
fluidos son las siguientes:

0 ov b1
ov| + | ov*+p =0, E= ] + 5@7)2. (6.7)
E v(E + p) T

t

En lo siguiente hay que imponer condiciones a la funcién (vectorial) f para asegurar
que las propiedades del caso escalar también sean validas para el caso de un sistema. Para
asegurar que la velocidad de propagacién de informacién sea finita, lo que caracteriza las
ecuaciones hiperbdlicas, hay que considerar el Jacobiano (o la matriz Jacobiana)

Af1/Our(u) ... Ofi/0u,(u)
Tp(u) = : :
Ofn/Our(w) ... Ofn/0u,(u)

Definicién 6.1 (Hiperbolicidad). Se dice que el sistema (6.1) es hiperbdlico en un estado
u € R” si en este estado, el Jacobiano Jg(u) posee n valores propios reales

A(u) < Ag(u) < ..o < A\ (u)
y un sistema completo de vectores propios r1(u), ..., r,(u) tal que
Jr(u)rj(u) = Nj(uw)rj(u), j=1,...,n.

Si, ademds, los valores propios son distintos a pares (A;(w) # X\;j(w) para i # j, i,j =
1,...,n), entonces (6.1) se llama estrictamente hiperbdlico en w. Se dice que (6.1) es hi-
perbdlico o estrictamente hiperbodlico si posee la propiedad respectiva para todo u € R™.

Ejemplo 6.5 (Ecuaciones shallow water, continuacién). Para las ecuaciones shallow water
(6.4) obtenemos el Jacobiano

0 1
I = |, ¢ 2], (6.8)
h: h

cuyos valores propios son

Al(u):%—\/ﬁ< %+\/E:/\2(u), (6.9)
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con los vectores propios correspondientes

ri(u) = <Aj%u)> . J=12 (6.10)

por lo tanto las ecuaciones shallow water son estrictamente hiperbolicas fuera de h < 0.

6.2. Ondas de rarefaccién

Consideremos ahora el problema de valores iniciales de un sistema de leyes de conservacion
w+ f(u), =0, z€R, t>0 (6.11)

conjuntamente con datos iniciales de Riemann

w(z,0) = u;, paraz <0, (6.12)
" Jur paraz = 0. '

Observamos que como tanto los datos iniciales como la ecuacién son invariantes de escala
o autosimilares, es decir invariantes bajo el mapeo z +— kx y t — kt, la solucién de (6.11),
(6.12) debe tener la misma propiedad. Nos interesa entonces buscar soluciones del tipo

u(z,t) = w(z/t) = w(§), &=/t
Insertando esto en (6.11) y denotando w := dw/d¢, obtenemos
1
— 5 + Ty (w)iv = 0,
o equivalentemente,

T(w)iw = &b,

Observamos entonces que w es un vector propio del Jacobiano J¢(w) correspondiente al
valor propio £&. A partir de nuestras hipdtesis sobre la funcion f sabemos que existe un
j€{l,...,n} tal que

w(€) =r;(w(©)), N(w(§))=¢ (6.13)
Supongamos, ademas, que
w(Aj(uL)) = ur,, w()\j(uR)) = UR. (6.14)

Entonces para un tiempo fijo ¢, la funcién w(xz/t) conecta en forma continua el estado a
izquierda dado wuy, con el estado a derecha dado ur. Esto significa que & debe incrementar,
y por lo tanto \;(w(x/t)) debe incrementar. Si esto sucede, tenemos una solucién de (6.11),
(6.12) del tipo

uy, para x < A\j(u)t,
u(z,t) = S w(x/t) para \j(un)t <z < \j(ur)t, (6.15)
UR para x > \;j(ug)t,

donde w satisface (6.13) y (6.14). Estas soluciones se llaman ondas de rarefaccion, un nombre
que proviene de la aplicacién a la gasdindmica. Observamos, ademés, que (6.13) estipula la
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normalizacién del vector propio r;(u). Efectivamente, tomando la derivada con respecto a &
obtenemos

VAj(u) - rj(u) = 1. (6.16)

La identidad (6.16) impone una condicién adicional sobre los campos de vectores propios,
ya que claramente necesitamos que el producto escalar entre r;(u) y A;(u) no se anule
para poder normalizar el vector propio adecuadamente. Esto puede ser realizado en muchas
aplicaciones, pero las ecuaciones de Euler de la dindmica de fluidos tienen la propiedad de
que en una de las familias de vectores propios, el vector propio y el gradiente del valor propio
correspondiente son ortogonales. Se dice que la j-ésima familia es genuinamente no lineal
(GNL) si

VAj(u)-r;j(u) #0 para todo u,
y es linealmente degenerada si
VAi(u)-r;j(u) =0 para todo u. (6.17)

No discutiremos aqui casos mixtos donde una familia es linealmente degenerada solamente
en cierta sub-region del espacio de fase, por ejemplo a lo largo curvas o puntos aislados.

Antes de discutir ambos casos (de una familia genuinamente no lineal y de una familia
linealmente degenerada) cambiamos el punto de vista ligeramente. En lugar de considerar
estados a izquierda y a derecha dados como en (6.12), suponemos que solamente uy, viene
dado y consideremos aquellos estados ur para los que existe una solucién tipo onda de
rarefaccion. A partir de (6.13) y (6.15) concluimos que para punto uy, en el espacio de fase
existen n curvas que emanan desde ur, y en las cuales el estado ur puede ser localizado
permitiendo definir una solucién del tipo (6.15). Cada una de estas curvas es una curva
integral de los campos vectoriales de los valores propios de Jy(u). Entonces el espacio de
fase ahora es el espacio de estados ugr. La discusion precedente puede ser resumida en el caso
GNL en el siguiente teorema.

Teorema 6.1. Sea D C R™ un dominio. Supongamos que la ley de conservacion (6.1) es
estrictamente hiperbolica para w € D y que la j-ésima familia de ondas es genuinamente
no lineal en D. Sea el j-ésimo vector propio r;(u) de J¢(uw) normalizado tal que (6.16) es
vdlido en D. Sea uy, € D. Entonces existe una curva R;(uy,) C D, que emana desde uy,, tal
que para cada ug € R;(uy,) el problema de valores iniciales (6.11), (6.12) posee la solucion
(6.15), donde w satisface (6.13) y (6.14).

Demostracion. La discusion precedente del teorema genera el cdlculo central y la motiva-
cién necesaria del argumento siguiente. Supongamos que tenemos una ley de conservacién
estrictamente hiperbdlica y genuinamente no lineal con el j-ésimo vector propio debidamen-
te normalizado. Debido a las hipdtesis respecto de f, el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias

w(&) =r;(w(§)), &> Nur); w(A(uy)) =uy (6.18)
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posee una solucién para todo &€ € [Aj(ur,), Aj(ur,) + 1) para algin n > 0. Para esta solucién
sabemos que

TN (€)= VA (w(©) - w() =1, (6:19)

lo que demuestra la segunda mitad de (6.13). Se denota la 6rbita de (6.18) por R;(uy,). Si
u(z,t) es definida por (6.15), entonces un cémputo directo demuestra que u efectivamente
satisface la ecuacion y el dato inicial. [ |

Notamos que el problema (6.18) también puede ser resuelto para & < \;(ur,). Pero
en este caso \j(u) sera decreciente. Ademsds, la solucién uw en (6.15) es continua, pero no
necesariamente es diferenciable, por lo tanto (6.15) no es necesariamente una solucién regular
sino que una solucién débil de (6.11), (6.12).

Se definird ahora otra parametrizacion de R;(uy,), la cual serd conveniente para la cons-
truccién de curvas de onda para la solucién del problema de Riemann. A partir de (6.19)
observamos que \;(u) crece a lo largo de R;(u), luego podemos definir el pardmetro ¢ > 0
mediante

g = f — gL = /\](’U,) — )\j(uL) > 0.
Sea u; . el valore de u correspondiente, es decir
uj. =w(l) =w(u) =w(e+ \(u)).
Claramente,

d’U;j}E

e =r;(uy). (6.20)

e=0

Supongamos ahora que la j-ésima familia caracteristica es linealmente degenerada, es decir
satisface (6.17). Consideremos entonces el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

du

— =7r;(u), U|-— = ur, 6.21
Y ), ul = (6.21)
con la solucién u = u;, para € € (—n,n) para algin n > 0. Esta dérbita es denotada C;(uy,),
y a lo largo de C;(uy,), el valor propio A;(u,.) es constante porque

d
i Wse) = VA (uge) - 7j(uze) = 0.
Ademss a lo largo de C;(uy,) la condiciéon de Rankine-Hugoniot esta satisfecha en virtud de

d du;.. .
d—g(f(uj,e) — Aj(ur)u;e) = jf(uj,e)g—;’ - /\j(UL)Id—g’ = (Tg(wje) = Aj(un)I)r;(u;.)

= (Tr(uje) = Aj(uje))rj(use) =0,
lo que implica que

f(uj,s> - )‘j(uL)uj,s = f(uL) — Aj (ur,)ur,
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FIGURA 6.2. Ejemplo 6.6 (ecuaciones shallow water: ondas de rarefaccién):
curvas de rarefaccién en los planos (h,v) (izquierda) y (q,v) (derecha). Se
ilustra la solucién completa (6.18) para las ecuaciones shallow water. Solamente
las partes dadas por (6.26) y (6.27) efectivamente seran curvas de rarefaccién.

Sea ahora ur € Cj(uy,), es decir ug = u;., para algin €. Entonces una solucién débil
del problema de Riemann (6.11), (6.12) viene dada por

<A t

w( ) = W Para T < Aj(un)t, (6.22)

ur para x = \j(up)t.

Esta solucién es llamada discontinuidad de contacto. La discusion anterior es resumida en el
siguiente teorema.

Teorema 6.2. Sea D C R" un dominio. Supongamos que la ley de conservacion (6.1)
es estrictamente hiperbolica para w € D y que la j-ésima familia de ondas es linealmente
degenerada en D. Sea r;(u) el j-ésimo vector propio de J¢(u). Sea uy, € D. Entonces existe
una curva Cj(uy,) C D, la cual atraviesa wy,, tal que para cada ug € C;(uy) el problema
de wvalores iniciales (6.11), (6.12) posee la solucion (6.22), donde ug es determinado como
sigue: se considera la funcion € — u. determinada por

du
de = Tj(’u’)a u|6:0 = ur,
entonces UR = Ug, para alg’lin £€0-

Ejemplo 6.6 (Ecuaciones shallow water, continuacién: ondas de rarefaccién). Las ecuaciones
shallow water permiten la computacion explicita de ondas de rarefaccion. Utilizaremos la
forma u; + f(u), =0 con

o R P

)

y recordemos que los valores propios \j(u) y los vectores propios asociados r;(u), j = 1,2,
estan dados por (6.9) y (6.10), respectivamente. Bajo la normalizacion de r;(u) presente en



154 6. EL PROBLEMA DE RIEMANN PARA SISTEMAS DE LEYES DE CONSERVACION

(6.10), se tiene

VAj(u) - 7j(u) = (—1) j=12,

3
2vh'’
lo que indica que las ecuaciones shallow water son genuinamente no lineales (GNL) en ambas
familias de onda. En lo siguiente normalizaremos los vectores propios para satisfacer (6.16),
es decir trabajaremos con

rj(u)z(—w‘gﬁ( ,1 ) j=1,2. (6.23)

Para la familia 1 se tiene

lo cual implica que

Esta ecuacion diferencial ordinaria puede ser integrada. Obtenemos la relacion
h
qg=q(h) = qLy—— 2h(\/ﬁ —Vh). (6.24)
L

Como A\ (u) = debe incrementar a lo largo de la onda de rarefaccion, obtenemos a partir de
(6.9) (insertando la expresion (6.24) para q) que en (6.24) hay que utilizar h < hy,.
Para la familia 2 obtenemos

dg q
— =\ == h
iR R
con la solucion
h
¢=q(h) = qu;—+ 2h(Vh — \/hy). (6.25)
L
En este caso resulta que hay que utilizar h > hy,, y observamos que (6.24) y (6.25) resultarian
a partir de cualquier normalizacion del vector propio rj(u). Ver Figura 6.2.
Resumiendo, obtenemos las siguientes ondas de rarefaccion expresadas como funciones

de h:

h
Rl : q = Rl(h; ’U,L) = th—L — Qh(\/ﬁ -V hL), h € (O, hL]; (626)
h
Ry q=Ry(hiue) = quy—+20(Vh—V/hi), h>h (6.27)
L
Alternativamente, en las variables (h,v) (con v = q/h) se tiene
Rl . vV = Rl(h; UL) =1, — 2(\/E — 1\ hL>, h € (0, hL]; (628)

Ry: v=Ry(huy) =v,+2(Vh—/h), h>h. (6.29)
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Sin embargo, si deseamos calcular las ondas de rarefaccion en términos del parametro £ o €,
se debe utilizar la normalizacion apropiada de los vectores propios dada por (6.23). Para la
familia 1 obtenemos

2 _2(_ 4
h = 3¢7L, q—3( \/ﬁ+h).

Integrando la primera ecuacion directamente e insertando el resultado en la sequnda, otene-
mos

hy
q1

¢ € [vn = Vhe, o+ 2v/hu).

Andlogamente obtenemos para la familia 2

(0 + 20— €)’

wl(f) = )
( %(UL+2\/h_L+2§) (v + 2y — €)° (6.30)

) (&) = Ra(§ur) ==

%(—UL+2\/E+§)2

ho
wi©) = (1) (© = malgw) = | ,
42 2—7(1)[,—2\/ hL+2§) (—UL+2\/ hL‘f’f)Z (631)
§ € [Xa(ur), 00).
En virtud de lo anterior, la solucion viene dada por
Uy, para < \;(up)t,
w(z,t) = ¢ Ri(z/t;u) para A\j(up)t <z < \j(ur)t, (6.32)
UR para x > \j(ur)t.

En las variables (h,v) (conv = q/h) obtenemos las siguientes expresiones para las familias 1
y 2, respectivamente:

(vr, — 2¢/Ir, + 2€). (6.33)

Wl

0(€) = 5 (o +2V/A +26); (€)=

En términos del pardmetro € podemos escribir (6.30) como

(hi\ ) (\/h_L—€/3)2 ) )
b (ng) = Fuelun) = ((UL + 2¢/3) (\/h_L — 8/3)2 7 <l 3\/h_L], (034
y (6.31) como

U, = (h2’5) = Ry (uy) := ( <\/h_L+€/3) 2) , €€]0,00). (6.35)
(v, +2¢/3) (Ve + £/3)
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h h

Sz S;

FIGURA 6.3. Ejemplo 6.7 (ecuaciones shallow water: curvas de choque): curvas
de chqoue en los planos (h,v) (izquierda) y (q,v) (derecha). Se indican los
choques lentos (S7) y rapidos (S3) (ver (6.60) y (6.61), respectivamente).

6.3. El lugar de Hugoniot y curvas de choque

La discusién del Capitulo 2, en particular la condicién de Rankine-Hugoniot (2.15), se
extiende al caso de sistemas sin restricciones. Sin embargo el concepto de la entropia es
considerablemente mas complicado y todavia forma un area de investigacién original. Por
mientras, nuestra primera preocupacion en esta seccion es la caracterizacion de soluciones
de la relaciéon de Rankine-Hugoniot. Nuevamente asumiremos el punto de vista de la seccién
anterior, considerando posibles estados a derecha u que satisfacen la condiciéon de Rankine-
Hugoniot

s(u—wur) = f(u) — f(ur) (6.36)

para alguna velocidad s. Si definimos el salto en alguna cantidad ¢ por [@] = ¢r — ¢y,
entonces (6.36) asume la forma conocida

s[u] = [f(w)].
Las soluciones de (6.36) para un estado a izquierda u;, dado forman un conjunto, llamado el
lugar de Hugoniot de uy,, denotado por H(uy,) y que es definido por

H(uy) ={u|3seR:s(u—uy) = f(u)— f(un)}.

Ejemplo 6.7 (Ecuaciones shallow water, continuacién: lugar de Hugoniot y curvas de cho-
que). Para las ecuaciones shallow water, la condicion de Rankine-Hugoniot (6.36) asume la
forma

h 2

donde como siempre s denota la velocidad de propagacion del salto entre el estado a izquierda
ur, = (hy,qu)t y el estado a derecha ur = (hr,qr)*. La solucién del problema de Riemann

COTTGSpOﬂdéGTLtG €es
(Z) (fE,t) — {(hInQL)T para r < Sta

2 h? 2 h2
sth—hi) = a—au. s(q—qL>—‘—’—+——(q—L+—L), (6.37)

(hg,qr)T para z > st.



6.3. EL LUGAR DE HUGONIOT Y CURVAS DE CHOQUE 157

Eliminando s en (6.37) obtenemos la ecuacion

(L] +50) - (639

Introduciendo la variable v, dada por ¢ = vh, obtenemos a partir de (6.38)
1
(1021 + 510°1) = [on
con la solucion
1 1

1
— o ——(h— h)y -+ —
v =1 \/§( L) h+hL

h h 1 1
=vh=q,—+ —(h—hy)y/~+ —
g s T

ver Figura 6.3. Para el uso posterior también desarrollaremos formulas para las velocidades
de choque involucradas. Obtenemos

_[wh]  w(h—hy)+ (v —vL)h [v], hy, 1 1
5= - A —v—{—mhL—viE E—l—h—L

o equivalentemente

N ) I SN ) P Oy E S
S = +[[h]]hL L+[[]]+[[h]]hL L:]:\/§ h+hL (639)

Si queremos indicar la familia de onda, escribimos

. h 1 1 chr, /1 1 .
= s.(h: = —1)Y— /- 4+ — = 1Y —=4/=+ — =1,2.
8.7 S]( 7UL) UL+( ) \/§ h + hL U+( ) \/§ h + h/L’ J )

Observamos que un estado a izquierda dado uy, es atravesado por dos curvas sobre las cuales
la condicion de Rankine-Hugoniot es vdlida, a saber:

o alternativamente,

Hy(uy) = {(h th—hL _ %(h ) % + hiL>T B> o}, (6.40)
Hy(u) = {(h,thﬁL+%(h—hL) %+hiL>T hs 0}. (6.41)

Los choques correspondientes seran denominados choques lentos o 1-choques y choques rapi-
dos o 2-choques, respectivamente. Finalmente, comentamos que

H(up)={u|3IseR:s(u—wu) = f(u) — fur)} = Hi(ur) U Hy(ur)

es el lugar de Hugoniot correspondiente.
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Pronto veremos que las propiedades béasicas del lugar de Hugoniot de las ecuaciones
shallow water pueden ser extendidas al caso general de sistemas estrictamente hiperbélicos,
por lo menos para choques “pequenos” para los que u esta cerca de uy,. El problema que se
presenta es la solucion implicita de un sistema de n ecuaciones

H(s,ujur) =s(u—ur) — (f(u) — f(ur)) =0 (6.42)

para las n+1 incognitas uq, ..., u, y s para u cerca del estado dado wuy,. El problema esencial
consiste en el hecho de que tenemos una ecuacién menos que el nimero de incognitas, y que
H(s,ur;ur,) = 0 para todos valores de s. Entonces el Teorema de Funciones Implicitas no
puede ser utilizado antes de remover la singularidad en u = uy,. La version relevante de este
teorema es la siguiente.

Teorema 6.3 (Teorema de Funciones Implicitas). Sea la funcion
®=(dy,...,0,)": RIxRF—RP
de clase C' en una vecindad de (xg,y,), o € R?, y, € RP con ®(xq,y,) = 0. Sea la matriz

8(1)_ 8@1/8?;1 8@1/8yp

oy : :
0,/0y, -+ 09,/0y,

no singular en el punto (xy,y,). Entonces existen una vecindad N de xo y una funcion
diferenciable unica ¢ : N — RP tal que

®(z,p(x)) =0, @(x0) =y,

Escribiremos (6.42) como un problema de valores propios que podemos estudiar local-
mente alrededor de cada valor propio A;(uy,). Esto levanta la singularidad y el Teorema 6.3
puede ser aplicado.

Teorema 6.4. Sea D un dominio en R™. Se considera la ecuacion estrictamente hiperbolica
w+f(u), =0 conu € D. Seauy, € D. Entonces existen n curvas suaves Hy(uy), ..., Hy(ur)
localmente que atraviesan wy, sobre las cuales la condicion de Rankine-Hugoniot estd satis-

fecha.

Demostracion. Escribiendo

f(u) — f(uy) :/0 % (1= a)ur, + ou) do

1
:/ jf((l_a)uL+au)(u_uL) da:M(’U,,uL)(U—uL),
0
donde M (wu,uy,) denota el promedio del Jacobiano
1
M (u,ur) = / T (1 = a)ur, + au) de,
0

obtenemos que (6.42) puede ser escrito como
His,u;ur) = (s — M(u,ur))(u —uy) = 0.
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Aqui w — ug, es un vector propio de la matriz M correspondiente al valor propio s. La
matriz M (uy,, ur,) = Jy(ur) posee n valores propios distintos a pares A\ (ur), ..., A\, (uL),
luego sabemos que existe un conjunto abierto N tal que para todo w,u;, € N, la matriz
M (u,uy,) posee vectores propios dos veces diferenciables y valores propios distintos a pares,
es decir

(pj(w,ur)I — M(u,up))v;(u,u) =0, j=1,...,n

(Las propiedades de los valores propios siguen a partir del Teorema de Funciones Implicitas
aplicado a det(ul — M (u,uy,)), v las propiedades de los vectores propios estdn basadas en
considerar las proyecciones propias uni-dimensionales

-1
/(M(u, ug) — pI) dp
integradas alrededor de una pequefia curva que incluye el valor propio A;(ur,).) Sean wy(w, uy,),
k=1,..., N, los vectores propios a izquierda normalizados tales que
wi(u,uy) v (u,u) =0, jk=1,...,n

En esta terminologia los estados w y uy, satisfacen la condiciéon de Rankine-Hugoniot con
una velocidad s si y sélo si existe un indice j tal que

wp(u,up) (u—uy) =0 paratodo k # j, s=pu(u,u), (6.43)
y wi(u,u)" (u — ur) # 0. Definimos funciones F; : R” x R — R" mediante
wi(u,un)t (v — up) — &0y
Fj(u,¢) = :
wy(u,ur)t (u — up) — by

La condicién de Rankine-Hugoniot estd satisfecha si y sélo si F'j(u,c) = 0 para algin € y j.
Ademads sabemos que F'j(uy,,0) = 0. Una computacién directa entrega que

OF . OF;1/0ui(uy) ... OF;1/0u,(ur) li(uy)

a_uj(ulﬂ O) — = s (6.44)
OF;,/0ui(uy,) -+ OF;,/0u,(uy) l,(uy)

donde Iy(uy,), ..., L, (ur) son los vectores propios a izquierda de Jg(uy,). Como la matriz

(6.44) es no singular, el Teorema de Funciones Implicitas implica la existencia de una solucién
u;(¢) unica de

F;(uj(e),e) =0 (6.45)
para € pequeno. [ |

Comentamos que derivando cada componente de (6.45) y evaludndola en € = 0, obtene-
mos

lp(ur)u}(0) = §;x paratodo bk =1,...,n, (6.46)
lo que implica que efectivamente
u;-(O) =7;(uy). (6.47)
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A partir de la definicién de M tenemos que M (u,ur,) = M (ur,u), y esta simetria implica
que

pi(w, ur) = pj(u, w),  pi(ur, un) = Aj(uy),
vj(u,uy) =vj(ur,u), v;(uL,uy)=r;(u), (6.48)

w;(u,u) = w;(uy,u), w;(u,uy)=1L(uy).

Sea Vih(ui,us) el gradiente de una funciéon h : R™ x R" — R con respecto al k-ésimo
argumento ug, k = 1,2. Entonces las simetrias (6.48) implican que

Vipi(u, u) = Vou;(u, uy,),

luego
VAj(ur) = Vig,(ur, ur) + Vop,(ur, ur) = 2V pui(ur, u).
Para una funcién vectorial ¢(u) = (¢1(w), ..., d,(u))T denotamos por V¢(u) la matriz
V¢1(u)
Vo) =| : |. (6.49)
Vo (u)
Ahora las simetrias (6.48) implican que
Vlk(uL) = 2V1wk('u,L, UL), k= 1, Lo, ny (650)

en notacion obvia.

6.4. La condiciéon de entropia

Después de haber desarrollado el concepto del lugar de Hugoniot en la secciéon anterior,
tenemos que elegir aquellas partes de las curvas que dan origen a choques admisibles, es decir
a discontinuidades que satisfacen una condicion de admisibilidad. Esto sera significativamente
mas complicado en el caso de sistemas que para ecuaciones escalares. Para guiar nuestra
intuicién volveremos al caso de las ecuaciones shallow water.

Ejemplo 6.8 (Ecuaciones shallow water, continuacién: admisibilidad de choques). Estudia-
remos en primer lugar los puntos en Hy(uy) (ver (6.40)); un andlisis similar se aplica a
Hs(uy,) dado por (6.41). Se trabaja con las variables (h,v) en lugar de (h,q). Consideremos
el problema de Riemann donde tenemos un cuerpo de agua alto y en reposo a la izquierda
del origen y otro cuerpo de agua de baja altura y con velocidad positiva a la derecha del
origen. En otras palabras, el fluido del cuerpo de altura inicialmente baja se aleja del origen.
Precisamente, para hy, > hg tmponemos

(h) o) (hy,0)T para x < 0,

hy —hg [T T\' (6.51)
hr, ———1\/ — + — >0,
( R) NG I + hL) para x = 0
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donde elegimos ug en tal forma que ugr € Hy(uy), es decir la condicion de Rankine-Hugoniot
estd satisfecha para alguna velocidad s. Esto implica que

h (hy,0)T para x < st,
z,t) = hi —h 1 T\7 6.52
( )( ) <hR,% h_+h_) para x = st ( )
R L
para hy, > hg, donde la velocidad s es dada por
hg /1 1
S = —E h_R + h_L < 0. (653)

Esto es una solucion débil del problema perfectamente legitima, pero esta solucion no es para
nada razonable porque ahora pronostica que un cuerpo de agua de gran altura es empujado
por un cuerpo de baja altura. Si cambiamos el estado inicial de tal manera que el estado a
derecha ug esta localizado en la otra rama de Hy(uy), es decir que un cuerpo de agua de
gran altura de agua se mueva hacia a un cuerpo de agua de baja altura en reposo, es decir
imponemos hy, < hg y

(h) e (hy,0)T para z < 0,

hy, —hg |1 1\" (6.54)
h e J— i 2 O’
< Rs 73 N + hL) para x

con hy, < hgr, entonces la solucion

(hy,0)* para x < st,

h T
x,t) = hi — h 1 1 6.55
(U) (@2) <hR, %\/ e + h_> para x > st ( )
R L

con hy, < hg y s dada por (6.53) ahora es fisicamente razonable porque ahora el cuerpo de
agua de gran altura “empuja” el cuerpo de baja altura.

Comentamos que quizas llama a atencion que el choque es preservado, es decir no hay
deformacon del perfil de deformacion. Esto se debe a la particular seleccion de ur € Hi(uyp);
normalmente la solucion contendrd tanto un choque como una onda de rarefaccion. Esto se
aclarard cuando resolvemos el problema de Riemann completo.

Consideremos también como este ejemplo funciona si consideramos la conservacion de
la energia. En nuestra derivacion de las ecuaciones shallow water utilizamos solamente la
conservacion de la masa y del momento lineal. Para soluciones suaves de estas ecuaciones
se puede deducir la conservacion de la energia mecdnica. Efectivamente, si denotamos por

1
Eyin(z,t) := §h(x,t)v(x,t)2

la energia cinética de un corte vertical del sistema shallow water en la posicion x al instante t
y por

1
Eoor(x,t) := éh(w, t)?

la energia potencial correspondiente, entonces la energia mecdnica total es
Etot(x7 t) = Ekin($7 t) + Epot(xa t)
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Consideremos ahora un segmento de un canal localizado entre x1 < x5 y Supongamos que
tenemos una solucion cldsica (suave) de las ecuaciones shallow water. Entonces la tasa de
cambio de energia mecdnica es dada por el flujo de energia entre x1 y w9 mds el trabajo
efectuado por la presion. La conservacion de energia entrega que

d [*[(h? h? 2 hP
=g (5 %) [ (T*T)f‘”
h(IQ,t) h(acl,t)
+/ P(xg,y,t)v(x2,t)dy—/ P(zy,y,t)v(z,t)dy
0 0
d [*(hv? h? 2 hed R *2 (hy
S A LR AR G MU g
il o) (5o oo [1(5)
T2 2 2 T2 3
:/ (hi—l—h—) dx+/ (hi—kh%) dz,
1 2 2 t 1 2 x

donde utilizamos que P(z,y,t) = h(x,t) —y para soluciones suaves. Concluimos que

hv?>  h? hv3
oo L2 =
(5 +5) (T ) o

para soluciones suaves. Esta ecuacion sigue directamente de (6.3) para soluciones suaves.
Sin embargo, para soluciones discontinuas la energia mecdnica Fiy en general no serd
conservada. Debido a la disipacion de energia esperamos una pérdida de energia a través de
una discontinuidad. Calculemos el cambio de energia AFE a través de una discontinuidad
en los dos ejemplos arriba. Sea t un tiempo tal que x1 < st < xy. Obtenemos
2 2 2 3 2.\ |22
St &L Y (1)

1

=—5 h—UQ—l—h—Q + h—vs—l—h%
N 2 2 2

1

" h]3d
- 57R([[h]]252lm +h2 — h2) + (~[h]P6°hy — 2[h]oh2) = _%’
donde definimos
1 1 1
§i= — | — + —
\/§ hL hR
y recordamos que v, = 0 y vg = [v] = —[h]d de acuerdo a la condicion de Rankine-

Hugoniot. Aqui utilizamos que la solucion es suave, con la energia conservada, en cada uno
de los intervalos [x1, st| y [st,xs]. En el primer caso, de los datos (6.51) y la solucion (6.52)
con hy, > hgr, obtenemos efectivamente AFE,, > 0, mientras en el caso alternativo de los
datos (6.54) y la solucion (6.55) con hy, < hg, resulta AFEy, < 0, lo que es fisicamente
mucho mds razonable.

La discusion precedente indica que solamente una rama de Hy(uy) es fisicamente acep-
table. Traduciremos esto ahora en condiciones sobre la existencia de perfiles viscosos y en
condiciones relacionados con los valores propios de Jg(u) en u = uy, y u = ug, las cuales
utilizaremos en casos cuando no podemos aplicar la intuicion.
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En el Capitulo 3 discutimos el concepto de ondas viajeras en el contexto de leyes de con-
servacion escalares. Este concepto puede ser extendido al caso de sistemas de conservacion,
en particular a las ecuaciones shallow water, como sigue. Motivados por (3.6) en el caso es-
calar, se dice que un choque entre dos estados fijos uy, y ur, que se propaga con velocidad s,
es decir

w(z, t) = u;, para x < st,
’ ur para x = st,

admite un perfil viscoso si u(z,t) es el limite cuando € — 0 de

u(z, 1) Iy(

que satisface el sistema parabdlico

r — st

>=y<s>, g1

3

x — st

£

up + f(u'), = cug,.
Integrando esta ecuacion y utilizando que lim. o y(§) = uy, si £ < 0, obtenemos

y =a(h,q) = f(y) — fur) — s(y —uy), (6.56)

donde la diferenciacion es con respecto a £. Veremos que es posible conectar el estado a
izquierda con el estado a derecha mediante un perfil viscoso solamente para la rama de Hy(uy,)
que satisface hg > hy,, lo que corresponde a la solucion fisicamente correcta.

Desde un punto de vista computacional, serd mds facil trabajar con perfiles viscosos en
las variables (h,v) que en las variables (h,q). Utilizando ¢ = vh + vh y (6.56), obtenemos
que eziste un perfil viscoso en (h,q) si y sdlo si (h,v) satisface

h Uh—ULhL—S(h—hL)
.| =blh,v):= h h? — h?
(”) (A) (U—UL)(UL—S)TLJr 5T -
Uh—ULhL—S(h—hL)
= hph h* — h?
(v—wp) LhR5+ o L

Analizaremos el campo vectorial b(h,v) cuidadosamente. Su Jacobiano viene dado por

v— 8§ h
h,v) = | h* + h? hih hph 6.57
Tv(h, v) 2;:2 L _ (y— ) 221%5 LhR(S (6.57)

Evaluando (6.57) en u = uy, obtenemos

v, —S h hrd h
jb(hLuvL) = { Ll h;(;} = { lf h;(;} )

donde utilizamos el valor de la velocidad de propagacion s dada por (6.39). Los valores
propios de Jp(hy,vL) son hgd + v/hy. Es facil ver que ambos son positivos cuando hg > hy;
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L

h

FIGURA 6.4. Ejemplo 6.8 (ecuaciones shallow water, continuacién: admisibi-
lidad de choques): el campo vectorial b.

en este caso (hy,vL) es una fuente. Similarmente, obtenemos

hid h
To(hr,vR) = l i hﬁ;} :

con valores propios hi,d £ /hg. En el caso hg > hi, uno es positivo y otro negativo, por lo
tanto (hg,vr) es un punto de silla. Sin embargo falta construir una orbita que conecta los dos
estados. Para tal efecto construimos una region K con (hy,,v) y (hr,vr) en la frontera de K
tal que una orbita que conecta (hy,,vy) con (hgr,vr) lo hace en el interior de K. La frontera
de K es dada por dos curvas a lo largo de las cuales la primera y la sequnda componente de b
se anula, respectivamente. De acuerdo a lo anterior, la primera de estas curvas, denotada Cy,,
es definida por

Uh—ULhL—S(h—hL) =0, h € [hL,hR],

o equivalentemente,

h
v=uvy,— (h— hL)TRd, h € [y, hg).
Para la sequnda curva, denotada C,, tenemos
hi,  h*—h?
_ — ) — 4 ——— L& = h € |hy, h
(v —wp)(vr, — 8) N + 57 0, € [hy, hr],
o equivalentemente,

h* — h¢

=v, — ———=, h € |hy, hr].

v =g Shihnd’ € [y, hzr]

Estudiaremos ahora el comportamiento de la sequnda componente de b a lo largo de la
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curva Cy, donde la primera componente se anula, es decir

hyhr h* — h? hy, h+ hgr
— ) =——=(hr—h)(h—hp)[1 < 0.
((U T o gz r = (A = hu){ 1+ =
Andlogamente, para primera componente de b a lo largo de la curva C, se tiene
h — hy,

(Uh — ULhL — S(h — ]’LL>)

‘%:2@mﬂ%wrwm_hM+mD>o

lo que es ilustrado en la Figura 6.4. El flujo del campo vectorial sale de la region K a lo largo
de las curvas Cy, y C,. Localmente, alrededor de ur = (hr,vr)T debe existir una dorbita que
entra a K cuando & decae desde co. Esta curva no puede escapar K y debe conectar con una
curva que proviene de uy, = (hy,vy,). Por lo tanto, acabamos de demostrar la ezxistencia de
un perfil viscoso.

Vimos que los wvalores relativos de la wvelocidad del choque s y los valores propios del
Jacobiano Jy, y por lo tanto los valores propios de Jq, en up, y ur son cruciales para la
validez de este andlisis. Reformularemos ahora estas hipotesis como hipotesis sobre los valores
propios de Jo. A partir de (6.56) obtenemos

—8 1
ja(haQ): h_Q_2 @—S :jf(u)_SIa
ht h

donde Jg(u) es el Jacobiano de las ecuaciones shallow water (ver (6.8)). Utilizando los
valores propios A1 2(u) de J¢(u) dados por (6.9), obtenemos que los valores propios py ()
de Ja(h,q) son

[1,172(11,) = —s+ % + \/E = -S4+ )\172(11,).

Observamos que pi(uy) > 0 y po(ur) > 0, por lo tanto uy, es una fuente, mientras que
pr(ur) < 0 y pe(ur > 0), luego ur es un punto de silla. Podemoso escribir esto como

AM(ugr) < s < Ai(up), s<X(ug). (6.58)

Estas se llaman desigualdades de Lax, y se dice que un choque que satisface estas desigualdes
es un 1-choque de Lax o wun choque lento de Lax. Acabamos de demostrar que para las
ecuaciones shallow water existe un perfil viscoso, y que las condiciones de choque de Lax estdn
satisfechas. Dichas condiciones fueron introducidas por Laz en [33]; este trabajo presenta los
fundamentos de la solucion del problema de Riemann para sistemas de leyes de conservacion.

Para la “solucién” no fisica consideramos ur € Hy(uy,) con hg < hy, tal que los valores
propios en uy, = (hy,,vy,) asumen signos diferentes, por lo tanto wy, es un punto de silla. Por
otra parte, ambos valores propios en ug = (hgr,vr) son positivos, por lo tanto ug es una
fuente. Concluimos que no existe ninguna orbita que conecte uy, con ug.

Un andlisis similar puede ser aplicado a Hy(uy), con el resultado de que existe un perfil
viscoso que satisface la condicion de Rankine-Hugoniot si y solo si las siguientes condiciones
de entropia de Lax estdn satisfechas:

A(uR) < s < Ag(ur), s> Ai(ur). (6.59)

En este caso tenemos un 2-choque de Lax, también llamado choque rapido de Lax.
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Podemos resumir el argumento como sigue. Un choque posee un perfil viscoso si y solo
si las condiciones de choque de Lax estan satisfechas. Tales choques se llaman admisibles.
Denotaremos aquella parte del lugar de Hugoniot donde las condiciones de Lax para un j-
choque (para un sistema de dos ecuaciones, (6.58) para j =1 y (6.59) para j = 2) por S;.
En el caso de las ecuaciones shallow water, obtenemos

Situn) = (b~ 50 mﬂf

Sawn) o= { (g + Tl — by [+ L)T

(ver Figura 6.3). Tambien podemos parametrizar los choques admisibles en forma diferente.
Para los choques lentos de Lax definimos

h> hL}, (6.60)

2
hl,s = hr, — g\/ hre, €<0.

Esto entrega

2e €
q1e ‘= qL (1 — ﬁ) + 5\/2h]_,(6 hL — 26) (3 hL — 28),

lo que implica que
i hl,e
de q1,e

donde ri(uy,) viene dado por (6.23). Andlogamente para los choques rdpidos de Laz obtene-
mos

=ri(uL),
e=0

2
h27€ = hy, + g h]_ﬁ, e < 0.

Esto entrega

2e 3
(o = q1 (1 - +W) - §\/2hL(6\/h_L+ 2¢) (3v/hy, + 2¢),

lo que implica que
i h2,a
de q2,e

donde ro(uy) viene dado por (6.23).

= ro(ur),
e=0

El Ejemplo 6.8 ilustra la equivalencia de la existencia de un perfil viscoso con la sa-
tisfaccion de las condiciones de entropia de Lax para las ecuaciones shallow water. Queda
pendiente hacer el mismo analisis para sistemas generales. Utilizaremos el Ejemplo 6.8 para
motivar la siguiente definicion, formulada para sistemas generales.
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Definicién 6.2 (Condicién de entropia de Lax). Para el sistema de leyes de conservacion
(6.1) se dice que un choque

(2,1) u;, para x < st,
u(z,t) =
ugr parax = st

es un j-choque de Lax, j = 1,...,n, si la velocidad de propagacion del choque s satisface la
condicion de Rankine-Hugoniot s[u] = [f] y la condicién de entropia de Lax

/\j—l(uL) <s < /\j(uL), )\j(uR) <s < >\j+1(’U/R),
donde definimos Ao := —00 Y Ayy1 1= 00.

Comentario 6.1. Notamos que para sistemas estrictamente hiperbolicos, para los cuales
los wvalores propios de Jy(u) son distintos a pares, es suficiente verificar las desigualdades
Aj(ur) < s < Aj(ur) para j-choques de Lazx pequetios si los valores propios son continuous
en u.

El siguiente teorema es una consecuencia del Teorema 6.4.

Teorema 6.5 (Sobre j-choques de Lax para un sistema de leyes de conservacion). Se con-
sidera el sistema estrictamente hiperbolico u; + f(u), = 0 en un dominio D C R". Sea
JjeA{l,...,n} un indice fijo y VA;-r; =1. Sea u;, € D. Entonces un estado u;. € H;(ur,)
es un j-choque de Lax cerca de wy, si |e| es suficientemente pequeno y e < 0. Sie > 0,
entonces el choque no es un j-choque de Laz.

Demostracion.

1.) Utilizando la e-parametrizaciéon del lugar de Hugoniot vemos que el choque es un
j-choque de Lax si y sélo si

Ao1(0) < 5(2) < A(0), N(e) < s(2) < A (),

donde por simplicidad escribimos wu(e) = uj., s(¢) = sj., v M(e) = Mp(uje). De
acuerdo al Comentario 6.1, basta verificar la satisfaccién de las desigualdades

\(e) < s(e) < A 0).

2.) Para tal efecto, supongamos primeramente que u(e) € H;(ur,) y que € < 0. A partir
del Teorema de Funciones Implicitas (Teorema 6.3) sabemos que s(¢) — A;(0) cuando
e — 0. Como tambien \;(g) — A;(0) cuandoe = 0y

dA(e)
2 =IO =1

basta demostrar que 0 < s'(0) < 1. Efectivamente demostraremos que s'(0) = 1/2.
Para tal efecto recordemos a partir de (6.43) que s es un valor propio de la matriz
M (u,uy,), es decir

s(e) = p (u(e), ur).

Entonces

§'(0) = Vip;(ur, ur) - w'(0) = %V%‘(UL) -ri(u) = %,
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aprovechando la simetria (6.50) y la normalizacién del valor propio a derecha.
3.) Si e > 0, observamos inmediatamente que s(¢) > s(0) = A;(0), y en este caso no
podemos tener un j-choque de Lax.

6.5. La solucion del problema de Riemann

En esta seccion combinaremos las propiedades de ondas de rarefaccion y de ondas de
choque para construir la solucién tnica del problema de Riemann para datos pequenos.
Nuestro planteo sera el siguiente. Supongamos que el estado a izquierda up, estd dado, y
consideremos el espacio de todos los estados a derecha ugr posibles. Para cada estado a
derecha queremos describir la solucién del problema de Riemann. (Podriamos, por supuesto,
alternativamente asumir el punto de vista opuesto, considerando ugr como fijo y construyendo
la solucién para todos los estados uy, posibles.) Para tal efecto definimos las llamadas curvas
de onda (wave curves). Si la j-ésima familia de onda es genuinamente no lineal, definimos

Wj(ur) = R;(ur) U S;(ur),

donde R;(uy,) es la curva definidas por el Teorema 6.1 y S;(uy,) es aquella parte de H;(ur,)
donde las condiciones j de Lax estan satisfechas, ver Definicién 6.2. Si la j-ésima familia de
onda es linealmente degenerada, definimos

Wj(uy) = Cj(uw),

donde C(uy,) es definida por (6.21). Recordamos que las curvas de choque y de rarefaccién
han sido parametrizadas separadamente mediante un parametro € tal que € > 0 corresponde
a una solucién de onda de rarefaccién, y ¢ < 0 a una solucién onda de choque, en el caso
de una familia de onda genuinamente no lineal. El hecho importante acerca de las curvas de
onda es el hecho de que estas curvas casi forman un sistema de coordenadas alrededor de uy,,
lo que posibilitara demostrar la existencia de soluciones del problema de Riemann para ugr
cerca de ug,.

Empezamos a partir del estado a izquierda wu;, conectandolo a un estado intermedio
cercano U, = ui., € Wi(uy,) utilizando o una solucién onda de rarefaccién (¢ > 0) o una
solucién onda de choque (g7 < 0) si la primera familia es genuinamente no lineal. Si la primera
familia es linealmente degenerada, se utiliza una discontinuidad de contacto para todo ;. A
partir del estado u,,, se hallard otro estado intermedio w,,, = s, € Wa(wy,,). Se continua
de esta forma hasta llegar a un estado intermdedio w,,, , tal que ug = u,, ., € W(tp,, ,).
El problema consiste en demostrar que existe una n-tupla (g1, ..., &,) Unica tal que “achun-
tamos” ur desde ur, mediante esta construccion.

[lustraremos la discusién precedente mediante el ejemplo de las ecuaciones shallow water.
Este ejemplo contiene la descripcion fundamental de la solucion, la cual en un principio puede
ser generalizada al caso general.

Ejemplo 6.9 (Ecuaciones shallow water, continuacién: solucién del problema de Riemann).
Fijamos wuy,. Entonces para cada estado a derecha ugr hay que determinar un estado in-
termedio uy, tal que uy, € Wi(uy) y un € Wo(ur). (En el caso particular de que ug €
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Wi(ur) UWs(ur) no se necesita un estado intermedio uy,.) Para sistemas de leyes de con-
servacion 2 X 2 (tales como las ecuaciones shallow water) es mdas fdcil considerar la curva de
onda “hacia atrds” Wy (ugr) que consiste en los estados uy, que pueden ser conectados con
ur por una onda rapida. Fl problema de Riemann con el estado a izquierda uy, y el estado a
derecha ug posee una solucion unica si y solo st Wi(uy,) y Wy (ugr) poseen una interseccion
unica. En este caso, obviamente, la interseccion serd el estado intermedio wy,. Aqui la curva
Wi (uy,) viene dada por

i 2(\/E —Vh) para h € [0, hy),

Wi(uy): wv=w(h)= h—hy [1 1

UL, — T 7 + h_L

y es facil ver que W1 (uy,) es estrictamente decreciente, no acotada, y que empieza en vy, + 2v/hy,.
Utilizando (6.27) y (6.61) encontramos, ademds, que

VR + 2(\/5 — \/hR) para h € [0, hg],

Wy (ur): v=uv(h)= Lh—he [T I
VR, - —— para n =z Ng,
V2 Vh o ohr
y es igualmente facil ver que Wy (ur) es estrictamente creciente, no acotada, con su minimo
en vr — 2/ hr. Concluimos entonces que el problema de Riemann para las ecuaciones shallow
water posee una solucion unica en la region donde

v+ 2v/he, = vg — 2v/hx. (6.62)

Para obtener ecuaciones explicitas para el estado intermedio u.,, hay que distinguir varios
casos en dependencia de las curvas de onda que intersectan (ondas de rarefaccion u ondas
de choque). Esto da origen a cuatro regiones, denotadas por 1, I, Il y IV, respectivamente
(ver Figura 6.5). Generaremos las ecuaciones para el estado intermedio uy, en cada caso.

para h > hy,,

1.) Supongamos que ug € 1. Determinaremos un estado intermedio inico uy, € Si(uy,) tal
que ur € Ro(uy). Estos requerimientos dan origen a las siguientes ecuaciones para
how Y U tales que Uy = (A, gu)T = (A, huvm) T

hon —hr [ 1 1

T E—f—h—L, URZUm+2(\/h_R—\/hm).

Sumando ambas ecuaciones obtenemos

V2Ll = 22 (Vi — /) — (s — 1) hi+h—1L

Um = U1, —

para determinar hy,.
2.) Para ug € 11 se tiene uy, € Ri(ur) y ug € Sa(un), luego

V2[o] = —2V2(v/huw — v/ht) + (g = ) i o
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/Ss R

FIGURA 6.5. Ejemplo 6.9 (ecuaciones shallow water, continuacién: solucién
del Problema de Riemann): particién del plano (h,v), ver (6.64) y (6.71).

3.) Para ug € IV se tiene u,, € S1(ur) y ur € So(um), luego

1 1 1 1
2[v] = (hg — — 4 — — — — .
V2Ll = (b = )y [ 5=+ = = (= By [ 5=+ 4

4.) Para ug € I se tiene uy, € Ri(uy) y ug € Ra(uy). El estado intermedio w,, es dado

por
Um:UL—Q(\/hm—\/E), UR:Um+2(\/hR—\/hm),

con la solucion

Vi = 3 (Vi + V) = 11 (6.63)

Esta ecuacion posee una solucion solamente para estados a derecha ug para cuales el
lado derecho de (6.63) es no negativo. Esto es consistente con (6.62).

Encontramos, entonces, que el problema de Riemann posee una solucion iunica consistente
en una onda lenta sequida por una onda rdpida siempre que

ug € {u € (0,00) x R | 2(v/hg + vhe) = [v]}. (6.64)

Resumairemos la solucion del problema de Riemann para las ecuaciones shallow water. En
primer lugar, no podemos resolver el problema globalmente, sino que solamente localmente al-
rededor del estado a izquierda wy,. En sequndo lugar, la solucion general consiste en una com-
posicion de ondas elementales. Supongamos que ug satisface (6.64), y sea w;(x/t; by, hy,)
la solucion del problema de Riemann para u,, € Wj(uy). Aqui, como en la mayor parte
de nuestros computos para las ecuaciones shallow water, utilizamos h en lugar de € como
parametro. Se utiliza la notacion O';t para denotar las velocidades de onda mads lenta y mds
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FIGURA 6.6. Ejemplo 6.9 (ecuaciones shallow water, continuacién: solucién
del Problema de Riemann): la solucién del problema de Riemann en el espacio
de fase (izquierda) y en el espacio (x,t) (derecha).

rapida, respectivamente, en cada familia para simplificar la descripcion de la solucion com-
pleta. Entonces tenemos que para j = 1 (j = 2, respectivamente) y hg < hy, (hg > hy,
respectivamente), w; es una solucion del tipo onda de rarefaccion con la velocidad menor
o; = Aj(uL) y la velocidad mayor o = Xj(ur). Sij =1 (j = 2, respectivamente) y hg > hy,
(hg < hy,, respectivamente), entonces w; es una solucion del tipo onda de choque con la ve-

locidad o = O';_ = sj(hgr, hL). La solucion del problema de Riemann estd dada por

(uy, para x < o; (t),

wi(z/t; Uy, uy) paraoc;t <z <og(t),
w(z,t) =< un para o, t < x < o, (t),
w2/t ur, um)  para oyt < < oy (1),

uR para x > o5 (t),
ver Figura 6.6.

Antes de formular el teorema de existencia y unicidad para soluciones del problema de
Riemann necesitaremos una cierta propiedad de las curvas de onda, la cual puede ser explici-
tamente verificada para las ecuaciones shallow water. A partir de (6.47) y (6.20) recordamos
que

du,
de

lo que implica que W;(uy,) es por lo menos diferenciable en wuy,. Efectivamente se puede
demostrar que W;(uy,) posee una segunda derivada continua a través de uy,.

Se introduce la siguiente notacién para la derivada direccional de una cantidad h(u) en
la direccién r (no necesariamente normalizada) en el punto wu:

= r;(uL),
e=0

D,h(u) = lim 1(h(u +er) — h(u)) = (Vh-7)(u).

e—=0 &

(Si h es un vector, entconces Vh debe ser remplazado por Vh = J},.)
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Teorema 6.6 (Continuidad C? de la curva de onda). La curva de onda W;(uy) posee una
sequnda derivada continua a través de uy,. En particular,

1
w;. = up, +er;(uy) + 552D,.jrj(uL) + O().

Demostracion. En la demostracién de la admisibilidad de partes de los lugares de Hugoniot
(Teorema 6.5) desarrollamos casi todos los ingredientes necesarios para demostrar este teo-
rema. La curva de rarefaccion R;(uy,) es la curva integral del vector propio a derecha r;(u)
que atraviesa uy,, luego se tiene que

w(0+) =ur, u'(0+)=rj(uy), u"(0+)=Vr;(uy)r;(u),

donde por simplicidad suprimimos la dependencia de j para u, escribiendo u(e) = u;, etc.,
y Vr;(ur,)r;(u;,) denota el producto de la matriz n x n Vr;(uy,) (ver (6.49)) con el vector
(la columna) 7;(uy,). Recordemos que el lugar de Hugoniot es definido por (6.46), es decir

wi(u(e),ur) - (ule) —wu) =ed, k=1,...,n (6.65)

A partir de (6.47) sabemos que ©'(0—) = 7;(uy,). Para hallar la segunda derivada de u(e)
en € = 0, hay que calcular la segunda derivada de (6.65). Aqui obtenemos

2r;(ur) T Viwyg (ur, up)rj(ur) + wi(up, uy) - uw”(0-) =0, k=1,...,n.

Utilizando (6.50), es decir
1
Vlwk(uL,uL) = QVlk<uL)7

obtenemos que
ri(un) Vi (ug)rj(up) + e (uy) -uw”(0-) =0, k=1,...,n (6.66)
Utilizando la ortogonalidad entre los vectores propios a izquierda y a derecha,
Le(up) - 7j(uL) = G,
obtenemos
ri(ur)Vig(uy) = =l (u,)Vrj(uy), k=1,...,n.

Insertando esto en (6.66) obtenemos

le(up) - u"(0—) = lg(up)Vrj(un)r;(u,) paratodo k=1,...,n.
A partir de esto concluimos también que

u"(0-) = Vrj(uL)r;(uy),

lo que concluye la demostracion del teorema. [ |

Demostraremos ahora el teorema clésico de Lax sobre la existencia de una solucién de
entropia unica del problema de Riemann para datos iniciales pequenos. La hipotesis de
estricta hiperbolicidad del sistema implica la existencia de un conjunto completo de vectores
propios linealmente independientes. Ademas, demostramos que las curvas de onda son de
clase C?, luego intersectan transversalmente en el estado a izquierda w;,. Esto demuestra, de
manera heuristica, que es posible resolver el problema de Riemann localmente. Efectivamente
vimos que la solucién del problema correspondiente para las ecuaciones shallow water puede



6.5. LA SOLUCION DEL PROBLEMA DE RIEMANN 173

ser escrita como composicion de ondas elementales individuales que no interactian, en el
sentido de que la onda mas rapida de una familia es méas lenta que la onda mas lenta de la
familia siguiente. Esto nos permite escribir la solucion en la misma forma en el caso general.
Para hacerlo introduciremos alguna notacién. Sea w;., = u;., (v/t; ur,uy) la solucién tnica
del problema de Riemann con el estado a izquierda wuy, y el estado a derecha ugr que consiste
en una sola onda elemental (es decir, onda de choque, onda de rarefaccién, o discontinuidad
de contacto) de la familia j con fuerza e;. Ademds, se define notacién para velocidades
correspondientes a las ondas mas rapidas y mas lentas de una determinada familia. Sea

+

o7 = Nj(Wj1e; ) =

si €; < 0;

)\j(’u’mj—l)7 U]—"— = )‘j (ujaﬁj) = >‘j (umj)
si la j-ésima familia de onda es genuinamente no lineal y

>‘j (’U,m].)

si la j-ésima familia es linealmente degenerada. Mediante estas definiciones podemos ahora
escribir la solucion del problema de Riemann como

T = Siej

Si8j>0

.

u2,52 (l‘/t, Uy, um1)
U,

Un e, (z/t; ur, Um,_,)

ur, para x < 0y t,
Wy, (Tt Uy, ur) para o]t < x < of't,
Uy, para ot < x < o, t,

<
para o, t < x < o5t
. (6.67)

para o, t < = < 05t,

para o,t < x < o)'t,

URr

+
L parar > o,t.

Teorema 6.7 (Teorema de Lax). Sean f; € CYR") y f = (f1,...,fa)". Sea D C R™ un
dominio y consideremos la ecuacion estrictamente hiperbolica u, + f(u), = 0 con u € D.
Supongamos, ademas, que cada familia de onda es o genuinamente no lineal, o linealmente
degenerada. Entonces para cada uy, € D existe una vecindad D C D tal que para todo
ur € D, el problema de Riemann

u, parazx <0,

u(zx,0) =
(z,0) ug paraz =0

posee una solucion unica en D que consiste en a lo mads n curvas de onda, es decir ondas de
rarefaccion, ondas de choque que satisfacen la condicion de entropia de Laz, o discontinui-
dades de contacto. La solucion es dada por (6.67).

Para demostrar el Teorema 6.7 consideraremos la aplicaciéon W, : u — wu;. € W;(u).
Esto permite escribir la solucion del problema de Riemann utilizando la composicion

W(el,l..,an) = Wn,sn o anl,sn,l O0--+0 Wl,gl (668)



174 6. EL PROBLEMA DE RIEMANN PARA SISTEMAS DE LEYES DE CONSERVACION
CcCOomo
Wier,oem)(UL) = ur, (6.69)

y deseamos demostrar la existencia de un vector tnico € = (ey,...,&,) (cerca del origen)
tal que (6.69) esta satisfecho para |ur — ur| pequeno. La demostracién del Teorema 6.7
dependera de los dos términos dominantes, es decir hasta el término lineal, en es desarrollo
en series de Taylor de W. Para su uso posterior desarrollaremos en el siguiente lema esta
expresion hasta el término cuadrético.

Lema 6.1. La cantidad (6.68) satisface

n 1 n n
Wi, ey (ur) = ur, + Z giri(ug) + 3 ZS?DmTi(UL) + Z eigjDr,rj(ur) + O(lef’).

i=1 i=1 i.j=1
J<t
Demostracion del Lema 6.1. Demostraremos que para k= 1,...,n, se tiene
k T
i=1 i=1

k (6.70)
+ Y ig;Dyrj(us) + O(|el?)

i,j=1
J<i

por induccion sobre k. Esta identidad es claramente valida para k = 1, de acuerdo al Teore-
ma 6.6. Supongamos ahora que (6.70) es valido, entonces

W(el,...,5k+1,0,...,0) (U'L) = Wk+175k+1 (W(€17~-~75k,07-~70) (uL))

k k

1

= uy, + ;airi(uL) + 5 ;a?Dmri(uL)
k

+ Z €i€;Dp, 7 (UL) + Ekg1Trs1 (W(sl,...,sk,O,...,O)(UL))

4,j=1
j<i

2
+ EDWHTWH (W(€1,~~.,sk70,~~,0) (UL)) + O(|s’3)

2
k+1 1 k+1
=up+ »_griluy) + 3 > &by ri(u)
=1 =1
k+1

+ Z Eistmrj(uL) + O(|€|3),
de acuerdo al Teorema 6.6. [ |
Demostracion del Teorema 6.7. Se uy, € D y definamos la aplicacién

L(er,... en,u) =W,  o)(un) —u.
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Este mapa satisface
,C(O, ce ,0, UL) = 0, VE,C(O, ceey O, UL) = [Tl(UL) s rn(uL)} s

es decir la matriz VL tiene como columnas los vectores propios r; de J¢, evaluados en ur,.
Esta matriz es regular debido a la hipdtesis de estricta hiperbolicidad. Entonces el Teorema de
Funciones Implicitas implica que existe una vecindad N de wy, y una funcion diferenciable
unica (£1,...,&,) = (e1(u),...,en(w)) tal que L(e1,...,6,,u) = 0. Si ug € N, entonces
existe un vector tnico (e1,...,€,) tal que W, .. ur, = ug, lo que demuestra el teorema. B

Comentario 6.2. Podriamos reformular el Teorema de Lax diciendo que podemos utilizar
(e1,...,€n) para medir distancias en el espacio de fase. Efectivamente, para constantes A
y B se tiene que

n

Alug —ur| < |e;] < Blug — ul.
Jj=1

Ejemplo 6.10 (Ecuaciones shallow water, continuacién: solucién global del problema de
Riemann). En lo siguiente se construird la solucién global del problema de Riemann para las
ecuaciones shallow water para todo

up,ug € D = {(h,v) | h € [0,00), v € R}.

Por supuesto, la solucion es la misma en aquellas regiones donde ya hemos construido una
solucion, es decir queda por construir una solucion en

ug € V= {up € D | 2(v/hg + Vhi) < [v]} U {h = 0}.

Utilizaremos las variables (h,v) en lugar de (h,q). Supongamos primero que ugr = (hgr,vr) €
V' con hg > 0. Conectamos primeramente uy, con un estado intermedio w,, por una onda
de rarefaccion lenta, con un estado u,, localizado en la “linea del vacio” h = 0. Este estado
estd dado por

Um = v1, + 2v/he, (6.71)

utilizando (6.28). A partir de este estado saltamos al punto unico v* en h = 0 tal que la

onda de rarefaccion rdapida empezando en h* = 0 y v* “achunta” ugr. Observamos a partir
de (6.29) que

v* :vR—Q\/h_R,

lo que entrega la siguiente solucion:

(ur, = (hy, o)’ para z < \(uL)t,

Ry(z/t;uy) para A\ (up)t < z < (2v/hy, + vp)t,
u(x,t) = ¢ (0,9(z,t)" para (2vhy, + L)t < x < v*t, (6.72)

Ro(z/t; (0,v*)T)  para vt < x < Ag(ur)t,
(ur = (hr,vr)T  para z > Xy(ur)t.
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FIGURA 6.7. Ejemplo 6.11 (ecuaciones shallow water, continuacién: problema
dam break (rotura de la presa)): la solucién del problema del problema en el
espacio (z,t) (izquierda) y la componente h (derecha).

Fisicamente no tiene sentido asignar un valor a la velocidad v del agua cuando no hay agua,
es decir h = 0, y matemdticamente vemos que cualquier valor de v satisface las ecuaciones
cuando h = 0. Por lo tanto, no tenemos que asignar ningin valor a O(z,t).

Si ug pertenece a la “linea del vacio” {h = 0}, todavia podemos conectar uy, con un
estado wy,, € {h = 0} wutilizando una rarefaccion lenta, y luego conectamos con ur a lo
largo de {h = 0}. Considerando un estado vecino ugr con hg > 0, observamos que esta
construccion genera continuidad en los datos.

Finalmente, hay que resolver el problema de Riemann con up, € {h = 0}. Sea ahora

ur, = (0,v1)T, y ur = (hr,vr) con hg > 0. Ahora conectamos uy, con un estado wy, a lo
largo de {h = 0}, donde

Um — UR — 2\/ hR,
luego continuamos a ur mediante una onda de rarefaccion rdpida.

Ejemplo 6.11 (Ecuaciones shallow water, continuacién: problema dam break (rotura de la
presa)). Para este problema se consideran los datos iniciales de Riemann

B _ (h(x,0)\ _ ) (h,0)T paraz <0,
u(@,0) = uo(z) = (U(CU»O)) B {0 para z > 0.

A partir de la discusion anterior sabemos que la solucion consiste en una onda de rarefaccion
lenta dada por

(hy,,0)T para x < —v/hit,
h(z,t) 1 x\22 z\\
O prm— ’ prm— — _— — — p—
u(z,0) (v(x,t)) <9 (2 hr, t) 3 <\/hL + t)) para —vhpt < x < 2v/hit,
0 para x > 2v/hpt,

ver Figura 6.7.
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6.6. El problema de Riemann para las ecuaciones de Euler

Las ecuaciones de Euler de la mecanica de fluidos dindmica de fluidos fueron definidas en
el Ejemplo 6.4; el punto de partida es la versién uni-dimensional dada por (6.7). Podemos

despejar p a partir de la ecuacién de estado E = ... en (6.7), lo cual entrega
-1 v—1¢
p=(—-1E- o’ = —-1)E - TE, (6.73)
donde definimos el momento ¢ = pv. Insertando esto en las ecuaciones de Euler obtenemos
ov
¢ SIS (= 1)E
ov| + 2 0.

E -1
t U(,YE_VZ Q'UQ)

En términos de las variables conservadas o, ¢ v F este sistema de leyes de conservacién
asume la forma

q
0 3—7¢
u;+ f(u), =0, donde w:=1\|¢q ]|, flu):= 2 o +(y-1E : (6.74)
E Bg y-1¢
0 2 ¢
El Jacobiano de f esta dado por
[ 0 1 0 ]
v=3¢ q
AL 32 —1
Ty(w) = s U, 0
q ¢ E 3(v—1)gq q
Y+ -5 7———5—"=5 -
L ( )Q 0 2 o o

Tp(u) = 5 Y B=7v -1 (6.75)

v—1
2
Para hallar sus valores propios, notamos que su determinante viene dado por

dauI—jﬂu»_«A—m<u—uf—1%iaﬂ—v%) (6.76)

v —vH H—(y—1)*
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(cdlculo directo; ver Problema 6.5). Esto puede ser simplificado si definimos la velocidad del
sonido

c= /= (6.77)

y tomamos en cuenta que

2H —v* = 2’)/E —(y=1Dv? —0? = 275 — yv? = 7(@ —v2) = Z(QE —o?) = 12_]9’
0 0 0 0 oy —1
lo cual entrega
det (M — Jy(u)) = (A —v) (A —v)* = );
luego los valores propios de J¢(u) son
A(u) =v—c, Aa(u) =v,A3(u) =v+c. (6.78)

Escribiendo los vectors propios correspondientes como 7; = (1,v;, )T, i = 1,2,3, en coor-
denadas (g, q, F), obtenemos

1 -3
=Ny z=—— (A2 (=3 ), i=1,2,3, (6.79)
v—1 2
donde resulta (ver Problema 6.5)
n=H—cv, z=v°/2, z3=H-+cv. (6.80)
Resumiendo, tenemos los siguientes valores y vectores propios:
1 1
Mu)=v—c, ru)=| v—c |; Xuw=v, ru=| v |;
H—cv v?/2
1
As(u) =v+e, ry(u)=| vte
H +cv

Observamos que la segunda familia es linealmente degenerada, ya que
V/\Q('U,> . T'Q(’U,) = 0,

luego la solucién del problema de Riemann en esta familia consistird en una discontinuidad
de contacto. La primera y la tercera de estas familias son ambas genuinamente no lineales, es
decir daran origen a las ondas de rarefacciéon y de choque, respectivamente (Problema 6.5).

Definicién 6.3 (Invariante de Riemann). Sea la ley de conservacion u; + f(u), = 0 es-
trictamente hiperbélica y k € {1,...,n}. Entonces una funcion suave w : R" — R see llama
k-invariante de Riemann si

Vw(u) - rg(u) =0,

donde 7y, es el k-ésimo vector propio del Jacobiano Jg(u).
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De acuerdo a esta definicion, para las ecuaciones de Euler un i-invariante de Riemann
(1 = 1,2,3) es una funcién R = R(p,q, E) tal que R es constante a lo largo de las curvas
integrales de r;. En otras palabras, un i-invariante de Riemann satisface VR(u) - r; = 0. La
utilidad de este concepto consiste en que si podemos encontrar dos invariantes de Riemann
R(u) y R(u) para cada uno de los tres vectores propios, posiblemente se pueden resolver las
ecuaciones

R(0,q,E) = R(ov,qu, EL), R(o,q,E) = R(ov,qv, Ev)

para obtener una féormula para las ondas de rarefaccion. Esto es equivalente con encontrar
una solucién implicita para la ecuacién diferencial ordinaria @ = r(u) que define las curvas
de rarefaccion. Resulta que tenemos los siguientes invariantes de Riemann:

2 2
invariantes de Riemann | S, v + ¢ v,p | S,v— ¢
71 71
Aqui se define la entropia S mediante
— e 2
S = —log o

Podemos ahora tratar de encontrar férmulas de solucién para las curvas de rarefaccion. Para
1 =1, esta curva estd dada por

o 9 (v=1)/2
D =DpL 2 , v=v A ——(1- 2 (6.81)
oL v—1 oL

(ver Problema 6.6). Esta curva es parametrizada por p. Utilizando (6.77) y (6.81), obtenemos

v(e) — o) = v + %L(1—7;1<E)WAW) (6.82)

v—1 oL
(ver Problema 6.6). Como v > 1, (6.82) implica que v(p) — ¢(0) es decreciente en g, y para
la 1-onda de rarefaccién hay que utilizar o < gr,. Como p(p) es creciente en p, esto también
significa que estamos utilizando la parte donde p < pr,. Esto significa que podemos utilizar p
como parametro en la curva para v y escribir la 1-curva de rarefaccién como

(v=1)/(2v)
vi(p) = vL + 2L (1— (£> ); P < PL-
PL
De acuerdo a la teoria general sabemos que por lo menos para p cerca de pr,, esta curva
puede ser continuada suavemente como una l-curva de choque.

Para determinar la curva de rarefaccién de la tercera familia, asumimos el punto de vista
que ug es fijo y que deseamos hallar v en funcién de ug (tal como lo hicimos para la solucién
del problema de Riemann para las ecuaciones shallow water). En la misma forma que para v,
esto nos lleva a la formula

% » (v=1)/(2v)
v3(p) = vr + R(P—<—) . p < pr.
PR
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Para determinar como la densidad p varia a lo largo de las curvas de rarefaccion, podemos
utilizar que la entropia S es constante, es decir

ﬁz (ﬁ)l/v
oL L

Nos preocuparemos ahora de la computacion de los lugares de Hugoniot. Se considera el
estado a izquierda wy, fijo, y tratamos encontrar el estado a derecha u, donde recordamos
que [u] = w — uy,. Las relaciones de Rankine-Hugoniot para (6.7) son

slo] = [ov], s[ov] = [ov® +p], s[E] = [v(E + p)]. (6.83)

donde s denota la velocidad de propagacién del salto. Introduciendo variables nuevas w :=
v — sy m:= pw, podemos escribir la primera ecuacién en (6.83) como

S0 — S0L = QW + SP — LWL — SOL,

lo que implica que [m] = 0. Similarmente, la segunda ecuacién de (6.83) puede ser escrita
como

sow + 520 — sowy, — 5”0 = o(w + 5)* — oL(wL + 5)* + ]
o equivalentemente, como
s[m] + s°[] = ow® + 20ws + 5”0 — orw} — 200wrs — s”or + [p],
luego
s*[a] = [ow® + pl + s°[el,

Esto implica que Jow? + p] = 0. Finalmente, la tercera ecuacién de (6.83) es

sk — sk, = Fw+ Es + pw + ps — Eywy, — ErLs — prwy, — pLs,
lo que implica
E E. p po

0= (———)m+pw—prL+s[[p]]— (————l————)m—sm[[w]]
0 oL ¢ oL 0 0oL

E+p o (w + s)? c? w?
=m|——=—sw|| =m - —sw| =m + —1,
0 v—1 2 v—1 2

es decir las condiciones de Rankine-Hugoniot (6.83) son equivalentes a

2 2

[m] =0, [mw+p]=0, mﬂvc_ Tt %H = 0. (6.84)

Una solucién se encuentra inmediatamente poniendo m = 0, lo que implica [p] = 0y [v] = 0.
Esta es la discontinuidad de contacto. Entonces suponemos a partir de ahora que m # 0
para encontrar los demas lugares de Hugoniot.

Definiendo los pardametros auxiliares 7 := p/pp, y z := p/or, tenemos que

w 1

s
- =, 6.85
Z? ( )

02

2
L

[
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La tercera ecuacién de (6.84) puede ser escrita como

BT S DLl SR DY (LR
y—1 2 y—1z 222  ~-—1

lo que implica que

(ﬂf =~ 2 z=m) (6.86)

CL, -1 1—22

Utilizando que p = gc? /v, obtenemos a partir de la segunda ecuacién en (6.84)

? 2t c? c? ar  w i
Q—+gw2: it +QLwE<:>Z<—+w2) :—L+w%<:>z<L—+—2L) I—L—i-wi.
v v g v v v

Dividiendo la tltima ecuacién por ¢ podemos despejar (wy,/cr)?:
2
1 —1
(w_) _lxn 1) (6.87)
cr, v z—1

Igualando (6.86) y (6.87) y despejando z obtenemos

br+1
z2=—,
T+
donde
v+1
=— 6.88
b= 15 (6.58)
Insertando esta expresién en (6.86), obtenemos
2
wr, 2 7'('5 + 1
— === - 6.89
< L ) vy—1p2-1 (6.89)

(ver Problema 6.7). Como v > 1 implica § > 1, esta expresién siempre es bien definida.
Como, ademds, wy, = vy, — s, esta relacién puede ser utilizada obtener una expresiéon para la
velocidad de propagacion del choque; se llega a

2 w41
R 6.90
s 'UL:FcM/fy 1 Z 1 (6.90)

donde el signo “—” corresponde a la primera familia y el signo “4”7 a la tercera familia.
Luego, utilizando (6.85), obtenemos

Y

v—35 1

UV, — S ;

lo que puede ser utilizado para expresar v como funciéon de m, con el resultado
2cy, T—1

V2 (=) VB 1 (o9

v =L+
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W_»

(ver Problema 6.7), donde el signo corresponde a la primera familia y el signo “+”7 a
la tercera familia. Para ver como la densidad varia a lo largo de los lugares de Hugoniot,
utilizamos que o = o,z 0

8+ 1
L T+ /8 )
lo cual es vélido tanto para la primera como para la tercera familia.

Ahora queda por verificar la condicién de entropia de Lax (ver Definicién 6.2). Especifica-

mente, un 1-choque de Lax con los estados a izquierda y a derecha u, y u, respectivamente,
debe satisfacer las condiciones s < A\j(ur) y AM(u) < s < Ag(u). Como la velocidad de pro-
pagacién del choque s = s(u) dada por (6.90) satisface s(ur,) = vy, — ¢, = Aj(uy) y es una
funcién decreciente de 7, concluimos que s < Aj(uy,) si p > pr, es decir m > 1. Con respecto
a desigualdad que involucra el estado a derecha (en este caso, u), conviene re-escribir (6.90)
en términos del estado a derecha (ver Problema 6.8), con el resultado

B 2 B/m+1
S_UZFC\/—7—1—ﬁ2—1' (6.93)

Como 7 > 1, observamos para la raiz en (6.93) que /- - - < 1, lo que demuestra que \;(u) <
s < Ao(u). Esto demuestra que la parte del lugar de Hugoniot con p > pp, satisface la
condicion de entropia de Lax correspondiente a un 1-choque. Un argumento similar puede
ser aplicado a la tercera familia.

Concluimos que la curva de soluciéon completa para ondas de la primera familia es dada

0=0 (6.92)

por
1 D (v=1)/(2v)
T\ para p < pr,
- p
U1 (p) = 1, + 2CL 7 1 L /B _1/2 (694)
—(1—3) (1+—p) para p = pr.
2y(y —1) PL PL
La densidad a lo largo de esta curva de solucion es
(p/pL)'7 para p < pr,
o1(p) = 0L 1+ Bp/p1. (6.95)

para p = pr.
B+p/pL -

En términos del pardmetro m = p/pr, la curva de onda de la primera familia puede ser
descrita como
1 — 70=1/(2)

1 para m < 1,
v1(m) = vp, + 2¢1, 17_ -
ﬁ(l‘l‘ﬁﬂ')l/Q para m = 1,
Y = (6.96)
i/ para m < 1,
o1(m) = onq 1
+ i para w > 1.

B+m
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Foérmulas similares también pueden ser calculadas para las variables ¢ y F.
Como la segunda familia es linealmente degenerada, podemos utilizar la entera curva
integral de ry. Utilizando los invariantes de Riemann, ésta es simplemente dada por

U = v, b =D,

luego solamente la densidad p varia a través de la discontinuidad de contacto.
Para la tercera familia asumiremos un punto de vista similar al estudio de las ecuaciones
shallow water, es decir fijamos ugr y buscamos estados u tales que el problema de Riemann

(2,0) u paraz <0,
u(z,0) =
ug parazxz >0

posee como solucién una onda de la tercera familia. Mediante célculos muy similares a los
realizados para la primera familia llegamos a

(v=1)/(27)
1
o (1 - (£> ) para p < pg,
Y= Pr
v3(p) = vr — 2R —-1/2 (6.97)
1 p Bp
—— (1l -1+ = para p = pr,
29(y—1) Pr Pr

donde la parte de la rarefaccion corresponde a p < pr vy la parte del choque a p > pr. La
densidad a lo largo de esta curva de solucion es

(p/pr)/"  para p < pg,

03(p) = 0r § 1+ Bp/pr . (6.98)
————— parap > pg.
B+ p/pr

En términos del pardmetro mg = p/pr, la curva de onda de la primera familia puede ser
descrita como

1— (v=1)/(2v)
il 1 para g < 1,
v3(TR) = VR — 2CR 17_7TR
' (14 Bmp)Y? paramg >1,
2v7(y—1) (6.99)
w%{/v para g < 1,
o3(TrR) = 0r § 1 + Brr
—— para7mg = 1.
B+ R

Ahora observamos que para cada g, la curva v;(p) es una funcién estrictamente decre-
ciente de p (o de 7) para p > 0 asumiendo valores v; € (—o00, vy, +2cr,/(7—1)]. Andlogamente,
para cada gg la curva v3(p) es una funcién estrictamente creciente de p (o de mr) asumiendo
valores v3 € [ug — 2cg/(7 — 1),00). En virtud de lo anterior estas curvas intersectan en un
punto (pm, vm) si

2c 2c -1
7—R1 <UL+7_L1 @72 [v] < et + e (6.100)

VR —
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
p

FI1GURA 6.8. Ejemplo 6.12 (ecuaciones de Euler, problema de Sod): curvas v,
y v3 expresadas como funcion de p.

En este caso obtenemos una solucién tnica donde la densidad o salta desde su valor al lado
izquierdo de la discontinuidad de contacto a su valor a la derecha, mientras que la presién p y
la velocidad v permanecen sin cambiar a través de la discontinuidad de contacto e igualan p,,
y Um, respectivamente. Si esto no sucede, entonces v; y v3 no intersectan y se produce una
solucion con un vacio.

Ejemplo 6.12 (Problema de Riemann para las ecuaciones de Euler: el problema de Sod).
Este ejemplo y el siguiente presentan dos aplicaciones de la teoria desarollada anteriormente
a problemas de Riemann concretos, donde los estados uy, y ur son elegidos en tal forma
que se producen soluciones respectivas “ricas” en la variedad de ondas. Dichos ejemplos, los
cuales se deben a Sod [55] y Laz [32], respectivamente, se estan utilizando frecuentamente
como casos test para métodos numéricos.

El problema de Sod es definido por las ecuaciones de Euler (6.7), donde se elige v = 1,4
como pardmetro de la ecuacion de estado. Se considera el problema de Riemann con los datos

ur, parazx < xg:= 0,5, oL 1 OR 0,125
UO(ZE - ur, = UL = 0 ) UR = Ur - 0 )
UR para T = xo, oL 1 . 0.1
(6.101)

ver Figura 6.9 (a).
Para resolver este problema, calculamos primero, utilizando (6.77), la velocidades del

sonido
o= )P~ 1183216, g = (LR ~1,058301.
oL Or
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FIGURA 6.9. Ejemplo 6.12 (ecuaciones de Euler, problema de Sod): (a) dato
inicial (6.101) , (b—c) solucién (6.106) para o, v, y p en los tiempos indicados.

Estos valores claramente satisfacen

VR — 2er = —bcgr < d¢p, = v, + 2ct, s
v—1 v—1

es decir el criterio de interseccion (6.100) estd claramente satisfecho, y la solucién procede
por la construccion de un estado intermedio (pm,vm) en el cual intersecta la curva vy, dada
por (6.94) o equivalentemente (6.96), con la curva vs dada por (6.97) o equivalentemente,
(6.99). La Figura 6.8 muestra esta situacion. La interseccion ocurre en py, = 0,3. Claramente,
Pm < pL = 1, lo que signfica que la primera de las expresiones en (6.94) o en la ecuacion
para vy en (6.96) debe ser utilizada y que la onda en la primera familia es una onda de
rarefaccion. Por otro lado, pn, > pr = 0,1, lo que corresponde al uso de la sequnda de las
formulas en (6.97) y en la ecuacion para vy en (6.99), es decir la onda en la tercera familia
es un choque. El valor preciso p = py, de la interseccion resulta, en este caso, igualando la
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primera de las expresiones de (6.96) con la seqgunda de las expresiones de (6.99), es decir

2eL (=1)/(27) 2er
v, + 1—m = VR —
7—1< - ) V2v(y = 1)1+ Brr

o equivalentemente,

7_1UL_UR+C—L|:1_7T(71)/(27)(@)(7_1)/(2’”] B y—1 mp—1 0
! pL 2y V1+PBm

2 Cr CRr
cuya solucion puede ser calculada numéricamente, entregando en este caso

Pm = 3,031301780506467pr = 0,3031301780506467.

El valor vy, correspondiente sale a partir de una de las ecuactones para vy o vs utilizadas.
Utilizando la sequnda opcion, obtenemos aqui

1- m
o = vp — 20 PP g g 12 (. 097452620048950.
29(y - 1)
Los wvalores v = vy, y p = pm Son constantes entre la onda de rarefaccion (onda de la

familia 1) y el choque (onda de la familia 3), mientras que o sufre un salto a través de la
discontinuidad de contacto (onda de la familia 2). Sean oy y of los valores de o adyacentes
a la discontinuidad de contacto. Para calcular ot podemos utilizar la sequnda expresion de
(6.98), lo que resulta en

Q+ _ QRl + ﬁpm/pR
" B+ pm/Pr

La velocidad de propagacién o de la discontinuidad que separa los estados (o7, vm,pm)T ¥
(or, VR, pr)" puede ser calculada, por ejemplo, a través de la condicién de Rankine-Hugoniot:

ORVUR — OmUm
o= ——
OR — Om
Con esto se ha generado toda la informacion en torno al choque en la tercera familia.
Consideremos ahora la onda de rarefaccion de la primera familia, la cual separa los
estados (on, v, pL)Y v (05, Um, pm)®, donde en este momento o, ain es incdgnita. Sean
ahora o1, v1 Yy p1 las componentes de la solucion que corresponden a la onda de rarefaccion

(considerando que se trata de una 1-onda de rarefaccion). A partir de la primera ecuacion
de (6.95) sabemos que

= 0,265573711705307.

= 1,752155732030177.

01/oL = (pr/pr)"";

ademds, como v+ 2¢/(y — 1) es un invariante de Riemann de la primera familia,

2cy 2cy, v—1 v—1

v1 + =y + & v —C = v, + cL; 6.102
e 5 VLT L+ ( )
ademds, el abanico de rarefaccion es compuesto por caracteristicas a lo largo de las cuales
-1 d
7 51 +c¢; = const. a lo largo de d—f =0 — (. (6.103)
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Despejando ¢, a partir de (6.102) obtenemos

—1 —1 1 —1
72 UL+CL—72 U1:>1)1—01:7—21— U1—72
A partir de (6.102) y (6.103) concluimos que vy y c¢1 son constantes separadamente a lo largo

de las caracteristicas, es decir podemos definirlas como

C1 =

v, — CL,. (6104)

r — X
t

Como a lo largo de la onda de rarefaccion, vy varia entre v, = 0 y vy, el abanico estd
localizado de acuerdo a

=V — C1. (6105)

— 1 —1
5_—vL—cL<x x0<§+: Um c;l:’y—i_ Um 7 UL, — Cr,,
2 2
lo que en nuestro caso entrega los valores
& = —1,183215956619923, ¢, = —0,070272812561184;

luego
Cn = Um — & = 0,997725432610133,

lo que nos permite calcular

oo = JPo
" (e)?
Combinando (6.104) con (6.105), sabemos ahora que

= 0,426319428178495.

r—x9 y+1 v—1
= /Ul—
t 2 2

UL — CL

2 T —x -1
= v = St ), To + &t < <o+ &4,
v+1 t 2

lo que nos permite despejar las demds variables como sigue:

2v/(v—=1) 1/~
r— ci(x,t pi(x,t
c(x,t) = v (z,t) — 07 pi(z,t) = (M) oL, orx,t) = ( 1 )) oL,

t CL PL

en cada caso para ro+ &t < x < xg+ Et. Resumiendo, tenemos la siguiente solucion:

( (0, VR PR) para & — x¢ > ot,
(Qmavm,Pm) para vyt <z — xg < ot,
(0,v,p)(x,t) = < (00, Vm, Pru) para {4t < o — 29 < Unt, (6.106)
(01(z,t),v1(z,t),pi(,t)) para -t <z —xo < 4t
(oL, vL, pr.) para x — xo < £_t.

La Figura 6.9 ilustra esta solucion.
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F1GURrA 6.10. Ejemplo 6.13 (ecuaciones de Euler, problema de Lax): (a) dato
inicial (6.107) , (b—c) solucién (6.106) para o, v, y p en los tiempos indicados.

Ejemplo 6.13 (Problema de Riemann para las ecuaciones de Euler: el problema de Lax).
El problema de Lax es definido por

UO(JI) =

UR parax = I,

up, parax < xg:= 0,

oL 0,445 OR 0,5
U, = | v | = 0,698 , UR = | VR | = 0 s
o 3,52 DR 0,571
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ver Figura 6.10 (a). Su solucidn también estd dada por (6.106) pero con las constantes
o = 1,3028578166990,
0 = 0,3447018194278,
&4 = —1,6355169865314,
& = —2,6297856456465

P = 2,4618390380729,
Um = 1,5265572159292,
o = 2,4772593104830,

(6.108)

(ver Problema 6.9). La Figura 6.10 ilustra esta solucidn.

6.7. La entropia para las ecuaciones de Euler

En lo siguiente demostraremos que la entropia fisica también es una entropia matematica
para las ecuaciones de Euler en el sentido de que

(0S) + (vpS). <0 (6.109)

debilmente para cada solucién u = (g, ¢, E)* que es el limite de soluciones de la aproximacién
viscosa. Para tal efecto conviene definir la energia interna especifica

1 1
e:=— (E——Qv2>,
0 2

la cual permite re-escribir las ecuaciones de Euler como
o1 + (0v), = 0,
(0v)e + (ov* +p). =0,

L, Lo,
0 e+§v + EQU +oev+pv| =0.
t x

Para soluciones clasicas esto es equivalente a la forma no conservativa

(6.110)

Ot + V0z + 0V, = 0,
1

Vg + VU + Epz - 0,

e; +vey + ]—va =0.
0

En virtud de

_ p (y—1e _
S = —logE = —logF =(y—1)logo—loge —log(y—1)
obtenemos
v—1 1

Sg:—>07 S, =——<0.
% (&

Estas desigualdades son generales, y consideraciones termodinamicas implican que son vali-
das para cualquier ecuaciéon de estado, no solamente para gases politrépicos. Para soluciones
clasicas podemos calcular

1
Sy = S,0t + Seer = _7 (Vo + 0vs) + B (vex + gvx)
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BTA P AP H

luego S; + vS, = 0 para soluciones suaves de las ecuaciones de Euler. Esto significa que la
entropia de una “particula” del gas queda constante cuando la particula es transportada con
la velocidad v. Ademas,

(09)¢ = oS + 05y = —(0v):S — 005y = —(v0S)s,
lo que significa que para soluciones suaves la entropia especifica n(u) = 0S(u) es conservada:
(05): + (ovS), = 0. (6.111)

La existencia de un par entropia/flujo de entropia es una propiedad excepcional para un
sistema hiperbdlico de tres leyes de conservacién. Por supuesto, combinando esto con (6.110)
y considerando la entropia como incégnita independiente obtenemos cuatro ecuaciones para
tres incégnitas, asi que no podemos automaticamente esperar tener una solucién. A veces se
consideran modelos en los cuales se conserva la entropia en lugar de la energia. Tales modelos
se llaman flujo isentrépico. En tales modelos la tercera ecuacién en (6.110) es reemplazada
por la conservacién de la entropia (6.111).

Para demostrar que la desigualdad (6.109) es valida para limites viscosos, demostraremos
primeramente que la aplicaciéon u — n(u) = 0S(p, e(u)) es convexa, donde recordamos que
n es convexa si su Hessiano D27 es una matriz definida positiva. Para verificar esta propiedad
calculamos

Vn=5Vo+ oVS =SVo+ 0(S,Vo+ S.Ve) = (S + 05,)Vo + pS.Ve.
Trivialmente, Vo = (1,0,0). Ademsés,

implica que

&
<

2
qg 1 1 1,
Ve = ———|——,——,—>:—<—e—|——v,—v,1 .
(92 ¢ o) o 2
Luego calculamos

D*n=D?*(0S(0,€)) = (Vo)'VS + (VS)"'Vo + oD*S
= (Vo)'(S,Vo+ S.Ve) + (S,Vo+ S.Ve)'Vo + oD?S
=285,(Vo)"'Vo+ S5.((Vo)"'Ve + (Ve)'Vo) + oD*S. (6.112)
Para calcular D2S, notamos primero que
VS(o,e) = 5,Vo+ S.Ve,
luego
D?S = V(S,Vo)T + V(S.Ve)*
= (Vo)'VS, + (Ve)'VS, + S.D%
= (Vo) (S,,Vo+ S,.Ve) + (Ve) (S, Vo + S..Ve) + S.D%e
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= Sp00(V0)"Vo+ S5 (Vo) Ve + (Ve) Vo) + See(Ve) Ve + S.D%.
Insertando esto en (6.112) obtenemos
D*n(w) = (05,0 +25,) (Vo) Vo + 05, ((Vo) Ve + (Ve) Vo) + 0S.(Ve) Ve — S.C,
donde definimos
C := — (oD’ + (Vp)"Ve + (Ve)' Vo).

Ahora calculamos

2F 3¢ 2 1
3 4 3 2
et | [2e—202 20 -1
D% = = = 0 |=5| 20 -1 0],
0 0 9 -1 0 0
1
- 0 0
L 0 i
ademas,
2
1 1 U2 1 —€+E
(Vo)'Ve + (Ve)'Vo=~ |0 <—e + —, —v, 1) + - (1,0,0)
2 \o 2 0 —v
1
1 —2e+1v®> —v 1
= - —v 0 0f,
el 1 0 0
luego
2¢e — 202 v -1 1 —2e+v? —v 1 1 v —v 0
Cc=—- 20 -1 0| -- —v 0O Of==|-v 1 O
el 0 0 @ 1 0 0o 2|0 0 0
Sea ahora
1 v v¥/2+e¢
D:= (0 p ov
0 0 0

La matriz D es invertible, luego D?n es definida positiva si y sélo si DD*nD" es definida
positiva (Ley de Inercia de Sylvester). Aqui obtenemos

DD?*n(u)D" = (0S,, +2S,)(DV0)" DV + 0S5, ((DVo)"DVe + (DVe)" DVy)
+ 0S..(DVe)'DVe — S.DCD".

Calculando

., DCD" =

o o O
O = O
o O O

1
(DVo)" = (0], (DVe) =
0

— o O
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obtenemos
DD?*p(u)D?
1 00 0 01 000 0 00
=(05,0+25,) [0 0 O +0Sp |0 O O] + 05, |0 0 Of =S {0 1 0O
0 00 1 00 001 1 00
0S,,+2S, 0 S, (y=1)/o 0 0
= 0 -S, 0| = 0 /e 0 |,
Soe 0 Se 0 0 1/€?

luego DD?*;(u) D™ posee tres valores propios positivos y es definida positiva, por lo tanto
también D?n es definida positiva y 7 es convexa. A partir de la identidad general

(W) = (uy) ' D*n(w)u, + Vn(u) e, w=u(r)= (uy,..., u,)"
la convexidad de 7 implica que
MWz 2 V(U)Uss.
Consideremos ahora una solucién suave de las ecuaciones de Euler regularizadas,
u; + f(u®), = eu’,.
Multiplicando desde la izquierda por V7 obtenemos
0 = Vn(u)u; + V(u) Tp(u)u; — eVi(u)ug,
= n(u)e + V (vn(u’))ug — eVn(u)ug,
= n(u)e + (vn(u)), — eVn(u)ug,
> n(u) + (vn(u?)), — en(u),.

Suponiendo que u® — u cuando € — 0, observamos que 7; + (vn), < 0 en el sentido débil.
Concluimos que (6.109), es decir

(09)¢ + (veS). <0, (6.113)

es valido débilmente.
Andlogamente a las ecuaciones shallow water podemos verificar si (6.109) es valido para
la solucion del problema de Riemann. Recordemos que esto es vélido si y soélo si

—s[0S] + [ovS] < 0.

Utilizando la expresién que genera la velocidad de choque, (6.90), calculamos

—s[0S] + [ovS] = S(—s[o] + [ov]) + o (—s[S] + vL[S]) = +orcL P [5],

donde los signos “+” y “—” corresponden a la primera y la tercera familia, respectivamente;
por lo tanto la entropia decrecerd si y sélo si [S] < 0 para la primera familia y [S] > 0 para

la tercera familia. (Comentamos que para la discontinuidad de contacto se tiene s = v, luego
—5[0S] + [ovS] = —v[0S] + v[0S] = 0,
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es decir, de acuerdo a lo esperado, la entropia es conservada a través de una discontinuidad
de contacto.) Consideremos ahora choques de la primera familia, y [S] como funcién de
™ = p/pL, donde recordamos que 7 > 1, luego

Br+1

loS] =55 = 1Og§_2 _1ng£L =~logz —logm = 7ylog —— —logm =: (7).
Para verificar si h(m) < 0 = (1) diferenciamos, utilizando (6.88):
/ . 52 -1 B l
" S TR G D n
1
= rm TG —Ur = (m+ (B + 1)
- ! BH1 .,
Cw(r+B)(Br+1) (5_1(5 Lm (W+5)(/@W+1))
f@r - — 1) B —1)?

r(m+B8)(Br+1) w(r+B8)(Br+1)

En virtud de lo anterior, S decrece estrictamente a lo largo del lugar de Hugoniot de la
primera familia. Tambien observamos que (6.109) es vélido solamente si p > py, para ondas
de la primera familia. Para los choques de la tercera familia un calculo idéntico demuestra
que (6.109) es vélido solamemnte si p < pr.

6.8. Ejercicios

Problema 6.1. Se considera el p-sistema (ver Ejemplo 6.3)

w, + f(w), =0, w= (Z) o Flw) = (p_(:f)) '

a) ;Qué propiedad debe tener la funcién p para que el sistema sea hiperbdlico?

b) Resolver el problema de Riemann para el p-sistema para p(v) = 1/v. ;{Para cuales
estados a izquierda y a derecha ur, y ur este problema de Riemann posee una solucion?

c¢) Resolver el item (b) en el caso general p = p(v) cuando p’ < 0y p” > 0.

Problema 6.2. Resolver el siguiente problema de Riemann para las ecuaciones shallow
water:
uy, = (h,,0)T  paraz <0,

hy, > hg > 0.
ur = (hg,0)T paraz >0, L R

u(z,0) = (h(z,0),v(z,0))" = {

Problema 6.3. Sea w = (u,v)T y sea ¢(w) una funcién escalar suave. Se considera el
sistema de leyes de conservacion

w; + (p(w)w) = 0. (6.114)

a) Hallar las velocidades caracteristicas A\; y A2 y los vectores propios asociados 71 y 7
del sistema (6.114).
b) Sea ¢(w) = |w|?/2. Hallar la solucién del problema de Riemann para (6.114).
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c¢) Supongamos que u,v > 0y
1
plw) = l+u+v
Hallar la solucién del problema de Riemann de (6.114) en este caso.

Problema 6.4. Se considera el método de Lax-Friedrichs para un sistema de N leyes de
conservacion u; + f(u), = 0 hiperbdlico con valores propios Ay, ..., Ay:

A
;= %(u?1 +ufy) - §(f(u?+1) — flujy)).

Supongamos que A := At/Ax satisface la condicién CFL

-1
A < (méx |)\k|) :
1<k<N

Sea v (w,1) la solucién del problema de Riemann con dato inicial

u

uj_; paraz < jAr,
u? , parax > jAr.

Demostrar que

+1 1 /(j+1)Ax
u = —— v’ (z, At) dz.
! 28z Ji—nyae 7

Problema 6.5. Se considera desarrollo de la solucién del problema de Riemann de las
ecuaciones de Euler (Seccién 6.6).
a) Demostrar que (6.76) efectivamente es el determinante de (6.75).
b) Demostrar que las componentes de los vectores propios r; = (1,v;, )T, i = 1,2,3,
estan dadas por (6.79) y (6.80).
¢) Demostrar que la familia correspondiente a i = 2 es linealmente degenerada, mientras
que las familias para ¢ = 1 e ¢ = 3 son genuinamente no lineales.

Problema 6.6.
a) Derivar la férmula de solucién para las curvas de rarefaccion de las ecuaciones de Euler
(6.81).
b) Demostrar que utilizando (6.77) y (6.81), se obtiene (6.82).
Problema 6.7.

a) Verificar (6.89).
b) Verificar (6.91).

Problema 6.8. Demostrar (6.93).

Problema 6.9. Demostrar que la solucién del problema de Lax, definido por los estados wu,
y ug dados en (6.107), efectivamente estd dado por (6.106) con las constantes (6.108).
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