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Caṕıtulo 1

Variación total, compacidad, y conceptos relacionados

1.1. La variación total de una función

Un concepto central de la teoŕıa de leyes de conservación es la variación total, denotada
por TV(u), de una función u de una variable. Se define

TV(u) := sup
∑
i

∣∣u(xi)− u(xi−1)
∣∣, (1.1)

para lo cual también se usa la notación

|u|BV := TV(u).

El supremo en (1.1) es tomado sobre todas las particiones finitas {xi} tales que xi−1 <
xi. El conjunto de todas las funciones de variación total acotada sobre I es denotado por
BV (I). Claramente, las funciones de BV (I) son acotadas. Se omite la mención expĺıcita
del intervalo I cuando éste es obvio o no importante. Para cualquier partición finita {xi}
podemos escribir∑
i

∣∣u(xi+1)− u(xi)
∣∣ =

∑
i

máx
{
u(xi+1)− u(xi), 0

}
−
∑
i

mı́n
{
u(xi+1)− u(xi), 0

}
=: p+ n,

luego

TV(u) = P +N := sup p+ supn.

Las cantidades P yN se llaman variación positiva y variación negativa de u, respectivamente.
Si por el momento consideramos el intervalo finito I := [a, x] y particiones tales que

a = x1 < x2 < . . . < xn = x,

se tiene que

pxa − nxa = u(x)− u(a),

donde escribimos pxa y nxa para indicar el intervalo bajo consideración. Concluimos que

pxa 6 Nx
a + u(x)− u(a).

Tomando el supremo en el lado izquierdo, obtenemos

P x
a −Nx

a 6 u(x)− u(a).

Similarmente, se tiene que

Nx
a − P x

a 6 u(a)− u(x),

7



8 1. VARIACIÓN TOTAL, COMPACIDAD, Y CONCEPTOS RELACIONADOS

luego

u(x) = P x
a −Nx

a + u(a). (1.2)

En otras palabras, observamos que cada función u = u(x) ∈ BV puede ser escrita como
diferencia de dos funciones crecientes:

u(x) = u+(x)− u−(x),

donde

u+(x) = u(a) + P x
a , u−(x) = Nx

a .

(Esta descomposición también es conocida como descomposición de Jordan de u.) Sean ξj
los puntos en los que u es discontinua, entonces∑

j

∣∣u(ξj+)− u(ξj−)
∣∣ 6 TV(u) <∞,

y el conjunto de puntos donde u(ξ+) 6= u(ξ−) puede a lo más ser numerable.
Observamos, además, que las funciones de variación total finita son acotadas, ya que∣∣u(x)

∣∣ 6 ∣∣u(a)
∣∣+
∣∣u(a)− u(x)

∣∣ 6 ∣∣u(a)
∣∣+ TV(u).

La ecuación (1.2) tiene como consecuencia muy útil que si u ∈ BV es, además, diferenciable,
entonces ∫ ∣∣u′(x)

∣∣ dx = TV(u), (1.3)

ya que ∫ ∣∣u′(x)
∣∣ dx =

∫ (
d

dx
P x
a +

d

dx
Nx
a

)
dx = P +N = TV(u).

La variación total también puede ser relacionada con la norma L1 desplazada. Sea

λ(u, ε) :=

∫ ∣∣u(x+ ε)− u(x)
∣∣ dx.

Si λ(u, ε) es una función no negativa continua en ε con λ(u, 0) = 0, entonce se dice que λ(u, ·)
es un módulo de continuidad para u. Mas generalmente utilizaremos el nombre módulo de
continuidad para cada función continua λ(u, ε) que se anula en ε = 0 tal que

λ(u, ε) >
∥∥u(·+ ε)− u

∥∥
Lp
.

(Claramente, λ(u, ε) es un módulo de continuidad si y sólo si λ(u, ε) = o(1) cuando ε→ 0.)
Necesitaremos una caracterización conveniente de la variación total (en una variable), la cual
es proporcionada por el siguiente lema.

Lema 1.1. Sea u ∈ L1. Si λ(u, ε)/|ε| es una función acotada de ε, entonces u ∈ BV y

TV(u) = ĺım
ε→0

λ(u, ε)

|ε| . (1.4)
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Si a su vez, u ∈ BV , entonces la cantidad λ(u, ε)/|ε| es acotada y (1.4) es válido. En
particular se tiene la siguiente desigualdad útil:

λ(u, ε) 6 |ε|TV(u) para u ∈ BV . (1.5)

Demostración.

1.) Sea u una función suave y sea {xi} una partición del intervalo al cual se refiere la
variación total. Entonces tenemos∣∣u(xi)− u(xi−1)

∣∣ =

∣∣∣∣∫ xi

xi−1

u′(x) dx

∣∣∣∣ 6 ĺım
ε→0

∫ xi

xi−1

∣∣∣∣u(x+ ε)− u(x)

ε

∣∣∣∣ dx.
Sumando sobre i obtenemos para una función u(x) diferenciable la desigualdad

TV(u) 6 ĺım inf
ε→0

λ(u, ε)

|ε| .

2.) Sea ahora u una función en L1 arbitraria y acotada, y sea uk una sucesión de funciones
suaves tales que uk → u para casi todo x, y ‖uk−u‖1 → 0. A partir de la desigualdad
triangular se tiene que∣∣λ(uk, ε)− λ(u, ε)

∣∣ 6 2‖uk − u‖1 → 0.

Ahora, si {xi} es una partición del intervalo podemos elegir uk de tal forma que
uk(xi) = u(xi) para todo i. Entonces∑

i

∣∣u(xi)− u(xi−1)
∣∣ 6 ĺım inf

ε→0

λ(uk, ε)

|ε|
y por lo tanto

TV(u) 6 ĺım inf
ε→0

λ(u, ε)

|ε| .

Además se tiene que∫ ∣∣u(x+ ε)− u(x)
∣∣ dx =

∑
j

∫ jε

(j−1)ε

∣∣u(x+ ε)− u(x)
∣∣ dx

=
∑
j

∫ ε

0

∣∣u(x+ jε)− u
(
x+ (j − 1)ε

)∣∣ dx
=

∫ ε

0

∑
j

∣∣u(x+ jε)− u
(
x+ (j − 1)ε

)∣∣ dx
6
∫ ε

0

TV(u) dx = |ε|TV(u).

Entonces acabamos de demostrar las desigualdades

λ(u, ε)

|ε| 6 TV(u) 6 ĺım inf
ε→0

λ(u, ε)

|ε| 6 ĺım sup
ε→0

λ(u, ε)

|ε| 6 TV(u),

las cuales implican el Lema 1.1.
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Observamos que trivialmente

λ̃(u, ε) := sup
|σ|6|ε|

λ(u, σ) 6 |ε|TV(u). (1.6)

Para funciones en Lp hay que tener cuidado al elegir los puntos a ser utilizados en el supremo,
ya que tales funciones en general no son definidas puntualmente. La elección adecuada en
este caso son solamente aquellos puntos xi que son puntos de continuidad aproximada de u.
El Lema 1.1 sigue válido.

Definición 1.1. Se dice que una función es aproximadamente continua en x si existe un
conjunto A medible tal que

ĺım
r→0

|[x− r, x+ r] ∩ A|
|[x− r, x+ r]| = 1,

donde |B| denota la medida de un conjunto B, y u es continua en x relativa a A. (Cada
punto de Lebesgue es un punto de continuidad aproximada.)

En el caso de una función de dos variables, u = u(x, y), la variación se mide como

TVx,y(u) =

∫ (
TVx(u)

)
(y) dy +

∫ (
TVy(u)

)
(x) dx. (1.7)

La generalización a funciones de n variables es obvia. La siguiente caracterización de la
variación total resulta muy útil.

Definición 1.2. Sea Ω ⊆ Rn un subconjunto abierto. Se define el conjunto de todas las
funciones con variación total acotada con respecto a Ω por

BV (Ω) =

{
u ∈ L1

Loc(Ω)

∣∣∣∣ sup
φ∈C1

0 (Ω;Rn),‖φ‖∞61

∫
Ω

u(x) div φ(x) dx <∞
}
.

Para u ∈ BV (Ω) se escribe

‖Du‖ := sup
φ∈C1

0 (Ω;Rn),‖φ‖∞61

∫
Ω

u(x) div φ(x) dx,

y para u ∈ BV (Ω) ∩ L1(Ω) definimos

‖u‖BV := ‖u‖L1(Ω) + ‖Du‖.
Notamos que si u es integrable con derivadas débiles que son funciones integrables, en-

tonces claramente

‖Du‖ =

∫ ∣∣∇u(x)
∣∣ dx.

En una dimensión existe una relación simple entre ‖Du‖ y TV(u), tal como ilustra el siguiente
teorema.

Teorema 1.1. Sea I ⊆ R in intervalo y u ∈ L1(I). Entonces

TV(u) = ‖Du‖. (1.8)
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Demostración.

1.) Supongamos que u tiene variación total acotada sobre I. Sea ω una función no negativa,
0 6 ω(x) 6 1 con suppω ⊂ [−1, 1] y

∫
R ω(x) dx = 1. Sea ωε(x) := ε−1ω(x/ε), ε > 0, y

uε := ωε ∗ u. Para puntos x1 < x2 < . . . < xn en I obtenemos∑
i

∣∣uε(xi)− uε(xi−1)
∣∣ 6 ∫ ε

−ε
ωε(x)

(∑
i

∣∣u(xi − x)− u(xi−1 − x)
∣∣)dx

6 TV(u).

(1.9)

Uilizando (1.3) y (1.9) obtenemos∫ ∣∣(uε)′∣∣ dx = TV(uε) = sup
∑
i

∣∣uε(xi)− uε(xi−1)
∣∣ 6 TV(u).

Sea φ ∈ C1
0 con |φ| 6 1. Entonces∫
uε(x)φ′(x) dx = −

∫
(uε)′(x)φ(x) dx 6

∫ ∣∣(uε)′∣∣ dx 6 TV(u),

lo que demuestra la primera parte del teorema.
2.) Sea ahora u tal que

‖Du‖ := sup
φ∈C1

0 ,|φ|61

∫
Ω

u(x)φx(x) dx <∞.

En primer lugar deducimos que

−
∫

(uε)′(x)φ(x) dx =

∫
uε(x)φ′(x) dx

= −
∫

(ωε ∗ u)(x)φ′(x) dx

= −
∫
u(x)(ωε ∗ φ)(x) dx 6 ‖Du‖.

Utilizando que

‖f‖L1(I) = sup
φ∈C1

0 (I),|φ|61

∫
f(x)φ(x)dx

(Tarea), concluimos que ∫ ∣∣(uε)′(x)
∣∣ dx 6 ‖Du‖.

Para demostrar que u ∈ L∞, sea {uj}j∈N ⊂ BV ∩ C∞ una sucesión tal que

uj → u c.t.p., ‖uj − u‖L1 → 0 cuando j →∞,∫ ∣∣u′j(x)
∣∣ dx→ ‖Du‖ cuando j →∞
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(ver, por ejemplo, [16, p. 64]). Para todo y, z se tiene que

uj(z) = uj(y) +

∫ z

y

u′j(x) dx.

Formando el promedio sobre algún intervalo acotado J ⊆ I obtenemos

|uj| 6
1

|J |

∫
J

∣∣uj(y)
∣∣ dy +

∫
I

∣∣u′j(x)
∣∣ dx,

lo que demuestra que las funciones uj son uniformemente acotadas, luego u ∈ L∞.
Concluimos que uε(x)→ u(x) cuando ε→ 0 en cada punto de continuidad aproximada
de x. Para puntos de continuidad aproximada x1 < x1 < . . . < xn concluimos que∑

i

∣∣u(xi)− u(xi−1)
∣∣ = ĺım

ε→0

∑
i

∣∣uε(xi)− uε(xi−1)
∣∣

6 ĺım sup
ε→0

∫ ∣∣(uε)′(x)
∣∣ dx 6 ‖Du‖.

El próximo resultado demuestra que la generalización (1.7) de la variación total a dimen-
siones mayores entrega una (semi)norma que es equivalente con la norma inducida por la
variación total.

Teorema 1.2. Sea u ∈ L1(K), donde K = [a1, b1]× · · · × [an, bn] ⊂ Rn. Entonces

‖Du‖ 6 TV(u) 6 n‖Du‖.
Demostración.

1.) Supongamos primero que u ∈ BV (K)∩L1(K), y sea la versión suavizada de u definida
por uε := ωε ∗ u. Entonces uε → u en L1(K) y ĺım supε ‖Duε‖ 6 ‖Du‖ < ∞ (ver [69,
Th. 5.3.1]). Sea uk la función para la que todos sus argumentos, con la excepción del
k-ésimo argumento, son fijos, es decir

uk(x
′, x) = u(x1, . . . , xk−1, x, xk+1, . . . , xn),

x′ = (x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn) ∈ K ′.
Entonces también uεk → uk en L1([ak, bk]), lo que implica, en virtud de la semiconti-
nuinad inferior de la variación acotada [69, Th. 5.2.1] y el Teorema 1.1,

TV[ak,bk](uk) 6 ĺım inf
ε

TV[ak,bk](u
ε
k).

En virtud del Lema de Fatou y del Teorema 1.1 tenemos∫
K′

TV[ak,bk](uk) dx′ 6 ĺım inf
ε

∫
K′

TV[ak,bk](u
ε
k) dx′ = ĺım inf

ε

∫
K

|Dku
ε| dx

6 ĺım sup
ε

∫
K

|Dku
ε| dx 6 ‖Du‖∞ <∞.

Esto implica que TV(u) 6 n‖Du‖.



1.2. COMPACIDAD 13

2.) Supongamos ahora que

∀k = 1, . . . , n :

∫
K′

TV[ak,bk](uk) dx′ <∞.

A partir del Teorema 1.1 sabemos que para φ ∈ C1
0(Ω;Rn), ‖φ‖∞ 6 1, se tiene que∫

K′
uφxk dx′ 6

∫
K′

TV[ak,bk](uk) dx′,

lo que implica que ‖Du‖ 6 TV(u).

1.2. Compacidad

La variación total se utiliza para obtener compacidad. El enunciado apropiado de com-
pacidad es el Teorema de Compacidad de Kolmogorov. Se dice que un subjunto M de un
espacio métrico X es compacto si cada sucesión infinita de puntos de M posee una subsu-
cesión que convergente (fuertemente). Un conjunto se llama relativamente compacto si su
clausura es compacta. Un subconjunto de un espacio métrico se llama totalmente acotado si
es contenido en una unión finita de bolas del radio ε para cada ε > 0 (tal unión finita se
llama ε-malla).

Teorema 1.3. Un subconjunto M de un espacio métrico X es relativamente compacto si y
sólo si es totalmente acotado.

Demostración.

1.) Consideremos primeramente el caso donde M es relativamente compacto. Supongamos
que existe ε0 tal que no existe una ε0-malla finita. Para cada u1 ∈M existe un elemento
u2 ∈M tal que ‖u1−u2‖ > ε0. Como {u1, u2} no es una ε0-malla, debe existir u3 ∈M
tal que ‖u1 − u3‖ > ε0 y ‖u2 − u3‖ > ε0. Inductivamente, obtenemos una sucesión
{uj} tal que ‖uj − uk‖ > ε0 para j 6= k. Claramente, tal sucesión no puede poseer
una subsucesión convergente, lo que genera una contradicción. Concluimos que debe
existir una ε-malla para cada ε.

2.) Supongamos ahora que se puede hallar una ε-malla para M para cada ε > 0, y sea
M1 ⊂M un subconjunto infinito. Sea {u(1)

1 , . . . , u
(1)
N1
} una ε-malla para M con ε = 1/2.

Sea ahora

M
(j)
1 :=

{
u ∈M1 | ‖u− u(1)

j ‖ 6 1/2
}
.

Como M1 es infinito, por lo menos uno de los conjuntos M
(1)
1 , . . . ,M

(N1)
1 debe ser

infinito. Sea un tal conjunto denotado por M2 y el elemento correspondiente denotado
por u2. Sobre este conjunto construimos una ε-malla para ε = 1/4. Continuando
inductivamente obtenemos una sucesión anidada Mk+1 ⊂ Mk para k ∈ N tal que
Mk posee una ε-malla con ε = 1/2k, sea {u(k)

1 , . . . , u
(k)
Nk
}. Para elementos arbitrarios

u, v ∈Mk se tiene

‖u− v‖ 6 ‖u− uk‖+ ‖uk − v‖ 6 1/2k−1.

La sucesión {uk}k∈N con uk ∈ Mk converge, ya que ‖uk+m − uk‖ 6 1/2k−1, lo que
demuestra que M1 posee una subsucesión convergente.
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El siguiente lema simplifica el análisis.

Lema 1.2. Sea M un subconjunto del espacio métrico X. Supongamos que para cada ε > 0
existe un conjunto A totalmente acotado tal que dist(f, A) < ε para cada f ∈ M . Entonces
M es totalmente acotado.

Demostración. Sea A tal que dist(f, A) < ε para cada f ∈ M . Como A es totalmente
acotado, existen x1, . . . , xn ∈ X tales que

A ⊆
n⋃
j=1

Bε(xj), donde Bε(y) :=
{
z ∈ X | ‖z − y‖ 6 ε

}
.

Según hipótesis, para cada f ∈ M existe un elemento a ∈ A tal que ‖a − f‖ < ε, además
‖a− xj‖ < ε para algún j, luego ‖f − xj‖ < 2ε, lo que demuestra que

M ⊆
n⋃
j=1

B2ε(xj);

por lo tanto el conjunto M es totalmente acotado.

Ahora podemos formular y demostrar el Teorema de Compacidad de Kolmogorov.

Teorema 1.4 (Teorema de Compacidad de Kolmogorov). Sea M ⊂ Lp(Ω) para p ∈ [1,∞),
para algún conjunto abierto Ω ⊆ Rn. Entonces M es relativamente compacto si y sólo si la
siguientes condiciones son satisfechas.

(i) El conjunto M es acotado en Lp(Ω), es decir

sup
u∈M
‖u‖Lp(Ω) <∞.

(ii) Existe un módulo de continuidad λ que es independiente de u ∈M tal que∥∥u(·+ ε)− u
∥∥
Lp(Ω)

6 λ
(
|ε|
)
,

donde se extiende u a cero fuera de Ω.
(iii) Uniformemente para u ∈M ,

ĺım
α→∞

∫
{x∈Ω||x|>α}

∣∣u(x)
∣∣p dx = 0.

Comentamos que si Ω es acotado, la condición (iii) es prescindible.

Demostración.

1.) Empezamos demostrando que las condiciones (i)–(iii) son suficientes para demostrar
queM es relativamente compacto. Sea ahora ϕ una función continua tal que 0 6 ϕ 6 1,
ϕ(x) = 1 sobre |x| 6 1, y ϕ(x) = 0 para |x| > 2. Sea ϕr(x) := ϕ(r−1x). Entonces
(iii) implica que ‖ϕru − u‖ → 0 cuando r → ∞. Utilizando el Lema 1.2 notamos
que basta demostrar que Mr := {ϕru | u ∈ M} es totalmente acotado. Además, Mr

satisface (i) y (ii). En otras palabras, basta demostrar que (i) y (ii) conjuntamente con
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la existencia de un R tal que u = 0 siempre que u ∈M y |x| > R implican que M es
totalmente acotado. Para tal efecto, sea ωε una función mollifier, es decir

ω ∈ C∞0 , 0 6 ω 6 1,

∫
Rn
ω dx = 1, ωε(x) =

1

εn
ω

(
1

ε
x

)
.

Entonces, definiendo Bε := Bε(0) = {z ∈ Rn | ‖z‖ 6 ε} y definiendo q tal que
1/p+ 1/q = 1, tenemos

‖u ∗ ωε − u‖pLp

=

∫ ∣∣u ∗ ωε(x)− u(x)
∣∣p dx =

∫ ∣∣∣∣∫
Bε

(
u(x− y)− u(x)

)
ωε(y) dy

∣∣∣∣pdx
6
∫ ∫

Bε

∣∣u(x− y)− u(x)
∣∣pdy‖ωε‖pq dx

= εnp/q−p‖ω‖pq
∫
Bε

∫ ∣∣u(x− y)− u(x)
∣∣pdx dy

6 εnp/q−p‖ω‖pq
∫
Bε

máx
|z|6ε

λ
(
|z|
)

dy = εn+np/q−p‖ω‖pq|B1|máx
|z|6ε

λ
(
|z|
)
,

por lo tanto

‖u ∗ ωε − u‖Lp 6 εn−1‖ω‖Lq |B1|1/p
(

máx
|z|6ε

λ
(
|z|
))1/p

,

lo que en combinación con (ii) demuestra la convergencia uniforme cuando ε→ 0 para
u ∈M . Utilizando nuevamente el Lema 1.2 vemos que es suficiente demostrar que

Nε := {u ∗ ωε | u ∈M}
es totalmente acotado para cualquier ε > 0. De acuerdo a la desigualdad de Hölder,∣∣u ∗ ωε(x)

∣∣ 6 ‖u‖p‖ωε‖q,
es decir en virtud de (i) las funciones en Nε son uniformemente acotadas. Otra apli-
cación de la desigualdad de Hölder implica que∣∣u ∗ ωε(x)− u ∗ ωε(y)

∣∣ =

∣∣∣∣∫ (u(x− z)− u(y − z)
)
ωε(z) dz

∣∣∣∣
6
∥∥u(·+ x− y)− u

∥∥
Lp
‖ωε‖Lq ,

lo que conjuntamente con (ii) demuestra que Nε es equicontinuo. Ahora el Teorema de
Arzelà-Ascoli implica que Nε es relativamente compacto, y por lo tanto uniformemente
acotado en C(BR+r). Como la inmersion natural de C(BR+r) en Lp(Rn) es acotada, se
tiene que Nε es totalmente acotado también en Lp(Rn). Entonces hemos demostrado
que (i)–(iii) implican que M es relativamente compacto.

2.) Para demostrar la otra implicación, supongamos que M es relativamente compacto.
La satisfacción de (i) es óbvia. Sea ahora ε > 0. Como M es relativamente compacto,
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existen funciones u1, . . . , um ∈ Lp(Rn) tales que

M ⊆
m⋃
j=1

B(uj).

Además, como C0(Rn) es denso en Lp(Rn), podemos igualmente suponer que uj ∈
C0(Rn). Claramente,∥∥uj(·+ y)− u

∥∥
Lp
→ 0 cuando y → 0,

por lo tanto existe un δ > 0 tal que ‖uj(· + y) − u‖Lp 6 ε siempre que |y| < δ. Si
u ∈M e |y| < δ, seleccionamos un número j tal que ‖u− uj‖Lp < ε, luego∥∥u(·+ z)− u

∥∥
Lp

6
∥∥u(·+ z)− uj(·+ z)

∥∥
Lp

+
∥∥uj(·+ z)− uj

∥∥
Lp

+ ‖uj − u‖Lp
= 2‖uj − u‖Lp +

∥∥uj(·+ z)− uj
∥∥
Lp

6 3ε,

lo que demuestra (ii). Ahora si r es suficientemente grande, χBruj = uj para todo j,
luego con la misma selección de j que arriba, obtenemos

‖χBru− u‖Lp 6
∥∥χBr(u− uj)∥∥Lp + ‖u− uj‖Lp 6 2‖u− uj‖Lp 6 2ε,

lo que demuestra (iii).

El Teorema de Helly es una simple consecuencia del Teorema de Compacidad de Kolmo-
gorov (Teorema 1.4).

Teorema 1.5 (Teorema de Helly). Sea {hδ} una sucesión de funciones definidas sobre
un intervalo [a, b], y supongamos que existe una constante M independiente de δ tal que
TV(hδ) < M y ‖hδ‖L∞ < M para todo δ. Entonces existe una subsucesión {hδn}n∈N que
converge c.t.p. a una función h ∈ BV [a, b].

Demostración. Basta aplicar (1.5) (para p = 1) y utilizar el hecho de que la variación total
es acotada para demostrar la satisfacción de la condición (ii) del Teorema 1.4.

Efectivamente se puede demostrar que la convergencia asegurada por el Teorema de Helly
tiene lugar en cada punto, no solamente en casi todas partes.

La aplicación del Teorema 1.4 en el contexto de leyes de conservacióm es basada en el
siguiente resultado.

Teorema 1.6. Sea uη : Rn × [0,∞)→ R una familia de funciones tal que para cada T > 0,∣∣uη(x, t)∣∣ 6 CT para (x, t) ∈ Rn × [0, T ] (1.10)

para una constante CT independiente de η. Supongamos, además, que para cada conjunto
B ⊂ Rn compacto y t ∈ [0, T ] que

sup
|ξ|6|%|

∫
B

∣∣uη(x+ ξ, t)− uη(x, t)
∣∣ dx 6 νB,T

(
|%|
)
, (1.11)

para un módulo de continuidad ν. Supongamos, además, que para s, t ∈ [0, T ] se tiene que∫
B

∣∣uη(x, t)− u(x, s)
∣∣ dx 6 ωB,T

(
|t− s|

)
cuando η → 0, (1.12)
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para un módulo de continuidad ωT . Entonces existe una sucesión ηj → 0 tal que para cada
t ∈ [0, T ] la función {uηj(t)} converge a una función u(t) ∈ L1

loc(Rn). La convergencia tiene
lugar en C([0, T ];L1

loc(Rn).

Demostración. De acuerdo al Teorema 1.4, para cada t ∈ [0, T ] fijo y cada sucesión ηj → 0
existe una subsucesión (todav́ıa denotada por ηj) ηj → 0 tal que {uηj(t)} converge a una
función u(t) en L1

loc(Rn). Consideremos ahora un subconjunto denso contable E ⊂ [0, T ].
Tomando posiblemente otra subsucesión (todav́ıa denotada por {uηj(t)}) encontramos que∫

B

∣∣uηj(x, t)− u(x, t)
∣∣ dx→ 0 cuando ηj → 0, para t ∈ E.

Sea ahora ε > 0 dado. Entonces existe δ > 0 tal que ωB,T (δ̃) 6 ε para cada δ̃ 6 δ. Sea
t ∈ [0, T ] fijo. Entonces podemos encontrar tk ∈ E tal que |tk − t| 6 δ. Aśı∫

B

∣∣uη̃(x, t)− uη̃(x, tk)∣∣ dx 6 ωB,T
(
|t− tk|

)
6 ε para η̃ 6 η,∫

B

∣∣uηj1 (x, tk)− uηj2 (x, tk)
∣∣ dx 6 ε para ηj1 , ηj2 6 η y tk ∈ E.

Entonces la desigualdad triangular entrega que∫
B

∣∣uηj1 (x, t)− uηj2 (x, t)
∣∣ dx 6

∫
B

∣∣uηj1 (x, t)− uηj1 (x, tk)
∣∣ dx

+

∫
B

∣∣uηj1 (x, tk)− uηj2 (x, tk)
∣∣ dx

+

∫
B

∣∣uηj2 (x, tk)− uηj2 (x, t)
∣∣ dx 6 3ε,

lo cual demuestra que para cada t ∈ [0, T ], uη(t) → u(t) en L1
loc(Rn). El Teorema de Con-

vergencia Acotada luego demuestra que

sup
t∈[0,T ]

∫
B

∣∣uη(x, t)− u(x, t)
∣∣ dx→ 0 cuando η → 0,

lo que concluye la demostración del Teorema 1.6.
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Caṕıtulo 2

Introducción

2.1. Preliminares

Las leyes de conservación hiperbólicas son ecuaciones en derivadas parciales de la forma

∂u

∂t
+∇ · f(u) = 0, (2.1)

donde f = (f 1, . . . ,fm)T, x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm, y si especificamos el dato inicial u0 en
t = 0, entonces se obtiene el problema de Cauchy

∂u(x, t)

∂t
+

m∑
j=1

∂

∂xj
f j
(
u(x, t)

)
= 0, u|t=0 = u0.

En las aplicaciones, t normalmente denota el tiempo y x denota la posición espacial en
m dimensiones. La función incógnita u, al igual que cada una de las funciones f j, puede
ser un vector, caso en el cual se dice que tenemos un sistema de ecuaciones, o u y f j
pueden ser escalares, caso en el cual escribimos u y fj en vez de u y f j, respectivamente.
Estos apuntes cubren la teoŕıa de una ley de conservación escalar en múltiples dimensiones
escalares y la teoŕıa de sistemas hiperbólicos en una dimensión. En este caṕıtulo se estudia
el caso unidimensional escalar para enfatizar algunos temas fundamentales en la teoŕıa de
leyes de conservación. En lo siguiente se utilizan ı́ndices para denotar derivadas parciales, es
decir ut(x, t) = ∂u(x, t)/∂t, etc.

2.2. La ley de conservación unidimensional y escalar

Para m = 1 podemos escribir (2.1) como

ut + f(u)x = 0, u|t=0 = u0. (2.2)

Integrando ut + f(u)x = 0 entre dos puntos x1 y x2, obtenemos∫ x2

x1

ut dx = −
∫ x2

x1

f(u)x dx = f
(
u(x1, t)

)
− f

(
u(x2, t)

)
.

Suponiendo que u es suficientemente regular podemos tomar la derivada fuera de la integral
para concluir que

d

dt

∫ x2

x1

u(x, t) dx = f
(
u(x1, t)

)
− f

(
u(x2, t)

)
. (2.3)

Esta ecuación expresa la conservación de la cantidad medida por u en el sentido de que la
tasa de cambio del monto total de u contenido en el intervalo [x1, x2] es dada por los valores
de f evaluada en los extremos de este intervalo. (En la f́ısica, normalmente se describe la

19
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conservación de una cantidad en forma integral, empezando por (2.3); luego la ecuación
diferencial (2.2) sigue a partir de hipótesis adicionales respecto de la regularidad de u.)
En virtud de lo anterior es natural interpretar f = f(u) como densidad de flujo de u.
Frecuentamente uno se refiere a esta función como función de flujo.

Ejemplo 2.1 (Conservación de masa en la mecánica de fluidos). Consideremos un fluido
con la densidad % = %(x, t) y la velocidad v, suponiendo que no hay fuentes ni sumideros y
que por lo tanto la cantidad de fluido es conservada. Para un dominio dado fijo y acotado
D ⊂ Rm la conservación de masa implica que

d

dt

∫
D

%(x, t) dx = −
∫
∂D

(%v) · n dSx,

donde n denota el vector normal unitario exterior sobre la frontera ∂D de D. Intercambiando
la derivada respecto de t con la integral en el lado izquierdo de la ecuación y aplicando el
Teorema de Divergencia al lado derecho obtenemos∫

D

%(x, t)t dx = −
∫
D

div(%v) dx,

lo cual reescribimos como ∫
D

(
%t + div(%v)

)
dx = 0.

La derivación en el Ejemplo 2.1 ha sido muy fundamental, y se han utilizado solamen-
te dos hipótesis. En primer lugar, partimos de la hipótesis f́ısica de la conservación, y en
segundo lugar, supusimos regularidad suficiente de las funciones para poder realizar las ma-
nipulaciones matemáticas necesarias. Este último aspecto será un tema recurrente a lo largo
de estos apuntes.

Ejemplo 2.2 (Part́ıculas no interactuantes en una dimensión; ecuación de Burgers). Como
ejemplo simple de una ley de conservación consideremos un medio unidimensional consistente
en part́ıculas no interactuantes, o puntos materiales, identificados por sus coordenadas y a lo
largo de una ĺınea. Sea φ(y, t) la posición del punto material y al instante t. La velocidad y la
aceleración en el instante r estan dadas por φt(y, t) y φtt(y, t), respectivamente. Supongamos
que para cada t, la función φ(·, t) es estrictamente creciente, es decir dos puntos materiales
distintos no pueden asumir la misma posición en el mismo instante. Entonces la función
φ(·, t) posee una inversa, denotada ψ(·, t), de tal forma que y = ψ(φ(y, t), t) para todo t, por
lo tanto x = φ(y, t) e y = ψ(x, t) son equivalentes. Sea u la velocidad del punto material que
ocupa la posición x en el instante t, es decir

u(x, t) = φt
(
ψ(x, t), t

)
o equivalentemente,

u
(
φ(y, t), t

)
= φt(y, t).

Entonces la aceleración del punto material y en el instante t es

φtt(y, t) = ut
(
φ(y, t), t

)
+ ux

(
φ(y, t), t

)
φt(y, t) = ut(x, t) + ux(x, t)u(x, t).



2.2. LA LEY DE CONSERVACIÓN UNIDIMENSIONAL Y ESCALAR 21

Si las part́ıculas materiales son no interactuantes y por ende no ejercen ningún tipo de
fuerza una sobre la otra, y no hay ninguna fuerza exterior que actúa sobre ellas, entonces la
aceleración debe anularse de acuerdo a la segunda ley de Newton, lo que resulta en la ley de
conservación

ut +

(
1

2
u2

)
x

= 0, (2.4)

la cual es una ley de conservación para u con f(u) = u2/2. La ecuación (2.4) es frecuenta-
mente denominada ecuación de Burgers sin viscosidad o simplemente ecuación de Burgers
inv́ıscida.

La ecuación (2.4), y de hecho cualquier ley de conservación, es un ejemplo de una ecuación
cuasi-lineal, lo que significa que las derivadas del mayor orden aparecen sólo linealmente. Una
ecuación cuasi-lineal general para una función de dos variables x y t puede ser escrita como

a(x, t, u)ut + b(x, t, u)ux = c(x, t, u). (2.5)

Si las funciones coeficientes a y b son independientes de u, es decir a = a(x, t) y b = b(x, t),
se dice que (2.5) es semi-lineal, y si además lo mismo es válido para c, es decir c = c(x, t),
entonces se dice que (2.5) es lineal.

Se puede considerar la solución como una superficie

S =
{(
t, x, u(x, t)

)
∈ R3 | (t, x) ∈ R2

}
⊂ R3.

Sea Γ ⊂ R3 una curva dada, la cual puede ser considerada como dato inicial si t es constante
a lo largo de Γ, parametrizada por (t(y), x(y), z(y)) para y en algún intervalo. Queremos
construir la superficie S ⊂ R3 parametrizada por (t, x, u(x, t)) de tal forma que u = u(x, t)
satisface (2.5) y a la vez, Γ ⊂ S. Es ventajoso parametrizar S por variables nuevas (s, y) tal
que t = t(s, y), x = x(s, y) y z = z(s, y) en tal forma que u(x, t) = z(s, y). Resolviendo el
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

∂t

∂s
= a,

∂x

∂s
= b,

∂z

∂s
= c, s > s0 (2.6)

conjuntamente con las condiciones iniciales (para a la integración con respecto a s)

t(s0, y) = t(y), x(s0, y) = x(y), z(s0, y) = z(y)

obtenemos la superficie parametrizada

S =
{(
t(s, y), x(s, y), z(s, y)

)
| (s, y) ∈ R2

}
.

Supongamos que las relaciones x = x(s, y) y t = t(s, y) pueden ser invertidas para obtener
s = s(x, t) e y = y(x, t). Entonces

u(x, t) = z
(
s(x, t), y(x, t)

)
satisface tanto (2.5) como Γ ⊂ S. Para verificar la primera de estas afirmaciones, basta
calcular

c =
∂z

∂s
= ux

∂x

∂s
+ ut

∂t

∂s
= uxb+ uta.
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Comentamos que hay muchas “trampas” en esta construcción: la solución (2.6) puede existir
sólo localmente, y puede suceder que no podemos invertir la solución de la ecuación diferencial
para expresar (s, y) como funciones de (x, t). Este tipo de problemas es intŕınsico de leyes
de conservación y será discutido detalladamente.

La ecuación (2.6) se llama ecuación caracteŕıstica, y sus soluciones son llamadas ca-
racteŕısticas. En ciertas circunstancias las caracteŕısticas pueden ser utilizadas para hallar
soluciones expĺıcitas de leyes de conservación. Notamos que en el caso homogéneo, es decir
cuando c ≡ 0, la solución u es constante a lo largo de caracteŕısticas, ya que

d

ds
u
(
x(s, y), t(s, y)

)
= uxxs + utts = uxb+ uta = 0.

Ejemplo 2.3 (Solución de una ecuación cuasi-lineal por el método de caracteŕısticas). Con-
sideremos la ecuación (cuasi-) lineal

ut − xux = −2u, u(x, 0) = x,

con la ecuación caracteŕıstica asociada
∂t

∂s
= 1,

∂x

∂s
= −x, ∂z

∂s
= −2z.

La solución general de la ecuación caracteŕıstica es

t = t0 + s, x = x0e−s, z = z0e−2s.

Parametrizando el dato inicial para s = 0 por t = 0, x = y y z = y obtenemos

t = s, x = ye−s, z = ye−2s,

lo que pude ser invertido para obtener

u = u(x, t) = z(s, y) = xe−t.

Ejemplo 2.4 (Solución de una ecuación cuasi-lineal por el método de caracteŕısticas). Con-
sideremos la ecuación (cuasi-) lineal

xut − t2ux = 0 (2.7)

con la ecuación caracteŕıstica asociada
∂t

∂s
= x,

∂x

∂s
= −t2.

Esta ecuación posee soluciones dadas impĺıcitamente por

x2

2
+
t3

3
= const.,

considerando que

∂

∂s

(
x2

2
+
t3

3

)
= 0;

por lo tanto, la solución de (2.7) es

u(x, t) = ϕ

(
x2

2
+
t3

3

)
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para cualquier función ϕ. Por ejemplo, si deseamos resolver el problema de valores iniciales
de (2.7) con el dato inicial u(x, 0) = sin |x|, entonces u(x, 0) = ϕ(x2/2) = sin |x|, es decir
ϕ(ζ) = sin(2ζ)1/2 con ζ > 0, y la solución u viene dada por

u(x, t) = sin
√
x2 + 2t3/3, t > 0.

Ejemplo 2.5 (Ecuación de Burgers). Aplicando la misma técnica a la ecuación de Burgers
(2.4) con el dato inicial u(x, 0) = u0(x) obtenemos la ecuación caracteŕıstica

∂t

∂s
= 1,

∂x

∂s
= z,

∂z

∂s
= 0

conjuntamente con las condiciones iniciales

t(0, y) = 0, x(s, y) = y + sz = y + su0(y), z(s, y) = u0(y).

Podemos escribir esto como

x = y + u0(y)t. (2.8)

Resolviendo esta ecuación en términos de y = y(x, t), podemos utilizar y para obtener

u(x, t) = z(s, y) = u0

(
y(x, t)

)
,

llegando a la relación impĺıcita

u(x, t) = u0

(
x− u(x, t)t

)
. (2.9)

Para un punto (x, t) dado podemos, en un principio, utilizar (2.9) para determinar la solución
u = u(x, t). Efectivamente, diferenciando (2.8), obtenemos

∂x

∂y
= 1 + tu′0(y). (2.10)

Por lo tanto, una solución seguramente existe para todo t > 0 si u′0 > 0, ya que x es una
función creciente de y en este caso. Por otro lado, si u′0(x̃) < 0 para algun x̃, entonces una
solución no puede ser encontrada para

t > t∗ := − 1

u′0(x̃)
.

Por ejemplo para

u0(x) = − arctanx (2.11)

no existe una solución suave para t > 1.
¿Qué pasa efectivamente cuando una solución suave no puede ser definida? A partir

de (2.10) vemos que para t > t∗ existen varios valores y que satisfacen (2.8) para cada x,
puesto que x ya no es una función creciente de de y. En cierto sentido podemos decir que la
solución u es mult́ıvoca en tales puntos. Para ilustrar esto, consideremos la superficie

(t, x, u) =
(
s, y + su0(y), u0(y)

)
(2.12)

parametrizada por s e y, suponiendo que el dato inicial es dado por (2.11) y t0 = 0. Para
cada t fijo, la curva trazada por la superficie es el grafo de una función (mult́ıvoca) de x. La
Figura 2.1 muestra que a partir de t = 1 la solución u comienza a ser mult́ıvoca cuando la
superficie comienza a plegar y que para t > 1 existen algunos x para los cuales existen tres
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Figura 2.1. Ejemplo 2.5 (Ecuación de Burgers): superficie en el espacio
(t, x, u) parametrizada por (2.12), u0(x) = − arctanx [26].

valores de u asociados. Para poder continuar la solución más allá de t = 1 habrá que elegir
entre los tres valores de u. En cualquier caso no es posible continuar la solución y a la vez
mantener su continuidad.

El ejemplo anterior ilustra que independientemente de la suavidad de la función inicial,
no podemos esperar poder definir soluciones clásicas de leyes de conservación no lineales para
todos los tiempos. En esta situación hay que extender el concepto de solución para poder
admitir discontinuidades.

2.3. Soluciones discontinuas

La manera estándar de extender el conjunto de soluciones admisibles para ecuaciones
diferenciales parciales consiste en la búsqueda de soluciones débiles en lugar de soluciones
clásicas mediante la teoŕıa de distribuciones. Las soluciones clásicas son suficientemente
diferenciables como para asegurar que la ecuación diferencial esté satisfecha para todos los
valores de los argumentos independientes. Sin embargo no existe una definición única de
soluciones débiles. En el contexto de leyes de conservación no necesitamos la “maquinaria”
completa de la teoŕıa de distribuciones, y las soluciones serán funciones que pueden ser no
diferenciables.

En lo siguiente, se denota por Ci(U) el espacio de las funciones i veces continuamente
diferenciables sobre un conjunto U ⊆ Rn, y Ci

0(U) denota el conjunto de tales funciones que
poseen soporte compacto en U . Luego C∞(U) = ∩∞l=0C

i(U); análogamente definimos C∞0 (U).
Si no hay ambigüedad, escribimos simplemente C0, etc.

Si u es una solución clásica de (2.2), podemos multiplicar la ecuación por una función
test ϕ = ϕ(x, t) ∈ C∞0 (R× [0,∞)) e integrar por partes para obtener

0 =

∫ ∞
0

∫
R

(
utϕ+ f(u)xϕ

)
dx dt = −

∫ ∞
0

∫
R

(
uϕt + f(u)ϕx

)
dx dt−

∫
R
u0ϕ(x, 0) dx.
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Observar que los términos de borde en t =∞ y x = ±∞ se anulan porque ϕ posee soporte
compacto, y que la expresión final incorpora los datos inciales. En virtud de lo anterior,
podemos definir una solución débil como sigue.

Definición 2.1 (Solución débil de (2.2)). Se dice que una función medible u = u(x, t) es
una solución débil de (2.2) si

∀ϕ = ϕ(x, t) ∈ C∞0 (R× [0,∞)) :∫ ∞
0

∫
R

(
uϕt + f(u)ϕx

)
dx dt+

∫
R
u0ϕ(x, 0) dx = 0.

(2.13)

Observamos que ya no se pide que una solución débil sea diferenciable, y que una solución
clásica es, en particular, una solución débil. Se estudiarán detalladamente las restricciones
que la validez de (2.13) impone sobre u.

En lo siguiente, utilizaremos la notación habitual; para p ∈ [1,∞), Lp(U) denota el
conjunto de todas las funciones medibles F : U → R para las cuales∫

U

|F |p dx <∞.

El conjunto Lp(U) es equipado por la norma

‖F‖p = ‖F‖Lp = ‖F‖Lp(U) =

(∫
U

|F |p dx

)1/p

.

Para p =∞, L∞(U) denota el conjunto de todas las funciones medibles F tales que

ess sup
U
|F | = ess sup

x∈U

∣∣F (x)
∣∣ <∞.

El espacio L∞(U) posee la norma

‖F‖∞ = ess sup
U
|F |.

Como es bien sabido, los espacios Lp(U) para p ∈ [1,∞] son espacios de Banach, y L2(U) es
un espacio de Hilbert. Frecuentamente utilizaremos, además, los espacios

Lploc(U) :=
{
f : U → R | f ∈ Lp(K) para cada conjunto compacto K ⊆ U .

}
En virtud de la discusión anterior nos preguntamos: ¿cuales son las discontinuidades

compatibles con (2.13)? Si suponemos que u es constante fuera de un intervalo finito, los
comentarios que siguen (2.2) implican que

d

dt

∫ ∞
−∞

u(x, t) dx = 0,

es decir la cantidad total de u es independiente del tiempo, o equivalentemente, el área debajo
del grafo de u(·, t) es constante.

Ejemplo 2.6 (Ecuación de Burgers (continuación)). Queremos ahora determinar una fun-
ción discontinua tal que el grafo de la función está en la superficie construida en el Ejem-
plo 2.5 (ver Figura 2.1) con

u(x, 0) = u0(x) = − arctanx.
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Figura 2.2. Ejemplo 2.6 (Ecuación de Burgers): varias soluciones u(·, 3) para
u0(x) = − arctanx con conservación de u [26].

Además, el área debajo del grafo debe ser igual al área entre el eje x y la superficie. La
Figura 2.2 muestra un corte de esta superficie que constituye la solución para t = 3. La
curva es parametrizada por x0, y dada expĺıctamente por

u = − arctanx0, x = x0 − 3 arctanx0.

La función u es indicada por una ĺınea gruesa. Es facil hallar una función u(x) que tenga el
valor correcto de la integral, ∫

u(x) dx =

∫
u0(x) dx,

insertando un corte (segmento recto vertical) entre el pliegue superior y el pliegue intermedio
en una posición xc < 0 con xc > −

√
2, y agregar otro corte entre el pliegue intermedio y el

pliegue inferior en −xc. Observamos que en todos los casos el área debajo de la ĺınea gruesa
es el mismo que el área limitado por la curva (x(x0), u(x0)). Obviamente, la conservación
de u por śı sóla no es suficiente como para determinar una solución débil única.

2.4. La condición de Rankine-Hugoniot

Analizamos ahora qué discontinuidades de la solución u son compatibles con (2.13).
Suponemos una discontinuidad aislada que se desplaza a lo largo de una curva suave Γ :
x = x(t). Hablamos de una discontinuidad aislada indicando que se supone que u(x, t) es
diferenciable en una vecindad suficientemente pequeña de x(t), donde u satisface la ley de
conservación en el sentido clásico.

Escogemos una vecindad D de (x(t), t) y una función test φ(x, t) cuyo soporte pertenece
a D. Según la Figura 2.3, la vecindad D se descompone en dos partes D1 y D2, y suponemos
que u es diferenciable en todo D salvo en los puntos de la curva x(t). Definimos

Dε
i :=

{
(x, t) ∈ Di

∣∣ dist
(
(x, t), (x(t), t)

)
> ε
}
, i = 1, 2.

Como u es acotada, tenemos que

0 =

∫
D

(
uφt + f(u)φx

)
dx dt = ĺım

ε→0

∫
Dε1∪Dε2

(
uφt + f(u)φx

)
dx dt. (2.14)
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Figura 2.3. La derivación de la condición de Rankine-Hugoniot.

Dado que u es una solución clásica en Dε
1 y Dε

2, el teorema de Green implica que∫
Dεi

(
uφt + f(u)φx

)
dx dt =

∫
Dεi

(
uφt + f(u)φx +

(
ut + f(u)x

)
φ
)

dx dt

=

∫
Dεi

(
(uφ)t + (f(u)φ)x

)
dx dt =

∫
∂Dεi

φ(−u dx+ f(u) dt).

Tomamos en cuenta que φ = 0 en ∂Dε
i , con la excepción de la cercańıa de x(t). Sea Γεi aquella

parte de ∂Dε
i . Entonces tenemos que

ĺım
ε→0

∫
Γεi

φ(−u dx+ f(u) dt) = ±
∫

Γ∩D
φ(−ul,r dx+ fl,r dt),

donde ul,r es el ĺımite de u(x, t) cuando x→ x(t)∓,

ul,r = ĺım
x→x(t)∓

u(x, t), fl,r = ĺım
x→x(t)∓

f
(
u(x, t)

)
.

En virtud de (2.14), obtenemos∫
Γ∩D

φ
(
−
(
ul(t)− ur(t)

)
dx+

(
fl(t)− fr(t)

)
dt
)

= 0.

Dado que esto debe ser válido para todas funciones test φ, obtenemos que

s(ul − ur) = f(ul)− f(ur), s = x′(t). (2.15)

Esta ecuación se llama condición de Rankine-Hugoniot. Expresa la conservación a través de
discontinuidades. Usando la notación

[[a]] := ar − al,

podemos escribir (2.15) como

s[[u]] = [[f ]].
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Ejemplo 2.7 (Ecuación de Burgers: continuación). Para la ecuación de Burgers, la condición
de Rankine-Hugoniot es

s =
[[u2/2]]

[[u]]
=

u2
r − u2

l

2(ur − ul)
=
ul + ur

2
.

Observamos que el salto a la izquierda en las Figuras 2.2 (a) y (b) tendrá una velocidad
mayor a la del salto a la derecha, por lo tanto las soluciones del tipo (a) o (b) no pueden ser
discontinuidades aisladas propagándose a lo largo de dos trayectorias empezando en t = 1.
La solución de la Figura 2.2 (c) corresponde a una discontinuidad estacionaria.

Ejemplo 2.8 (Tráfico vehicular). En lugar de seguir desarrollando la teoŕıa, consideremos
ahora un ejemplo de una ley de conservación en detalle. Trataremos motivar como una ley
de conservación puede modelar el flujo vehicular sobre una carretera.

Consideremos una carretera unidimensional de solamente una pista, con tráfico en una
sola dirección. La carretera es parametrizada por una sola coordenada x, y se supone que
el tráfico se mueve en la dirección de x creciente. Supongamos que nos posicionamos en un
punto x de la carretera y observamos el número de veh́ıculos N = N(x, t, h) contenido en
el intervalo [x, x + h]. Si algún veh́ıculo está localizado en la frontera de este intervalo lo
tomamos en cuenta permitiendo que N puede asumir cualquier valor real. Si el tráfico es
denso y h es grande en comparación con la longitud en promedio de un veh́ıculo, pero a la
vez pequeño con la longitud de la carretera, podemos definir la densidad

%(x, t) := ĺım
h→0

N(x, t, h)

h
,

es decir,

N(x, t, h) =

∫ x+h

x

%(y, t) dy.

Sea ahora la posición de algún veh́ıculo dada por r(t), y sea su velocidad dada por v(r(t), t).
Considerando el intervalo [a, b], deseamos ahora determinar cómo cambia el número de
veh́ıculos contenidos en este intervalo. Como suponemos que no hay entradas o salidas en el
segmento de carretera considerado, este número puede cambiar solamente debido a veh́ıculos
que entran por el extremo a la izquierda o salen por el otro extremo a la derecha. La tasa o
el caudal de veh́ıculos que pasan por un punto x al instante t es v(x, t)%(x, t), luego

−
(
v(b, t)%(b, t)− v(a, t)%(a, t)

)
=

d

dt

∫ b

a

%(y, t) dy.

Comparando esto con (2.2) y (2.3) observamos que la densidad satisface la ley de conserva-
ción

%t + (%v)x = 0.

En el caso más simple se supone que la velocidad v es dada como una función solamente de
la densidad %. Esto es una aproximación razonable si la carretera no exhibe curvas cerradas,
pendientes u otros obstáculos que obligan a los (conductores de los) veh́ıculos a frenar. Tam-
bién es razonable que exista una velocidad máxima vmáx que cada veh́ıculo puede alcanzar.



2.4. LA CONDICIÓN DE RANKINE-HUGONIOT 29

Cuando el tráfico es liviano, un veh́ıculo se desplazará a la velocidad máxima vmáx, y mien-
tras que se densifique el tráfico, los veh́ıculos deben reducir su velocidad, hasta llegar a un
estado de completa congestión sin movimiento cuando los veh́ıculos están parados pegados,
situación caracterizada por % = %máx. En virtud de lo anterior se supone que la velocidad v
es una funcion monótona decreciente de % tal que v(0) = vmáx y v(%máx) = 0. La función
más simple de este tipo es una función lineal,

v(%) = vmáx(1− %/%máx),

la cual resulta en la función de flujo

f(%) = v% = vmáx%

(
1− %

%máx

)
, (2.16)

Para facilitar la discusión normalizamos introduciendo u := %/%máx y x̃ = vmáxx. Escribien-
do x en lugar de x̃ llegamos a la ley de conservación normalizada

ut +
(
u(1− u)

)
x

= 0. (2.17)

Para ũ := 1/2−u recuperamos la ecuación de Burgers (2.4), aunque esta vez con una nueva
interpretación de la solución.

Queremos ahora resolver expĺıcitamente un problema de valores iniciales de (2.17) me-
diante el método de caracteŕısticas. Para tal efecto consideramos el dato inicial

u(x, 0) = u0(x) =


3/4 para x 6 −a,

1/2− x/(4a) para −a < x < a,

1/4 para x > a.

(2.18)

Las caracteŕısticas satisfacen

t′(ξ) = 1, x′(ξ) = 1− 2u
(
x(ξ), t(ξ)

)
.

La solución de estas ecuaciones es x = x(t), donde

x(t) =


x0 − t/2 para x0 < −a,

x0 + x0t/(2a) para −a 6 x0 6 a,

x0 + t/2 para x0 > a.

Insertando esto en la solución u(x, t) = u0(x0(x, t)) obtenemos

u(x, t) =


3/4 para x 6 −a− t/2,

1/2− x/(4a+ 2t) para −a− t/2 < x < a+ t/2,

1/4 para x > a+ t/2.

Esta solución describe una situación en la cual la densidad del tráfico es inicialmente pequeña
para x > 0 y grande para x < 0. Si dejamos a→ 0, obtenemos la solución

u(x, t) =


3/4 para x 6 −t/2,

1/2− x/(2t) para −t/2 < x < t/2,

1/4 para x > t/2.

(2.19)
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Se puede verificar directamente que esta solución también es una solución clásica de (2.17)
en todas partes con la excepción de x = ±t/2. Esta solución asume valores iniciales discon-
tinuos:

u(x, 0) = u0(x) =

{
3/4 para x < 0,

1/4 para x > 0.
(2.20)

La función inicial puede corresponder a la situación cuando un semáforo ubicado en x = 0
cambia de “rojo” a “verde” en el instante t = 0. Delante del semáforo la densidad es alta;
detrás, la densidad es baja. Los problemas de valores iniciales del tipo (2.20), donde la función
inicial consiste en dos valores constantes, se llaman problemas de Riemann. Tales problemas
serán estudiados intensamente en estos apuntes.

Insertando simplemente ul = 3/4 y ur = 1/4 en la condición de Rankine-Hugoniot (2.16)
obtenemos otra solución débil de este problema de valores iniciales. Estos estados entregan
que s = 0, lo que corresponde a la solución simple u2(x, t) = u0(x). En un principio esta
solución no es peor o mejor que la solución (2.19) determinada anteriormente. Sin embargo,
si examinamos la situación que el problema de valores iniciales supuestamente modela, la
solución u2 resulta insatisfactoria ya que describe una situación en la que el semáforo cabia a
“verde” pero la densidad de veh́ıculos delante del semáforo no cambia, es decir ningún veh́ıcu-
lo se mueve. Al contrario, en la primera solución (2.19) la densidad decrece. Analizando el
modelo, y considerando la experiencia cotidiana con “tacos”, encontramos que las disconti-
nuidades admisibles son aquellas en las que la densidad incrementa. Esto corresponde a la
situación cuando hay un “taco” por delante desde el punto de vista del conductor, obligándole
a frenar abruptamente. Por otro lado, saliendo de un “taco” normalmente experimentamos
un decrecimiento gradual de la densidad de veh́ıculo alrededor del nuestro.

Acabamos de formular una condición adicional a la condición de Rankine-Hugoniot que
nos permite reducir el número de soluciones débiles de la ley de conservación. Esta condición
constata que cada solución débil u debe incrementar a través de una discontinuidad. Tales
condiciones frecuentamente son llamadas condiciones de entroṕıa. Esta terminoloǵıa origina
en la dinámica de gases, donde condiciones similares constatan que la entroṕıa f́ısica debe
incrementar a través de cualquier discontinuidad.

Consideremos ahora el problema de valores iniciales opuesto, es decir el estado inicial

u(x, 0) = u0(x) =

{
1/4 para x < 0,

3/4 para x > 0.
(2.21)

Ahora las caracteŕısticas que emanan desde un punto x0 < 0 son dadas por x(t) = x0 +
t/2, y las caracteŕısticas que emanan desde un punto x0 > 0 son dadas por x(t) = x0 −
t/2. Observamos que estas caracteŕısticas inmediatamente intersectan, dando origen a una
solución mult́ıvoca para cada t > 0. Esto significa que no existe ninguna posibilidad de
encontrar una solución de este problema de valores iniciales para cualquier intervalo de
tiempo (0, δ). Insertando los datos ul = 1/4 y ur = 3/4 en la condición de Rankine-Hugoniot
obtenemos que u0, dada por (2.21), ya es una solución débil. Esta vez la solución incrementa
a través de la discontinuidad, y por lo tanto satisface la condición de entroṕıa. En este caso
una solución admisible viene dada por u(x, t) = u0(x).
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Queremos resolver en detalle un problema un poco más complicado. Supongamos que
la carretera exhibe una densidad de veh́ıculos inicialmente uniforme. En el instante t = 0
un semáforo posicionado en x = 0 cambia desde “verde” a “rojo”. Permanece “rojo” por
un intervalo ∆t, luego vuelve a mostrar “verde” y permanece “verde”. Suponemos que la
densidad uniforme inicial es u = 1/2, y queremos determinar la densidad del tráfico para
t > 0.

Cuando inicialmente el semáforo cambia a “rojo”, la situación para los veh́ıculos a la
izquierda del semáforo es la misma que cuando los veh́ıculos están parados parachoque con
parachoque a la dereche del semáforo. Entonces para determinar la situación para t ∈ [0,∆t)
hay que resolver el problema de Riemann con la función inicial

ul
0(x) =

{
1/2 para x < 0,

1 para x > 0.
(2.22)

Para los veh́ıculos a la derecha del semáforo la situación es similar a la situación de la
interrupación abrupta del tráfico en el instante t = 0 detrás del veh́ıculo localizado en x = 0.
Por lo tanto, para determinar la solución para x > 0 hay que resolver el problema de Riemann
dado por

ur
0(x) =

{
0 para x < 0,

1/2 para x > 0.
(2.23)

Volviendo a (2.22), observamos que aqúı u incrementa a través de la discontinuidad inicial,
es decir podemos tratar de insertar estos datos en la condición de Rankine-Hugoniot, lo que
entrega

s =
fr − fl

ur − ul

=

1

4
− 0

1

2
− 1

= −1

2
,

por lo tanto una solución admisible para x < 0 y t ∈ [0,∆t) es dada por

ul(x, t) =

{
1/2 para x < t/2,

1 para x > t/2.

Notar que cada veh́ıculo se mueve sólo en la dirección positiva, pero que la discontinuidad se
mueve hacia la izquierda.

En general, hay que distinguir tres velocidades diferentes en el contexto de leyes de conser-
vación: la velocidad de una part́ıcula, en este caso la velocidad de cada veh́ıculo; la velocidad
caracterśtica; y la velocidad de una discontinuidad. Estas tres velocidades no serán iguales
en el caso de una ley de conservación no lineal. En el presente caso, la velocidad de cada
veh́ıculo es no negativa, pero tanto la velocidad caracteŕıstica como la velocidad de una dis-
continuidad pueden asumir valores positivos o negativos. Notamos, además, que la velocidad
de una discontinuidad admisible es menor que la velocidad caracteŕıstica a la izquierda de la
discontinuidad pero mayor que a velocidad caracteŕıstica a la derecha. Esto es una propiedad
general de discontinuidades admisibles.
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Queda por determinar la densidad para x > 0. La función (2.23) también posee una
discontinuidad de salto positiva, es decir insertando los datos de (2.23) en la condición de
Rankine-Hugoniot se produce una solución admisible. Aqúı obtenemos s = 1/2, luego la
solución para x > 0 viene dada por

ur(x, t) =

{
0 para x < t/2,

1/2 para x > t/2.

Combinando ul y ur, obtenemos la solución

u(x, t) =


1/2 para x 6 −t/2,

1 para −t/2 < x 6 0,

0 para 0 < x 6 t/2,

1/2 para x > t/2,

x ∈ R, t ∈ [0,∆t).

Para averiguar lo que pasa para t > ∆t se resuelve el problema de Riemann definido por los
datos

u(x,∆t) =

{
1 para x < 0,

0 para x > 0.

Ahora la discontinuidad inicial no es aceptable de acuerdo a nuestra condición de entroṕıa,
por lo tanto hay que buscar otra solución. Podemos tratar de imitar el ejemplo anterior donde
empezamos con una función inicial no creciente que es lineal sobre algún intervalo pequeño
(−a, a) (ver (2.18)). Entonces sea v(x, t) la solución del problema de valores iniciales

vt +
(
v(1− v)

)
x

= 0; v(x, 0) = v0(x) =


1 para x < −a,

1

2
− x

2a
para −a 6 x < a,

0 para x > a.

Tal como en el ejemplo anterior encontramos que las caracteŕısticas no intersectan, y pre-
cisamente llenan el semi-espacio positivo. Entonces la solución viene dada por v(x, t) =
v0(x0(x, t)); precisamente,

v(x, t) =


1 para x < −a− t,
1

2
− x

2a+ 2t
para −a− t 6 x < a+ t,

0 para x > a+ t.

Dejando a → 0 obtenemos la solución del problema de Riemann con estado a izquiera 1
y a derecha 0. Por simplicidad también esta solución será denotada por v(x, t). Este tipo
de solución puede ser representado como “abanico” de caracteŕısticas que emanan desde el
origen, y por lo tanto es llamado onda de rarefacción centrada, o simplemente, onda de
rarefacción. Esta terminoloǵıa origina en la dinámica de gases.

Observamos que la onda de rarefacción, centrada en (0,∆t), no influye inmediatamente la
solución lejos del origen. La parte más a la izquierda de la onda se mueve a la velocidad −1,
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mientras que la parte delantera de la onda se mueve a la velocidad 1. Es decir para algún
tiempo después de ∆t, la densidad es obtenida combinando las tres soluciones ul(x, t), v(x, t−
∆t), y ur(x, t). Por supuesto, la onda de rarefacción alcanzará las discontinuidades de las
soluciones ul y ur. Como las velocidades de las discontinuidades son ∓1/2, y las velocidades
extremas de la onda de rarefacción son ∓1, y la onda de rarefacción comienza en (0,∆t),
concluimos que esto sucede en (∓∆t, 2∆t).

Queda por calcular la solución para t > 2∆t. Consideremos primero lo que pasa para
x > 0. Como los valores de u transportados a lo largo de las caracteŕısticas en la onda de
rarefacción son inferiores a 1/2, podemos construir una discontinuidad admisible utilizando
la condición de Rankine-Hugoniot (2.15). Se define una función que posee una discontinuidad
que se mueve a lo largo de una trayectoria x(t). El valor a la derecha de la discontinuidad
es 1/2, y el valor a la izquierda es determinado por v(x, t −∆t). Insertando esto en (2.15)
obtenemos la ecuación diferencial

x′(t) = s =

1

4
−
(

1

2
+

x

2(t−∆t)

)(
1

2
− x

2(t−∆t)

)
1

2
−
(

1

2
− x

2(t−∆t)

) =
x

2(t−∆t)
.

Como x(2∆t) = ∆t, esta ecuación diferencial posee la solución

x+(t) =
√

∆t(t−∆t).

La solución para x < 0 es similar. Aqúı utilizamos el hecho de que los valores de solución
en la parte izquierda del abanico de rarefacción son mayores que 1/2. Esto produce una
discontinuidad con el estado 1/2 a la izquierda y los valores a derecha tomados de la onda
de rarefacción. La trayectoria de esta discontinuidad es x−(t) = −x+(t).

Ahora efectivamente hemos encontrado una solución válida para todo t > 0. Esta solución
tiene la propiedad de que es clásica en todo punto (x, t) donde es diferenciable, y que satisface
tanto la condición de Rankine-Hugoniot como la condición de entropíıa en puntos de discon-
tinuidad. La Figura 2.4 muestra esta solución. Notamos que logramos resolver un problema
complicado combinando soluciones de problemas de Riemann, lo que es exactamente la idea
detrás del método de front tracking.

2.5. Ecuaciones lineales

En lo siguiente haremos una pausa en la exposición de leyes de conservación hiperbólicas
no lineales para echar una mirada breve a ecuaciones de transporte lineales. Muchos de los
conceptos y métodos definidos más adelante en estos apuntes son mucho más simples si las
ecuaciones son lineales.

Sea ahora u ∈ R una función incógnita escalar de x ∈ R y t ∈ [0,∞) que satisfaga el
problema de Cauchy

ut + aux = 0, x ∈ R, t > 0; u(x, 0) = u0(x), x ∈ R, (2.24)

donde a > 0 es una constante dada y la función u0 es dada. Recordemos la teoŕıa de
caracteŕısticas. En este caso simple podemos utilizar t como parámetro, y utilizamos los
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Figura 2.4. Ejemplo 2.8 (tráfico vehicular): solución del problema del
semáforo en una carretera simple. Izquierda: solución en el plano (x, t), de-
recha: solución u(x, t) en tres instantes t fijos.

parámetros (t, x0) en lugar de (s, y). Entonces las caracteŕısticas x = ξ(t;x0) son definidas
por

d

dt
ξ(t;x0) = a, ξ(0;x0) = x0

con la solución ξ(t;x0) = at+ x0. Sabemos que

d

dt
u
(
ξ(t;x0), t

)
= 0,

lo que implica que

u
(
ξ(t;x0), t

)
= u

(
ξ(0;x0), 0

)
= u(x0, 0) = u0(x0).

Podemos utilizar la solución de ξ para escribir

u(at+ x0, t) = u0(x0).

Si ponemos x = at+ x0, es decir x0 = x− at, obtenemos la fórmula de solución

u(x, t) = u0(x− at),
es decir (2.24) significa que la función inicial u0 es transportada con una velocidad a cons-
tante.
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El mismo razonamiento puede ser aplicado si a = a(x, t), donde se supone que la aplica-
ción x 7→ a(x, t) es Lipschitz continua para todo t. En este caso, supongamos que u = u(x, t)
es la solución del problema de Cauchy

ut + a(x, t)ux = 0, x ∈ R, t > 0; u(x, 0) = u0(x), x ∈ R. (2.25)

Observamos en primer lugar que esta ecuación en no conservativa, luego la interpretación
de a(x, t)u no corresponde al flujo de u a través de un punto. Sea ahora ξ(t;x0) la solución
única de la ecuación diferencial

d

dt
ξ(t;x0) = a

(
ξ(t;x0), t

)
, ξ(0;x0) = x0 (2.26)

Utilizando la regla de la cadena obtenemos ahora

d

dt
u
(
ξ(t;x0), t

)
= ut + ux

d

dt
ξ(t;x0) = ut(ξ, t) + a(ξ, t)ux(ξ, t) = 0.

Concluimos que

u
(
ξ(t;x0), t

)
= u0(x0).

Para obtener una fórmula de solución hay que resolver x = ξ(t;x0) en términos de x0 o equi-
valentemente, hallar una función ζ(τ ;x) que resuelve la ecuación caracteŕıstica retrógrada,

d

dτ
ζ(τ ;x) = −a

(
ζ(τ ;x), t− τ

)
, ζ(0;x) = x, (2.27)

luego

d

dτ
u
(
ζ(τ ;x), t− τ

)
= 0,

lo que significa que

u(x, t) = u
(
ζ(0;x), t

)
= u

(
ζ(t;x), 0

)
= u0

(
ζ(t;x)

)
.

Ejemplo 2.9 (Ecuación de transporte con coeficiente variable, 1 de 3). Sea a(x, t) = x, es
decir sea el problema a resolver

ut + xux = 0, x ∈ R, t > 0; u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,
con la ecuación caracteŕıstica

d

dt
ξ = ξ, ξ(0) = x0,

con la solución ξ(t;x0) = x0et. Despejando x0 a partir de ξ(t;x0) = x obtenemos x0 = xe−t,
luego

u(x, t) = u0(xe−t).

Ejemplo 2.10 (Ecuación de transporte con coeficiente variable, 2 de 3). Sea ahora

a(x) =


0 para x < 0,

x para 0 6 x 6 1,

1 para x > 1.

(2.28)
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(a) (b)

x

-1 0 1 2

t

0

0.5

1

1.5

2

x

-2 -1 0 1 2

t

0

0.5

1

1.5

2

Figura 2.5. Ejemplos 2.10 y 2.11 (ecuación de transporte con coeficiente
variable): caracteŕısticas definidas (a) por (2.28) (Ejemplo 2.10), (b) por (2.29)
(Ejemplo 2.11).

En este caso las caracteŕısticas son rectas ξ(t;x0) = x0 para x0 6 0 y ξ(t;x0) = x0 + t para
x0 > 1. Para 0 < x0 < 1 obtenemos

ξ(t;x0) =

{
x0et para t 6 − lnx0,

1 + t+ lnx0 para t > − lnx0,

ver Figura 2.5 (a). En este caso a es creciente en x, por lo tanto las caracteŕısticas no están
mas cerca para t > 0 que para t = 0. Como u es constante a lo largo de las caracteŕısticas,
esto significa que

máx
x

∣∣ux(x, t)∣∣ 6 máx
x

∣∣u′0(x)
∣∣.

Si a es decreciente, tal cota no puede ser encontrada, tal como ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.11 (Ecuación de transporte con coeficiente variable, 3 de 3). Sea ahora

a(x) =


1 para x < 0,

1− x para 0 6 x 6 1,

0 para x > 1.

(2.29)

En este caso las caracteŕısticas son dadas por

ξ(t;x0) =


x0 + t para x0 < 0 y t < −x0,

1− e−(t+x0) para x0 < 0 y t > −x0,

1− (1− x0)e−t para 0 6 x0 < 1,

x0 para x0 > 1,
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ver Figura 2.5 (b). Sea ahora x0 ∈ (0, 1), y sea u0 ∈ C1(R). Como u es constante a lo largo
de las caracteŕısticas, u(·, t) también es diferenciable para todo t > 0, luego

u′0(x0) =
∂

∂x0

u
(
ξ(t;x0), t

)
= ux

(
ξ(t;x0), t

) ∂ξ
∂x0

,

lo cual para x0 ∈ (0, 1) implica que ux(x, t) = u′0(x0)et para x = ξ(t;x0). A partir de esto
vemos que la única cota de la derivada que podemos esperarnos encontrar es del tipo

máx
x

∣∣ux(x, t)∣∣ 6 et máx
x

∣∣u′0(x)
∣∣.

2.5.1. Métodos numéricos para problemas lineales, primera parte. Si no tuviera-
mos conocimiento de las caracteŕısticas, podŕıamos tratar de aproximar la solución del pro-
blema por algún método numérico. Para tal efecto definimos las la siguientes aproximaciones
de la primera derivada espacial:

D−u(x) :=
u(x)− u(x−∆x)

∆x
,

D+u(x) :=
u(x+ ∆x)− u(x)

∆x
,

D0u(x) :=
u(x+ ∆x)− u(x−∆x)

2∆x
,

(2.30)

donde ∆x > 0 es un número pequeño. Al tratar aproximaciones numéricas, se utilizara la
notación uj(t) para indicar una aproximación a u(j∆x, t) para algún j ∈ Z. Además,

xj = j∆x, xj±1/2 =

(
j ± 1

2

)
∆x = xj ±

∆x

2
.

Consideremos ahora el caso de una constante a > 0. Como método numérico semi-discreto
para el problema de Cauchy de la ecuación de advección (2.24) proponemos que uj sea la
solución del sistema infinito de ecuaciones diferenciales ordinarias

u′j(t) + aD−uj(t) = 0, uj(0) = u0(xj), j ∈ Z. (2.31)

Para definir una aproximación a u(x, t) para todo x y t, utilizamos interpolación lineal,
definiendo

u∆x(x, t) = uj(t) + (x− xj)D−uj+1(t) para x ∈ [xj, xj+1).

Queremos demostrar (a) que u∆x converge a alguna función u cuando ∆x → 0, y (b) que
esta función ĺımite u es una solución de la ecuación.

Si u0 ∈ C1, entonces sabemos que una solución a (2.24) existe (y puede ser determinada
por el método de caracteŕısticas). Como la ecuación es lineal, podemos fácilmente estudiar
el error

e∆x(x, t) := u(x, t)− u∆x(x, t).

En los siguientes cálculos utilizaremos las propiedades D+uj−D−uj = ∆xD+D−uj y D−uj+1 =
D+uj. Insertando el término e∆x en la ecuación obtenemos para x ∈ (xj, xj+1):

(e∆x)t + a(e∆x)x = −(u∆x)t − a(u∆x)x
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= − d

dt

(
uj(t) + (x− xj)D−uj+1(t)

)
− aD−uj+1(t)

= −u′j(t)− (x− xj)D−u′j+1(t)− aD+uj(t)

= aD−uj(t)− aD+uj(t) + a(x− xj)D−D−uj+1(t)

= −a∆xD+D−uj(t) + a(x− xj)D+D−uj(t)

= a
(
(x− xj)−∆x

)
D+D−uj(t).

Sea ahora f∆x definido por

f∆x(x, t) = a
(
(x− xj)−∆x

)
D+D−uj(t) para x ∈ [xj, xj+1),

luego

(e∆x)t + a(e∆x)x = f∆x. (2.32)

Utilizando el método de caracteŕısticas obtenemos

e∆x(x, t) = e∆x(z − at, 0) +

∫ t

0

f∆x

(
x− a(t− s), s

)
ds. (2.33)

(Aqui implicitamente se supone que la solución es única.) Esto implica la cota∣∣e∆x(x, t)
∣∣ 6 sup

x

∣∣e∆x(x, 0)
∣∣+ t‖f∆x‖L∞(R×[0,t]).

Al tratar de acotar f∆x, notamos primero que∣∣f∆x(x, t)
∣∣ 6 ∆xa

∣∣D−D+uj(t)
∣∣,

es decir f∆x → 0 cuando ∆x → 0 si D−D+uj es acotado. Escribiendo wj = D−D+uj y
aplicando D−D+ a (2.31) obtenemos

w′j(t) + aD−(wj) = 0, wj(0) = D−D+u0(x).

Ahora se usará el hecho de que a > 0. Para acotar wj observamos primeramente que si
wj 6 wj−1, entonces D−wj 6 0. Es decir, si wj(t) 6 wj−1(t), entonces

d

dt
wj(t) = −aD−wj(t) > 0.

Similarmente, si para algún t se tiene que wj(t) > wj−1(t), entonces w′j(t) 6 0. Esto significa
que

ı́nf
x
u′′0(x) 6 ı́nf

k
D−D+uk(0) 6 wj(t) 6 sup

k
D−D+uk(0) 6 sup

x
u′′0(x).

Esto implica que wj es acotado si u′0 es Lipschitz continua. Notar que es el diseño del método
de diferencias (2.31) (es decir, la selección de D− en lugar de D+ o D0) que nos permite
concluir que la aproximación es acotada. Queda por estudiar e∆x(x, 0). Para x ∈ [xj, xj+1)
se tiene que∣∣e∆x(x, 0)

∣∣ =

∣∣∣∣u0(x)− u0(xj)−
x− xj

∆x

(
u0(xj+1)− u0(xj)

)∣∣∣∣ 6 2∆x máx
x∈[xj ,xj+1]

∣∣u′0(x)
∣∣.

Aśı hemos demostrado la cota∣∣u∆x(x, t)− u(x, t)
∣∣ 6 ∆x

(
2‖u′0‖L∞(R) + ta‖u′′0‖L∞(R)

)
para todo x, t > 0.
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Estrictamente, para que este argumento sea válido, hemos supuesto impĺıcitamente en (2.33)
que la ecuación (2.32) posee solamente la solución (2.33). Esta consideración nos lleva al tema
de soluciones de entroṕıa y la unicidad.

2.5.2. Soluciones de entroṕıa para problemas lineales, primera parte. Sin mucho
esfuerzo adicional podemos ligeramente generalizar la ecuación bajo consideración. Espećıfi-
camente queremos asegurar que la ecuación

ut + a(x, t)ux = f(x, t) (2.34)

posea solamente una solución diferenciable, donde suponemos que

∃R > 0 : a(x, t) = 0 para |x| > R, t > 0. (2.35)

Si las curvas caracteŕısticas quedan definidas por (2.26), entonces una solución viene dada
por

u
(
ξ(t;x0), t

)
= u0(x0) +

∫ t

0

f
(
ξ(s;x0), s

)
ds.

Utilizando las caracteŕısticas inversas ζ definidas por (2.27) podemos escribir esta fórmula
como

u(x, t) = u0

(
ζ(t;x)

)
+

∫ t

0

f
(
ζ(τ ;x), t− τ

)
dτ.

Si u0 es diferenciable y f es acotada, entonces esta fórmula da origen a una función u(x, t)
diferenciable.

Podemos ahora discutir el problema de unicidad. Como (2.34) es lineal, demostrar uni-
cidad significa demostrar que la ecuación con f ≡ 0 y u0 ≡ 0 posee solamente la solución
nula. Para tal efecto consideremos la ecuación

ut + a(x, t)ux = 0.

Sea η = η(u) una función diferenciable, y multipliquemos esta ecuación por η′(u) para obtener

0 = η(u)t + aη(u)x = η(u)t +
(
aη(u)

)
x
− axη(u).

Supongamos que η(0) = 0 y η(u) > 0 para u 6= 0, y que |ax(x, t)| < C para todo x y t. Si
η(u(·, t)) es integrable, podemos integrar la ultima ecuación. En virtud de (2.35) obtenemos

d

dt

∫
R
η
(
u(x, t)

)
dx =

∫
R
ax(x, t)η

(
u(x, t)

)
dx 6 C

∫
R
η
(
u(x, t)

)
dx.

Utilizando la desigualdad de Gronwall, obtenemos∫
R
η
(
u(x, t)

)
dx 6 exp(Ct)

∫
R
η
(
u0(x)

)
dx.

Si u0 ≡ 0, entonces η(u0) ≡ 0, es decir u(t) ≡ 0 para todo t. Hemos demostrado que si
η(u0) es integrable para alguna función diferenciable η con η(0) = 0 y η(u) > 0 para u 6= 0,
a satisface (2.35), y ax es acotada, entonces (2.34) posee solamente una solución diferenciable.
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Frecuentamente el modelo (2.34) (con f ≡ 0) es obtenido como ĺımite de un modelo
f́ısicamente más realista,

uεt + a(x, t)uεx = εuεxx, ε > 0, (2.36)

cuando ε� 1. Esta ecuación puede ser interpretada, por ejemplo, como la ecuación del calor
con un término de transporte, es decir uε representa la temperatura en una barra larga que
se desplaza con la velocidad a. En este caso ε es proporcional a la conductividad de la barra.
Las soluciones de (2.36) son más regulares que los datos iniciales. Si multiplicamos (2.36)
por η′(uε), donde η ∈ C2(R) es una función convexa (η′′ > 0), obtenemos

η(uε)t + aη(uε)x = ε
(
η′(uε)uεx

)
x
− εη′′(uε)(uεx)2.

La función η es frecuentamente llamada entroṕıa. El término con (uεx)
2 es problemático

cuando ε → 0 porque la derivada uεx so será cuadráticamente integrable bajo este ĺımite.
Para ecuaciones lineales la integrabilidad de este término depende de la integrabilidad ini-
cial de este mismo término. Sin embargo vimos que para ecuaciones no lineales se pueden
formar saltos independientemente de la suavidad del dato inicial, y el ĺımite de uεx no será
cuadráticamente integrable en general.

La idea clave parea evitar este problema consiste en utilizar la convexidad de la función η,
ya que η′′ > 0 implica que

εη′′(uε)(uεx)
2 > 0,

luego se remplaza este término por la desigualdad apropiada. Aśı obtenemos

η(uε)t +
(
aη(uε)

)
x
− axη(uε) 6 ε

(
η′(uε)uεx

)
x
. (2.37)

Ahora el lado derecho de (2.37) tiende a cero débilente cuando ε→ 0, es decir para cualquier
función test ϕ (con soporte compacto),

ε

∫∫
R×[0,∞)

ϕxη
′(uε)uεx dx dt→ 0 cuando ε→ 0.

Se define una solución de entroṕıa como el ĺımite u = ĺımε→0 u
ε de soluciones de (2.36)

cuando ε → 0. Formalmente, y re-introduciendo la función f , una solución de entroṕıa de
(2.34) debe satisfacer

η(u)t +
(
aη(u)

)
x
− axη(u) 6 η′(u)f(x, t) (2.38)

para toda función convexa η ∈ C2(R). Veremos más adelante que esto es suficiente para
establecer unicidad incluso cuando u no es diferenciable.

2.5.3. Métodos numéricos para problemas lineales, segunda parte. Consideremos
por el momento la ecuacion de transporte

ut + a(x, t)ux = 0. (2.39)

Queremos construir un método numérico completamente discreto para esta ecuación. El
esquema más simple es el método expĺıcito

Dt
+u

n
j + anj D−u

n
j = 0, n ∈ N0, (2.40)
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donde u0
j = u0(xj). Aqúı

Dt
+u(t) =

u(t+ ∆t)− u(t)

∆t
,

y unj denota una aproximación de u(xj, tn) con tn = n∆t, n > 0; además, anj denota una
aproximación de a(xj, tn) a ser especificada más adelante. Podemos escribir (2.40) como

un+1
j = unj − anj λ

(
unj − unj−1

)
, (2.41)

donde λ = ∆t/∆x.
Si a es constante, podemos aplicar el análisis de estabilidad de von Neumann. Supongamos

que el método produce aproximacion que converge a una solución acotada para casi todo x y t;
en particular supongamos que unj es acotado independientemente de ∆x y ∆t. Consideremos
el caso periódico, para el cual se utiliza el planteo

unj = αn exp(ij∆x)

con i =
√
−1 (como la ecuación es lineal, podŕıamos igualmente haber desarrollado la solución

en series de Fourier). Insertando esto en (2.41) obtenemos

αn+1 exp(ij∆x) = αn exp(ij∆x)− λa
(
αn exp(ij∆x)− αn exp(i(j − 1)∆x)

)
= αn exp(ij∆x)

(
1− λa(1− exp(−i∆x))

)
,

lo que implica que

α = 1− λa
(
1− cos(∆x) + i sin(∆x)

)
.

Si |α| 6 1, entonces la acotación en la norma del supremo también será válida para la
solución generada por el esquema. En este caso el esquema se llama estable en el sentido de
von Neumann. Aqúı calculamos

|α|2 = 1 + 2λ2a2 − 2λa
(
1 + (1− λa) cos(∆x)

)
= 1− 2aλ(1− aλ)

(
1− cos(∆x)

)
,

lo que significa que |α|2 6 1 para todo ∆x si sólo si

aλ(1− aλ) > 0,

por lo cual exigimos que

0 6 λa 6 1.

Esta relación entre la discretización espacial y temporal (expresada por el valor de λ) y la
velocidad de propagación de la onda, dada por el valor de a, es el ejemplo más simple de
la celebrada condición CFL, de acuerdo a Courant, Friedrichs y Lewy [13]. Volviendo el
esquema para la ecuación del transporte con velocidad variable y no negativa, entonces se
dice que el esquema es estable en el sentido de von Neumann si

λmáx
(x,t)

a(x, t) 6 1. (2.42)
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Consideremos ahora el método (2.40) con

anj =
1

∆t

∫ tn+1

tn

a(xj, t) dt.

Queremos establecer la convergencia de unj . Para tal efecto definimos

enj := u(xj, tn)− unj ,
donde u es la solución única de (2.39). Insertando esto en el método numérico obtenemos

Dt
+e

n
j + anj D−e

n
j = Dt

+u(xj, tn) + anj D−u(xj, tn)

=
1

∆t

∫ tn+1

tn

ut(xj, t) dt+
anj
∆x

∫ xj

xj−1

ux(x, tn) dx

=
1

∆x∆t

∫ tn+1

tn

∫ xj

xj−1

(
ut(xj, t) + a(xj, t)ux(x, tn)

)
dx dt

=
1

∆x∆t

∫ xj

xj−1

∫ tn+1

tn

a(xj, t)
(
ux(x, tn)− ux(xj, t)

)
dt dx

=
1

∆x∆t

∫ xj

xj−1

∫ tn+1

tn

a(xj, t)

(∫ x

xj

uxx(z, tn) dz −
∫ t

tn

uxt(xj, s) ds

)
dt dx

=: Rn
j .

Suponiendo que uxx y utx son acotadas, lo que sucede si consideramos un intervalo de tiempo
[0, T ] acotado, elegimos M tal que

M > máx
{
‖uxx‖L∞ , ‖utx‖L∞ , ‖a‖L∞

}
,

luego ∣∣Rn
j

∣∣ 6 M2

∆x∆t

∫ xj

xj−1

∫ tn+1

tn

(xj − x+ t− tn) dt dx =
M2

2
(∆x+ ∆t),

por lo tanto el error satisface la desigualdad

en+1
j 6 (1− λanj )enj + λanj e

n
j−1 +

∆tM2

2
(∆x+ ∆t). (2.43)

Si ‖a‖L∞λ < 1 (recordemos la condición CFL), entonces (1− λanj )enj + λanj e
n
j−1 es una com-

binación convexa de enj y enj−1, es decir

(1− λanj )enj + λanj e
n
j−1 6 máx

{
enj , e

n
j−1

}
.

Tomando el supremo primero en el lado derecho y luego en el lado izquierdo de (2.43)
obtenemos

sup
j∈Z

{
en+1
j

}
6 sup

j∈Z

{
enj
}

+
∆tM2

2
(∆x+ ∆t).

También se tiene que

en+1
j > (1− λanj )enj + λanj e

n
j−1 −

∆tM2

2
(∆x+ ∆t),
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lo que implica que

ı́nf
j∈Z

{
en+1
j

}
> ı́nf

j∈Z

{
enj
}
− ∆tM2

2
(∆x+ ∆t).

Si definimos

ēn := sup
j∈Z
|enj |,

lo anterior implica que

ēn+1 6 ēn +
∆tM2

2
(∆x+ ∆t).

Por inducción y considerando que por definición e0
j = 0, llegamos a

ēn 6 ē0 +
tnM

2

2
(∆x+ ∆t) =

tnM
2

2
(∆x+ ∆t).

Concluimos que la aproximación definida por (2.40) converge a la solución única si u es dos
veces continuamente diferenciable con segundas derivadas acotadas.

Hemos visto que si x 7→ a(x, t) es decreciente sobre algún intervalo, las mejores cotas
para uxx y ux,t probablemente son del tipo C exp(Ct), lo que significa que la “constante” M
será muy grande si deseamos estudiar la solución para tiempos largos (o incluso solamente
moderadamente largos). Concluimos la discusión comentando que similarmente a lo discutido
aqúı se puede demostrar que si a(x, t) < 0, el método

Dt
+u

n
j + anj D+u

n
j = 0

produce una sucesión convergente.

2.5.4. Soluciones de entroṕıa para problemas lineales, segunda parte. Considere-
mos el problema de Cauchy

ut + a(x, t)ux = 0, x ∈ R, t > 0; u(x, 0) = u0(x), x ∈ R, (2.44)

donde a es continuamente diferenciable y se supone en esta sección que a(x, t) > 0. Re-
cordamos que una solución de entroṕıa es definida como el ĺımite de la ecuación singular-
mente perturbada (2.36). Para cada ε > 0, uε satisface (2.37), lo que implica que el ĺımite
u = ĺımε→0 u

ε debeŕıa satisfacer (2.38) con f ≡ 0. Multiplicando la desigualdad (2.38) por
una función test ψ > 0 e integrando por partes encontramos que la desigualdad∫ ∞

0

∫
R

(
η(u)ψt + aη(u)ψx + axη(u)ψ

)
dx dt+

∫
R
η
(
u0(x)

)
ψ(x, 0) dx > 0 (2.45)

debe estar satisfecha para toda función test ψ > 0, ψ ∈ C∞0 (R × [0,∞)), y toda función η
convexa. Si u ∈ L1

loc(R×[0,∞)) satisface (2.45) para todas las entroṕıas convexas η, entonces
se dice que u es una solución débil de entroṕıa de (2.44). El punto importante está en que ya no
exigimos que u sea diferenciable o continua. Entonces demostrar que ciertas aproximaciones
convergen a una solución de entroṕıa debe ser mucho más facil que demostrar que el ĺımite
es una función clásica.
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Demostraremos ahora que existe solamente una solución de entroṕıa. Como la ecuación
es lineal, basta demostrar que u0 = 0 (en L1(R)) implica u(·, t) = 0 (en L1(R)). Para tal
efecto definimos una función test particular. Sea ω ∈ C∞(R) tal que

0 6 ω(σ) 6 1, suppω ⊆ [−1, 1], ω(−σ) = ω(σ),

∫ 1

−1

ω(σ) dσ = 1,

y sea ωε(σ) := ω(σ/ε)/ε. Sean x1 < x2 y

ϕε(x, t) :=

∫ x2−Lt

x1+Lt

ωε(x− y) dy,

donde L es una constante tal que L > ‖a‖L∞(Ω) y Ω := R × [0,∞). Fijamos T < (x2 −
x1)/(2L) y consideramos t < T . Observamos que ϕε(·, t) es una aproximación de la función
caracteŕıstica del intervalo (x1 + Lt, x2 − Lt). Luego definimos

hε(t) := 1−
∫ t

0

ωε(s− T ) ds;

esta función aproxima la función caracteŕıstica del intervalo (−∞, T ]. Finalmente definimos
la función test ψε ∈ C∞0 (Ω) por

ψε(x, t) = hε(t)ϕε(x, t).

Insertando esta función test en la desigualdad de entroṕıa (2.45) obtenemos∫∫
Ω

η(u)ϕεh
′
ε(t) dx dt+

∫∫
Ω

hε(t)η(u)
(
(ϕε)t(x, t) + a(x, t)(ϕε)x(x, t)

)
dx dt

+

∫∫
Ω

axη(u)hε(t)ϕε(x, t) dx dt+

∫
R
η(u0)ϕε(x, 0) dx > 0.

(2.46)

Tratamos primeramente la segunda integral. Notando que

(ϕε)t(x, t) = −L
(
ωε(x− x2 + Lt) + ωε(x− x1 − Lt)

)
,

(ϕε)x(x, t) = −ωε(x− x2 + Lt) + ωε(x− x1 − Lt)
obtenemos

(ϕε)t(x, t) + a(x, t)(ϕε)x(x, t) = (−L+ a)ωε(x− x2 + Lt) + (−L− a)ωε(x− x1 − Lt)
6
(
|a| − L

)(
ωε(x− x2 + Lt) + ωε(x− x1 − Lt)

)
6 0,

ya que L > |a|. Concluimos que si η(u) > 0, entonces la segunda integral en (2.46) es no
positiva, es decir tenemos la desigualdad∫∫

Ω

η(u)ϕεh
′
ε(t) dx dt+

∫∫
Ω

axη(u)hε(t)ϕε(x, t) dx dt+

∫
R
η(u0)ϕε(x, 0) dx > 0.

Por el momento procedemos de manera formal. La función hε aproxima la función carac-
teŕıstica χ(−∞,T ], la cual posee la derivada −δ(· − T ), es decir una función delta de Dirac
negativa centrada en T . Similarmente, ϕε aproxima la función caracteŕıstica χ(x1+Lt,x2−Lt)
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con la derivada L(δ(·− (x1 +Lt))− δ(·− (x2−Lt))). Entonces, a partir de (2.46) obtenemos
formalmente, tomando el ĺımite ε→ 0, la desigualdad

−
∫ x2−LT

x1+LT

η
(
u(x, T )

)
dx+

∫ T

0

∫ x2−Lt

x1+Lt

ax(x, t)η
(
u(x, t)

)
dx dt+

∫ x2

x1

η
(
u(x, 0)

)
dx > 0.

(2.47)

En lo siguiente demostraremos que esta desigualdad es válida. Para tal efecto notamos que
la primera integral en (2.46) es

−
∫∫

Ω

η(u)ϕε(x, t)ωε(t− T ) dx dt = −
∫ ∞

0

fε(t)ωε(t− T ) dt,

donde

fε(t) =

∫
R
ϕε(x, t)η

(
u(x, t)

)
dx.

Fijando t obtenemos

fε(t)
ε→0−→

∫ x2−Lt

x1+Lt

η
(
u(x, t)

)
dx = f0(t),

donde el ĺımite es uniforme en t para t ∈ [0, T ]. Si t 7→ u(·, t) es continua como aplicación
[0,∞)→ L1(R), entonces fε y f0 son continuas en t. En este caso,∫ ∞

0

fε(t)ωε(t− T ) dt =

∫ ∞
0

(
fε(t)− f0(t)

)
ωε(t− T ) dt+

∫ ∞
0

f0(t)ωε(t− T ) dt
ε→0−→ f0(T ),

ya que∣∣∣∣∫ ∞
0

(
fε(t)− f0(t)

)
ωε(t− T ) dt

∣∣∣∣ 6 ‖fε − f0‖L∞
∫ ∞

0

ωε(t− T ) dt = ‖fε − f0‖L∞ ε→0−→ 0.

Para asegurar que la aplicación [0,∞) 3 t 7→ u(·, t) ∈ L1(R) efectivamente es continua,
definimos que una solución de entroṕıa tiene esta propiedad, ver Definición 2.2 más abajo.
Sabemos que

hε(t)ϕε(x, t)
ε→0−→ χΠT (x, t) en L1(ΩT ),

donde definimos

ΠT :=
{

(x, t) | 0 6 t 6 T, x1 + Lt 6 x 6 x2 − Lt
}
, ΩT := R× [0, T ].

Tomando el ĺımite ε→ 0 en (2.46), ahora encontramos que∫ x2

x1

η
(
u(x, 0)

)
dx+

∫ T

0

∫ x2−Lt

x1+Lt

ax(x, t)η
(
u(x, t)

)
dx dt >

∫ x2−LT

x1+LT

η
(
u(x, T )

)
dx

(comparar con (2.47)), lo que bajo la hipótesis η > 0 implica que

f0(T ) 6 f0(0) + ‖ax‖L∞(ΩT )

∫ T

0

f0(t) dt.

La desigualdad de Gronwall ahora implica que

f0(T ) 6 f0(0) exp
(
‖ax‖L∞(ΩT )T

)
,
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o escrito en forma expĺıcita,∫ x2−LT

x1+LT

η
(
u(x, T )

)
dx 6

∫ x2

x1

η
(
u0(x)

)
dx exp

(
‖ax‖L∞(ΩT )T

)
para cada función η convexa y no negativa. Observamos que esto demuestra que la velocidad
de propagación es finita.

Eligiendo η(u) = |u|p para 1 6 p <∞, suponiendo que η(u) es integrable y considerando
x1 → −∞ y x2 →∞, obtenemos∥∥u(·, T )

∥∥
Lp(R)

6 ‖u0‖Lp(R) exp

(‖ax‖L∞(ΩT )T

p

)
, 1 6 p <∞. (2.48)

Suponiendo que η(u) es integrable para todo 1 6 p < ∞, podemos considerar el ĺımite
p→∞ para obtener ∥∥u(·, T )

∥∥
L∞(R)

6 ‖u0‖L∞(R). (2.49)

Para formalizar el argumento anterior introducimos la siguiente definición.

Definición 2.2 (Solución de entroṕıa de una ecuación lineal). Se dice que una función
u = u(x, t) ∈ C([0,∞);L1(R)) es una solución débil de entroṕıa del problema

ut + a(x, t)ux = 0, t > 0, x ∈ R; u(x, 0) = u0(x), x ∈ R

si para todas la funciones no negativas y convexas η = η(u) y todas las funciones test ϕ ∈
C∞0 (Ω) no negativas la siguiente desigualdad es válida:∫ ∞

0

∫
R

(
η(u)ϕt + aη(u)ϕx + axη(u)ϕ

)
dx dt+

∫
R
η
(
u0(x)

)
ϕ(x, 0) dx > 0. (2.50)

Teorema 2.1 (Unicidad de la solución de entroṕıa del problema lineal). Sea la función
a = a(x, t) elegida tal que ax es acotada. Entonces el problema (2.25) tiene a lo más una
solución de entroṕıa u = u(x, t), la cual satisface las cotas (2.48) y (2.49).

Comentario 2.1. A partir de la demostración del Teorema 2.1 (aplicando (2.48) para p = 1)
concluimos que si definimos una solución de entroṕıa como función que satisface la condición
de entroṕıa (2.50) para todas las funciones test ϕ ∈ C∞0 (Ω) no negativas pero solamente para
η(u) = |u|, obtenemos unicidad en C([0,∞), L1(R)).

2.5.5. Métodos numéricos para problemas lineales, tercera parte. Consideremos
nuevamente la ecuación del transporte

ut + a(x, t)ux = 0, x ∈ R, t > 0; u(x, 0) = u0(x), x ∈ R, (2.51)

y el método de diferencias asociado

Dt
+u

n
j + anj D−u

n
j = 0,

donde definimos

anj :=
1

∆t

∫ tn+1

tn

a(xj, t) dt, u0
j :=

1

∆x

∫ xj+1/2

xj−1/2

u0(x) dx,
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donde, como antes, suponemos que a(x, t) > 0. Para crear una aproximación definida para
todo x y t definimos

u∆x(x, t) = unj para (x, t) ∈ Inj−1/2 := [xj−1, xj)× [tn, tn+1), donde tn = n∆t.

Deseamos demostrar que u∆x converge a una solución de entroṕıa (¡la única!) de (2.51).
Esta vez no se usa la linealidad, y demostramos primeramente que {u∆x}∆x>0 posee una
subsucesión convergente. Para tal efecto recordamos primero que el método puede ser escrito
como

un+1
j =

(
1− λanj

)
unj + λanj u

n
j−1. (2.52)

Deseamos aplicar el Teorema 1.6 para demostrar la compacidad. En primer lugar demostra-
mos que la aproximación es uniformemente acotada. Esto es fácil de demostrar considerando
que bajo la condición CFL

‖a‖L∞λ 6 1, (2.53)

un+1
j es una combinación convexa de unj y unj−1, por lo tanto no se introducen nuevos extremos

y ∥∥u∆x(·, t)
∥∥
L∞(R)

6 ‖u0‖L∞(R),

es decir la primera condición del Teorema 1.6, (1.10), está satisfecha.
Para verificar la segunda condición del Teorema 1.6, (1.11), recordemos la definición de la

variación total de una función u : R→ R, (1.1), y la notación |u|BV = TV(u). Aqúı tenemos
que acotar la variación total de u∆x. Para t ∈ [tn, tn+1) esta viene dada por∣∣u∆x(·, t)

∣∣
BV

=
∑
j∈Z

∣∣unj − unj−1

∣∣.
Tomando en cuenta que

un+1
j − un+1

j−1 =
(
1− λanj

)
unj + λanj u

n
j−1 −

(
1− λanj−1

)
unj−1 − λanj−1u

n
j−2

=
(
1− λanj

)(
unj − unj−1

)
+ λanj−1

(
unj−1 − unj−2

)
y utilizando la condición CFL (2.53) implica que

0 6 λanj 6 1 para todo n y j,

obtenemos que ∣∣un+1
j − un+1

j−1

∣∣ 6 (1− λanj )∣∣unj − unj−1

∣∣+ λanj−1

∣∣unj−1 − unj−2

∣∣,
por lo tanto∑

j∈Z

∣∣un+1
j − un+1

j−1

∣∣ 6∑
j∈Z

(
1− λanj

)∣∣unj − unj−1

∣∣+
∑
j∈Z

λanj−1

∣∣unj−1 − unj−2

∣∣
=
∑
j∈Z

∣∣unj − unj−1

∣∣−∑
j∈Z

λanj
∣∣unj − unj−1

∣∣+
∑
j∈Z

λanj
∣∣unj − unj−1

∣∣
=
∑
j∈Z

∣∣unj − unj−1

∣∣,
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es decir ∣∣u∆x(·, t)
∣∣
BV

6
∣∣u∆x(·, 0)

∣∣
BV

6 |u0|BV .
Esto demuestra la satisfacción de (1.11).

Para verificar la tercera condición (1.12), es decir la L1 Lipschitz continuidad en el tiempo,
supongamos que s ∈ [tn, tn+1) y que t satisface t− s 6 ∆t. Entonces∫

R

∣∣u∆x(x, t)− u∆x(x, s)
∣∣ ds 6 ∆x

∑
j∈Z

∣∣un+1
j − unj

∣∣ = ∆x
∑
j∈Z

λanj
∣∣unj − unj−1

∣∣
6 ∆t‖a‖L∞(Ω)

∑
j∈Z

∣∣unj − unj−1

∣∣ 6 ∆t‖a‖L∞(Ω)|u0|BV .

Si s ∈ [tn, tn+1) y t ∈ [tn+k, tn+k+1) se tiene que∫
R

∣∣u∆x(x, t)− u∆x(x, s)
∣∣ ds = ∆x

∑
j∈Z

∣∣un+k
j − unj

∣∣ 6 n+k−1∑
m=n

∑
j∈Z

∆x
∣∣um+1
j − umj

∣∣
=

n+k−1∑
m=n

∆x
∑
j∈Z

λamj
∣∣umj − umj−1

∣∣
6

n+k−1∑
m=n

∆t‖a‖L∞(Ω)

∑
j∈Z

∣∣umj − umj−1

∣∣ 6 k∆t‖a‖L∞(Ω)|u0|BV

6 (t− s+ ∆t)‖a‖L∞(Ω)|u0|BV .
Concluimos que también (1.12) está satisfecha, es decir tenemos la convergencia de una
subsucesión u∆x → u cuando ∆x→ 0. Queda por demostrar que u es la solución de entroṕıa.
Para tal efecto observamos que como η es una función convexa, a partir de (2.52) se tiene
que

η
(
un+1
j

)
= η
((

1− λanj
)
unj + λanj u

n
j−1

)
6
(
1− λanj

)
η
(
unj ) + λanj η

(
unj−1

)
Definiendo ηnj := η(unj ) podemos escribir esto como

Dt
+η

n
j + anj D−η

n
j 6 0

o equivalentemente como

Dt
+η

n
j + D−

(
anj η

n
j

)
− ηnj−1D−a

n
j 6 0. (2.54)

Los operadores D−, D+ y Dt
+ satisfacen las siguientes propiedades de “sumación por partes”:∑

j∈Z

ajD−bj = −
∑
j∈Z

bjD+aj si a±∞ = 0 o b±∞ = 0,

∞∑
n=0

anDt
+b

n = −a
0b0

∆t
−
∞∑
n=1

bnDt
−a

n si a∞ = 0 o b∞ = 0.

(2.55)
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Sea ahora ϕ ∈ C∞0 (Ω), ϕ > 0 una función test y

ϕnj :=
1

|Inj−1/2|

∫∫
In
j−1/2

ϕ(x, t) dx dt.

Multiplicando (2.54) por ∆t∆xϕnj y sumando sobre n ∈ N0 y j ∈ Z, utilizando (2.55),
obtenemos

∆x∆t
∞∑
n=1

∑
j∈Z

η
(
unj
)
Dt
−ϕ

n
j + ∆x∆t

∞∑
n=1

∑
j∈Z

(
anj η
(
unj
)
D+ϕ

n
j + η

(
unj−1

)
D−a

n
jϕ

n
j

)
+ ∆x

∑
j∈Z

η
(
u0
j

)
ϕ0
j > 0.

Sea B∆x el lado izquierdo de esta desigualdad, y sea

A∆x :=

∫∫
Ω

(
η(u∆x)ϕt + aη(u∆x)ϕx + axη(u∆x)ϕ

)
dx dt+

∫
R
η(u0)ϕ(x, 0) dx.

Como B∆x > 0, se tiene que

A∆x = B∆x + (A∆x −B∆x) > A∆x −B∆x.

Aqúı encontramos que

A∆x −B∆x =
∞∑
n=1

∑
j∈Z

∫∫
In
j−1/2

ηnj
(
ϕt −Dt

−ϕ
n
j

)
dx dt+

∑
j∈Z

∫∫
I0
j−1/2

η0
jϕt dx dt

+
∞∑
n=0

∑
j∈Z

∫∫
In
j−1/2

ηnj a
(
ϕx −D+ϕ

n
j

)
dx dt

+
∞∑
n=0

∑
j∈Z

∫∫
In
j−1/2

ηnj D+ϕ
n
j

(
a− anj

)
dx dt

+
∞∑
n=0

∑
j∈Z

∫∫
In
j−1/2

(
ηnj − ηnj−1

)
dx dt

+
∞∑
n=0

∑
j∈Z

∫∫
In
j−1/2

axη
n
j−1

(
ϕ− ϕnj

)
dx dt

+
∞∑
n=0

∑
j∈Z

∫∫
In
j−1/2

ηnj−1

(
ax −D−a

n
j

)
dx dt

+
∑
j∈Z

∫
Ij−1/2

(
η(u0)− η0

j

)
ϕ(x, 0) dx+

∑
j∈Z

η0
j

(
ϕ(x, 0)− ϕ0

j

)
dx

=: S1 + · · ·+ S9,

(2.56)

donde Ij−1/2 := [xj−1, xj). Para demostrar que el ĺımite u es una solución de entroṕıa,
tenemos que demostrar que cada uno de los términos S1, . . . , S9 desaparece cuando ∆x→ 0.
El siguiente comentario provee un resultado útil para esta tarea.
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Comentario 2.2. Para una función φ ∈ C1(R2) se tiene∣∣φ(x, t)− φ(y, s)
∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0

d

dσ
φ
(
σ(x, t) + (1− σ)(y, s)

)
dσ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ 1

0

∇φ
(
σ(x, t) + (1− σ)(y, s)

)
· (x− y, t− s) dσ

∣∣∣∣
6 |x− y|‖φx‖L∞ + |t− s|‖φt‖L∞ .

Empezamos con el último término, S9. Ahora∫
Ij−1/2

η0
j

(
ϕ(x, 0)− ϕ0

j

)
dx

=
η0
j

∆x∆t

∫
Ij−1/2

∫∫
I0
j−1/2

(
ϕ(x, 0)− ϕ(y, t)

)
dy dt dx

=
η0
j

∆x∆t

∫
Ij−1/2

∫∫
I0
j−1/2

(∫ x

y

ϕx(z, 0) dz +

∫ t

0

ϕt(y, s) ds

)
dy dt dx,

luego, utilizando la convexidad de η,

|S9| 6
∥∥η(u0)

∥∥
L1(R)

(
‖ϕx‖L∞(Ω)∆x+ ‖ϕt‖L∞(Ω)∆t

)
.

Para tratar S8, notamos primero que como η es convexa, se tiene∣∣η(b)− η(a)
∣∣ 6 máx

{∣∣η′(a)
∣∣, ∣∣η′(b)∣∣}|b− a|,

además, si x, y ∈ Ij−1/2, entonces∣∣u0(x)− u0(y)
∣∣ 6 |u0|BV (Ij−1/2).

Utilizando esto y C := ‖η′(u0)‖L∞ , obtenemos∣∣∣∣∫
Ij−1/2

(
η(u0)− η

(
u0
j

))
ϕ(x, 0) dx

∣∣∣∣ 6 C‖ϕ‖L∞(Ω)

∫
Ij−1/2

∣∣u0(x)− u0
j

∣∣ dx
6 C‖ϕ‖L∞(Ω)

∫
Ij−1/2

1

∆x

∫
Ij−1/2

∣∣u0(x)− u0(y)
∣∣ dx dy

6 C‖ϕ‖L∞(Ω)∆x|u0|BV (Ij−1/2),

por lo tanto

|S8| 6 C‖ϕ‖L∞(Ω)∆x
∑
j∈Z

|u0|BV (Ij−1/2) 6 C‖ϕ‖L∞(Ω)∆x|u0|BV .

Para analizar S7 notamos primero que

D−a
n
j = D−

(
1

∆t

∫ tn+1

tn

a(xj, t) dt

)
=

1

∆x∆t

∫∫
In
j−1/2

ax(x, t) dx dt,
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luego

ηnj−1

∫∫
In
j−1/2

(
ax(x, t)−D−a

n
j

)
dx dt = ηnj−1

(∫∫
In
j−1/2

ax(x, t) dx dt−∆x∆tanj

)
= 0

y S7 = 0. Continuamos por el término S6, notando que∫∫
In
j−1/2

|ax|ηnj−1

∣∣ϕ− ϕnj ∣∣ dx dt 6
‖ax‖L∞(Ω)η

n
j−1

∆x∆t

∫∫
Inj

∫∫
Inj

∣∣ϕ(x, t)− ϕ(y, s)
∣∣ dy ds dx dt

6 ‖ax‖L∞(Ω)η
n
j−1∆x∆t

(
∆x‖ϕx‖L∞(Ω) + ∆t‖ϕt‖L∞(Ω)

)
.

Recordemos que la función test ϕ tiene soporte compacto en {t < T}. Además, utilizando el
esquema para ηnj (2.54), podemos ver fácilmente que

∆x
∑
j∈Z

ηnj 6 exp(Ctn)∆x
∑
j∈Z

η0
j 6 exp(Ctn)

∥∥η(u0)
∥∥
L1(R)

,

luego

|S6| 6 CT∆x
∑
j∈Z

∞∑
n=0

ηnj ∆t(∆x+ ∆t) 6 CT∆x
∞∑
n=0

∑
j∈Z

η0
j∆t(∆x+ ∆t)

6 CTT
∥∥η(u0)

∥∥
L1(R)

(∆x+ ∆t),

considerando que la sumatoria en n es solamente sobre tales n que tn = n∆t 6 T . Para S5

obtenemos, poniendo M > ‖u0‖L∞(R),

|S5| 6 ‖η′‖L∞(−M,M)‖ax‖L∞(Ω)‖ϕ‖L∞(Ω)∆x∆t
∑
j∈Z

∞∑
n=0

∣∣unj − unj−1

∣∣ 6 C∆xT |u0|BV ,

mientras que

|S4| 6 ‖ϕx‖L∞(Ω)

∑
j∈Z

∞∑
n=0

ηnj

∫∫
In
j−1/2

∣∣a(x, t)− a(xj, t)
∣∣ dx dt

6 ‖ϕx‖L∞(Ω)‖ax‖L∞(Ω)∆x
∑
j∈Z

∞∑
n=0

ηnj ∆x∆t 6 ‖ϕx‖L∞(Ω)‖ax‖L∞(Ω)CTT∆x
∥∥η(u0)

∥∥
L1(R)

.

Por argumentos similares,

|S3| 6 ‖a‖L∞(Ω)

(
∆x‖ϕxx‖L∞(Ω) + ∆t‖ϕxt‖L∞(Ω)

)∑
j∈Z

∞∑
n=0

ηnj ∆x∆t

6 ‖a‖L∞(Ω)

(
∆x‖ϕxx‖L∞(Ω) + ∆t‖ϕxt‖L∞(Ω)

)
CTT

∥∥η(u0)
∥∥
L1(R)

,

|S2| 6 C∆t∆t
∥∥η(u0)

∥∥
L1(R)
‖ϕt‖L∞(Ω).

Finalmente, nuevamente por argumentos similares,

|S1| 6
(
∆x‖ϕxt‖L∞(Ω) + ∆t‖ϕtt‖L∞(Ω)

) ∞∑
n=1

∑
j∈Z

ηnj ∆x∆t
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6
(
∆x‖ϕxt‖L∞(Ω) + ∆t‖ϕtt‖L∞(Ω)

)
CTT

∥∥η(u0)
∥∥
L1(R)

.

Resumiendo, hemos demostrado que para cada función test ϕ = ϕ(x, t),∫∫
Ω

(
η(u)ϕt + aη(u)ϕx + axη(u)

)
dx dt+

∫
R
η(u0)ϕ(x, 0) dx

= ĺım
∆x→0

A∆x > ĺım
∆x→0

(A∆x −B∆x) = 0

si ax es (localmente) continua y u0 ∈ BV (R). Concluimos que el método (2.51) genera una
sub-sucesión que converge a la única solución débil. Como el ĺımite es la única solución de
entroṕıa, cada subsucesión genera otra subsucesión que converge al mismo ĺımite, por lo
tanto la sucesión entera converge.

Si u′′0 es acotada, vimos que el método (2.51) converge a la solución de entroṕıa a una
tasa O(∆x). El significado de los cálculos anteriores consiste en que tenemos convergencia a
la solución de entroṕıa única incluso si solamente u0 ∈ L1(R)∩BV (R). Sin embargo en este
caso no hemos establecido ninguna tasa de convergencia.

2.5.6. Sistemas de ecuaciones. Sea ahora u : R× [0,∞)→ Rn una solución del sistema
lineal

ut +Aux = 0, x ∈ R, t > 0; u(x, 0) = u0(x), x ∈ R, (2.57)

donde se supone que la matriz constante A ∈ Rn×n posee n valores propios reales y distintos
a pares ordenados como λ1 < λ2 < . . . < λn. Si esto es válido, entonces se dice que el sistema
es estrictamente hiperbólico. En este caso la matriz A tambien posee n vectores propios a
derecha r1, . . . , rn tales que

Ari = λiri para i = 1, . . . , n.

Similarmente existen n vectores propios a izquierda l1, . . . , ln tales que

liA = λili para i = 1, . . . , n.

Se supone que los vectores ri y li son columnas y filas, respectivamente. Para k 6= m, lk y
rm son ortogonales, ya que

λmlkrm = lk(λmrm) = lk(Arm) = (lkA)rm = λklkrm.

Se definen, además, las matrices

L :=

l1...
ln

 , R :=
[
r1 · · · rn

]
.

Suponiendo que los vectors propios son normalizados tales que lkri = δki, es decir L = R−1

o LR = I, tenemos

LAR =


λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 λn

 =: diag(λ1, . . . , λn).
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Multiplicando (2.57) desde la izquierda por L obtenemos

Lut +LAux = 0,

y definiendo w mediante u = Rw, obtenemos

wt + diag(λ1, . . . , λn)wx = 0.

Esto son n ecuaciones escalares desacopladas para cada componente de w = (w1, . . . , wn)T,
es decir

(wi)t + λi(wi)x = 0, i = 1, . . . , n,

con los datos iniciales transformados de acuerdo a

w0 = Lu0 = (l1u0, . . . , lnu0)T.

Obtenemos entonces la solución

wi(x, t) = liu0(x− λit), i = 1, . . . , n

o en variables originales

u(x, t) =
n∑
i=1

wi(x, t)ri =
n∑
i=1

(liu0(x− λit))ri. (2.58)

Ejemplo 2.12 (La ecuación de la onda unidimensional). Consideremos la ecuación de la
onda unidimensional. Sea α : R× (0,∞)→ R una solución del problema

αtt − c2αxx = 0, x ∈ R, t > 0; α(x, 0) = α0(x), αt(x, 0) = β0(x), x ∈ R,
donde c > 0 es una constante. Definiendo

u :=

(
u
v

)
:=

(
αt
αx

)
obtenemos las ecuaciones

ut − c2vx = 0, vt − ux = 0

o bien

ut +Aux = 0, A =

[
0 −c2

−1 0

]
.

La matriz A posee los valores y vectores propios

λ1 = −c, r1 =

(
c
1

)
, λ2 = c, r2 =

(
−c
1

)
,

luego

R =

[
c −c
1 1

]
, L = R−1 =

1

2c

[
1 c
−1 c

]
.

Concluimos entonces que

w =

(
w1

w2

)
=

1

2c

(
u+ cv
−u+ cv

)
.
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A partir de (2.58) obtenemos ahora

αx(x, t) =
1

2

(
α′0(x+ ct) + α′0(x− ct)

)
+

1

2c

(
β0(x+ ct)− β0(x− ct)

)
,

αt(x, t) =
1

2

(
β0(x+ ct) + β0(x− ct)

)
+
c

2

(
α′0(x+ ct)− α′0(x− ct)

)
.

Para determinar α podemos integrar la última ecuación con respecto a t para obtener

α(x, t) =
1

2

(
α0(x+ ct) + α0(x− ct)

)
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct
β0(y) dy,

después de un cambio de variables en la integral sobre β0. Esta es la conocida fórmula de
d’Alembert para la solución de la ecuación de la onda en una dimensión espacial.

En lo siguiente discutiremos el concepto de soluciones de entroṕıa para sistemas lineales.
El significado de una solución de entroṕıa para una ecuación escrita en variables caracteŕısti-
cas es el siguiente. Para una función de entroṕıa convexa η̂(u), la solución de entroṕıa debeŕıa
satisfacer

η̂(u)t + q̂(u)x 6 0

en el sentido débil. A su vez, el flujo de entroṕıa q̂ debe satisfacer

∇uq̂(u) = ∇uη̂(u)Λ,

donde Λ = diag(λ1, . . . , λn), es decir

q̂ui = λiη̂ui , i = 1, . . . , n.

Una solución de entroṕıa a (2.57) es el ĺımite (si tal ĺımite existe) de la regularización pa-
rabólica

uεt +Auεx = εuεxx

cuando ε → 0. Para verificar si existe una entroṕıa convexa η : Rn → R multiplicamos esta
ecuación desde la izquierda por ∇η(uε) para obtener

η(uε)t +∇η(uε)Auεx 6 ε
(
∇η(uε)uεx

)
x
,

donde utilizamos la convexidad de η para deshacernos de un término que contiene (uεx)
2,

expresión que no es bien comportada (para ecuaciones no lineales) en el ĺımite ε → 0.
Queremos escribir el término ∇η(uε)Auεx como la derivada con respecto a x de alguna
función q = q(uε). Utilizando que

q(uε)x = ∇uq(uε)uεx
notamos que si esto es posible, entonces se tiene que

quj =
n∑
i=1

aijηui , j = 1, . . . , n. (2.59)

Estas son n ecuaciones para las dos incógnitas η y q, es decir no podemos esperar ninguna
solución para n > 2. El lado derecho de (2.59) es dado, luego buscamos un potencial q con
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un gradiente dado. Este problema posee una solución si las condiciones de integrabilidad
qukuj = qujuk para j, k = 1, . . . , n o

n∑
i=1

aikηuiuj =
n∑
i=1

aijηuiuk , j, k = 1, . . . , n

están satisfechas.
Si queremos hallar un flujo de entroṕıa para la entroṕıa η(u) = |u|2/2, notamos que

ηuiuk = δik, luego podemos hallar un flujo de entroṕıa si ajk = akj para j, k = 1, . . . , n, es
decir A debe ser simétrica. En tal caso el flujo de entroṕıa q viene dado por

q(u) =
n∑

i,j=1

aijuiuj −
1

2

n∑
i=1

aiiu
2
i ,

es decir para la entroṕıa η(u) = |u|2/2 una solución de entroṕıa satisface |u|2t + q(u)x 6 0
débilmente, lo que significa que ∥∥u(·, t)

∥∥
L2(R)

6
∥∥u0

∥∥
L2(R)

,

por lo tanto existe a lo más una solución de entroṕıa de (2.57) si A es simétrica.

2.5.7. El problema de Riemann para sistemas lineales. Volviendo al caso general (de
una matriz A que ahora no necesariamente debe ser simétrica) recordamos que la solución
u = u(x, t) de (2.57) es dada por (2.58). Deseamos ahora analizar el problema de Riemann
(ver también (2.20)) puesto por

u0(x) =

{
uL para x < 0,

uR para x > 0,
(2.60)

donde uL y uR son vectores constantes. Para una ecuación escalar (n = 1) sabemos que la
solución es dada por

u(x, t) = u0(x− λ1t) =

{
uL para x < λ1t,

uR para x > λ1t.

Notar que u no es continua. Sin embargo u es la única solución de entroṕıa de (2.57) con los
datos iniciales (2.60) en el sentido de la Definición 2.2.

Para dos ecuaciones (n = 2) escribimos

uL =
2∑
i=1

(liuL)ri, uR =
2∑
i=1

(liuR)ri.

Podemos hallar la solución de cada componente por separado. Utilizando (2.58) para los
datos iniciales (2.60) obtenemos

l1u(x, t) =

{
l1uL para x < λ1t,

l1uR para x > λ1t,
l2u(x, t) =

{
l2uL para x < λ2t,

l2uR para x > λ2t,
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Figura 2.6. Solución del problema de Riemann para un sistema lineal: (a)
solución (2.61) de un sistema de n = 2 ecuaciones, (b) construcción del estado
intermedio um en el espacio de fase, (c) solución (2.62) para n general.

luego

u(x, t) = (l1u(x, t))r1 + (l2u(x, t))r2

=


(l1uL)r1 + (l2uL)r2 para x < λ1t,

(l1uR)r1 + (l2uL)r2 para λ1t < x < λ2t,

(l1uR)r1 + (l2uR)r2 para x > λ2t

=


uL para x < λ1t,

um para λ1t < x < λ2t,

uR para x > λ2t

(2.61)

para un estado intermedio

um = (l1uR)r1 + (l2uL)r2,

ver Figura 2.6 (a). Tambien podemos visualizar la solución en el espacio de fase (Figu-
ra 2.6 (b)). Observamos que para cada par de estados uL y uR, la solución es

u(x, t) =


uL para x < λ1t,

um para λ1t 6 x < λ2t,

uR para x > λ2t.

El valor intermedio um marca la intersección de la recta por uL paralela a r1 con la recta
por uR paralela a r2. En el caso general no lineal las rectas que conectan uL, um y uR

serán remplazadas por arcos (segmentos de curvas) no necesariamente rectos. Sin embargo
se mantiene la misma estructura, por lo menos localmente.
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Para un número de ecuaciones n general obtenemos la solución

u(x, t) =


uL para x < λ1t,

ui para λit 6 x < λi+1t, i = 1, . . . , n− 1,

uR para x > λnt,

(2.62)

donde los estados intermedios u1, . . . ,un−1 son dados por

ui =
i∑

j=1

(ljuR)rj +
n∑

j=i+1

(ljuL)rj

Esta solución tambien puede ser entendida en el espacio de fase como camino desde u0 = uL a
un = uR obtenido marchando desde ui−1 a ui sobre una recta paralela a ri para i = 1, . . . , n.
Este punto de vista será muy importante al considerar ecuaciones no lineales, donde las rectas
serán reemplazadas por arcos. Localmente la estructura es la misma.

2.5.8. Métodos numéricos para sistemas lineales con coeficientes constantes. Para
λi > 0 sabemos que el método

Dt
+w

m
i,j + λiD−w

m
i,j = 0

genera una sucesión {wi,∆x} de funciones que converge a la solución de entroṕıa única de

(wi)t + λi(wi)x = 0.

Similarmente, para λi < 0 el método

Dt
+w

m
i,j + λiD+w

m
i,j = 0

genera una sucesión convergente. Ambos métodos convergen sólo bajo la condición CFL
∆t 6 ∆x|λi|. En coordenadas de vectores propios, con

w =

w1
...
wn

 , wm
j ≈ w(j∆x,m∆t),

resulta el método para w dado por

Dt
+w

m
j + Λ+D−w

m
j + Λ−D+w

m
j = 0, (2.63)

donde

Λ− = diag(λ1 ∧ 0, . . . , λn ∧ 0), Λ+ = diag(λ1 ∨ 0, . . . , λn ∨ 0),

donde utilizamos la notación

a ∧ b := mı́n{a, b}, a ∨ b := máx{a, b}
y observamos que Λ = Λ+ + Λ−. Si la condición CFL

∆t

∆x
máx
16i6n

|λi| =
∆t

∆x
máx

{
|λ1|, |λn|

}
6 1
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está satisfecha, entonces el método (2.63) producirá una sucesión convergente, y el ĺımite w
será la solución de entroṕıa única de

wt + Λwx = 0.

Definiendo u = Rw obtenemos una solución de (2.57).
La misma transformación también puede ser implementada a nivel discreto. Multiplican-

do (2.63) desde la izquierda por L y utilizando que u = Rw obtenemos

Dt
+u

m
j +A+D−u

m
j +A−D+u

m
j = 0,

donde A± = RΛ±L, y este método de diferencias finitas converge directamente a u.

2.6. Ejercicios

Problema 2.1. Determinar las caracteŕısticas de las siguientes ecuaciones cuasi-lineales:

ut + sin(x)ux = u,

sin(t)ut + cos(x)ux = 0,

ut + sin(u)ux = u,

sin(u)ut + cos(u)ux = 0.

Problema 2.2. Utilizar caracteŕısticas para resolver los siguientes problemas de valores
iniciales:

a) uux + xuy = 0, u(0, s) = 2s para s > 0.
b) eyux + uuy + u2 = 0, u(x, 0) = 1/x para x > 0.
c) xuy − yux = u, u(x, 0) = h(x) para x > 0.
d) (x+ 1)2ux + (y − 1)2uy = (x+ y)u, u(x, 0) = −1− x.
e) ux + 2xuy = x+ xu, u(1, y) = ey − 1.
f) ux + 2xuy = x+ xu, u(0, y) = y2 − 1.
g) xuux + uy = 2y, u(x, 0) = x.

Problema 2.3.

a) Utilizar el método de caracteŕısticas para demostrar que el problema

ut + aux = f(x, t), u|t=0 = u0, a = const.

posee la solución

u(x, t) = u0(x− at) +

∫ t

0

f
(
x− a(t− s), s

)
ds.

b) Demostrar que

u
(
ξ(t;x0), t

)
= u0(x0) +

∫ t

0

f
(
ξ(s;x0), s

)
ds

si u es la solución de

ut + a(x, t)ux = f(x, t), u|t=0 = u0, (2.64)
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donde ξ satisface

d

dt
ξ(t;x0) = a

(
ξ(t;x0), t

)
, ξ(0;x0) = x0.

c) Demostrar que

u(x, t) = u0

(
ζ(t;x)

)
+

∫ t

0

f
(
ζ(τ ;x), t− τ

)
dτ

si u es la solución de (2.64) y

d

dτ
ζ(τ ;x) = −a

(
ζ(τ ;x), t− τ

)
, ζ(0;x) = x.

Problema 2.4. Demostrar que

u(x, t) =

{
ul para x < at,

ur para x > at

es la solución de entroṕıa (en el sentido de la Definición 2.2) del problema

ut + aux = 0 (a = const.), u(x, 0) =

{
ul para x < 0,

ur para x > 0.

Problema 2.5. Hallar la condición de salto (es decir, la condición de Rankine-Hugoniot)
para sistemas unidimensionales

ut + f(u)x = 0, u =

u1
...
un

 , f(uu) =

f1(u)
...

fn(u)

 .

Problema 2.6. Se considera una ley de conservación en dos dimensiones,

ut + f(u)x + g(u)y = 0, (2.65)

donde f, g ∈ C1 y la incógnita es u = u(x, y, t). Hallar la condición de Rankine-Hugoniot
válida a través de una discontinuidad en u, suponiendo que u salta a través de una super-
ficie regular en (x, y, t). Tratar de generalizar la respuesta a una ley de conservación en n
dimensiones espaciales.

Problema 2.7. Se considera una linealización de la ecuación de Burgers. Sea

u0(x) =


1 para x < −1,

−x para −1 6 x 6 1,

−1 para x > 1.

a) Determinar el tiempo tmáx hasta el cual la solución del problema de valores iniciales

ut +
1

2
(u2)x = 0, u(x, 0) = u0(x)

permanece continua. Determinar la solución para t < tmáx.
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b) Encontrar la solución v del problema linealizado

vt + u0(x)vx = 0, v(x, 0) = u0(x).

Determinar la solución también en el caso v(x, 0) = u0(αx), donde α > 0.
c) En lo siguiente definiremos un procedimiento para hallar u mediante la solución de

una sucesión de ecuaciones linealizadas. Para tal efecto fijemos n ∈ N, y para t ∈
(m/n, (m+ 1)/n] sea vn la solución de

(vn)t + vn(x,m/n)(vn)x = 0,

donde vn(x, 0) = u0(x). Demostrar que

vn(x,m/n) = u0(αm,nx)

y hallara una relación recursiva (en m) satisfecha por αm,n.
d) Supongamos que existe una función α̃ = α̃(t) ∈ C1 tal que

ĺım
n→∞

αm,n = α̃(t), donde t = m/n < 1.

Demostrar que α̃(t) = 1/(1 − t), y luego vn(x) → u(x) para t < 1. ¿Qué pasa para
t > 1?

Problema 2.8.

a) Resolver el problema de valores iniciales para la ecuación de Burgers

ut +
1

2
(u2)x = 0, u(x, 0) =

{
0 para x < 0,

1 para x > 0.

b) Resolver el problema de valores iniciales para la misma ecuación con

u(x, 0) =

{
1 para x < 0,

0 para x > 0.

c) Multiplicando la ecuación de Burgers por u, encontramos formalmente que u satisface

1

2
(u2)t +

1

3
(u3)x = 0, u(x, 0) = u0(x). (2.66)

¿Las soluciones débiles encontradas en (a) y (b) son soluciones débiles de (2.66)? Si
la respuesta es negativa, hallar las soluciones débiles de (2.66) correspondientes. (Este
ejemplo demuestra que manipulaciones válidas para soluciones suaves no necesaria-
mente son válidas para soluciones débiles.)

Problema 2.9. Demostrar que para cada α > 1, la función

u(x, t) =


1 para x 6 (1− α)t/2,

−α para (1− α)t/2 < x 6 0,

α para 0 < x 6 (α− 1)t/2,

−1 para x > (α− 1)t/2
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es una solución débil de

ut +

(
u2

2

)
x

= 0, u(x, 0) =

{
1 para x 6 0,

−1 para x > 0.

(Este es otro ejemplo que ilustra que soluciones débiles no necesariamente son únicas.)
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Caṕıtulo 3

Leyes de conservación escalares

3.1. Condiciones de entroṕıa

Seguimos considerando la ley de conservación

ut + f(u)x = 0 (3.1)

en el sentido distribucional (ver (2.13)). No especificaremos condiciones de continuidad de f ,
pero suponemos que f es suficientemente suave para que que todas las fórmulas siguientes
sean razonables.

La manera más común de especificar condiciones de entroṕıa está basada en la regulari-
zación viscosa, donde la ley de conservación (3.1) es remplazada por

uεt + f(uε)x = εuεxx, ε > 0. (3.2)

La idea es que el problema f́ısico exhibe algo de difusión, y que la ley de conservación (3.1)
representa un modelo “ĺımite” cuando la difusión es pequeña. Nos interesamos entonces en
aquellas soluciones de (3.1) que aparecen como ĺımites de soluciones del problema regula-
rizado (3.2) cuando ε → 0. Llamamos viscosas a ecuaciones tales como (3.2), dado que
f́ısicamente el lado derecho describe el efecto de viscosidad.

3.1.1. Condiciones de entroṕıa de la onda viajera y de Olĕınik. Supongamos que
(3.1) tiene una solución del tipo

u(x, t) =

{
ul para x < st,

ur para x > st.
(3.3)

En este caso, u(x, t) satisface la condición de entroṕıa de la onda viajera si u(x, t) coincide
en casi todas partes con el ĺımite de una función

uε(x, t) = U

(
x− st
ε

)
(3.4)

cuando ε→ 0, donde uε es una solución clásica de (3.2). Insertando (3.4) en (3.2), obtenemos
la ecuación diferencial ordinaria

−sU̇ +
df(U)

dξ
= Ü , U = U(ξ), ξ :=

x− st
ε

, U̇ :=
dU

dξ
.

Esta ecuación puede ser integrada una vez, lo que entrega

U̇ = −sU + f(U) + A (3.5)

63



64 3. LEYES DE CONSERVACIÓN ESCALARES

con la constante de integración A. Para ε→ 0 tenemos que ξ → ±∞. Ahora si u debe ser el
ĺımite de uε, lo siguiente necesariamente debe ser válido:

ĺım
ε→0

uε = ĺım
ε→0

U(ξ) =

{
ul si x < st,

ur si x > st
=

 ĺım
ξ→−∞

U(ξ) si x < st,

ĺım
ξ→∞

U(ξ) si x > st.

La ecuación (3.5) implica que ĺımξ→±∞ U̇(ξ) existe y es igual a −sul,r + f(ul,r) +A. Se llega
a una contradicción a menos que este ĺımite se anula, por lo tanto

ĺım
ξ→±∞

U̇(ξ) = 0.

Utilizando esto en (3.5), tenemos que

A = sul − fl = sur − fr,

lo que en primer lugar confirma la condición de Rankine-Hugoniot conocida

s(ul − ur) = fl − fr.

Entonces la solución de onda viajera U debe ser la solución del siguiente problema de valores
de frontera:

U̇ = −s(U − ul) + f(U)− fl, U(∞) = ur, U(−∞) = ul. (3.6)

La condición de Rankine-Hugoniot implica que ul y ur son puntos fijos de esta ecuación.
Ahora buscamos una órbita de (3.6) desde ul hasta ur. Si la terna (s, ul, ur) posee una

órbita tal, entonces la solución discontinua (3.3) satisface la condición de entroṕıa de la onda
viajera. También se dice que en este caso, la discontinuidad posee un perfil viscoso. Estas
consideraciones también pueden ser aplicadas a sistemas de leyes de conservación.

Ahora supongamos que ul < ur. Entonces U̇ no se anula en ningún punto, porque si
tuviéramos que U̇(ξ0) = 0 para un valor ξ0, entonces la constante U(ξ0) seŕıa la única
solución, en contradicción a

U(−∞) = ul < ur = U(∞).

Entonces, U̇(ξ) > 0 para todo ξ y por lo tanto

∀u ∈ (ul, ur) : fl + s(u− ul) < f(u). (3.7)

Dado que

s =
fl − fr

ul − ur

,

esto significa que el grafo de f(u) debe correr arriba de la secante que conecta los puntos
(ul, fl) y (ur, fr). Por otro lado, con esa propiedad geométrica se cumple (3.7), y podemos
encontrar una solución de (3.6). Análogamente, para ul > ur, U̇ debe ser negativo sobre el
intervalo (ur, ul), y la secante debe correr enteramente arriba del grafo de f(u). Combinando
los dos casos, vemos que la condición de entroṕıa de la onda viajera es equivalente a

s
∣∣k − ul

∣∣ < sgn(k − ul)
(
f(k)− f(ul)

)
para todo k entre ul y ur. (3.8)
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La desigualdad idéntica es válida si remplazamos ul por ur. Esto es equivalente a la condición
de entroṕıa de Olĕınik

∀k ∈ (ul, ur) ∪ (ur, ul) :
f(k)− fr

k − ur

< s <
f(k)− fl

k − ul

. (3.9)

Lema 3.1. Sea u una solución clásica de (3.1) lejos de discontinuidades aisladas, que supues-
tamente corren a lo largo de curvas suaves, y supongamos que en casa punto de discontinuidad
que separa los valores de solución ul 6= ur la condición (3.9) es satisfecha. Entonces

∀k ∈ R : s
[[
|u− k|

]]
>
[[
sgn(u− k)

(
f(u)− f(k)

)]]
, (3.10)

donde denotamos [[a]] := ar − al para cualquier cantidad a.

Demostración.

1.) Supongamos que (3.10) es válida. Sea ul < ur y escogimos ul < k < ur, resulta la
desigualdad

s
(
(ur − k) + (ul − k)

)
>
(
fr − f(k)

)
+
(
fl − f(k)

)
,

la cual puede ser escrita en la forma

f(k) > f̄ − s(ū− k), f̄ :=
fl + fr

2
, ū :=

ul + ur

2
.

El lado derecho denota una recta que conecta (ul, fl) y (ur, fr) (donde hay que utilizar
la condición de Rankine-Hugoniot). Entonces el grafo de f(u) debe correr arriba de la
secante que junta (ul, fl) con (ur, fr); análogamente, en el caso ur < ul el grafo debe
correr debajo de esta secante. Concluimos entonces que (3.10) implica la condición de
la onda viajera (3.8).

2.) Si u posee una discontinuidad aislada entre ul y ur tal que se satisface la condición de
Rankine-Hugoniot, entonces

s
[[
|u− k|

]]
=
[[
sgn(u− k)

(
f(u)− f(k)

)]]
(3.11)

para todas las constantes k < mı́n{ul, ur} o k > máx{ul, ur}. Para k entre ul y ur

vimos que para

f(k) > f̄ − s(ū− k),

o sea, si la condición del perfil viscoso está satisfecha, tenemos que

s
[[
|u− k|

]]
>
[[
sgn(u− k)

(
f(u)− f(k)

)]]
. (3.12)

Análogamente podemos demostrar que (3.12) siempre es válida si ul > ur. Concluimos
que (3.10) es válida.
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3.1.2. Condición de entroṕıa de Kružkov. La desigualdad (3.8) es el punto de partida
para desarrollar la condición de entroṕıa de Kružkov, que es mas cómoda. Para motivarla,
escogimos una función suave y convexa η = η(u) y una función test no negativa φ ∈ C∞0 (R×
(0,∞)). Definiendo una función q a través de

q′(u) = f ′(u)η′(u), (3.13)

obtenemos que

0 =

∫∫ (
uεt + f(uε)x − εuεxx

)
η′(uε)φ dx dt

=

∫∫
η(uε)tφ dx dt+

∫∫
q′(uε)uεxφ dx dt− ε

∫∫ (
η(uε)xx − η′′(uε)(uεx)2

)
dx dt

= −
∫∫

η(uε)φt dx dt−
∫∫

q(uε)φx dx dt− ε
∫∫

η(uε)φxx dx dt

+ ε

∫∫
η′′(uε)(uεx)

2φ dx dt

> −
∫∫ (

η(uε)φt + q(uε)φx + εη(uε)φxx
)

dx dt,

(3.14)

donde aprovechamos la convexidad de η, es decir η′′ > 0, para hacer desaparecer la última
integral en la penúltima ĺınea de (3.14). (Esta integral es problemática porque contiene el
término (uεx)

2, el cual en general no será integrable cuando ε→ 0.) Si la última desigualdad
debe ser válida cuando ε→ 0, entonces se debe tener que η(u)t + q(u)x 6 0 en el sentido de
distribuciones, es decir ∫∫ (

η(u)φt + q(u)φx
)

dx dt > 0.

Espećıficamente, usamos ahora la función

η(u) =
(
(u− k)2 + δ2

)1/2
, δ > 0, k ∈ R. (3.15)

Para δ → 0 podemos extender el análisis al caso η(u) = |u− k|, k ∈ R, en el cual la función
q está definida por

q(u) = sgn(u− k)
(
f(u)− f(k)

)
.

Lema 3.2. Sea u una solución débil acotada de la ley de conservación y φ una función test
con φ > 0. Se el funcional lineal Λ definido a través de

Λ(η) :=

∫∫ (
η(u)φt + q(u)φx

)
dx dt,

donde recordamos que en virtud de (3.13), la función q depende linealmente de η. Entones
Λ(η) > 0 para todas las funciones convexas η si y sólo si Λ(η) > 0 para todas las funciones
de entroṕıa de Kružkov η(u) = |u− k|, k ∈ R.

Demostración.

1.) Supongamos que Λ(η) > 0 para todas las funciones convexas η, entonces basta elegir
k ∈ R y η por (3.15) y dejar δ → 0 para obtener Λ(| · −k|) > 0.
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Figura 3.1. Demostración del Lema 3.2: las funciones η(u) y η̃(u) (ecuación (3.17)).

2.) Supongamos que Λ(η) > 0 para todas las funciones η(u) = |u− k|, k ∈ R. Ahora sean
para i ∈ N las funciones ηi definidas por

ηi(u) = αi|u− ki|, ki ∈ R, αi > 0.

Entonces como Λ(ηi) > 0 para todo i y además Λ es lineal, se tiene que

Λ

(∑
i

ηi

)
> 0.

Por otro lado, como u es una solución débil, tenemos que Λ(αu+β) = 0 para α, β ∈ R,
de lo cual se deduce que la función convexa y lineal a trozos

η(u) := αu+ β +
∑
i

ηi(u) (3.16)

satisface la desigualdad Λ(η) > 0.
3.) Demostramos ahora que toda función convexa y lineal por trozos η puede ser escrita

en la forma (3.16). Para tal efecto usamos el método de inducción sobre las puntas
de η, donde η′ es discontinua. Consideramos entonces una punta de η, sin pérdida de
generalidad localizada en u = 0. Cerca del origen tenemos entonces

η(u) =

{
σ1u para u 6 0,

σ2u para u > 0

si |u| es pequeño y σ1 < σ2. En este caso,

η̃(u) := η(u)− 1

2
(σ2 − σ1)|u| − 1

2
(σ1 + σ2)u (3.17)

es una función convexa y lineal por trozos que posee una punta menos que η, ver la
Figura 3.1. Eso implica que Λ(η) > 0 para todas las fuciones convexas y lineales por
trozos η.
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4.) Ahora sea η una función convexa arbitraria. Entonces podemos aproximar la función
η por una sucesión de funciones convexas y lineales por trozos ηj con ηj → η en L∞, lo
que implica que Λ(η) > 0. Concluimos que si Λ(η) > 0 para la función de entroṕıa de
Kružkov η(u) = |u − k| para todo k ∈ R, entonces Λ(η) > 0 para todas las funciones
convexas.

Definición 3.1 (Solución de entroṕıa de Kružkov).

(i) Una función u se llama una solución de entroṕıa en el sentido de Kružkov o simple-
mente una solución de entroṕıa de Kružkov de la ley de conservación ut + f(u)x = 0
para x ∈ R, t > 0 si

∀k ∈ R, φ ∈ C∞0 (R× (0, T )), φ > 0 :∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

(
|u− k|φt + sgn(u− k)

(
f(u)− f(k)

)
φx

)
dx dt > 0.

(3.18)

(ii) Si consideramos soluciones en un intervalo finito de tiempo [0, T ] y usamos funciones
test no negativas φ ∈ C∞0 (R× [0, T ]), obtenemos que para todo k ∈ R:∫ T

0

∫ ∞
−∞

(
|u− k|φt + sgn(u− k)

(
f(u)− f(k)

)
φx

)
dx dt

−
∫ ∞
−∞

∣∣u(x, T )− k
∣∣φ(x, T ) dx+

∫ ∞
−∞

∣∣u0(x)− k
∣∣φ(x, 0) dx > 0.

(3.19)

Lema 3.3. Toda solución de entroṕıa u acotada en el sentido de Kružkov (Definición 3.1)
es, en particular, es una solución débil de la ley de conservación bajo consideración (en el
sentido de la Definición 2.1).

Demostración. Si u es acotada, fijamos k tal que k 6 −‖u‖∞, luego obtenemos de (3.18)

0 6
∫∫ (

(u− k)φt +
(
f(u)− f(k)

)
φx

)
dx dt =

∫∫ (
uφt + f(u)φx

)
dx dt.

Análogamente, para k > ‖u‖∞ se tiene que

0 >
∫∫ (

uφt + f(u)φx
)
dx dt,

por lo tanto ∫∫ (
uφt + f(u)φx

)
dx dt = 0 (3.20)

para todas las funciones test no negativas. Para φ ∈ C∞0 definimos φ = φ+ − φ−, φ± > 0,
φ± ∈ C∞0 (R× (0,∞)), y (3.20) se convierte en la definición de una solución débil.
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ulf(u) = �f(u)

f(u) = �f(u)
ur�f(u)

f(u)
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Figura 3.2. La función f(u) y su envoltura convexa inferior f̌(u) para los
valores de ul y ur . Las funciones f(u) y f̌(u) coinciden para ul 6 u 6 u0 y
u1 6 u 6 ur.

3.2. El problema de Riemann

Consideremos ahora el problema de Riemann

ut + f(u)x = 0, u(x, 0) = u0(x) =

{
ul para x 6 0,

ur para x > 0
(3.21)

con una función f ∈ C2 con un número finito de puntos de inflexión. Buscamos soluciones
del tipo u(x, t) = w(x/t). Insertando z := x/t en (3.21), obtenemos que

− x
t2
w′(z) +

1

t
f ′(w)w′(z) = 0⇐⇒ 1

t

(
−x
t

+ f ′(w)

)
w′ = 0, (3.22)

o sea z = f ′(w). Si f ′ es estrictamente monótona, obtenemos simplemente

w = (f ′)−1(z).

En general tenemos que remplazar f ′ por una función monótona entre ul y ur.
Consideremos primero el caso ul < ur. Afirmamos que la solución de (3.22) está dada por

u(x, t) = w(z) =


ul para x 6 f̌ ′(ul)t,

(f̌ ′)−1(x/t) para f̌ ′(ul)t 6 x 6 f̌ ′(ur)t,

ur para x > f̌ ′(ur)t,

(3.23)
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donde f̌ es la envoltura convexa inferior en el intervalo [ul, ur] definida por

f̌(u) := sup
{
g(u)

∣∣ g 6 f y g es convexa sobre [ul, ur]
}
,

ver Figura 3.2, y (f̌ ′)−1 ≡ ((f̌)′)−1. Como f̌ ′′ > 0, f̌ ′ es no decreciente, y podemos formar la
inversa (f̌ ′)−1 que admite discontinuidades donde f̌ ′ es constante.

Si f ∈ C2 con un número finito de puntos de inflexión, entonces existe un número finito
de intervalos con los extremos

ul = u1 < u2 < . . . < un = ur

tal que f̌ = f en cada segundo intervalo, es decir

f̌(u) = f(u) para u ∈ [ui, ui+1] =⇒ f̌(u) < f(u) para u ∈ (ui−1, ui) ∪ (ui+1, ui+2).

En este caso la solución consiste en un número finito de intervalos sobre los cuales u es una
solución regular dada por u(x, t) = (f ′)−1(x/t), que estan separados por saltos en aquellas
posiciones x que satisfacen

x = f ′(uj)t = t
f(uj+1)− f(uj)

uj+1 − uj
= f ′(uj+1)t.

Demostramos ahora que (3.23) define una solución de entroṕıa. Para tal efecto, definimos

σi := f̌ ′(ui), i = 1, . . . , n; σ0 := −∞, σn+1 :=∞.
Eliminando σis idénticos y cambiando la enumeración si necesario, obtenemos que

σ0 < σ1 < . . . < σn+1.

Definimos ahora

vi(x, t) := (f̌ ′)−1(x/t) para σi−1 6 x/t 6 σi, i = 2, . . . , n,

v1(x, t) := ul para x 6 σ1t,

vn+1(x, t) := ur para x > σnt,

Ωi(x, t) :=
{

(x, t)
∣∣ 0 6 t 6 T, σi−1t < x < σit

}
, i = 1, . . . , n+ 1.

La función definida en (3.23) puede ser escrita en la forma

u(x, t) :=
n+1∑
i=1

χΩi(x, t)vi(x, t). (3.24)

Además, definimos

ui := ĺım
x→σit−

u(x, t), ui := ĺım
x→σit+

u(x, t), i = 1, . . . , n.

Usando esta notación demostramos ahora que (3.24) es una solución de entroṕıa del problema
(3.21). Dado que u es continuamente diferenciable sobre cada sector Ωi, podemos aplicar
sobre cada sector Ωi el Teorema de Green, obteniendo∫ T

0

∫
(ηφt + qφx) dx dt =

n+1∑
i=1

∫∫
Ωi

(ηiφt + qiφx)dx dt =
n+1∑
i=1

∫
∂Ωi

φ(−ηi dx+ qi dt)
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=

∫ (
η(x, T )φ(x, T )− η(x, 0)φ(x, 0)

)
dx+

n∑
i=1

∫ T

0

φ(σit, t)
(
σi(ηi − ηi)− (qi − qi)

)
dt,

donde usamos las siguientes definiciones:

ηi := η(ui, k), q = q(u, k) := sgn(u− k)
(
f(u)− f(k)

)
, qi := q

(
ui(x, t), k

)
,

qi := q(ui, k), q
i

:= q(ui, k).

Usando (3.11) y (3.12) obtenemos que

∀k ∈ R : σi(ηi − ηi)− (qi − qi) > 0,

por lo tanto∫ T

0

∫
(ηφt + qφx) dx dt+

∫ (
η(x, 0)φ(x, 0)− η(x, T )φ(x, T )

)
dx > 0,

lo que significa que u satisface la condición de entroṕıa de Kružkov (3.19).
El caso restante ul > ur puede ser transformado al caso discutido aqúı mediante la

transformación x 7→ −x. El problema de Riemann que resulta es

ut − f(u)x = 0, u(x, 0) =

{
ur para x < 0,

ul para x > 0.

Ahora necesitamos la envoltura convexa inferior de −f entre ur y ul. Esta envoltura es
precisamente la negativa de la envoltura concava superior desde ul hasta ur:

f̂(u) := ı́nf
{
g(u)

∣∣ g > f y g es concava sobre [ul, ur]
}
.

En este caso, la solución débil está dada por

u(x, t) = w(z) =


ul para x 6 f̂ ′(ul)t,

(f̂ ′)−1(x/t) para f̂ ′(ul)t 6 x 6 f̂ ′(ur)t,

ur para x > f̂ ′(ur)t.

(3.25)

Esta construcción es válida en todas las situaciones donde la envoltura consiste en un
número finito de intervalos con f̌ , f̂ 6= f que alternan con intervalos donde estas funciones
coinciden. Mas adelante generalizaremos la solución a casos donde la función f es solamente
Lipschitz continua.

Teorema 3.1. Se considera el problema de valores iniciales (3.21) con una función de flujo

con la propiedad que f̌ , f̂ 6= f sobre un número finito de intervalos que alternan con intervalos
donde f̌ y f̂ , respectivamente, coinciden con f . Este problema tiene una solución dada por
(3.23) o (3.25), respectivamente, la cual satisface la condición de entroṕıa de Kružkov.

Una discontinuidad que satisface la condición de entroṕıa se llama onda de choque o
simplemente choque; las partes continuas de la solución se llaman onda de rarefacción. En la
formulación del Teorema 3.1 no exigimos que f sea diferenciable. Tambien podemos utilizar
una función f continua y lineal por trozos, con un número finito de intervalos de linealidad.
En este caso, f ′ será una función escalonada con un rango de valores finito. Los valores
de u donde f ′ es discontinua son las puntas (breakpoints) de f . Para una función f con
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estas propiedades las envolturas igualmente son lineales por trozos con un número finito de
puntas, y las funciones f̌ ′ y f̂ ′ tanto como sus inversas son funciones escalonadas. Además,
las inversas asumen sus valores en el conjunto de puntas de f̌ y f̂ , respectivamente.

Si ul < ur y las puntas de f son ul = u0 < u1 < . . . < un = ur, entonces f̌ tiene sus
puntas en un subconjunto de estos puntos, por ejemplo en ul < ui1 < . . . < uin < ur. En este
caso, la solución es una función escalonada de z = x/t que disminuye monotonamente entre
ul y ur. Las discontinuidades estan en

zik =
f(uik−1

)− f(uik)

uik−1
− uik

.

Corolario 3.1. Sea f una función continua y lineal por trozos f : [−K,K]→ R, y sean

−K = u0 < u1 < . . . < un = K

las puntas de f . Entonces el problema de Riemann

ut + f(u)x = 0, u(x, 0) =

{
uj para x < 0,

uk para x > 0

tiene una solución que es constante por trozos como función de z = x/t. Si uj < uk, sean

uj = v1 < . . . < vm = uk

las puntas de f̌ y si uj > uk, sean

uk = vm < . . . < v1 = uj

las puntas de f̂ . Entonces la solución débil del problema de Riemann está dada por

u(x, t) =



v1 para x 6 s1t,

v2 para s1t < x 6 s2t,
...

vi para si−1t < x 6 sit,
...

vm para x > sm−1t.

Las velocidades resultan de la derivada de la envoltura, es decir

si =
f(vi+1)− f(vi)

vi+1 − vi
, i = 1, . . . ,m− 1.

3.3. Front Tracking

Ejemplo 3.1. Consideramos una aproximación lineal por trozos del flujo de la ecuación de
Burgers. Nos interesan solamente valores de la solución entre −1 y 2, por lo tanto basta
especificar la función de flujo sobre el intervalo [−1, 2]:

f(u) =


−u/2 para u ∈ [−1, 0],

u/2 para u ∈ [0, 1],

(3/2)u− 1 para u ∈ [1, 2],
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Figura 3.3. Ejemplo 3.1: (a) la función de flujo f(u) continua y lineal por
trozos, (b) la solución constante por trozos.

ver Figura 3.3 (a). La función de flujo exhibe dos puntas y es convexa. Queremos tratar el
problema de valores iniciales

ut + f(u)x = 0, u(x, 0) = u0(x) =


2 para x 6 x1,

−1 para x1 < x 6 x2,

1 para x > x2.

Inicialmente, la solución debe ser compuesta por las soluciones de los problemas de Riemann
localizados en x = x1 y x = x2, puesto que las ondas de las soluciones de ambos problemas
se propagan con velocidades finitas, y no van a intersectar antes de un cierto tiempo t1 > 0.
La construcción de la solución está ilustrada en la Figura 3.3 (b).

Empezamos con el problema de Riemann planteado en x = x1. Como f es convexa y
ul = 2 > −1 = ur, la solución consiste en un choque único con la velocidad

s1 =
2− 1

2
2− (−1)

=

3

2
3

=
1

2
.

Para t pequeño y x cerca de x1 resulta

u(x, t) =

{
2 para x < s1t+ x1,

−1 para x > s1t+ x1.

Para el otro problema de Riemann tenemos que ul = −1 y ur = 1, por lo tanto hay que
formar la envoltura convexa inferior f̌ , la cual en este caso coincide con la función de flujo.
En el intervalo (−1, 1), la función de flujo posee dos segmentos lineales y una punta en u = 0.
Entonces, la solución va a consistir en dos discontinuidades divergentes cuyas velocidades
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se calculan de f ′(u) o equivalentemente de la condición de Rankine-Hugoniot, ya que f es
linealmente degenerada a través de cada discontinuidad. Aśı llegamos a las velocidades

s2 =
0− 1

2
0− (−1)

= −1

2
, s3 =

1

2
− 0

1− 0
=

1

2
.

De aqúı proviene la solución para t pequeño y x cerca de x2:

u(x, t) =


−1 para x < s2t+ x2,

0 para s2t+ x2 6 x < s3t+ x2,

1 para x > s3t+ x2,

es decir para todo x, pero t pequeño, la solución esta dada por

u(x, t) =


2 para x < x1 + s1t,

−1 para s1t+ x1 6 x < s2t+ x2,

0 para s2t+ x2 6 x < s3t+ x2,

1 para x > s3t+ x2

Obviamente, las trayectorias x1(t) := x1 + t/2 y x2(t) := x2 − t/2 colisionan en el momento
t = t1 = x2 − x1 en x = x4 = (x1 + x2)/2. Tenemos que considerar entonces la interacción
entre el choque x1(t) y la discontinuidad x2(t). Debido a la velocidad de propagación finita,
lejos de (x4, t1) la solución no será afectada directamente por lo que precisamente pasa en
este mismo punto. Consideramos t = t4 y la cercańıa de x4. La solución u asume los valores 2
para x < x4 y 0 para x > x4. Por lo tanto, dicha interacción puede ser descrita por la solución
del problema de Riemann con ul = 2 y ur = 0. Esta solución consiste en un choque único,
dado que la función de flujo es convexa y ul > ur. La velocidad del choque es

s4 =
2− 0

2− 0
= 1.

Para t > t1 = x2 − x1, la solución consiste en un choque en x4(t) y la discontinuidad en
x3(t), donde

x3(t) = x2 +
t

2
, x4(t) =

1

2
(x1 + x2) + 1 ·

(
t− (x2 − x1)

)
= t+

1

2
(3x1 − x2).

Formalmente, podemos escribir

u(x, t) = 2 +
[[
u
(
x4(t)

)]]
H
(
x− x4(t)

)
+
[[
u
(
x3(t)

)]]
H
(
x− x3(t)

)
;

en general, para cada función constante por trozos, donde los áreas de constancia están
separados por discontinuidades xj(t), podemos escribir

u(x, t) = ul +
∑
j

[[
u
(
xj(t)

)]]
H
(
x− xj(t)

)
,

donde ul es el valor de la solución a la izquierda de la discontinuidad que corre a lo más a
la izquierda.

Teniendo en cuenta que la velocidad de x4(t) es mayor que la de x3(t), estas discontinui-
dades van a colisionar, precisamente, la colisión ocurre en el instante t = t2 = 3(x2 − x1)
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en x = x5 = (5x2 − 3x1)/2. Para describir la interacción de estas dos choques, tenemos que
resolver el problema de Riemann con ul = 2 y ur = 1. Dado que f es lineal sobre [1, 2],
obtenemos una discontinuidad única con

s5 =
2− 1

2
2− 1

=
3

2
.

De aqúı resulta que la solución para t > t2 está definida por

u(x, t) =

{
2 para x < (3/2)t− 3x1 − 2x2,

1 para x > (3/2)t− 3x1 − 2x2.

Dado que ahora tenemos una discontinuidad única que se propaga, hemos encontrado la
solución para todo t > t2.

El método de solución usado aqúı se llama front tracking. Se usa el término frente tanto
para choques como para discontinuidades a través de las cuales la función de flujo es lineal
por trozos.

Algoritmo 3.1 (Front Tracking).

1. Se considera el siguiente problema de valores iniciales (problema de Cauchy) de una
ley de conservación escalar y unidimensional:

ut + f(u)x = 0, u|t=0 = u0. (3.26)

2. Aproximar f por una función f δ continua y lineal por trozos.
3. Aproximar el dato inicial por una función uη0 constante por trozos.
4. Resolver exactamente el problema de valores iniciales

ut + f δ(u)x = 0, u|t=0 = uη0

5. Para f δ → f y uη0 → u0, la solución aproximada uδ,η converge a la solución de (3.26).

Vimos que la solución de un problema de Riemann siempre es una función monótona
que asume valores entre ul y ur. Igualmente podemos decir que la solución del problema de
valores iniciales con datos constantes por trozos satisface un principio de máximo, puesto que
para un número de problemas de Riemann, todas las soluciones asumen valores el mı́nimo y
el máximo de todos los estados izquierdos y derechos.

Fijamos ahora M y ui = iδ para −M 6 iδ 6M . Supongamos que f es lineal por trozos
con sus puntas en ui. Además, sea u0 constante por trozos con valores en {ui}, y un número
finito de discontinuidades. Ahora se pretende resolver el problema de valores iniciales

ut + f(u)x = 0, u(x, 0) = u0(x). (3.27)

Inicialmente, la solución consiste en un número de soluciones de problemas de Riemann
que no interactuan. Cada solución es constante por trozos con discontinuidades que se pro-
pagan con velocidades respectivas finitas. En algún momento t1 > 0, dos de esas disconti-
nuidades van a colisionar. La solución puede ser continuada mas allá de t1 si consideramos
el siguiente problema de valores iniciales con la solución v(x, t):

vt + f(v)x = 0, v(x, t1) = u(x, t1).
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Dado que las soluciones de los problemas de Riemann iniciales exclusivamente asumen
valores entre las puntas {ui}, el “dato inicial” u(x, t1) es del mismo tipo que la función u0.
Entonces podemos continuar la construcción. Con la excepción del problema de Riemann en
el punto de interacción, todos los problemas de Riemann ya estan resueltos, y la solución
simplemente consiste en continuar las discontinuidades con velocidad constante. El problema
de Riemann que aparece en el punto de interacción śı debe ser resuelto, lo que genera un
nuevo abanico de discontinuidades. De esta manera, la solución puede ser continuada hasta la
próxima interacción en t = t2. Hay que enfatizar que no estamos haciendo un aproximación,
sino que determinamos la solución de entroṕıa exacta del problema (3.27). Este método puede
ser continuado para 0 < t1 6 t2 6 . . . 6 tn 6 . . . .

Sin embargo, en este momento aun no podemos asegurar que ĺımn→∞ tn = ∞, es decir,
que podemos continuar la solución hasta cualquier tiempo arbitrario. Podŕıa ocurrir, por
ejemplo, que el número de discontinuidades crece en cada paso de tiempo, y llega a ser
infinito en un tiempo finito. Pero el siguiente lema asegura que esto no sucede.

Lema 3.4. Para cada δ fijado y cada función u0 constante por trozos con valores en {ui}
hay sólo un número finito de interacciones de la solución débil de (3.27) para t ∈ [0,∞).

Comentario 3.1. Mediante el método del front tracking, podemos calcular la solución hasta
t =∞ con un número finito de operaciones. Tales métodos se llaman h́ıper-rápidos.

Demostración del Lema 3.4.

1.) Sea N(t) el número total de los frentes de la solución del front tracking en el momen-
to t. Si un frente corresponde a un salto entre ul y ur, decimos que “el frente posee
l segmentos lineales” si la función de flujo posee l− 1 puntas entre ul y ur. Sea

[[
u
]]

el
salto en u a través de la discontinuidad, entonces

l =
∣∣[[u]]∣∣/δ.

Sea L(t) el número de todos los segmentos lineales en todos los frentes de u(x, t) en el
momento t. Enumerando los frentes de la izquierda a la derecha y suponiendo que el
i-ésimo frente posee li segmentos lineales, entonces tenemos que

L(t) =
∑
i

li =
1

δ

∑
i

∣∣[[u]]
i

∣∣.
Sea Q el número de los segmentos lineales de la función de flujo lineal por trozos f(u)
para u ∈ [−M,M ]. Ahora demostramos que

T (t) := QL(t) +N(t)

disminuye estrictamente a través de cada colisión de frentes. Puesto que T (t) ∈ N,
podrá haber sólo T (0) colisiones.

2.) Consideramos ahora la colisión de dos frentes, los cuales supuestamente estan sepa-
rados por los estados (valores de solución) ul, um y ur (de la izquierda a la derecha).
Primero consideramos el caso ul < um < ur; el caso ur < um < ul es tratado analoga-
mente. Necesariamente la situación debe ser la situación presentada en la Figura 3.4
(a). Dado que un único frente conecta ul con um, el grafo de f no puede intersectar
con la secante que conecta (ul, f(ul)) con (um, f(um)). El grafo debe correr arriba de
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Figura 3.4. Demostración del Lema 3.4: (a) el caso ul < ul < ur, (b) el caso
um < um < ur.

dicho segmento. Lo mismo es válido para um y ur. Como los frentes chocan, el frente
izquierdo debe ser más rápido que el frente derecho, lo cual implica que la pendiente
del segmento izquierdo es mayor que la del segmento derecho. Por lo tanto, la envol-
tura convexa inferior consiste solamente en el segmento que conecta (ul, f(ul)) con
(ur, f(ur)), entonces la solución del problema de Riemann consiste en un único frente.
Concluimos que L queda constante a través de la colisión, pero N disminuye en uno
y por lo tanto T disminuye en uno.

3.) El caso alternativo ocurre cuando um no está entre ul y ur; aqúı es suficiente discutir
el caso um < ul < ur. Puesto que el problema de Riemann con el estado izquierdo ul

y el estado derecho um es solucionado por una única discontinuidad, podemos aplicar
argumentos similares a los del caso anterior para concluir que la situación es la ilustrada
por la Figura 3.4 (b). Entonces el problema de Riemann con el estado izquierdo ul y
el estado derecho ur consiste en frentes cuyas velocidades son menores que o igual a
la velocidad del frente derecho. El número máximo de frentes nuevos generados aśı es
|ul − ur|/δ. En virtud de |ul − ur|/δ < Q, N incrementa a lo más en Q − 1, pero L
disminuye por lo menos en uno. Por lo tanto, T debe disminuir por lo menos en uno.

El Lema 3.4 implica que para una función inicial constante por trozos con un número
finito de discontinuidades y para una función de flujo continua y lineal por trozos, el problema
de valores iniciales posee una solución débil que satisface la condición de entroṕıa de Kružkov
tanto que la condición del perfil viscoso para cada discontinuidad. Ahora es fácil demostrar
el siguiente corolario.

Corolario 3.2. Sea f(u) continua y lineal por trozos con número finito de puntas para
u ∈ [−M,M ], donde M es una constante. Supongamos que u0 es una función constante por
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trozos con un número finito de discontinuidades, u0 : R → [−M,M ]. Entonces el problema
de valores iniciales

ut + f(u)x = 0, u|t=0 = u0

posee una solución débil u(x, t). La solución es constante por trozos (como función de x para
cada t), y u(x, t) toma valores en el conjunto finito

{u0(x)} ∪ {puntas de f}.
Además, existe un número finito de interacciones entre los frentes de u. La distribución u
también satisface la condición de entroṕıa de Kružkov (3.19).

Ahora habrá que aclarar los siguientes problema: ¿La solución es única? ¿Qué pasa cuando
los datos iniciales y la función de flujo aproximan datos iniciales y funciones “generales”?

3.4. Existencia y unicidad

Consideramos dos soluciones u = u(x, t) y v = v(x, t) de

ut + f(u)x = 0, u|t=0 = u0, v|t=0 = v0,

suponiendo que ambas satisfacen la condición de entroṕıa de Kružkov, es decir, para cada
función test φ > 0 con soporte compacto se debe cumplir∫∫ (

|u− k|φt + sgn(u− k)
(
f(u)− f(k)

)
φx
)
dx dt+

∫
|u0 − k|φ(x, 0) dx > 0; (3.28)

una desigualdad análoga debe ser válida para v. Suponemos que f es Lipschitz continua, o
sea, existe una constante L tal que

‖f‖Lip := sup
u6=v

∣∣∣∣f(u)− f(v)

u− v

∣∣∣∣ 6 L;

la constante ‖f‖Lip se llama constante de Lipschitz (o semi-norma) de f . Si φ posee soporte

compacto, entonces (3.28) se reduce a∫∫ (
|u− k|φt + sgn(u− k)

(
f(u)− f(k)

)
φx
)
dx dt > 0. (3.29)

Además, definimos la función

q(u, k) := sgn(u− k)
(
f(u)− f(k)

)
, ‖q‖Lip := sup

(u1,v1)6=(u2,v2)

|q(u1, v1)− q(u2, v2)|
|u1 − u2|+ |v1 − v2|

.

Puesto que

∂q

∂u
(u, k) = sgn(u− k)f ′(u),

∂q

∂k
(u, k) = − sgn(u− k)f ′(k),

sabemos que

‖f‖Lip 6 L =⇒ ‖q‖Lip 6 L.

Ahora sea φ = φ(x, t, y, s) una función test no negativa tanto en (x, t) como en (y, s)
con soporte compacto en t > 0 y s > 0. Dado que ambas funciones u y v satisfacen (3.29),
podemos elegir k = v(y, s) en la desigualdad para u y k = u(x, t) en la desigualdad para v.
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Luego integramos la desigualdad para u con respecto a y y s y la desigualdad para v con
respecto a x y t. La suma entrega∫∫∫∫ {∣∣u(x, t)− v(y, s)

∣∣(φt + φs) + q(u, v)(φx + φy)
}

dx dt dy ds > 0. (3.30)

Ahora juntamos algunos hechos básicos sobre las funciones mollifier. Estas funciones son
“distribuciones δ aproximadas”. Consideramos funciones ωε con ωε → δ0 para ε→ 0.

Sea ω = ω(σ) ∈ C∞, 0 6 ω(σ) 6 1, suppω ⊆ [−1, 1], ω(−σ) = ω(σ) ,∫ 1

−1

ω(σ) dσ = 1, ωε(σ) :=
1

ε
ω
(σ
ε

)
.

Lema 3.5. Sea F : R2 → R localmente Lipschitz continua y Ψ ∈ C∞0 (R2). Sean u, v ∈
L1 ∩ L∞(R× (0,∞)). Entonces∫∫∫∫

F
(
u(x, t), v(y, s)

)
Ψ

(
x+ y

2
,
t+ s

2

)
ωε(x− y)ωε0(t− s) dx dt dy ds

ε,ε0↓0−→
∫∫

F
(
u(x, t), v(x, t)

)
Ψ(x, t) dx dt.

Demostración. Para simplificar la demostración, omitimos la variabilidad en el tiempo y
deseamos demostrar que∫∫

F
(
u(x), v(y)

)
Ψ

(
x+ y

2

)
ωε(x− y) dx dy

ε↓0−→
∫∫

F
(
u(x), v(y)

)
Ψ(x) dx.

Observamos primeramente que∫∫
F
(
u(x), v(y)

)
Ψ(x) dx =

∫∫
F
(
u(x), v(x)

)
Ψ(x)ωε(x− y) dx dy,

luego obtenemos que∫∫
F
(
u(x), v(y)

)
Ψ

(
x+ y

2

)
ωε(x− y)dx dy −

∫∫
F
(
u(x), v(x)

)
Ψ(x)ωε(x− y) dx dy

=

∫∫ (
F
(
u(x), v(y)

)
− F

(
u(x), v(x)

))
Ψ

(
x+ y

2

)
ωε(x− y)dx dy

+

∫∫
F
(
u(x), v(x)

)[
Ψ

(
x+ y

2

)
−Ψ(x)

]
ωε(x− y)dx dy

=: I1 + I2.

Estimamos las dos integrales I1 e I2 por separado. Utilizando que u es acotada y la Lipschitz
continuidad de F , obtenemos

|I1| 6 ‖Ψ‖L∞C
∫∫ ∣∣v(x)− v(y)

∣∣ωε(x− y) dx dy 6 ‖Ψ‖L∞C
∫∫ ∣∣v(y + z)− v(y)

∣∣ωε(z) dz dy

6 ‖Ψ‖L∞C sup
|z|6ε

∥∥v(·+ z)− v
∥∥
L1

∫
ωε(z) dz = ‖Ψ‖L∞C sup

|z|6ε

∥∥v(·+ z)− v
∥∥
L1 .
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Como la norma ‖ · ‖L1 es continua con respecto a traslaciones, concluimos que este término
desaparece cuando ε ↓ 0. Para el segundo término utilizamos un argumento similar:

|I2| 6
∥∥F (u, v)

∥∥
L∞

∫∫ ∣∣∣Ψ(z
2

+ y
)
−Ψ(z + y)

∣∣∣ωε(z) dz dy

6
∥∥F (u, v)

∥∥
L∞

sup
|z|6ε

∥∥∥Ψ
(
·+ z

2

)
−Ψ

∥∥∥
L1

∫
ωε(z) dz

=
∥∥F (u, v)

∥∥
L∞

sup
|z|6ε

∥∥∥Ψ
(
·+ z

2

)
−Ψ

∥∥∥
L1
.

Nuevamente, la última expresión desaparece cuando ε ↓ 0.

Regresando a leyes de conservación y a (3.30), elegimos ψ(x, t) una función test con
soporte en t > 0 y definimos la función test φ(x, y, t, s) (para (3.30)) por

φ(x, y, t, s) := ψ

(
x+ y

2
,
t+ s

2

)
ωε0(t− s)ωε(x− y),

donde ε0 > 0 y ε > 0 son números pequeños. Esta función satisface

φt + φs = ∂2ψ

(
x+ y

2
,
t+ s

2

)
ωε0(t− s)ωε(x− y),

φx + φy = ∂1ψ

(
x+ y

2
,
t+ s

2

)
ωε0(t− s)ωε(x− y).

Observamos que las derivadas de ωε0 y ωε, las distribuciones δ aproximadas, se cancelan.
Aplicando el Lema 3.5 a la función F (u, v) = |u − v|, Ψ = ψt y F (u, v) = q(u, v), Ψ = ψx,
respectivamente, y dejando ε0 y ε tender a cero, obtenemos en virtud de (3.30) y del Lema 3.5
la desigualdad ∫∫ (∣∣u(x, t)− v(x, t)

∣∣ψt + q(u, v)ψx

)
dt dx > 0

para dos soluciones débiles u y v y cada función test ψ no negativa con soporte en t > ε.
Si hubiesemos considerado (3.19) para el intervalo de tiempo t ∈ [0, T ] y funciones test

para los cuales 0 y T pertenece al soporte, la desigualdad de la formulación de Kružkov
implicaŕıa la desigualdad∫∫∫∫ {∣∣u(x, t)− v(y, s)

∣∣(φt + φs) + q(u, v)(φx + φy)
}

dx dt dy ds

−
∫∫∫ ∣∣u(x, T )− v(y, s)

∣∣φ(x, T, y, s) dx dy ds

−
∫∫∫ ∣∣u(x, t)− v(y, T )

∣∣φ(x, t, y, T ) dx dy dt

+

∫∫∫ ∣∣u0(x)− v(y, s)
∣∣φ(x, 0, y, s) dx dy ds

+

∫∫∫ ∣∣u(x, t)− v0(y)
∣∣φ(x, t, y, 0) dx dy dt > 0.
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Eligiendo la función test como arriba y considerando que estamos integrando solamente sobre
la mitad del soporte de las funciones test, obtenemos un factor 1/2 que multiplica cada uno
de los términos de borde para t = 0 y t = T . Terminamos con∫∫ (∣∣u(x, t)− v(x, t)

∣∣ψt + q(u, v)ψx

)
dx dt

−
∫ ∣∣u(x, T )− v(x, T )

∣∣ψ(x, T ) dx+

∫ ∣∣u0(x)− v0(x)
∣∣ψ(x, 0) dx > 0.

(3.31)

Para aprovechar esta identidad, escogimos

ψ(x, t) :=
(
χ[−M+Lt+ε,M−Lt−ε] ∗ ωε

)
(x), t ∈ [0, T ].

Aqúı L = ‖f‖Lip, χ[a,b] es la función caracteŕıstica del intervalo [a, b], y ∗ denota el operador
de convolución. Aqúı elegimos M tan grande que

M − Lt− ε > −M + Lt+ 3ε para t < T .

Para obtener una función test admisible, modificamos la función ψ de tal forma que desapa-
rece suavemente para t > T . Para t < T tenemos entonces

ψt =
d

dt

∫ M−Lt−ε

−M+Lt+ε

ωε(x− y) dy

= −L
(
ωε(x−M + Lt+ ε) + ωε(x+M − Lt− ε)

)
6 0,

ψx = −
(
ωε(x−M + Lt+ ε)− ωε(x+M − Lt− ε)

)
. (3.32)

En virtud de nuestra selección de M ambas funciones que aparecen en el lado derecho de
(3.32) tienen soportes disjuntos. Por lo tanto,

0 = ψt + L|ψx| > ψt +
q(u, v)

|u− v|ψx.

Esto significa que |u−v|ψt+ q(u, v)ψx 6 0. Insertando esto en (3.31), obtenemos para ε→ 0∫ M−Lt

−M+Lt

∣∣u(x, t)− v(x, t)
∣∣ dx 6

∫ M

−M

∣∣u0(x)− v0(x)
∣∣ dx.

Supongamos que u0(x) = v0(x) cuando |x| es suficientemente grande (o u0 − v0 ∈ L1),
entonces u(x, t) = v(x, t) para |x| suficientemente grande. Entonces, se tiene que∥∥u(·, t)− v(·, t)

∥∥
1
6 ‖u0 − v0‖1. (3.33)

Teorema 3.2. Sea f Lipschitz continua y sean u, v ∈ L1 ∩ L∞(R × (0,∞)) dos soluciones
débiles de los problemas de valores iniciales respectivos

ut + f(u)x = 0, u|t=0 = u0; vt + f(v)x = 0, v|t=0 = v0

que satisfacen la condición de entroṕıa de Kružkov. Si u0 − v0 es integrable, entonces la
desigualdad (3.33) es válida. En particular, para u0 = v0 tenemos que u = v.
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Este resultado significa que el problema de valores iniciales posee una solución L1-estable,
donde por supuesto asumimos la existencia de soluciones. Ahora queremos demostrar cons-
tructivamente la existencia de soluciones débiles mediante el método del front tracking. Para
funciones de flujo continuas y lineales por trozos y datos iniciales constantes o constantes
por trozos este resultado ya está disponible.

Consideremos ahora dos problemas de Riemann con los mismos datos iniciales, pero con
funciones de flujo diferentes. Efectivamente, sean u y v las soluciones débiles de

ut + f(u)x = 0, vt + g(v)x = 0, u(x, 0) = v(x, 0) =

{
ul para x < 0,

ur para x > 0.
(3.34)

Las funciones f y g sean continuas y lineales por trozos con un número finito de puntas. Las
soluciones de (3.34) son funciones constantes por trozos de x/t que coinciden fuera de un
intervalo finito de x/t. Espećıficamente, se tiene que

u(x, t) = v(x, t) =

{
ul para x < σmt,

ur para x > σM t.

Hay que acotar la diferencia en L1 entre las soluciones u y v.

Lema 3.6. Se tiene la siguiente desigualdad, done la seminorma de Lipschitz es tomada
sobre todo u entre ul y ur:∥∥u(·, t)− v(·, t)

∥∥
L1 6 t ‖f − g‖Lip |ul − ur|.

La demostración del Lema 3.6 requiere del siguiente lema.

Lema 3.7 (Crandall-Tartar). Sea D ⊂ L1(Ω), donde Ω es un espacio medible. Sean φ y
ψ ∈ D, entonces también φ ∨ ψ := máx{φ, ψ} ∈ D. Además se supone que existe una
aplicación T : D → L1(Ω) tal que∫

Ω

T (φ) =

∫
Ω

φ, φ ∈ D.

Entonces los siguientes enunciados, válidos para todo φ, ψ ∈ D, son equivalentes:

(i) φ 6 ψ =⇒ T (φ) 6 T (ψ),

(ii)

∫
Ω

(
T (φ)− T (ψ)

)+
6
∫

Ω

(φ− ψ)+, φ+ := φ ∨ 0,

(iii)

∫
Ω

∣∣T (φ)− T (ψ)
∣∣ 6 ∫

Ω

|φ− ψ|.

Demostración del Lema 3.7. Supongamos que (i) es válido. Entonces

T (φ ∨ ψ)− T (φ) > 0

y por lo tanto

T (φ)− T (ψ) 6 T (φ ∨ ψ)− T (ψ).
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Integrando, se tiene que∫
Ω

(
T (φ)− T (ψ)

)+
6
∫

Ω

(
T (φ ∨ ψ)− T (ψ)

)
=

∫
Ω

(φ ∨ ψ − ψ) =

∫
Ω

(φ− ψ)+,

lo que implica (ii). Luego, de (ii) obtenemos que∫
Ω

∣∣T (φ)− T (ψ)
∣∣ =

∫
Ω

(
T (φ)− T (ψ)

)+
+

∫
Ω

(
T (ψ)− T (φ)

)+

6
∫

Ω

(φ− ψ)+ +

∫
Ω

(ψ − φ)+ =

∫
Ω

|φ− ψ|,

es decir, (iii). Falta demostrar que (iii) implica (i). Para tal efecto, sea φ 6 ψ. En virtud de
x+ = (|x|+ x)/2,∫

Ω

(
T (φ)− T (ψ)

)+
=

1

2

∫
Ω

∣∣T (φ)− T (ψ)
∣∣+

1

2

∫
Ω

(
T (φ)− T (ψ)

)
6

1

2

∫
Ω

|φ− ψ|+ 1

2

∫
Ω

(φ− ψ) = 0,

lo que concluye la demostración del Lema 3.7.

Demostración del Lema 3.6. Supongamos que ul 6 ur (el caso opuesto puede ser tratado
analogamente). Discutimos primero el caso que ambas funciones f y g son convexas. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que f y g tienen las mismas puntas ul = w1 <
w2 . . . < wn = ur, además definimos las velocidades

sj := f ′|(wj ,wj+1), s̃j := g′|(wj ,wj+1).

Entones tenemos que∫ ur

ul

∣∣f ′(u)− g′(u)
∣∣ du =

n−1∑
j=1

|sj − s̃j|(wj+1 − wj).

Sea σj una ordenamiento (es decir, σj < σj+1) de todas las velocidades {sj, s̃j}. Entonces
podemos escribir

u(x, t)|x∈(σjt,σj+1t) = uj+1, v(x, t)|x∈(σjt,σj+1t) = vj+1,

donde uj+1 y vj+1 pertencen al conjunto de las puntas posibles {w1, . . . , wn} y uj < uj+1,
vj < vj+1. Por lo tanto, se tiene que∥∥u(·, t)− v(·, t)

∥∥
1

= t
m∑
j=1

|uj+1 − vj+1|(σj+1 − σj).

Utilizando la notación del corchete de Iverson

[P ] =

{
1 si P es verdadero,

0 de otra forma,
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podemos escribir

n−1∑
j=1

|sj − s̃j|(wj+1 − wj) =
n−1∑
j=1

m∑
k=1

(σk+1 − σk)(wj+1 − wj)[σk+1, σk ∈ I(sj, s̃j)]

=
n−1∑
j=1

m∑
k=1

(σk+1 − σk)(wj+1 − wj)[wj+1, wj ∈ I(uk+1, vk+1)]

=
m∑
k=1

|uk+1 − vk+1|(σk+1 − σk).

(3.35)

(La desigualdad (3.35) afirma simplemente que∫ u2

u1

∣∣F (u)−G(u)
∣∣ du = área entre F y G =

∫ ξ2

ξ1

∣∣F−1(ξ)−G−1(ξ)
∣∣ dξ,

donde F,G : [u1, u2]→ [ξ1, ξ2] son dos funciones no decrecientes tales que F (uj) = G(uj) = ξj
para j = 1, 2. En el caso presente, las funciones F y G son constantes a trozos con un número
finito de saltos.) En virtud de lo anterior tenemos que∥∥u(·, t)− v(·, t)

∥∥
L1 = t

∫ ur

ul

∣∣f ′(u)− g′(u)
∣∣ du 6 t ‖f − g‖Lip |ul − ur|. (3.36)

El tratamiento del caso que f y g no necesariamente son convexas es más complicado.
Demostramos ahora que∫ ur

ul

∣∣f̌ ′(u)− ǧ′(u)
∣∣ du 6

∫ ur

ul

∣∣f ′(u)− g′(u)
∣∣ du, (3.37)

donde las envolturas f̌ y ǧ se definen sobre el intervalo [ul, ur]. La desigualdad (3.37) conjun-
tamente con (3.36) implica el lema. Para la continuación de la demostración del Lema 3.6
utilizaremos el Lema 3.7 de la siguiente manera. Sea D el conjunto de las funciones constan-
tes por trozos sobre [ul, ur]. Para cada función continua y lineal por trozos f tenemos que
f ′ ∈ D, y sea T (f ′) := (f̌)′. Entonces∫ ur

ul

T (f ′) du =

∫ ur

ul

(f̌)′ du = f̌(ur)− f̌(ul) = f(ur)− f(ul) =

∫ ur

ul

f ′(u) du.

Para demostrar que (3.37) es válido es suficiente demostrar que la condición (i) está
satisfecha, es decir, f ′ 6 g′ ⇒ T (f ′) 6 T (g′) para otra función de flujo g continua y lineal
por trozos. Supongamos que lo contrario es válido, es decir (f̌)′(u) > (ǧ)′(u) para algún
u ∈ (ul, ur). Recordemos que ambas funciones (f̌)′ y (ǧ)′ son constantes a trozos, por lo
tanto definimos

u1 := ı́nf
u

(f̌)′(u) > (ǧ)′(u), u2 := sup
u

(f̌)′(u) > (ǧ)′(u).

Se tiene que (f̌)′(u−1 ) 6 (f̌)′(u+
1 ) > (ǧ)′(u+

1 ), y como u1 es el menor valor que satisface esto,
se debe tener (f̌)′(u−1 ) < (f̌)′(u+

1 ), por lo tanto f(u1) = f̌(u1). Análogamente deducimos que
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g(u2) = ǧ(u2). Utilizando esto obtenemos∫ u2

u1

f ′(u) du 6
∫ u2

u1

g′(u) du = g(u2)− g(u1) 6 ǧ(u2)− ǧ(u1) =

∫ u2

u1

(ǧ)′(u) du

6
∫ u2

u1

(f̌)′(u) du = f̌(u2)− f̌(u1) 6 f(u2)− f(u1) =

∫ u2

u1

f ′(u) du,

una contradicción. Concluimos que (3.37) es válida, luego a partir de (3.36) se tiene que∫
R

∣∣u(x, t)− v(x, t)
∣∣ dx 6 t

∫ ur

ul

∣∣f ′(u)− g′(u)
∣∣ du 6 t ‖f − g‖Lip |ur − ul|.

Ahora sea u0(x) una función arbitraria y constante por trozos con un número finito de
discontinuidades, y sean u y v ambas soluciones de (3.34), pero con

u(x, 0) = v(x, 0) = u0(x).

En este caso, en virtud del Lema 3.6 aplicado a cada uno de los saltos del dato inicial,
obtenemos que la siguiente desigualdad es válida para todo t hasta la primera colisión:∥∥u(t)− v(t)

∥∥
L1 6 t ‖f − g‖Lip TV(u0).

Esta desigualdad es válida hasta la primera interacción de u o v. Sea t1 este primer tiempo
de interacción y w la solución débil, construido por front tracking, del problema

wt + f(w)x = 0, w(x, t1) = v(x, t1).

Entonces, si t2 es el próximo tiempo de interacción, sabemos que para todo t ∈ (t1, t2),∥∥u(t)− v(t)
∥∥

1
6
∥∥u(t)− w(t)

∥∥
L1 +

∥∥w(t)− v(t)
∥∥
L1

6
∥∥u(t1)− v(t1)

∥∥
L1 + (t− t1) ‖f − g‖Lip TV(v(t1)).

(3.38)

Ahora sabemos que∥∥u(t1)− w(t1)
∥∥
L1 =

∥∥u(t1)− v(t1)
∥∥
L1 6 t1 ‖f − g‖Lip TV(u0). (3.39)

De acuerdo al Corolario 3.2, las soluciones generadas por front tracking tienen la caracteŕısti-
ca de que la variación total de la función inicial, TV(u0), es mayor o igual que la variación
total TV(u(·, t)) de la solución generada por front tracking en el tiempo t. Esto es válido
porque la solución del problema de Riemann generado por la interacción de dos frentes siem-
pre es una función monótona, y no se introducen extremas nuevos. Usando esto e insertando
(3.39) en (3.38), resulta que∥∥u(t)− v(t)

∥∥
L1 6 t ‖f − g‖Lip TV(u0). (3.40)

Esto es válido primero sobre un intervalo (t1, t2); sin embargo, podemos extender este argu-
mento a todos los tiempos de colisión ti. Por lo tanto, (3.40) es válido para todo t > 0.

Podemos demostrar ahora la convergencia de la aproximación de front tracking cuando
la función de flujo lineal a trozos y el dato inicial constante a trozos convergen. Sea entonces
u0 ∈ L1(R) ∩ BV (R) una función acotada tal que u0(x) ∈ [−M,M ] para alguna constante
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M > 0. Sean δn := M/2n y uj,n := jδn para j = −2n, . . . , 2n. Sea f dos veces continuamente
diferenciable a trozos y el interpolante lineal a trozos de f definido por

fn(u) = f(uj,n) +
u− uj,n
δn

(
f(uj+1,n)− f(uj,n)

)
para u ∈ (uj,n, uj+1,n]. (3.41)

Se supone que que los posibles puntos en los que f no es dos veces continuamente diferenciable
es contenido en los puntos uj,n para n suficientemente grande. Se define, además, el dato
inicial aproximado u0,n como función constante a trozos que asume valores en el conjunto
{uj,n}j=−2n,...,2n tal que ‖u0,n − u0‖L1 → 0 cuando n→∞. Sea ahora un la solución de front
tracking del problema

(un)t + fn(un)x = 0, un(x, 0) = u0,n(x).

Demostraremos que {un(·, t)}n∈N es una sucesión de Cauchy en L1(R). Para tal efecto
sea n2 > n1, y sea w la solución de

wt + fn2(w)x = 0, w(x, 0) = u0,n1(x),

luego ∥∥un2(·, t)− un1(·, t)
∥∥
L1(R)

6
∥∥un2(·, t)− w(·, t)

∥∥
L1(R)

+
∥∥w(·, t)− un1(·, t)

∥∥
L1(R)

6 ‖u0,n2 − u0,n1‖L1(R) + tTV(u0)‖fn1 − fn2‖Lip(−M,M).

Se puede demostrar (Tarea) que existe una constante C tal que

‖fn1 − fn2‖Lip(−M,M) 6 Cδn1‖f ′′‖L∞(−M,M).

Utilizando esto resulta que {un(·, t)}n∈N efectivamente es una sucesión de Cauchy, la cual
converge en L1(R) a alguna función u(·, t). De acuerdo al Corolario 3.2, se tiene, además,
que para s 6 t, ∥∥un(·, t)− un(·, s)

∥∥
L1(R)

6 ‖fn‖Lip TV(u0)(t− s).
Como

‖fn‖Lip 6 ‖fn − fm‖Lip + ‖fm‖Lip 6 δm‖f ′′‖L∞ + ‖fm‖Lip ,

obtenemos que el ĺımite u pertence a C([0,∞);L1(R)).
Queda por demostrar que u es una solución de entroṕıa. Para tal efecto, sea η una entroṕıa

convexa y

qn :=

∫ u

f ′nη
′ du

el flujo de entroṕıa correspondiente. Como un es la solución de entroṕıa única que asume el
dato inicial u0,n, se tiene que∫ ∞

0

∫
R

(
η(un)ϕt + qn(un)ϕx

)
dx dt+

∫
R
η(u0,n)ϕ(x, 0) dx > 0.

Como un → u y qn(u) → q(u) en C(−M,M), se tiene que η(un) → η(u), qn(un) → q(u), y
η(u0,n)→ η(u0) en L1, es decir el ĺımite u efectivamente es la solución de entroṕıa única.

Si vn es la solución obtenida por front tracking del problema

(vn)t + gn(vn)x = 0, vn(x, 0) = v0,n(x),
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donde gn es una aproximación lineal a trozos de la función g ∈ C2, entonces podemos acotar
la diferencia entre un y vn como sigue. Sea w la solución del problema de valores iniciales

wt + fn(w)x = 0, w(x, 0) = v0,n(x).

Entonces, combinando el Teorema 3.2 y (3.40), obtenemos∥∥un(·, t)− vn(·, t)
∥∥
L1(R)

6
∥∥un(·, t)− w(·, t)

∥∥
L1(R)

+
∥∥w(·, t)− vn(·, t)

∥∥
L1(R)

6 ‖u0,n − v0,n‖L1(R) + t ‖fn − gn‖Lip TV(v0).

Intercambiando los roles de f y g y de u0,n y v0,n en la definición de w, obtenemos∥∥un(·, t)− vn(·, t)
∥∥
L1(R)

6 ‖u0,n − v0,n‖L1(R) + t ‖fn − gn‖Lip mı́n
{

TV(u0),TV(v0)
}
.

Hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Sea u0 ∈ L1 ∩ BV y sea f(u) una función dos veces continuamente diferen-
ciable a trozos. Entonces el problema de valores iniciales

ut + f(u)x = 0, u(x, 0) = u0(x), (3.42)

tiene una solución débil única u = u(x, t) que satisface también la condición de entroṕıa de
Kružkov (3.28). Ademas, si v0 es otra función que pertenece a L1 ∩BV , si g(v) es dos veces
continuamente diferenciable a trozos y v es la única solución débil de entroṕıa del problema

vt + g(v)x = 0, v(x, 0) = v0(x),

sabemos que∥∥u(·, t)− v(·, t)
∥∥
L1(R)

6 ‖u0 − v0‖L1(R) + tmı́n
{

TV(u0),TV(v0)
}
‖f − g‖Lip . (3.43)

Concluimos este caṕıtulo con el siguiente teorema, el cual resume varias propiedades de
soluciones de entroṕıa de una ley de conservación.

Teorema 3.4. Sea u0 una función integrable de variación acotada, y sea f(u) una función
Lipschitz continua. Entonces la única solućıon débil de entroṕıa u = u(x, t) del problema de
valores iniciales

ut + f(u)x = 0, u(x, 0) = u0(x)

tiene las siguientes propiedades para todo t ∈ [0,∞):

(i) El principio del máximo: ‖u(·, t)‖∞ 6 ‖u0‖∞.
(ii) La propiedad TVD (total variation diminishing): TV(u(·, t)) 6 TV(u0).
(iii) La L1-contracción: si v0 ∈ BV ∩L1 y v = v(x, t) es la solución de entroṕıa con el dato

inicial v0, entonces ∥∥u(·, t)− v(·, t)
∥∥

1
6 ‖u0 − v0‖1.

(iv) La conservación de la monotońıa: si u0 es una función monótona, la función u(·, t) es
monótona en el mismo sentido.

(v) La monotońıa: sean v0 ∈ BV ∩ L1 y v = v(x, t) la solución de entroṕıa con el dato
inicial v0. Entonces

u0 6 v0 =⇒ u(·, t) 6 v(·, t).
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(vi) La Lipschitz continuidad con respecto a t:

∀s, t ∈ [0,∞) :
∥∥u(·, t)− u(·, s)

∥∥
L1 6 ‖f‖Lip TV(u0)|t− s|.

Demostración. Del análisis de los problemas de Riemann individuales proviene que (i) y (iv)
son válidas para las aproximaciones de front tracking, y por lo tanto siguen válidas para la
función ĺımite. La monotońıa (v) es una consecuencia del Lema 3.7 si usamos u 7→ u(x, t)
como operador T y tomamos en cuenta la L1-contracción. La propiedad TVD sigue del
Teorema 3.3 si definimos g = f , v0 = u0(·+ h) y tenemos en cuenta que

TV
(
u(·, t)

)
= ĺım

h→0

1

h

∫ ∣∣u(x+ h, t)− u(x, t)
∣∣dx

6 ĺım
h→0

1

h

∫ ∣∣u0(x+ h)− u0(x)
∣∣dx = TV(u0).

La L1-contracción es un caso especial de (3.43). Finalmente, para demostrar (vi), considere-
mos primeramente que debido a la invarianza respecto de traslación en el tiempo es suficiente
demostrar el resultado para s = 0, es decir∥∥u(·, t)− u0‖L1(R) 6 t ‖f‖Lip TV(u0) para todo t ∈ [0,∞)

Sea u0,n una aproximación constante a trozos de u0 y fn una aproximación poligonal de f .
Entonces el Corolario 3.2 implica que∥∥u(·, t)− u0,n‖L1(R) 6 t ‖fn‖Lip TV(u0,n) para todo t ∈ [0,∞) (3.44)

A partir del Teorema 3.3 sabemos que un(t) converge a u(t), la solución de (3.42). Tomando
el ĺımite en (3.44) obtenemos el resultado.

Ejemplo 3.2 (Examen curso leyes de conservación, Escuela de Primavera 2014 (EPANUM
2014)). Se considera el problema de valores iniciales para una ley de conservación

ut + f(u)x = 0, x ∈ R, t > 0, (3.45)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R, (3.46)

donde f es la función continua y lineal a trozos dada por

f(u) =



1

2
u para 0 6 u < 1,

3

2
u− 1 para 1 6 u < 2,

5

2
u− 3 para 2 6 u 6 3

(ver Figura 3.5 (a)), y la función u0 viene dada por

u0(x) =


0 para x 6 0,

3 para 0 < x 6 1,

0 para x > 1.
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Figura 3.5. Ejemplo 3.2: (a) grafo de f , (b) solución global del problema.

Calcular la única solución de entroṕıa de (3.45), (3.46) mediante el método de Front Trac-
king.

Solución sugerida. El dato inicial consiste en dos problemas de Riemann, puestos en x1 = 0
y x2 = 1 al instante t = 0.

1.) El problema de Riemann definido en x1 = 0 al instante t = 0 tiene los estados a
izquierda y derecha dados por uL = 0 y uR = 3, repectivamente. Como uL < uR, la
solución procede por la construcción de la envoltura convexa inferior de f entre uL

y uR. Obtenemos para x cerca de x1, y t > 0 suficientemente pequeño, la siguiente
solución:

u(x, t) =


0 para x < x1(t) := x1 + s1t,

1 para x1(t) 6 x < x2(t) := x1 + s2t,

2 para x2(t) 6 x < x3(t) := x1 + s3t,

3 para x > x3(t),

(3.47)

donde

s1 =
f(1)− f(0)

1− 0
=

1

2
, s2 =

f(2)− f(1)

2− 1
=

3

2
, s3 =

f(3)− f(2)

3− 2
=

5

2
.

2.) A su vez, el problema de Riemann definido en x2 = 1 al instante t = 0 tiene los estados
a izquierda y derecha dados por uL = 3 y uR = 0, repectivamente. Como uL > uR, la
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solución procede por la construcción de la envoltura concava superior de f entre uR

y uL. Obtenemos para x cerca de x2, y t > 0 suficientemente pequeño, la siguiente
solución:

u(x, t) =

{
3 para x < x4(t) := x2 + s4t,

0 para x > x4(t),

donde

s4 =
f(3)− f(0)

3− 0
=

3

2
.

3.) Observamos que los frentes x3(t) y x4(t) producen la primera colisión. Esta se realiza
al instante obtenido resolviendo x1 + s3t = x2 + s4t, es decir para

t = t1 :=
x2 − x1

s3 − s4

=
1− 0
5

2
− 3

2

= 1;

el lugar de la colisión es

x = x3 := x1 + s3t =
5

2
.

4.) Concluimos que en x3 = 5
2

al instante t = t1 = 1 se produce un nuevo problema de
Riemann con los estados a izquierda y derecha dados por uL = 2 y uR = 0, repectiva-
mente. Como uL > uR, la solución procede por la construcción de la envoltura concava
superior de f entre uR y uL. Obtenemos para x cerca de x3, y t > t1 suficientemente
pequeño, la siguiente solución:

u(x, t) =

{
2 para x < x5(t) := x3 + s5(t− t1),

0 para x > x5(t),

donde

s5 =
f(2)− f(0)

2− 0
= 1.

5.) Observamos que los frentes x5(t) y x2(t) producen la segunda colisión. Esta se realiza
al instante obtenido resolviendo x1 + s2t = x3 + s5(t− t1), es decir para

t = t2 :=
x3 − x1 − s5t1

s2 − s5

=

5

2
− 1

3

2
− 1

= 3;

el lugar de la colisión es

x = x4 := x1 + s2t2 =
9

2
.
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6.) Concluimos que en x4 = 9
2

al instante t = t2 = 3 se produce un nuevo problema de
Riemann con los estados a izquierda y derecha dados por uL = 1 y uR = 0, repectiva-
mente. Como hay slo un segmento lineal de f entre uL y uR, la solución para x cerca
de x4, y t > t2 suficientemente pequeño es la siguiente:

u(x, t) =

{
1 para x < x6(t) := x4 + s6(t− t2),

0 para x > x6(t),
(3.48)

donde

s6 =
f(1)− f(0)

1− 0
=

1

2
.

7.) Observamos que los frentes x6(t) y x1(t) son paralelos, por lo tanto no sucede ninguna
otra colisón. Resumiendo las soluciones (3.47)–(3.48) para los problemas de Riemann
individuales, obtenemos la siguiente solución global (ver Figura 3.5 (b)):

Para 0 6 t < t1: u(x, t) =



0 para x < x1(t),

1 para x1(t) 6 x < x2(t),

2 para x2(t) 6 x < x3(t),

3 para x3(t) 6 x < x4(t),

0 para x > x4(t);

para t1 6 t < t2: u(x, t) =


0 para x < x1(t),

1 para x1(t) 6 x < x2(t),

2 para x2(t) 6 x < x5(t),

0 para x > x5(t);

para t > t2: u(x, t) =


0 para x < x1(t),

1 para x1(t) 6 x < x6(t),

0 para x > x6(t).

Esta función es la única solución de entroṕıa del problema de acuerdo al Corolario 3.1
y el Teorema 3.2 de los apuntes.

3.5. Ejercicios

Problema 3.1 (Certamen 1, Curso 2012). Se considera la función continua y lineal por
trozos

f(u) =


3
2
(x− 1) + 1

2
si x > 1,

1
2
x si 0 6 x < 1,

−1
2
x si −1 6 x < 0,

−3
2
(x+ 1) + 1

2
si x < −1
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y la función constante por trozos

u0(x) =



0 si x 6 0,

−1 si 0 < x 6 1,

2 si 1 < x 6 2,

−2 si 2 < x < 3,

0 si x > 3.

Mediante el método del Front Tracking, determinar la solución de entroṕıa de

ut + f(u)x = 0, x ∈ R, t > 0; u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.

Demostrar porqué la solución encontrada es la solución de entroṕıa.

Problema 3.2 (Certamen 1, Curso 2012). Se consideran las funciones

g(v) =
1

2
v2, u0(x) =



0 si x 6 −0,2,

−1 si −0,2 < x 6 1,2,

2 si 1,2 < x 6 1,9,

−2 si 1,9 < x < 3,1,

0 si x > 3,1.

a) Acotar ‖u(·, 1)−v(·, 1)‖1, donde u es la solución del problema anterior y v es la solución
de entroṕıa del problema vt + g(v)x = 0, v(x, 0) = v0(x).

b) Se desea resolver mediante el método del Front Tracking el problema de valores iniciales

vt + g(v)x = 0, x ∈ R, t > 0; v(x, 0) = v0(x) =


−1 para x < −1/2,

2x para −1/2 < x < 1/2,

1 para x > 1/2,

mediante una aproximación de g continua y lineal a trozos, y de v0 conservativa y
constante a trozos, ambas referidas a puntas vi = iδ, δ := 1/M(δ), i ∈ Z. ¿Cómo hay
que elegir δ para asegurar que en ‖v(·, 1) − vδ(·, 1)‖1 6 0,05, donde v y vδ son las
soluciones de entroṕıa exactas y obtenidas por FT, respectivamente?

c) ¿Cuántas interacciones de frentes puede haber a lo más para este valor de δ?

Problema 3.3 (Certamen 1, Curso 2012). Se considera el problema de valores iniciales

ut + f(u)x = 0, x ∈ R, t > 0; u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.

para una función u0 ∈ C1(R). Demostrar por un ejemplo expĺıcito que la solución de entroṕıa
este problema puede desarrollar discontinuidades después de un tiempo finito.

Problema 3.4. Se considera el problema de valores iniciales

ut +
1

2
(u2)x = 0, x ∈ R, t > 0; u(x, 0) = u0(x), x ∈ R. (3.49)

a) Sea η(u) = 1
2
u2. Hallar el flujo de entroṕıa correspondiente.
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b) Eligiendo una función test ψ = ψ(x, t) adecuada, demostrar que∥∥u(·, t)
∥∥
L2(R)

6 ‖u0‖L2(R).

c) Sea v otra solución de entroṕıa acotada con el dato inicial v0. Demostrar o refutar que∥∥u(·, t)− v(·, t)
∥∥
L2(R)

6 ‖u0 − v0‖L2(R).

d) Demostrar que la solución de (3.49) con u0(x) = x2 para x > 0 está dada por

u(x, t) =
1

2t2

(
1 + 2xt−

√
1 + 4xt

)
.
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Caṕıtulo 4

Métodos de diferencias finitas

4.1. Métodos conservativos

En este caṕıtulo, trataremos exclusivamente métodos para ecuaciones escalares y espa-
cialmente uni-dimensionales, y nos restringimos al problema de valores iniciales

ut + f(u)x = 0, u|t=0 = u0. (4.1)

Un método de diferencias finitas puede ser formulado si remplazamos las derivadas parciales
por diferencias finitas, por ejemplo,

∆u

∆t
+

∆f(u)

∆x
= 0, ∆t, ∆x ”pequeños”. (4.2)

Aqúı definimos

unj := u(j∆x, n∆t), un := (un−K , . . . , u
n
j , . . . , u

n
K),

donde unj ahora es la aproximación numérica de la solución u de (4.1) en el punto (j∆x, n∆t).
En general, conocemos u0

j para −K 6 j 6 K, y queremos utilizar (4.2) para calcular un

para n ∈ N. No consideraremos condiciones de borde. En muchos casos, se usa la condición
de periodicidad

u0
−K+j = u0

K+j para 0 6 j 6 2K,

la cual implica que un−K+j = unK+j. Alternativamente, podemos considerar la condición
∂f(u)/∂x = 0 en el borde del dominio computacional, lo cual implica

f
(
un−K−j

)
= f

(
un−K

)
, f

(
unK+j

)
= f

(
unK
)

para j > 0.

Para ecuaciones no lineales los métodos expĺıcitos del tipo

un+1 = G(un, . . . ,un−l) (4.3)

son los más comunes.

Definición 4.1. Se dice que el método (4.3) es conservativo o posee forma de conservación
si para λ := ∆t/∆x se tiene que

un+1
j = G

(
unj−1−p, . . . , u

n
j+q

)
= unj − λ

[
F
(
unj−p, . . . , u

n
j+q

)
− F

(
unj−1−p, . . . , u

n
j−1+q

)]
;

(4.4)

la función F se llama (función de) flujo numérico.

95
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También escribimos

Gj(u) = G
(
uj−1−p, . . . , uj+q

)
, Fj+1/2(u) = F

(
uj−p, . . . , uj+q

)
,

lo que nos permite escribir (4.4) como

un+1
j = Gj(u

n) = unj − λ
(
Fj+1/2(un)− Fj−1/2(un)

)
. (4.5)

Esta ecuación puede formalmente ser explicada como sigue. Sean xj = j∆x y xj+1/2 =
xj + ∆x/2 para j ∈ Z, además sea tn = n∆t para n ∈ N0. Se define el intervalo Ij :=
[xj−1/2, xj+1/2) y la celda Inj := Ij×[tn, tn+1). Integrando la ley de conservación ut+f(u)x = 0
sobre la celda Inj obtenemos∫

Ij

u(x, tn+1) dx =

∫
Ij

u(x, tn) dx−
(∫ tn+1

tn

f
(
u(xj+1/2, t)

)
dt−

∫ tn+1

tn

f
(
u(xj−1/2, t)

)
dt

)
Definiendo unj como el promedio de u(x, tn) en Ij, es decir

unj :=
1

∆x

∫
Ij

u(x, tn) dx,

obtenemos la expresión exacta

un+1
j = unj − λ

(
1

∆t

∫ tn+1

tn

f
(
u(xj+1/2, t)

)
dt− 1

∆t

∫ tn+1

tn

f
(
u(xj−1/2, t)

)
dt

)
.

Comparando esto con (4.5) vemos que es razonable que el flujo numérico Fj+1/2 aproxime el
promedio del flujo a través del segmento recto {xj+1/2} × [tn, tn+1], es decir

Fj+1/2(un) ≈ 1

∆t

∫ tn+1

tn

f
(
u(xj+1/2, t)

)
dt.

Con esta interpretación de

F n
j+1/2 = Fj+1/2(un),

la ecuación (4.5) expresa que el cambio del monto total de u en el interior del “volumen” Ij
es (aproximadamente) igual al flujo de entrada menos el flujo de salida. Los métodos que
pueden ser escritos en la forma (4.5) frecuentamente son llamados métodos de volumenes
finitos.

Si u(x, tn) es la función constante a trozos definida por

u(x, tn) = unj para x ∈ Ij,
podemos resolver la ley de conservacióm en forma exacta para

0 6 t− tn 6
∆x

2 máxu |f ′(u)| ,

ya que el dato inicial es una sucesión de problemas de Riemann cuyas respectivas solu-
ciones no interactuarán durante este intervalo de tiempo pequeño. Tambien vemos que
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f(u(xj+1/2, t)) es independiente de t, y depende solamente de unj y unj+1. Es decir, si de-
finimos v = w(x/t) como solución de entroṕıa del problema de Riemann

vt + f(v)x = 0; v(x, 0) =

{
unj para x < 0,

unj+1 para x > 0,

entonces

F n
j+1/2 = f

(
w(0)

)
.

Este método se llama método de Godunov. Este método es bien definido bajo la condición
CFL

∆tmáx
u

∣∣f ′(u)
∣∣ 6 ∆x. (4.6)

Si f ′(u) > 0 para todo u, entonces v(0) = unj y el método de Godunov se simplifica al método
upwind dado por

un+1
j = unj − λ

(
f
(
unj
)
− f

(
unj−1

))
.

.
Los métodos en forma de conservación se denominan aśı porque poseen la siguiente

propiedad de conservación discreta. Notamos primeramente que
K∑

j=−K

un+1
j ∆x =

K∑
j=−K

unj ∆x−∆t
(
F n
K+1/2 − F n

−K−1/2

)
.

Ahora si los valores iniciales discretos están dados por los promedios de celda

u0
j :=

1

∆x

∫
Ij

u0(x) dx,

y se supone por el momento que F n
−K−1/2 = F n

K+1/2, entonces se tiene que∫
R
un(x) dx =

∫
R
u0(x) dx.

Un método conservativo se llama consistente si su flujo numérico posee la siguiente propiedad
de consistencia:

F (u, . . . , u) = f(u),

además exigimos que F sea una función Lipschitz continua en todos sus argumentos, es decir
debe existir una constante L tal que∣∣F (aj−p, . . . , aj+q)− F (bj−p, . . . , bj+q)

∣∣ 6 L

q∑
i=−p

|aj+i − bj+i|.

Ejemplo 4.1 (Discretizaciones no conservativas). Para subrayar la importancia del uso de
métodos conservativos para la aproximación ilustramos las consecuencias del uso de métodos
no conservativos. Para tal efect consideremos la ecuacón de Burgers, ut + f(u)x = 0 con
f(u) = u2/2, escrita en forma no conservativa como

ut + uux = 0.
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Basados en la ecuación de transporte lineal (ver Sección 2.5), una discretización natural de
esta ecuación es

un+1
j = unj − λunj

(
unj − unj−1

)
, λ := ∆t/∆x. (4.7)

Como este método es basado en la formulación no conservativa, no esta asegurada la con-
servación de u (es de decir, de la masa total definida por la integral de u). Efectivamente,
para este método calculamos

∆x
∑
j∈Z

un+1
j = ∆x

∑
j∈Z

unj − λ∆x
∑
j∈Z

unj
(
unj − unj−1

)
= ∆x

∑
j∈Z

unj −
λ∆x

2

∑
j∈Z

((
unj
)2 −

(
unj−1

)2
+
(
unj − unj−1

)2
)

= ∆x
∑
j∈Z

unj −
λ∆x

2

∑
j∈Z

(
unj − unj−1

)2
. (4.8)

Podria pasar que la segunda suma en el lado derecho tiende a cero cuando ∆x → 0. Sin
embargo, consideremos el caso espećıfico del dato inicial

u0(x) =

{
1 si 0 6 x 6 1,

0 en otro caso.

En este caso la solución de entroṕıa de la ecuación de Burgers consiste en una onda de
rarefacción centrada en x = 0 y un choque con valores ul = 1 y ur = 0 que se propaga hacia
la derecha con velocidad 1/2. En el instante t = 2 la onda de rarefacción alcanza el choque,
por lo tanto la solución de entroṕıa en este instante es

u(x, 2) =

{
x/2 si 0 6 x 6 2,

0 en otro caso.

(La Figura 4.1 (izquierda) muestra la solución de entroṕıa, junto con la aproximación por el
método upwind (conservativo) un+1

j = unj − λ(f(unj )− f(unj−1)).) Utilizamos u0
j = u0(j∆x)

como dato inicial para el esquema (4.7). Entonces para todo j tal que j∆x > 1, unj = 0
para todo n > 0. Es decir si N∆t = 2, entonces uNj = 0, y claramente uNj 6= u(j∆x, 2) para
1 6 j∆x 6 2. Este método simplemente falla en “detectar” la discontinuidad que se mueve.
La solución numérica es mostrada en la Figura 4.1 (centro), la cual ilustra también la pérdida
de masa indicada por (4.8).

Uno podŕıa pensar que la situación mejora al utilizar una aproximación de segundo orden
de la derivada ux, lo que resulta en el método

un+1
j =

1

2

(
unj+1 + unj−1

)
− λ

2
unj
(
unj+1 − unj−1

)
. (4.9)

Efectivamente, este método calcula algo que se mueve hacia la derecha, pero la parte de la
onda de rarefacción de la solución no es bien aproximada, tal como ilustra la Figura 4.1
(derecha). A partir de ahora no discutiremos métodos no conservativos.
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x

-1 0 1 2 3
u

0

0.5

1

Non-Conservative I

x

-1 0 1 2 3

u

0

0.5

1

Upwind

x

-1 0 1 2 3

u

0

0.5

1

Non-Conservative II

Figura 4.1. Ejemplo 4.1: (izquierda) Solución de entroṕıa de la ecuación
de Burgers (ĺınea sólida, trazada en los tres plots) con aproximación por un
método conservativo (método upwind), (centro) aproximación por el método
no conservativo (4.7), (derecha) aproximación por el método no conservativo
(4.9). En cada caso, ∆x = 1/20, λ = 1/2.

Ejemplo 4.2. Entre los métodos conservativos y consistentes elementales más comunes se
encuentra el método upwind definido por el flujo numérico

F n
j+1/2 = f

(
unj
)
,

el método de Lax-Friedrichs

un+1
j =

1

2

(
unj+1 + unj−1

)
− λ

2

[
f
(
unj+1

)
− f

(
unj−1

)]
con el flujo numérico

F n
j+1/2 =

1

2λ

(
unj − unj+1

)
+

1

2

[
f
(
unj
)

+ f
(
unj+1

)]
,

el método Richtmyer-Lax-Wendroff de dos pasos dado por

F n
j+1/2 = f

(
1

2

(
unj+1 + unj

)
− λ
[
f
(
unj+1

)
− f

(
unj
)])

,

y el método de MacCormack

F n
j+1/2 =

1

2

(
f
(
unj − λ

[
f
(
unj+1

)
− f

(
unj
)])

+ f
(
unj
))
.

Ilustramos los métodos mencionados en este ejemplo en las Figuras 4.2 y 4.3. En la Figura 4.2
mostramos la solución numérica del problema de Riemann para la ecuación de Burgers,
ut + (u2/2)x = 0, con

u(x, 0) = u0(x) =

{
1 para x 6 0,

0 para x > 0,
(4.10)
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(a) Soluciones con ∆x = 0,1

x

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
u

0

0.5

1

1.5

MacCormack
x

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

u

0

0.5

1

1.5

Lax-Friedrichs

x

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

u

0

0.5

1

1.5

Richtmyer-Lax-Wendroff 2-step
x

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

u

0

0.5

1

1.5

Upwind

(b) Soluciones con ∆x = 0,25

x

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

u

0

0.5
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MacCormack
x

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

u

0

0.5

1

1.5

Lax-Friedrichs

x

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

u

0

0.5

1

1.5

Richtmyer-Lax-Wendroff 2-step
x

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

u

0

0.5

1

1.5

Upwind

Figura 4.2. Ejemplo 4.2: solución numérica del problema de Riemann (4.10).
La ĺınea sólida es la solución exacta.

mientras que la Figura 4.3 muestra los resultados numéricos para

u(x, 0) = u0(x) =

{
0 para x 6 0,

1 para x > 1.
(4.11)
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(a) Soluciones con ∆x = 0,1

x

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
u

0

0.5

1

MacCormack
x

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

u

0

0.5

1

Lax-Friedrichs

x

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

u

0

0.5

1

Richtmyer-Lax-Wendroff 2-step
x

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

u

0

0.5

1

Upwind

(b) Soluciones con ∆x = 0,25

x

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

u

0

0.5

1

MacCormack
x

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

u

0

0.5

1

Lax-Friedrichs

x

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

u

0

0.5

1

Richtmyer-Lax-Wendroff 2-step
x

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

u

0

0.5

1

Upwind

Figura 4.3. Ejemplo 4.2: solución numérica del problema de Riemann (4.11).
La ĺınea sólida es la solución exacta.

En ambos casos se muestra la solución para el tiempo simulado T = 1 calculada con λ = 0,25
para ∆ = 0,1 y ∆ = 0,025.

En lo siguiente siempre se supone que λ = ∆t/∆x = const. cuando ∆t,∆x → 0. Tanto
el método de Lax-Friedrichs como el método de Godunov son métodos de primer orden en el
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sentido de que el error local de truncación es de primer orden. Los métodos de Lax-Wendroff
y de MacCormack son de segundo orden. Esto significa que estos métodos aproximan solu-
ciones suaves con gran precisión. Sin embargo cerca de discontinuidades se pueden producir
oscilaciones en la solución numérica.

Una manera de combinar las respectivas ventajas de métodos de primer y segundo orden
(aproximación no oscilatoria de discontinuidades y aproximación con gran exactitud de partes
suaves de la solución, respectivamente) consiste en el diseño de métodos h́ıbridos dados por

F n
j+1/2 = θj+1/2(un)F n

low,j+1/2 +
(
1− θj+1/2(un)

)
F n

high,j+1/2,

donde Flow y Fhigh son el flujo numérico del método de bajo y alto orden, respectivamente.
El “switch” θj+1/2 debe tener un valor cerca de uno cerca de discontinuidades y cerca de cero
en partes suaves de la solución. La elección apropiada de θ es tópico de amplia discusión en
la literatura. Por ejemplo, un método flux limiter puede ser definido por

θj+1/2 := 1− 1

1 + |D+D−u
n
j |
,

donde D+ y D− son las diferencias dividas en (2.30) y

D+D−uj =
uj+1 − 2uj + uj−1

∆x2 ≈ uxx|x=xj ,

y como Flow y Fhigh utilizamos los flujos de Lax-Friedrichs (de primer orden) y de MacCor-
mack (de segundo orden), respectivamente. A este método nos referiremos como ”método
fluxlim” en adelante.

Otro concepto consiste en la generalización del método de Godunov, en el sentido de que
los datos constantes a trozos un son remplazados por funciones “más suaves”. El remplazo
más simple consiste en una función lineal a trozos. En tal caso habŕıa que resolver un pro-
blema de Riemann generalizado con datos lineales a la izquierda y a la derecha del salto. La
solución exacta de este problema es dif́ıcil de encontrar, es decir nuevamente hay que utilizar
aproximaciones. Un ejemplo es el método slopelim definido por

Fj+1/2 =
1

2

(
gj + gj+1

)
− 1

2λ
∆+u

n
j , ∆±u

n
j := ±

(
unj±1 − unj

)
,

gj := f
(
u
n+1/2
j

)
+

1

2λ
u′j, u′j := minmod

(
∆−u

n
j ,∆+u

n
j

)
,

u
n+1/2
j := unj −

λ

2
f ′
(
unj
)
u′j, minmod(a, b) :=

1

2

(
sgn(a) + sgn(b)

)
mı́n

{
|a|, |b|

}
.

(4.12)

Ejemplo 4.3 (Ecuación de Buckley-Leverett). Se considera la función de flujo

f(u) =
u2

u2 + (1− u)2
, (4.13)

la que se encuentra ploteada junto con su derivada

f ′(u) =
2u(1− u)

(u2 + (1− u)2)2
(4.14)

en la Figura 4.4.
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Figura 4.4. Ejemplo 4.3: (izquierda) la función f(u) definida por (4.13),
(derecha) su derivada f ′(u) (4.14).

Este ejemplo es motivado por aplicaciones en la recuperación de petróleo, donde frecuen-
tamente aparecen funciones de flujo de forma similar, es decir f ′ > 0 y f ′′(u) = 0 en un
punto de inflexón único. Este ejemplo se llama ecuación de Buckley-Leverett. El primer caso
esta basado en el dato inicial

u0(x) =

{
1 para x 6 0,

0 para x > 0.
(4.15)

La Figura 4.5 muestra la solución numérica obtenida por el método de Lax-Friedrichs; el
método upwind; el método de Lax-Wendroff definido por

F n
j+1/2 =

1

2

(
f
(
unj
)

+ f
(
unj+1

)
− λ
(
νnj+1)2

(
unj+1 − unj

))
, νnj+1/2 :=

f(unj+1)− f(unj )

unj+1 − unj
; (4.16)

el método de de MacCormack; el método fluxlim y el método slopelim. En cada caso se
evalú la solución numérica en T = 1, se elige λ = ∆t/∆x = 1/2 (considerando que
máxu∈[0,1] |f ′(u)| = 2), y se simula con ∆x = 1/20 y ∆x = 1/100 (ver Figura 4.5). En
cada caso se muestra la solución de referencia obtenida por el método de Lax-Friedrichs con
∆x = 1/2000. Observamos que el método de Lax-Wendroff parece no converger a la solución
de entroṕıa. La Figura 4.6 muestra los resultados análogos, también para T = 1, λ = 1/2 y
para la función inicial ∆x = 1/20 y ∆x = 1/100, para el dato inicial

u0(x) =

{
1 para x ∈ [0, 1],

0 para x < 0 y x > 1.
(4.17)

4.2. El error de truncación y la ecuación modelo

El error local de truncación de un método numérico L∆t viene dado por

L∆t(x) :=
1

∆t

(
S(∆t)u− SN(∆t)u

)
(x),
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Figura 4.5. Ejemplo 4.3: solución numérica de la ecuación de Buckley-
Leverett con u0 dada por (4.15). Arriba: ∆x = 1/20; abajo: ∆x = 1/100.
La ĺınea sólida es la solución de referencia.
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Figura 4.6. Ejemplo 4.3: solución numérica de la ecuación de Buckley-
Leverett con u0 dada por (4.17). Arriba: ∆x = 1/20; abajo: ∆x = 1/100.
La ĺınea sólida es la solución de referencia.
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donde S(t) es el operador de solución exacta (4.1) y SN(t) es el operador de solución formal
del método numérico, es decir

SN(∆t)u(x) = u(x)− λ
(
Fj+1/2(u)− Fj−1/2(u)

)
.

Suponiendo que u es una solución suave de la ley de conservación ut + f(u)x = 0, lo cual nos
permite expandir todas las cantidades relevantes en series de Taylor, se dice que el método
es del orden de precisión k si para todas las soluciones suaves y ∆t→ 0 se tiene que∣∣L∆t(x)

∣∣ = O(∆tk).

Para calcular L∆t(x) se utiliza un desarrollo en serie de Taylor de u(x, t) cerca de x. Se
sabe que u puede exhibir discontinuidades, por lo tanto no necesariamente debe poseer un
desarrollo en serie de Taylor. Por lo tanto, el concepto del error de truncación es formal. Sin
embargo, si u(x, t) es suave cerca de (x, t), entonces se espera que un método de alto orden
aproxima u mejor que un método de orden bajo cerca de (x, t).

Ejemplo 4.4 (Error de truncación local). Se considera el método upwind:

SN(∆t)u(x) = u(x)− ∆t

∆x

[
f
(
u(x)

)
− f

(
u(x−∆x)

)]
.

Para verificar que este método efectivamente es de primer orden calculamos

L∆t(x) =
1

∆t

(
u(x, t+ ∆t)− u(x) +

∆t

∆x

[
f
(
u(x)

)
− f

(
u(x−∆x)

)])
=

1

∆t

(
u+ ∆tut +

∆t2

2
utt + · · · − λ

[
f ′(u)

(
−∆xux +

∆x2

2
uxx + . . .

)
+

1

2
f ′′(u)

(
−∆xux + . . .

)2])
=

1

∆t

(
∆t
(
ut + f(u)x

)
+

∆t2

2
utt −

∆t∆x

2

(
f ′(u)uxx + f ′′(u)(ux)

2
)

+ . . .

)
= ut + f(u)x +

1

2

[
∆tutt −∆x

(
f ′(u)ux

)
x

]
+O(∆t2)

= ut + f(u)x +
∆x

2

[
λutt −

(
f ′(u)ux

)
x

]
+O(∆t2).

Suponiendo u como solución suave de (4.1) obtenemos

utt =
((
f ′(u)

)2
ux
)
x
,

luego

L∆t =
∆t

2λ

(
f ′(u)

(
λf ′(u)− 1

)
ux
)
x

+O(∆t2).

Concluimos que el método upwind es de primer orden.
En forma similar podemos demostrar que el método de Godunov es de primer orden. Por

otro lado para el método de Lax-Friedrichs obtenemos que

L∆t =
∆t

2λ2

(((
λf ′(u)

)2 − 1
)
ux

)
x

+O(∆t2).
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Concluimos que el método de Lax-Friedrichs es de primer orden, pero es de segundo orden
para la ecuación

ut + f(u)x =
∆t

2λ2

((
1−

(
λf ′(u)

)2
)
ux

)
x

(4.18)

llamada ecuación modelo o ecuación modificada para el método de Lax-Friedrichs. Para que
(4.18) esté bien puesta, el coeficiente de uxx en el lado derecho debe ser no negativo, lo que
entrega la condición ∣∣λf ′(u)

∣∣ 6 1,

lo que precisamente es la condición CFL (ver (2.42) y (4.6)).
La ecuación modificada para el método upwind es

ut + f(u)x =
∆t

2λ

(
f ′(u)

(
1− λf ′(u)

)
ux

)
x
.

Para que esta ecuación esté bien puesta se debe satisfacer f ′(u) > 0 y λf ′(u) 6 1.

Observamos que los métodos de primer y segundo orden poseen ecuaciones modificadas
con un término de difusión y dispersión, respectivamente. Por lo tanto nos esperamos que
los métodos de segundo orden generan soluciones numéricas oscilatorias. Sea ahora

u∆t(x, t) = unj para (x, t) ∈ Inj . (4.19)

Entonces tenemos que∫
R
u∆t(x, t) dx = ∆x

∑
j∈Z

unj para tn 6 t < tn+1. (4.20)

Teorema 4.1 (Teorema de Lax-Wendroff). Sea u∆t definida por (4.19), (4.20) y la solución
numérica {unj }j∈Z,n∈N0 calculada por un método conservativo y consistente. Sea TVx(u∆t)
uniformemente acotada respecto de ∆t. Se considera una subsucesión u∆tk con ∆tk → 0.
Supongamos que u∆tk converge en L1

loc a un ĺımite u. Entonces u es una solución débil
de (4.1).

Demostración del Teorema 4.1. Sea ϕ(x, t) una función test. Entonces, en virtud de la defi-
nición de un+1

j se tiene que
N∑
n=0

∞∑
j=−∞

ϕ
(
xj, tn

)(
un+1
j − unj

)
+

∆t

∆x

N∑
n=0

∞∑
j=−∞

ϕ
(
xj, tn

)(
F n
j+1/2 − F n

j−1/2

)
= 0,

donde T = N∆t sea escogido tal que ϕ = 0 para t > T . Aśı obtenemos, después de una
sumación por partes,

−
∞∑

j=−∞

ϕ0
ju

0
j −

∞∑
j=−∞

N∑
n=1

(
ϕnj − ϕn−1

j

)
unj −

∆t

∆x

N∑
n=0

∞∑
j=−∞

(
ϕnj − ϕnj−1

)
F n
j+1/2 = 0.

Esta ecuación también puede ser escrita como

∆t∆x
N∑
n=1

∞∑
j=−∞

ϕnj − ϕn−1
j

∆t
unj + ∆t∆x

N∑
n=0

∞∑
j=−∞

ϕnj − ϕnj−1

∆x
F n
j+1/2 = −∆x

∞∑
j=−∞

ϕ(xj, 0)u0
j .
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Hasta el término que contiene F esta expresión es muy parecida a una suma de Riemann
para la formulación débil de (4.1), luego

∆x
∞∑

j=−∞

ϕ(xj, 0)u0
j

∆x→0−→
∫ ∞
−∞

ϕ(x, 0)u0(x) dx,

∆t∆x
N∑
n=1

∞∑
j=−∞

ϕnj − ϕn−1
j

∆t
unj

∆x,∆t→0−→
∫ T

0

∫ ∞
−∞

ϕt(x, t)u(x, t) dx dt.

Como

∆t∆x
N∑
n=0

∞∑
j=−∞

ϕnj − ϕnj−1

∆x
f
(
unj )

∆x,∆t→0−→
∫ T

0

∫ ∞
−∞

ϕx(x, t)f
(
u(x, t)

)
dx dt,

hay que demostrar que

∆t∆x
N∑
n=1

∞∑
j=−∞

∣∣F n
j+1/2 − f(unj )

∣∣ ∆t→0−→ 0 (4.21)

para poder concluir que el ĺımite efectivamente es una solución débil. Utilizando la Lipschitz
continuidad de F obtenemos

∆t∆x
N∑
n=1

∞∑
j=−∞

∣∣F n
j+1/2 − f(unj )

∣∣ = ∆t∆x
N∑
n=1

∞∑
j=−∞

∣∣F(unj−p, . . . , unj+q)− F(unj , . . . , unj )∣∣
< ∆t∆xM

N∑
n=1

∞∑
j=−∞

q∑
k=−p

∣∣unj+k − unj ∣∣
6

1

2

(
q(q + 1) + p(p+ 1)

)
∆t∆xM

N∑
n=1

∞∑
j=−∞

∣∣unj+1 − unj
∣∣

6 (p2 + q2)∆xMTV(u∆t)T

con M > ‖f‖Lip. Concluimos que el lado izquierdo de (4.21) es pequeño cuando ∆x es pe-
queño, por lo tanto el ĺımite efectivamente es una solución débil.

En el Teorema 3.4 constatamos varias propiedades de la solución de entroṕıa exacta. Para
métodos numéricos se define análogamente lo siguiente.

Definición 4.2. Sea u∆t la solución numérica generada por un método consistente y con-
servativo. Se dice que el método es . . .

. . . TV-estable, si la variación total de un es uniformemente acotada con respecto a
∆x y ∆t.
. . . preservador de monotońıa si la monotońıa de los datos iniciales implica la mono-
tońıa de un para todo n ∈ N.
. . . total variation diminishing (TVD) si

TV(un+1) 6 TV(un) para todo n ∈ N0.
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. . .L1-contractivo si para una segunda solución numérica v∆t se tiene que

∀t > 0 :
∥∥u∆t(t)− v∆t(t)

∥∥
L1 6

∥∥u∆t(0)− v∆t(0)
∥∥
L1 .

Alternativamente podemos expresar esto como

∀n ∈ N0 :
∑
j∈Z

∣∣un+1
j − vn+1

j

∣∣ 6∑
j∈Z

∣∣unj − vnj ∣∣.
. . . monótono, si

∀n ∈ N : u0
j 6 v0

j , j ∈ Z =⇒ unj 6 vnj , j ∈ Z.

Estas propiedades son relacionadas de acuerdo al siguiente teorema.

Teorema 4.2. Para métodos conservativos y consistentes se tienen los siguientes enuncia-
dos:

(i) Cada método monótono es L1-contractivo si suponemos que u0 es integrable.
(ii) Cada método L1-contractivo es TVD.
(iii) Cada método TVD es preservador de monotońıa.

Concluimos que tenemos las siguientes implicaciones:

monotońıa⇒ contracción en L1 ⇒ TVD⇒ preservación de monotońıa.

Demostración del Teorema 4.2.

(i) Utilizaremos el Lema 3.7 con Ω = R y D dado por el conjunto de las funciones en
L1 que sean constantes a trozos sobre la malla Ij, j ∈ Z, además sea la aplicación T
definida por T (u0) = un. Como el método es conservativo se tiene que∑

j∈Z

unj =
∑
j∈Z

u0
j

o bien ∫
T (u0) dx =

∫
un dx =

∫
u0 dx.

El Lema 3.7 implica que∥∥u∆t(tn)− v∆t(tn)
∥∥
L1 = ∆x

∑
j∈Z

∣∣unj − vnj ∣∣ 6 ∆x
∑
j∈Z

∣∣u0
j − v0

j

∣∣
=
∥∥u∆t(0)− v∆t(0)

∥∥
L1 .

(ii) Sea ∑
j∈Z

∣∣un+1
j − vn+1

j

∣∣ 6∑
j∈Z

∣∣unj − vnj ∣∣,
donde vn denota la solución numérica obtenida a partir de v0

i = u0
i+1. Entonces en

virtud de la invarianza respecto a traslaciones de (4.4) se tiene que vni = uni+1 para
todo n, además

TV(un+1) =
∑
j∈Z

∣∣un+1
j+1 − un+1

j

∣∣ 6∑
j∈Z

∣∣un+1
j − vn+1

j

∣∣ = TV(un).
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(iii) Consideremos un método TVD y datos iniciales monótonos. Como TV(u0) <∞ exis-
ten las siguientes cantidades:

ul := ĺım
j→−∞

u0
j , ur := ĺım

j→∞
u0
j ,

luego TV(u0) = |ur−ul|. Si u1 no fuera monótono se tendŕıa que TV(u1) > |ur−ul| =
TV(u0), lo que se contradice con la propiedad TVD.

Ejemplo 4.5. Para métodos expĺıcitos se puede verificar facilmente si un método es monótono.
Por ejemplo el método de Lax-Friedrichs es definido por

un+1
j =

1

2

(
unj+1 + unj−1

)
− λ

2

[
f
(
unj+1

)
− f

(
unj−1

)]
,

por lo tanto

∂un+1
j

∂unk
=

1

2
·


1− λf ′(unk) para k = j + 1,

1 + λf ′(unk) para k = j − 1,

0 en los demás casos,

luego el método es monótono, es decir

∂un+1
j

∂unk
> 0 para j, k ∈ Z, n ∈ N0,

bajo la condición CFL λ|f ′(u)| < 1.

En lo siguiente estudiaremos la convergencia de métodos conservativos. En primer lugar
comentamos que el Teorema 4.1 presupone la convergencia de un método para luego concluir
que el ĺımite es una solución débil. El siguiente teorema establece criterios que nos permiten
asegurar la convergencia de un método.

4.3. La convergencia de métodos conservativos

Teorema 4.3. Sea u0 ∈ L1(R) una función de variación acotada. Sea la aproximación
numérica u∆t generada por un método consistente, conservativo, TV-estable y uniforme-
mente acotado, es decir sean TV(u∆t) 6 M y ‖u∆t‖∞ 6 M con una constante M que sea
independiente de ∆t y ∆x. Sea T > 0. Entonces la sucesión {u∆t} posee una subsucesión
que converge en L1

loc(R) a una solución débil u(t) para todo t ∈ [0, T ]. La convergencia tiene
lugar en C([0, T ];L1

loc(R)).

La demostración del Teorema 4.3 requiere utilizar los resultados sobre la variación total
y la compacidad del Caṕıtulo 1.

Demostración. Queremos aplicar el Teorema 1.6. Para tal efecto hay que demostrar que∫ b

a

∣∣u∆t(x, t)− u∆t(x, s)
∣∣ dx 6 C|t− s|+ ν(∆t) cuando ∆t→ 0, s, t ∈ [0, T ],

para una función no negativa y continua ν con ν(0) = 0. En virtud de la consistencia del
método se tiene para cada ∆t fijo, y escogiendo L = ‖F‖Lip, que∣∣un+1

j − unj
∣∣ = λ

∣∣F n
j+1/2 − F n

j−1/2

∣∣ = λ
∣∣F(unj−p, . . . , unj+q)− F(unj−p−1, . . . , u

n
j+q−1

)∣∣
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6 λL
(∣∣unj−p − unj−p−1

∣∣+ · · ·+
∣∣unj+q − unj+q−1

∣∣).
Esto implica que∥∥u∆t(·, tn+1)− u∆t(·, tn)

∥∥
L1 =

∑
j∈Z

∣∣un+1
j − unj

∣∣∆x
6L(p+ q + 1)TV(un)∆t 6 L(p+ q + 1)M∆t.

En general tenemos∥∥u∆t(·, tm)− u∆t(·, tn)
∥∥
L1 6 L(p+ q + 1)M |n−m|∆t = L(p+ q + 1)M |tn − tm|.

Ahora escogimos τ1, τ2 ∈ [0, T ] y t̃1, t̃2 ∈ {n∆t | 0 6 n 6 T/∆t} tal que

0 6 τj − t̃j < ∆t, j = 1, 2.

Según nuestra construcción, u∆t(τj) = u∆t(t̃j), j = 1, 2, por lo tanto∥∥u∆t(·, τ1)− u∆t(·, τ2)
∥∥
L1 6

∥∥u∆t(·, τ1)− u∆t(·, t̃1)
∥∥
L1 +

∥∥u∆t(·, t̃1)− u∆t(·, t̃2)
∥∥
L1

+
∥∥u∆t(·, t̃2)− u∆t(·, τ2)

∥∥
L1

6 (p+ q + 1)LM
∣∣t̃1 − t̃2∣∣

6 (p+ q + 1)LM |τ1 − τ2|+O(∆t).

Esta desigualdad es uniforme respecto de τ1, τ2 ∈ [0, T ], por lo tanto

u∆t → u en C([0, T ];L1([a, b]))

para una sucesión ∆t → 0. Según el Teorema de Lax-Wendroff este ĺımite es una solución
débil.

Queda por analizar si la función ĺımite u es, además, una solución de entroṕıa (y no
solamente una solución débil) de (4.1). Recordamos que un par de funciones (η(u), q(u)) con
una función η convexa se llama par de entroṕıa si q′(u) = f ′(u)η′(u). Una solución débil u
de la ley de conservación es la solución de entroṕıa si para todos los pares de entroṕıa,

η(u)t + q(u)x 6 0 (4.22)

en el sentido distribucional. Para η(u) = |u − k| obtenemos la condición de entroṕıa de
Kružkov, y ya demostramos que (4.22) es válida para todas las funciones η(u) flujos de
entroṕıa correspondientes si y sólo si la desigualdad de entroṕıa de Kružkov está satisfecha
para todo k.

En lo siguiente especificamos el análogo de un par de entroṕıa para métodos de diferencias.
Definimos a ∨ b := máx{a, b}, a ∧ b := mı́n{a, b}, observando la identidad trivial

|a− b| = a ∨ b− a ∧ b,
y el flujo de entroṕıa numérico

Qj+1/2(u) := Fj+1/2(u ∨ k)− Fj+1/2(u ∧ k),

o más expĺıcitamente,

Q
(
uj−p, . . . , uj+q

)
= F

(
uj−p ∨ k, . . . , uj+q ∨ k

)
− F

(
uj−p ∧ k, . . . , uj+q ∧ k

)
.
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Entonces Q es consistente con el flujo de entroṕıa habitual, es decir,

Q(u, . . . , u) = sgn(u− k)
(
f(u)− f(k)

)
.

Teorema 4.4. Sea T > 0. Sea la función f Lipschitz continua. Supongamos que u0 ∈
L1(R) y que u0 tiene variación acotada. Supongamos que u∆t es calculada por un método
conservativo, consistente, y monótono. Entonces para cada sucesión ∆tk → 0 la familia
{u∆tk}k∈N converge a la solución de entroṕıa de Kružkov u(t) para todo t ∈ [0, T ]. El ĺımite
se efectua en C([0, T ];L1

loc(R)).

Demostración del Teorema 4.4. El Teorema 4.3 implica que {u∆t} posee una subsucesión
que converge en C([0, T ];L1([a, b])) a una solución débil. Queda por demostrar que el ĺımite
satisface una condición de Kružkov discreta. Se tiene que∣∣unj − k∣∣− λ(Qn

j+1/2 −Qn
j−1/2

)
= Gj(u

n ∨ k)−Gj(u
n ∧ k).

En virtud de un+1
j = Gj(u

n) y k = Gj(k, . . . , k) = Gj(k), la monotońıa del método implica
que

Gj(u
n ∨ k) > Gj(u

n) ∨Gj(k) = Gj(u
n) ∨ k,

−Gj(u
n ∧ k) > −

(
Gj(u

n) ∧Gj(k)
)

= −
(
Gj(u

n) ∧ k
)
,

por lo tanto ∣∣un+1
j − k

∣∣− ∣∣unj − k∣∣+ λ
(
Qn
j+1/2 −Qn

j−1/2

)
6 0,

y aplicando una técnica de demostración similar a la del Teorema 4.1 podemos deducir la
siguiente desigualdad para el ĺımite u:∫∫ (

|u− k|ϕt + sgn(u− k)
(
f(u)− f(k)

)
ϕx
)

dx dt

+

∫
R
|u0 − k|ϕ(x, 0) dx−

∫
R

(
|u− k|ϕ

)∣∣
t=T

dx > 0,

válida, para toda función test no negativa ϕ ∈ C∞0 (R× [0, T )) y todo k ∈ R.

El Teorema 4.4 también puede ser considerado como demostración de existencia de una
solución de entroṕıa.

En lo siguiente analizaremos el error de truncación de un método consistente, conservativo
y monótono. En virtud de

un+1
j = Gj(u

n) =G
(
unj−p−1, . . . , u

n
j+q

)
=unj − λ

[
F
(
unj−p, . . . , u

n
j+q

)
− F

(
unj−p−1, . . . , u

n
j+q−1

)]
podemos escribir G = G(α0, . . . , αp+q+1) y F = F (α1, . . . , αp+q+1). La función F pertenezca
a C3 (lo mismo será válido para G), y escribiremos ∂iF y ∂iG, respectivamente, para denotar
la derivada de F y G respecto a su i-ésimo argumento, donde ponemos formalmente ∂iF = 0
para i = 0. Se supone, además, que el j-ésimo argumento de G contiene unj , es decir

G(α0, . . . , αp+q+1) = uj − λ[. . . ].
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Por razones de consistencia se tiene que G(u, . . . , u) = u y F (u, . . . , u) = f(u), lo cual implica

p+q+1∑
i=1

∂iF (u, . . . , u) = f ′(u),

∂iG = δij − λ(∂i−1F − ∂iF ), ∂2
ikG = −λ

(
∂2
i−1,k−1F − ∂2

ikF
)
,

luego

p+q+1∑
i=0

∂iG(u, . . . , u) =

p+q+1∑
i=0

δij = 1. (4.23)

Además se tiene que

p+q+1∑
i=0

(i− j)∂iG(u, . . . , u)

=

p+q+1∑
i=0

(
(i− j)δi,j − λ(i− j)

(
∂i−1F (u, . . . , u)− ∂iF (u, . . . , u)

))
= −λ

p+q+1∑
i=0

(
(i+ 1)− i

)
∂iF (u, . . . , u) = −λf ′(u),

y también

p+q+1∑
i,k=0

(i− k)2∂2
i,kG(u, . . . , u)

= −λ
p+q+1∑
i,k=0

(i− k)2
(
∂2
i−1,k−1F (u, . . . , u)− ∂2

i,kF (u, . . . , u)
)

= −λ
p+q+1∑
i,k=0

((
(i+ 1)− (k + 1)

)2 − (i− k)2
)
∂2
i,kF (u, . . . u) = 0.

(4.24)

Sea ahora u una solución suave de la ley de conservación (4.1). Queremos aplicar G a u, es
decir queremos calcular

G
(
u(x− (p+ 1)∆x, t), . . . , u(x, t), . . . , u(x+ q∆x, t)

)
.

Para i = 0, . . . , p+ q + 1 sea ui := u(x+ (i− (p+ 1))∆x, t), luego tenemos

G(u0, . . . , up+q+1)

= G(uj, . . . , uj) +

p+q+1∑
i=0

∂iG(uj, . . . , uj)(ui − uj)

+
1

2

p+q+1∑
i,k=0

∂2
i,kG(uj, . . . , uj)(ui − uj)(uk − uj) +O(∆x3)
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= u(x, t) + ux(x, t)∆x

p+q+1∑
i=0

(i− j)∂iG(uj, . . . , uj)

+
1

2
uxx(x, t)∆x

2

p+q+1∑
i=0

(i− j)2∂iG(uj, . . . , uj)

+
1

2

(
ux(x, t)

)2
∆x2

p+q+1∑
i,k=0

(i− j)(k − j)∂2
i,kG(uj, . . . , uj) +O(∆x3)

= u(x, t) + ux(x, t)∆x

p+q+1∑
i=0

(i− j)∂iG(uj, . . . , uj)

+
1

2
∆x2

p+q+1∑
i=0

(i− j)2
(
∂iG(uj, . . . , uj)ux(x, t)

)
x

− 1

2

(
ux(x, t)

)2
∆x2

p+q+1∑
i,k=0

(
(i− j)2 − (i− j)(k − j)

)
∂2
i,kG(uj, . . . , uj) +O(∆x3).

En virtud de ∂2
ikG = ∂2

kiG y (4.24) se tiene que

0 =

p+q+1∑
i,k=0

(i− k)2∂2
i,kG =

p+q+1∑
i,k=0

(
(i− j)− (k − j)

)2
∂2
i,kG

=

p+q+1∑
i,k=0

(
(i− j)2 − 2(i− j)(k − j)

)
∂2
i,kG+

p+q+1∑
i,k=0

(k − j)2∂2
k,iG

= 2

p+q+1∑
i,k=0

(
(i− j)2 − (i− j)(k − j)

)
∂2
i,kG,

por lo tanto el último término en el desarrollo en serie de Taylor de G desaparece y obtenemos

G
(
u(x− (p+ 1)∆x, t), . . . , u(x, t), . . . , u(x+ q∆x, t)

)
= u(x, t)−∆tf

(
u(x, t)

)
x

+
∆x2

2

p+q+1∑
i=1

(i− j)2
(
∂iG
(
u(x, t), . . . , u(x, t)

)
ux
)
x

+O(∆x3).

Como u es una solución suave, se tiene que

u(x, t+ ∆t) = u(x, t)−∆tf
(
u(x, t)

)
x

+
∆x2

2

(
(f ′(u))2ux

)
x

+O(∆t3).

Es decir, definiendo

β(u) :=

p+q+1∑
i=0

(i− j)2∂iG(u, . . . , u)− λ2
(
f ′(u)

)2
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obtenemos la relación

L∆t =
∆t

2λ

(
β(u)ux

)
x

+O(∆t2).

Es decir, si β > 0, el método es de primer orden.
En nuestros cálculos aún no hemos utilizado que el método es monótono. La monotońıa

significa que ∂iG > 0, por lo tanto
√
∂iG es bien definida. En este caso se tiene que∣∣−λf ′(u)

∣∣ =

∣∣∣∣∣
p+q+1∑
i=0

(i− j)∂iG(u, . . . , u)

∣∣∣∣∣ 6
p+q+1∑
i=0

|i− j|
√
∂iG(u, . . . , u)

√
∂iG(u, . . . , u).

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (4.23) obtenemos

λ2
(
f ′(u)

)2
6

(
p+q+1∑
i=0

(i− j)2∂iG(u, . . . , u)

)(
p+q+1∑
i=0

∂iG(u, . . . , u)

)

=

p+q+1∑
i=0

(i− j)2∂iG(u, . . . , u).

(4.25)

Es decir, β(u) > 0, e incluso β(u) > 0 si más de un término en la suma en (4.25) es diferente
de cero. Pero si

∂iG(u, . . . u)

{
6= 0 para i = k

= 0 en los demás casos,

entonces se tiene que

G(u0, . . . , up+q+1) = uk,

y el método es una traslación lineal, y a partir de la consistencia se tiene que

f(u) = cu, c =
j − k
λ

.

Acabamos de demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.5. Si el flujo numérico F es tres veces continuamente diferenciable y el método
correspondiente es monótono, entonces este método posee el orden precisión a lo más uno.

4.4. Métodos de orden mayor

4.4.1. Métodos de orden mayor discretos en el espacio y en el tiempo. En lo
siguiente queremos desarrollar una aproximación de segundo orden a la solución de una ley
de conservación ut + f(u)x = 0. Para desarrollar un método que sea de segundo orden de
precisión, el error de truncación local debe ser de tercer orden en ∆t. Para una solución
suave se tiene que

u(x, t+ ∆t) = u(x, t) + ∆tutt(x, t) +
∆t2

2
utt(x, t) +O(∆t3)

= u(x, t)−∆tf
(
u(x, t)

)
x
− ∆t2

2
f
(
u(x, t)

)
xt

+O(∆t3)
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= u−∆tf(u)x +
∆t2

2

(
f ′(u)f(u)x

)
x

+O(∆t3).

Para un método de diferencias se tiene ∆x = O(∆t), es decir si el método resultante es de
segundo orden, entonces la aproximación de diferencias de f(u)x debe ser de segundo orden
y la aproximación de (f(u)f(u)x)x puede ser de primer orden. Definiendo

D0g(x) =
g(x+ ∆x)− g(x−∆x)

2∆x

podemos utilizar el siguiente cálculo:

f
(
u(x, t)

)
x

= D0f
(
u(x, t)

)
+O(∆x2)

=
f(u(x+ ∆x), t)− f(u(x−∆x), t)

2∆x
+O(∆x2),(

f ′
(
u(x, t)

)
f
(
u(x, t)

)
x

)
x

=
1

∆x

(
f ′
(
u

(
x+

∆x

2
, t

))
f(u(x+ ∆x), t)− f(u(x, t))

∆x

− f ′
(
u

(
x− ∆x

2
, t

))
f(u(x, t))− f(u(x−∆x), t)

∆x

)
+O(∆x2),

f ′
(
u

(
x± ∆x

2
, t

))
=
f(u(x±∆x, t))− f(u(x, t))

u(x±∆x, t)− u(x, t)
+O(∆u2).

Esto implica el método numérico

un+1
j = unj −

λ

2

(
fnj+1 − fnj−1

)
+
λ2

2

(
ν2
j+1/2∆+u

n
j − ν2

j−1/2∆−u
n
j

)
, (4.26)

donde

λ = ∆t/∆x, fnj = f
(
unj
)
, ∆±vj = ±(vj±1 − vj), νj+1/2 = ∆+f

n
j /∆+u

n
j .

El método (4.26) es el método de Lax-Wendroff que es de segundo orden por construcción.
Este es un método conservativo definido por el flujo numérico Fj+1/2 = F (uj, uj+1), donde

F (u, v) =
1

2

(
f(v) + f(u)− λν2(u, v)(v − u)

)
, ν(u, v) =

f(v)− f(u)

v − u .

Este flujo numérico ya ha sido utilizado en el Ejemplo 4.3, ver (4.16).

Ejemplo 4.6 (Comportamiento del método de Lax-Wendroff). Consideramos la ecuación
de transporte ut + ux = 0 con los datos iniciales 1-periódicos

u0,1(x) = sin(πx); u0,2(x) =

{
1 si bxc ∈ [0,3, 0,7],

0 en otro caso.

La Figura 4.7 muestra el resultado numérico obtenido a partir de cada una de estas funciones
iniciales con el método de Lax-Wendroff al tiempo T = 3 (para el cual u(x, t) = u0,i(x),
i = 1, 2), obtenido con ∆x = 1/30 y λ = ∆t/∆x = 0,95. Observamos que para la solución
exacta suave, el método entrega resultados de alta precisión, y los errores efectivamente son
de segundo orden. Para la solución discontinua los errores parecen ser grandes, y observamos
también marcadas oscilaciones.
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Figura 4.7. Ejemplo 4.6: solución de la ecuación de transporte ut + ux = 0
con el método de Lax-Wendroff con dato inicial (izquierda) suave, (derecha)
discontinuo constante a trozos.

Supongamos por ahora que f ′ > 0, lo que asegura que el método upwind es monótono (y
por lo tanto TVD). Si f no es monótona, entonces el flujo upwind utilizado abajo debe ser
reemplazado por un flujo numérico que entrega un método monótono.

El flujo numérico de Lax-Wendroff puede ser escrito como

F n
j+1/2 = f

(
unj
)︸ ︷︷ ︸

upwind

− νj+1/2

2
(λνj+1/2 − 1)∆+u

n
j︸ ︷︷ ︸

corrección de segundo orden

.

Queremos modificar el método de Lax-Wendroff de tal manera que el método el localmen-
te de segundo orden donde la solución es suave, y de primer orden y monótono cerca de
discontinuidades. Por lo tanto queremos “apagar” la corrección de segundo orden cerca de
discontinuidades. Una manera de llevar esto a cabo consiste en observar que las oscilaciones
ocurren cerca de discontinuidades (éste es el fenómeno de Gibbs), y utilizar las oscilaciones
como indicador cuando los términos de segundo orden debeŕıan ser apagados. Un importante
efecto secundario consiste en que esto convierte el método resultante en un método TVD.
Para tal efecto sea rj (cuya forma exacta será especificada más adelante) un “indicador de
oscilaciones cerca de xj”. Se supone que si hay oscilaciones, entonces rj < 0. Supongamos,
además, que φ = φ(r) es una función continua tal que φ(r) = 0 si r < 0. De acuerdo a lo
anterior, modificamos el flujo numérico de Lax-Wendroff como sigue:

F n
j+1/2 = f

(
unj
)
− φ(rj)

νj+1/2

2
(λνj+1/2 − 1)∆+u

n
j . (4.27)

Si definimos

αj+1/2 :=
νj+1/2

2
(1− λνj+1/2),
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entonces el método modificado puede ser escrito como

un+1
j = unj − λ∆−f

n
j − λ∆−

(
φ(rj)αj+1/2∆+u

n
j

)
= unj − λνj−1/2∆−u

n
j − λ∆−

(
φ(rj)αj+1/2∆+u

n
j

)
= unj − λ

(
νj−1/2 + λ

∆−(φ(rj)αj+1/2∆+u
n
j )

∆−unj

)
∆−u

n
j

= unj − Aj−1/2∆−u
n
j ,

donde definimos

Aj−1/2 := λνj−1/2 + λ
∆−(φ(rj)αj+1/2∆+u

n
j )

∆−unj
.

En este punto el siguiente lema es conveniente.

Lema 4.1 (Lema de Harten). Sea ∆±uj ± (uj±1 − uj) y vj dado por

vj = uj − Aj−1/2∆−uj +Bj+1/2∆+uj. (4.28)

(i) Supongamos que para todo j ∈ Z,

Aj+1/2 > 0, Bj+1/2 > 0, Aj+1/2 +Bj+1/2 6 1.

Entonces TV(v) 6 TV(u).
(ii) Supongamos que para todo j ∈ Z,

Aj+1/2 > 0, Bj+1/2 > 0, Aj−1/2 +Bj+1/2 6 1.

Entonces para todo j ∈ Z, mı́nk∈Z uk 6 vj 6 máxk∈Z uk.

Demostración.

(i) Tenemos

∆+vj = uj+1 − uj − Aj+1/2∆+uj +Bj+3/2∆+uj+1

+ Aj−1/2∆−uj −Bj+1/2∆+uj

= (1− Aj+1/2 −Bj+1/2)∆+uj + Aj−1/2∆−uj +Bj+3/2∆+uj+3/2,

luego ∑
j∈Z

|∆+vj| 6
∑
j∈Z

(1− Aj+1/2 −Bj+1/2)|∆+uj|+
∑
j∈Z

Aj−1/2|∆−uj|

+
∑
j∈Z

Bj+3/2|∆+uj+3/2|

6
∑
j∈Z

|∆+uj|.

(ii) Podemos escribir (4.28) como

vj = Aj−1/2uj−1/2 + (1− Aj−1/2 −Bj+1/2)uj +Bj+1/2uj+1,

lo que implica el enunciado.
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Ahora deseamos elegir φ y r en tal forma que podemos utilizar el Lema 4.1 con Bj+1/2 = 0
para concluir que el método resultante es TVD. Notamos que en virtud de la condición CFL,
λmáxu f

′(u) 6 1, luego αj+1/2 > 0 y λαj+1/2 6 1. Definimos ahora

rj =
αj−1/2∆−uj
αj+1/2∆+uj

. (4.29)

Para comprobar que esta cantidad efectivamente es un “indicador de oscilaciones”, notamos
que como hemos supuesto que f ′ > 0, se tiene que νj+1/2 > 0 para todo j, y en virtud
de la condición CFL, λνj+1/2 6 1 para todo j, luego αj+1/2 > 0 para todo j. Decimos que
“oscilaciones” están presentes en xj si uj es un máximo o mı́nimo local. Si esto sucede,
entonces sgn(∆−uj) 6= sgn(∆+uj), y por lo tanto rj 6 0. También calculamos

∆−(φ(rj)αj+1/2∆+u
n
j )

∆−unj
=
φ(rj)αj+1/2∆+u

n
j − φ(rj−1)αj−1/2∆−u

n
j

∆−unj

= αj−1/2

(
φ(rj)

rj
− φ(rj−1)

)
,

es decir

Aj+1/2 = λ

(
νj+1/2 + αj+1/2

(
φ(rj+1)

rj+1

− φ(rj)

))
.

Supongamos que

máx

{
φ(r)

r
, φ(r)

}
6 2, o 0 6 φ(r) 6 máx

{
0,mı́n{2r, 2}

}
. (4.30)

Bajo esta hipótesis, se tiene que∣∣∣∣φ(r)

r
− φ(s)

∣∣∣∣ 6 2 para todo r y s,

lo que implica que

Aj+1/2 6 λ(νj+1/2 + 2αj+1/2) = λ
(
νj+1/2 + νj+1/2(1− λνj+1/2)

)
= λ

(
2νj+1/2 − λν2

j+1/2

)
= 1− (1− λνj+1/2)2 6 1,

Aj+1/2 > λ(νj+1/2 − 2αj+1/2) = λ
(
νj+1/2 − νj+1/2(1− λνj+1/2)

)
= (λνj+1/2)2 > 0.

Resumiendo, acabamos de demostrar el siguiente resultado.

Lema 4.2. Supongamos que f ′ > 0. Sea rj definido por (4.29), y supongamos que λ > 0
satisface la condición CFL λmáxu f

′(u) 6 1. Supongamos, además, que la función φ es
elegida tal que φ(r) = 0 para r 6 0 y que la condición (4.30) está satisfecha. Entonces el
método de volumenes finitos definido por el flujo numérico (4.27) es TVD.

Eligiendo φ(r) = r obtenemos otro método, conocido como método de Beam-Warming
(BW). Este método también es de segundo orden, pero no es TVD. Obviamente, el método
de Lax-Wendroff (LW) corresponde a φ ≡ 1.
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Si (por el momento) no nos preocupamos de la propiedad TVD, podemos definir una
familia de métodos de segundo orden por interpolación lineal entre los métodos de Beam-
Warming y de Lax-Wendroff. Esta interpolación puede ser realizada localmente, es decir
eligimos

φ(r) =
(
1− θ(r)

)
φLW(r) + θ(r)φBW(r).

El método correspondiente es

un+1
j = unj − λ∆−f

n
j − λ∆−

(
φ(rj)αj+1/2∆+u

n
j

)
= unj − λ∆−

(
fnj + φ(rj)αj+1/2∆+u

n
j

)
.

(4.31)

Sea ahora unj = u(xj, tn) la solución exacta, entonces podemos calcular

un+1
j = uj − λ∆−fj − λ∆−

((
(1− θ(rj)) + θ(rj)rj

)
αj+1/2∆+uj

)
=
(
1− θ(rj)

)(
uj − λ∆−fj − λ∆−(αj+1/2∆+uj)

)
+ θ(rj)

(
uj − λ∆−fj − λ∆−(rjαj+1/2∆+uj)

)
− λαj−1/2(rj−1 − 1)∆−uj∆−θ(rj).

Esto significa que

u(xj, t+ ∆t)− un+1
j =

(
1− θ(rj)

)
{“error truncación LW”}

+ θ(rj){“error truncación BW”} − λαj−1/2(rj−1 − 1)∆−uj∆−θ(rj)︸ ︷︷ ︸
=:I

.

Si I = O(∆t2), entonces la combinación de los métodos LW y BW es de segundo orden. En
virtud de la condición CFL, 0 6 λαj−1/2 6 1. Además, si u es una solución exacta suave,

αj+1/2
∆+uj
∆x

= f ′(u)
(
1− λf ′(u)

)
ux
∣∣
x=xj+1/2

+O(∆x2).

Recordando la definción (4.29) de rj y definiendo h(x) := f ′(u(x, t))(1 − λf ′(u(x, t)))ux
obtenemos∣∣αj−1/2(rj−1 − 1)∆−uj

∣∣ =
∣∣∆−(αj−1/2∆+uj−1)

∣∣ = ∆x
∣∣h(xj−1/2)− h(xj−3/2) +O(∆x2)

∣∣
6 ∆x2 máx

(x,t)

∣∣h′(x)
∣∣+O(∆x3).

Esto significa que para demostrar que I = O(∆t3) basta demostrar que ∆−θj = O(∆t). Pero
como θ es una función suave con valores en [0, 1], tenemos∣∣∆−θ(rj)∣∣ =

∣∣θ(rj)− θ(rj−1)
∣∣ 6 C|rj − rj−1|

6 C

∣∣∣∣αj−1/2∆−uj
αj+1/2∆+uj

− αj−3/2∆−uj−1

αj−1/2∆−uj

∣∣∣∣
= C

∣∣∣∣hj−1/2 +O(∆x2)

hj+1/2 +O(∆x2)
− hj−3/2 +O(∆x2)

hj−1/2 +O(∆x2)

∣∣∣∣
= C

∣∣∣∣h2
j−1/2 − hj+1/2hj−3/2 +O(∆x2)

hj+1/2hj−1/2 +O(∆x2)

∣∣∣∣
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Figura 4.8. Grafos de funciones limiter φ = φ(r). El grafo debe pertencer
a la región blanca, en la cual ambas condiciones, tanto (4.30) como (4.32),
están satisfechas. En la región gris claro solamente una de las condiciones está
satisfecha; en la zona gris oscuro ninguna.

6 C
∆xmáx(x,t) |h′(x)|+O(∆x2)

hj+1/2hj−1/2 +O(∆x2)
= O(∆t).

Aśı hemos demostrado que si θ es una función Lipschitz continua, entonces el método resul-
tante es de sgundo orden.

Volviendo a la función φ, hemos demostrado que el método (4.31) es de segundo orden
si φ es Lipschitz continua y

mı́n{1, r} 6 φ(r) 6 máx{1, r}. (4.32)

Si φ satisface tanto (4.30) como (4.32), entonces el método resultante (4.31) es TVD y de
segundo orden lejos de extremos locales. El método también genera una sucesión convergente
de aproximaciones, y el ĺımite es una solución débil (demostrar esto es una tarea).

La función φ se llama limitador o limiter; a continuación presentamos una selección de
funciones populares de este tipo. Tal como ilustra la Figura 4.8, todas de ellas satisfacen
tanto (4.30) como (4.32):

φ(r) = máx
{

0,mı́n{r, 1}
}

(minmod), (4.33)

φ(r) = máx
{

0,mı́n{2r, 1},mı́n{r, 2}
}

(superbee), (4.34)
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Figura 4.9. Ejemplo 4.7: solución numérica de la ecuación de transporte por
los métodos upwind, de Lax-Wendroff, de Beam-Warming, y el método (4.31)
basado en el limiter de van Leer (4.35).

φ(r) =
|r|+ r

1 + r
(van Leer), (4.35)

φ(r) =
r2 + r

1 + r2 (van Albada), (4.36)

φ(r) = máx
{

0,mı́n{r, β}
}
, 1 6 β 6 2 (Chakravarthy & Osher). (4.37)

Ejemplo 4.7 (Uso del limiter de van Leer). En este ejemplo consideramos nuevamente la
ecuación ut + f(u)x = 0 con la función inicial u0,2 del Ejemplo 4.6. Calculamos la solución
numérica para T = 3 y λ = 0,95 con los métodos upwind, de Lax-Wendroff, de Beam-
Warming, y con el método (4.31) basado en el limiter de van Leer (4.35). La Figura 4.9
muestra los resultados numéricos (la solución numérica para el método de Lax-Wendroff es
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la misma del Ejemplo 4.6). Observamos que ambos esquemas de Lax-Wendroff y de Beam-
Warming generan oscilaciones marcadas, pero la solución generada por el uso del limiter
de van Leer no es oscilatoria. A su vez, esta solución es de calidad superior que la solu-
ción generada por el método upwind. Los métodos de este tipo son frecuentamente llamados
métodos flux limiter, ya que limitan la contribución del flujo numérico de orden mayor.

4.4.2. Métodos de orden mayor semi-discretos. Consideremos ahora métodos de or-
den mayor donde (inicialmente) no se discretiza el tiempo, sólo el espacio. Basándonos en el
planteo de métodos de volumenes finitos podemos escribir tales métodos como

u′j(t) = − 1

∆x
(Fj+1/2 − Fj−1/2), j ∈ Z, (4.38)

donde uj(t) es alguna aproximación del promedio de u sobre la celda (xj−1/2, xj+1/2]. Si el
lado derecho de (4.38) es una aproximación de segundo orden de −f(u)x para funciones
suaves u = u(x), entonces se dice que el método tiene precisión de segundo orden. Para
lograr segundo orden también en el tiempo, podŕıamos utilizar un método Runge-Kutta
para integrar (4.38) numéricamente. Un método de este tipo es el método de Heun:

ũnj = unj − λ(Fj+1/2 − Fj−1/2),

un+1
j = unj −

λ

2
(F̃j+1/2 − F̃j−1/2)− λ

2
(Fj+1/2 − Fj−1/2).

(4.39)

La manera más simple de lograr precisión de segundo orden consiste en elegir

Fj+1/2 = f

(
uj + uj+1

2

)
. (4.40)

Sin embargo esto no resulta en un método viable en combincación con un método de Euler
de primer orden para la discretización en el tiempo. Esta combinación no es estable (en el
sentido de la estabilidad de von Neumann. Para ver esto, consideremos f(u) = u. Utilizando
el método de Euler expĺıcito, obtenemos

un+1
j = unj −

λ

2
(uj+1 − uj−1).

Utilizando el planteo unj = µn exp(ij∆x) (donde i =
√
−1) obtenemos

µn+1 = µn(1 + iλ sin(∆x)).

Esto significa que

|µn+1| = |µn|
√

1 + λ2 sin2(∆x)⇒ |µn| = |µ0|
(
1 + λ2 sin2(∆x)

)n/2
,

es decir el método es incondicionalmente inestable. También utilizando el método de segundo
orden de Heun en combinación con (4.40) resulta en un método inestable (Tarea). Es decir
la elección (4.40) es de segundo orden pero inútil.

Una medida para corregir esto consiste en el uso de variables extrapoladas. Se definen
los siguientes valores asociados con el extremo izquierdo y derecho de una celda:

uL
j+1/2 = uj +

1

2
∆−uj, uR

j−1/2 = uj −
1

2
∆+uj. (4.41)
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Figura 4.10. Ejemplo 4.8: solución de la ecuación de transporte ut + ux = 0
con el método upwind con extrapolación con dato inicial (izquierda) suave,
(derecha) discontinuo constante a trozos.

Luego podemos utilizar cualquier flujo monótono de primer orden de dos puntos para definir
una aproximación de segundo orden

f
(
u(x)

)
x

=
1

∆x

(
F
(
uL
j+1/2, u

R
j+1/2

)
− F

(
uL
j−1/2, u

R
j−1/2

))
+O(∆x2).

Pero incluso si utilizamos el método de Heun, los valores extrapolados (4.41) no entregan un
método TVD. Esto no es sorpresa, considerando que el método es de segundo orden. Para
simplificar la discusión supongamos que f ′ > 0, y que el flujo numérico es el flujo upwind, es
decir F (u, v) = f(u). En este caso resulta el método

un+1
j = unj − λ

(
f
(
uL
j+1/2

)
− f

(
uL
j−1/2

))
. (4.42)

Ejemplo 4.8 (Método upwind con extrapolación). Consideremos nuevamente el problema
de valores iniciales del Ejemplo 4.6. La Figura 4.10 muestra los resultados numéricos obteni-
dos para ∆x = 1/30 y λ = 0,3 al instante T = 1, para el cual la solución exacta coincide con
el dato inicial periódico. Utilizamos el flujo numérico upwind F (u, v) = f(u) = u en combi-
nación con la extrapolación (4.41), es decir el método numérico (4.42). Observamos que para
el dato inicial suave u0,1, la aproximación es “razonablemente cerca” de la función correcta,
mientras que para el dato inicial discontinuo u0,2, la aproximación tiene poca relación con la
solució exacta.

Estos resultados sugieren que el método mejora si utilizamos algún limiter para definir
los valores extrapolados uL,R

j+1/2. Para tal efecto sea φ = φ(rj), donde rj está por definir, y
redefinimos las extrapolaciones como

uL
j+1/2 = uj +

1

2
φj∆−uj, uR

j−1/2 = uj −
1

2
φj∆+uj. (4.43)
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Seguimos suponiendo que f ′ > 0. Por ejemplo, si el flujo numérico es el flujo upwind, es decir
F (u, v) = f(u), seguimos trabajando el flujo numérico (4.42), pero se utiliza la definición de
las variables extrapoladas (4.43) (con la debida definición de φj en lugar de (4.41).

Queremos definir rj e identificar condiciones para φ que aseguran que este método es
TVD pero formalmente preserva la precisión de segundo orden lejos de oscilaciones. Para
poder aplicar el Lema 4.1, escribimos el esquema como

un+1
j = unj − λ

∆−f(uL
j+1/2)

∆−unj
∆−u

n
j ,

donde hemos utilizado in método de Euler de primer orden para la integración en el tiempo.
Esto, por supuesto, destruirirá la precisión de segundo orden, pero la medida es conveniente
para el análisis. Si definimos

Aj−1/2 := λ
∆−f(uL

j+1/2)

∆−unj
,

el método será TVD si 0 6 Aj+1/2 6 1. Omitiendo el ı́ndice superior n, calculamos

Aj−1/2 = λf ′(ũj)
1

∆−uj

(
uj +

φj
2

∆−uj − uj−1 −
φj−1

2
∆−uj−1

)
= λf ′(ūj)

((
1 +

φj
2

)
− φj−1

2

∆−uj−1

∆−uj

)
,

donde ūj el algún valor entre uL
j−1/2 y uL

j+1/2. Si elegimos rj = ∆+uj/∆−uj, esto puede ser
escrito como

Aj−1/2 = λf ′(ūj)

(
1− 1

2

(
φ(rj−1)

rj−1

− φ(rj)

))
.

Queremos asegurar que el método satisface la condición CFL λmáxu f
′(u) 6 1/2. En este

caso se tiene 0 6 Aj−1/2 6 1 si

0 6 1− 1

2

(
φ(rj−1)

rj−1

− φ(rj)

)
6 2,

o equivalentemente

−2 6
φj−1

rj−1

φj 6 2.

Esto sucede si 0 6 φ(r) 6 mı́n{2r, 2}, lo que entrega la misma región TVD que para el
método flux limiter, ver Figura 4.8.

La elección con φ ≡ 1 no es TVD, pero de segundo orden, y la opción φ(r) = r entrega
el método (inútil) de segundo orden con el flujo numérico (4.40). Tal como antes concluimos
que cualquier combinación convexa suave (en r) de estos dos métodos será de segundo orden,
es decir se obtiene la misma región de segundo orden que en la Figura 4.8. Concluimos que
la selección de las funciones limiter es la misma que antes. Cada elección entrega un esquema
formalmente de segundo orden de precisión lejos de extremos locales. Este método se llama
método MUSCL (monotone upstream centered scheme for conservation laws).
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Figura 4.11. Ejemplo 4.9: soluciones numéricas para ∆x = 1/10 (arriba) y
∆x = 1/20 (abajo).

Ejemplo 4.9 (Métodos upwind y métodos de alta resolución ). Para ilustrar algunos de
los métodos definidos anteriormente consideremos nuevamente los dos escenarios del Ejem-
plo 4.6. Se evalua la solución en T = 3 (instante en el cual coincide con el dato inicial)
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Figura 4.12. Ejemplo 4.9 (continuación): soluciones numéricas para ∆x =
1/40 (arriba) y ∆x = 1/200 (abajo).

y se utiliza λ = ∆t/∆x = 0,49. La Figuras 4.11 y 4.12 muestran los resultados obtenidos
por el método upwind de primer orden; el método flux limiter basado en el limiter de van
Leer (4.35) pero con discretización de primer orden en el tiempo; el método MUSCL basado
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en el método upwind, la extrapolación espacial limitada por el limiter de van Leer (4.35)
con discretización temporal de primer orden (MUSCL-1), y el método MUSCL basado en el
método upwind, la extrapolación espacial limitada por el limiter de van Leer (4.35) pero con
discretización temporal de segundo orden (MUSCL-2) de acuerdo al método de Heun (4.39).
La Figuras 4.11 muestra los resultados para ∆x = 1/10 y ∆x = 1/20, y la Figura 4.12, para
∆x = 1/40 y ∆x = 1/200. Observamos que todos los métodos convergen a la solución exac-
ta respectiva. Es interesante notar que para el caso de la función inicial suave, el método
MUSCL-1 genera una solución con “peldaños”, mientras que el método MUSCL-2 genera
una aproximación mejor de la verdadera solución suave.

4.5. Ejercicios

Problema 4.1. Consideremos el método no conservativo (4.7). Demostrar que si

u0
j =

{
0 para j < 0,

1 para j > 0,

entonces unj = u0
j para todo n, lo que indica la solución u(x, t) = χ[0,∞)(x). Comparar con la

solución de entroṕıa del problema.

Problema 4.2. Se considera la ley de conservación

vt + avx = 0, a > 0, es decir f(v) = av,

junto con el par de entroṕıa (η, q) dado por η(u) = |u− c| y q(u) = sgn(u− c)(f(u)− f(c)),
c ∈ R, y el esquema numérico

un+1
j = unj − λa

(
unj − unj−1

)
, λ = ∆t/∆x.

Demostrar que bajo la condición de estabilidad (condición CFL), la función de flujo de
entroṕıa numérico

Q(Un; j) = Q
(
unj , u

n
j+1

)
= amáx{unj , c} − amı́n{unj , c}

satisface la desigualdad

η
(
un+1
j

)
6 η
(
unj
)
− λ
(
Q(Un; j)−Q(Un; j − 1)

)
, (4.44)

y es consistente con el flujo de entroṕıa q.

Problema 4.3. Se considera la ecuación de Burgers

ut + uux = 0, es decir f(u) =
1

2
u2,

junto con el par de entroṕıa (η, q) dado por η(u) = |u− c| y q(u) = sgn(u− c)(f(u)− f(c)),
y el esquema numérico

un+1
j = unj − λ

(
f(unj )− f(unj−1)

)
, λ = ∆t/∆x. (4.45)

Encontrar una función de flujo de entroṕıa numérico Q(Un; j) que es consistente con el fujo
de entroṕıa q y que satisface la desigualdad (4.44) para el esquema (4.45).
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Problema 4.4. Para la aproximación de una ley de conservación ut + f(u)x = 0 con el dato
inicial u(x, 0) = u0(x), x ∈ R, es til considerar la forma incremental

un+1
j = unj + Cn

j+1/2

(
unj+1 − unj

)
−Dn

j−1/2

(
unj − unj−1

)
, j ∈ Z, n = 0, 1, 2, . . . , (4.46)

donde Cn
j+1/2 y Dn

j−1/2 dependen de unj y sus vecinos.

a) Demostrar que el esquema (4.46) es conservativo, e identificar el flujo numérico F (Un; j).
b) Escribir los esquemas (4.45) y de Lax-Friedrichs en la forma (4.46).
c) Demostrar que si un esquema en forma (4.46) satisface

Cn
j+1/2 > 0, Dn

j+1/2 > 0, Cn
j+1/2 +Dn

j+1/2 6 1,

entonces es TVD.
d) ¿Bajo qué condiciones los esquemas (4.45) y de Lax-Friedrichs son TVD?

Problema 4.5. Un esquema se llama lineal si puede ser escrita en la forma

un+1
j =

p∑
k=−q

aku
n
j+k. (4.47)

Obviamente, un tal esquema solo puede ser consistente con una ley de conservación lineal.
Discutiendo el caso

unj =

{
1 si j 6 0,

0 si j > 0,

demostrar que si el esquema (4.47) es TVD, entonces es exacto a lo máximo del orden 1.

Problema 4.6. Para el problema de valores iniciales de una ley de conservación

ut + f(u)x = 0, x ∈ R, t > 0; u(x, 0) = u0(x), x ∈ R (4.48)

se consideran los métodos de Engquist-Osher, definido por su flujo numérico

F (U ; j) = fEO(Uj, Uj+1);

fEO(u, v) = f(0) +

∫ u

0

máx
{
f ′(s), 0

}
ds+

∫ v

0

mı́n
{
f ′(s), 0

}
ds,

(4.49)

y el método de Godunov definido por

F (U ; j) = fG(Uj, Uj+1); fG(u, v) =

{
mı́nu6φ6v f(φ) si u 6 v,

máxu>φ>v f(φ) si u > v.
(4.50)

a) Demostrar que bajo hipótesis sobre u0 y f y una condición CFL apropiadas, estos dos
métodos dan origen a soluciones aproximadas {u∆t} que convergen a la solución de
entroṕıa del problema (4.48).

b ) ¿En cuales situaciones se puede garantizar a priori, y para todo dato inicial u0, que
ambos métodos generan la misma solución numérica?
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c) Sea f(u) = sinu. Calcular numéricamente la solución de (4.48) para

u0(x) =

{
0 para x < 0,

2π para x > 0,
(4.51)

∆x = 1/25, ∆x = 1/50 y ∆x = 1/100, y ∆t = 98 % de su valor máximo permitido
por la condición CFL. Comparar los resultados con la solución exacta.

Problema 4.7. Se desea comparar el comportamiento de los métodos de Lax-Friedrichs,
Engquist-Osher y Godunov, que son de primer ordern, con los métodos de Lax-Wendroff y
el de MacCormack, que son de segundo orden. Aplicar los cinco metodos al problema

ut + f(u)x = 0, x ∈ R, f(u) =
1

2
u2, u(x, 0) =

{
uL para x < 0,

uR para x > 0,
(4.52)

para (i) uL = −1, uR = 1 y (ii) uL = 1, uR = −1.

a) Calcular la solución numérica para t = T = 1 utilizando ∆x = 1/20, ∆x = 1/50,
∆x = 1/100, ∆x = 1/200 y ∆x = 1/400, calcular el error aproximado

e(T ) = ‖u∆(T )− u(T )‖L1(−2,2),

donde u∆ es la solución numérica en cada caso,
b) Para cada uno de los casos (i) y (ii), plotear el error versus el tiempo CPU para cada

una de las 25 combinaciones de método y discretización en cada caso e interpretar los
resultados. Utilizar escalas logaŕıtmicas para ambas cantidades.



Caṕıtulo 5

Leyes de conservación escalares multi-dimensionales

5.1. Splitting por dimensiones

En este caṕıtulo limitaremos las demostraciones a dos dimensiones espaciales. Sin em-
bargo todos los argumentos pueden ser generalizados a más de dos dimensiones espaciales.
Consideramos el problema de valores iniciales

ut + f(u)x + g(u)y = 0, (x, y) ∈ R2, t > 0; u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ R2. (5.1)

Para tratar este problema definimos Sf,xt u0 como la solución del problema de valores iniciales
uni-dimensional

vt + f(v)x = 0, x ∈ R, t > 0; v(x, y, 0) = u0(x, y), x ∈ R, (5.2)

en el cual y aparece como parámetro pasivo; análogamente definimos Sg,yt w0 como la solución
de

wt + g(w)y = 0, y ∈ R, t > 0; w(x, y, 0) = w0(x, y), y ∈ R (5.3)

con x como parámetro pasivo. La idea del splitting por dimensiones consiste en resolver la
ecuación multi-dimensional (5.1) aproximadamente alternando entre las soluciones de los
problemas uni-dimensionales (5.2) y (5.3) en las direcciones x e y, respectivamente, durante
un intervalo de tiempo ∆t corto, es decir

u(x, y, n∆t) ≈
(
Sg,y∆t ◦ Sf,x∆t

)n
u0.

Ejemplo 5.1. Sea

f(u) = g(u) =
u2

2
, u0(x, y) =

{
ul para x < y,

ur para x > y,
ur > ul.

La solución en la dirección x (con y fijo) entrega una onda de rarefacción para la cual
sus extremos a izquierda y a derecha se propagan con las respectivas velocidades ul y ur. Con
un flujo cuadrático la onda de rarefacción se convierte en una interpolación lineal entre los
estados a izquierda y a derecha, es decir

u1/2 := Sf,x∆t u0 =


ul para x < y + ul∆t,
x− y

∆t
para y + ul∆t < x < y + ur∆t,

ur para x > y + ur∆t.

La solución en la dirección y para x fijo y un estado inicial u1/2 producirá una focalización
de las caracteŕısticas. El estado a izquierda, que ahora es igual a ur, se propagará con una

131
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velocidad dada por la derivada de la función de flujo, en este caso ur, y adelantará el estado
a derecha, en este caso dado por ul. Las caracteŕısticas interactuan en un instante dado por

urt+ x− ur∆t = ult+ x− ul∆t,

es decir t = ∆t. En este instante hemos regresado a a nuestro problema de Riemann inicial,
es decir

u1 := Sg,y∆t u
1/2 = u0.

Una nueva aplicación de Sf,x∆t entrega

u3/2 := Sf,x∆t u
1 = u1/2;

por lo tanto un = u0 para todo n ∈ N. Definiendo

ξ :=
x+ y√

2
, η :=

x− y√
2

obtenemos el problema valores iniciales uni-dimensional

ut +

(
u2

√
2

)
ξ

= 0, u(ξ, η, 0) =

{
ul para η 6 0,

ur para η > 0.

Entonces se tiene que u(x, y, t) = u0(x, y) y

ĺım
∆t→0

un = u0

(con n∆t = t fijo). El splitting por dimensiones, en este caso, entrega soluciones aproximadas
que convergen a la solución correcta.

En lo siguiente consideremos el caso general espacialmente multi-dimensional, sin em-
bargo limitaremos las demostraciones a dos dimensiones espaciales. El problema de valores
iniciales espacialmente m-dimensional sea

ut +
m∑
j=1

fj(u)xj = 0, u(x1, . . . , xm, 0) = u0(x1, . . . , xm). (5.4)

Aqúı u es una solución (débil) de entroṕıa de (5.4) en el sentido de Kružkov si se tiene que

∀k ∈ R, ∀ϕ ∈ C∞0
(
Rm × [0, T ]

)
, ϕ > 0 :∫ T

0

∫
Rm

(
|u− k|ϕt + sgn(u− k)

m∑
j=1

(
fj(u)− fj(k)

)
ϕxj

)
dx1 · · · dxm dt

+

∫
Rm

(
|u0 − k|ϕ|t=0 −

(
|u− k|ϕ

)∣∣
t=T

)
dx1 · · · dxm > 0.

(5.5)

Tal como en el caso uni-dimensional, (5.5) implica que u es una solución débil, es decir

∀φ ∈ C∞0
(
Rm × [0,∞)

)
:∫ ∞

0

∫
Rm

(
uϕt +

m∑
j=1

fj(u)ϕxj

)
dx1 · · · dxm dt+

∫
Rm

u0ϕ|t=0 dx1 · · · dxm = 0.
(5.6)
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Ahora queremos demostrar que el splitting por dimensiones efectivamente genera una
sucesión de funciones que converge a la solución de la ecuación multi-dimensional (5.4);
además queremos demostrar como el Front Tracking puede ser utilizado como operador de
solución uni-dimensional en el contexto del splitting por dimensiones.

Primeramente demostraremos que el splitting por dimensiones genera una sucesión que
converge una solución de entroṕıa, es decir, que su ĺımite satisface (5.5). Sea u0 una función
con soporte compacto tal que u0 ∈ L1(R2) ∩ L∞(R2) ∩BV (R2); es decir se supone que

TVx,y(u0) =

∫ (
TVx(u0)

)
(y) dy +

∫ (
TVy(u0)

)
(x) dx <∞.

(ver Sección 1.1). Sean tn := n∆t y tn+1/2 := (n+ 1/2)∆t y además

u0 := u0, un+1/2 = Sf,x∆t u
n, un+1 = Sg,y∆t u

n+1/2, n ∈ N0,

Ahora necesitamos una solución aproximada para t 6= tn. Sea la aproximación una solución
exacta de una ley de conservación uni-dimensional en el intervalo [tj, tj+1/2], j = k/2, k ∈ N0.
Para lograr esto hacemos correr el tiempo dos veces más rápidamente, es decir ponemos

u∆t(x, t) =

S
f,x
2(t−tn)u

n para tn 6 t 6 tn+1/2,

Sg,y2(t−tn+1/2)u
n+1/2 para tn+1/2 6 t 6 tn+1.

(5.7)

Ahora demostraremos la compacidad de la sucesión {u∆t}. Como ningún de los operadores
Sf,x y Sg,y incrementa la norma L∞, se tiene que

‖u∆t‖L∞(R2) 6 ‖u0‖L∞(R2)

independientemente de ∆t.
Luego analizamos la variación total, empezando con∫

TVy

(
Sf,x∆t u

n
)

dx 6
∫

ĺım
h→0

1

h

∫ ∣∣un+1/2(x, y + h)− un+1/2(x, y)
∣∣ dy dx

= ĺım
h→0

1

h

∫∫ ∣∣un+1/2(x, y + h)− un+1/2(x, y)
∣∣ dy dx

6 ĺım
h→0

1

h

∫∫ ∣∣un(x, y + h)− un(x, y)
∣∣ dy dx

=

∫
ĺım
h→0

1

h

∫ ∣∣un(x, y + h)− un(x, y)
∣∣ dy dx =

∫
TVy(u

n) dx.

(5.8)

Aqúı aprovechamos el Lema 1.1, y la L1-estabilidad respecto de x. En la transformación
(5.9) se utilizó, además, el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue para justificar
el intercambio de integrales y ĺımites. Para la solución generada por splitting por dimensiones
se tiene ahora

TVx,y(u
n+1/2) =

∫
TVx

(
Sf,x∆t u

n
)
dy +

∫
TVy

(
Sf,x∆t u

n
)
dx

6
∫

TVx(u
n)dy +

∫
TVy(u

n)dx = TVx,y(u
n),

(5.9)
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donde utilizamos la propiedad TVD de Sf,x y (5.8). Análogamente a (5.9) obtenemos

TVx,y(u
n+1) 6 TVx,y(u

n+1/2),

luego, por inducción,

TVx,y(u
n) 6 TVx,y(u0).

Esto se convierte en

TVx,y(u∆t) 6 TVx,y(u0).

Ahora queremos demostrar la Lipschitz continuidad respecto del tiempo en la norma L1,
es decir ∥∥u∆t(t)− u∆t(s)

∥∥
L1 6 C|t− s|. (5.10)

Aplicando la desigualdad triangular repetidamente es suficiente demostrar que∥∥u∆t

(
(n+ 1)∆t

)
− u∆t(n∆t)

∥∥
L1(R2)

6 ‖un+1 − un+1/2‖L1(R2) + ‖un+1/2 − un‖L1(R2)

=
∥∥Sf,x∆t u

n − un
∥∥
L1(R2)

+
∥∥Sg,y∆t u

n+1/2 − un+1/2
∥∥
L1(R2)

.

(5.11)

Utilizando la parte (vi) del Teorema 3.4, concluimos que∥∥Sf,x∆t u
n − un

∥∥
L1(R2)

6 ‖f‖Lip∆tTVx,y(u
n).

Utilizando este mismo resultado y (5.8), obtenemos∥∥Sg,y∆t u
n+1/2 − un+1/2

∥∥
L1(R2)

6 ‖g‖Lip∆tTVx,y(u
n)

Esto demuestra que∥∥u∆t(tn+1)− u∆t(tn)
∥∥
L1(R2)

6 ∆tmáx
{
‖f‖Lip, ‖g‖Lip

}
TVx,y(u0). (5.12)

Utilizando interpolación, obtenemos∥∥u∆t(t)− u∆t(s)
∥∥
L1(R2)

6
∥∥u∆t(t)− u∆t(tn)

∥∥
L1(R2)

+
∥∥u∆t(tn)− u∆t(tm)

∥∥
L1(R2)

+
∥∥u∆t(s)− u∆t(tm)

∥∥
L1(R2)

6
(
|tn − tm|+ 2∆t

)
máx

{
‖f‖Lip, ‖g‖Lip

}
TVx,y(u0)

6
(
|t− s|+ 4∆t

)
máx

{
‖f‖Lip, ‖g‖Lip

}
TVx,y(u0),

(5.13)

donde t ∈ [tn, tn+1) y s ∈ [tm, tm+1). Utilizando el Teorema 1.6, podemos deducir la existencia
de una subsucesión convergente igualmente llamada {u∆t}. Se define

u = ĺım
∆t→0

u∆t.

Luego habrá que demostrar que esta funció ĺımite u es una solución de entroṕıa.
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Sea ahora φ = φ(x, y, t) una función test no negativa y sea ϕ(x, y, t) = φ(x, y, tn+ t/2). Si
definimos τ := 2(t−n∆t), entonces para todo y la función u∆t es una solución débil respecto
de x sobre la banda t ∈ [tn, tn+1/2], la cual satisface la siguiente desigualdad:

∀k ∈ R :

∫ ∆t

0

∫ (
|u∆t − k|ϕτ + qf (u∆t, k)ϕx

)
dx dτ

>
∫
|un+1/2 − k|ϕ(∆t) dx−

∫
|un − k|ϕ(0) dx,

donde qf (u, k) := sgn(u− k)(f(u)− f(k)). Respecto de t tenemos entonces

∀k ∈ R : 2

∫ tn+1/2

tn

∫ (
1

2
|u∆t − k|φt + qf (u∆t, k)φx

)
dx dt

>
∫
|un+1/2 − k|φ(tn+1/2) dx−

∫
|un − k|φ(tn) dx.

(5.14)

Análogamente obtenemos

∀k ∈ R : 2

∫ tn+1

tn+1/2

∫ (
1

2
|u∆t − k|φt + qg(u∆t, k)φy

)
dy dt

>
∫
|un+1 − k|φ(tn+1) dy −

∫
|un+1/2 − k|φ(tn+1/2) dy.

(5.15)

Integrando (5.14) respecto de y y (5.15) respecto de x, sumando los resultados, y sumando
sobre n obtenemos

2

∫ T

0

∫∫ (
1

2
|u∆t − k|φt +

∑
n

χnq
f (u∆t, k)φx +

∑
n

χ̃nq
g(u∆t, k)φy

)
dx dy dt

>
∫∫ (

|u∆t − k|φ
)∣∣
t=T

dx dy −
∫∫
|u0 − k|φ(0) dx dy,

donde χn y χ̃n denotan las funciones caracteŕısticas de los intervalos tn 6 t 6 tn+1/2 y
tn+1/2 6 t 6 tn+1, respectivamente. Para ∆t→ 0 obtenemos∑

n

χn
∗
⇀

1

2
,
∑
n

χ̃n
∗
⇀

1

2
.

Espećıficamente para funciones ψ continuas se tiene que∑
n

∫ T

0

χnψ dt =
∑
n

∫ tn+1/2

tn

ψ dt =
∑
n

ψ
(
t∗n
)∆t

2
=

1

2

∑
n

ψ
(
t∗n
)
∆t

∆t→0−→ 1

2

∫ T

0

ψ dt

con t∗n ∈ [tn, tn+1/2], de acuerdo a la definición de la integral de Riemann. (El caso general
sigue por aproximación.) Concluimos que para ∆t→ 0,∫ T

0

∫∫ (
|u− k|φt + qf (u, k)φx + qg(u, k)φy

)
dx dy dt+

∫∫
|u0 − k|φ|t=0 dx dy

>
∫∫ (∣∣u(t)− k

∣∣φ)∣∣
t=T

dx dy,
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es decir efectivamente u(x, y, t) es una solución de (5.1) que satisface la condición de entroṕıa
de Kružkov.

En lo siguiente demostraremos la unicidad de soluciones de leyes de conservación multi-
dimensionales. Sean u y v dos soluciones de entroṕıa de Kružkov de la ley de conservación

ut + f(u)x + g(u)y = 0

con los respectivos datos iniciales u0 y v0. El argumento utilizado en la Sección 3.4 entrega,
sin ningún cambio fundamental en el caso multi-dimensional, el mismo resultado que en el
caso uni-dimensional, es decir∥∥u(t)− v(t)

∥∥
L1(R2)

6 ‖u0 − v0‖L1(R2),

lo que demuestra la unicidad. Si utilizamos que si cada subsucesión de una sucesión posee a su
vez otra subsucesión que converge a un y el mismo ĺımite, entonces la sucesión misma converge
a este ĺımite (único), entonces podemos concluir que {u∆t} (y no sólo una subsucesión)
converge. Acabamos de demostrar el siguiente teorema.

Teorema 5.1. Sean las funciones fj dos veces continuamente diferenciables a trozos y sea
u0 ∈ BV (Rm) una función integrable. Definimos la sucesión de funciones {un} por u0 := u0

y

un+j/m = Sfj ,xj∆t un+(j−1)/m, j = 1, . . . ,m, n ∈ N0.

Se definen las funciones u∆t = u∆t(x1, . . . , xm, t) por

u∆t(x1, . . . , xm, t) := Sfj ,xjm(t−tn+(j−1)/m)u
n+(j−1)/m,

donde definimos tr = r∆t para r ∈ Q, para t ∈ [tn+(j−1)/m, tn+j/m]. Sea T > 0 fijo. Para
cada sucesión {∆t} con ∆t → 0 u∆t converge para todo t ∈ [0, T ] a la única solución débil
de (5.4) que satisfaga la condición de entroṕıa de Kružkov (5.5). La convergencia tiene lugar
en C([0, T ];L1

loc(Rm)).

Para demostrar la estabilidad respecto de la función de flujo demostraremos ahora que
el resultado de estabilidad uni-dimensional queda válido en el caso multi-dimensional (bajo
modificaciones obvias). Sean u y v las soluciones únicas de

ut + f(u)x + g(u)y = 0, u|t=0 = u0,

vt + f̃(v)x + g̃(v)y = 0, v|t=0 = v0,

que satisfagan la condición de entroṕıa de Kružkov, y deseamos acotar la norma L1 de la
diferencia. Para tal efecto notamos primeramente que

‖un+1/2 − vn+1/2‖L1(R2) =

∫∫
|un+1/2 − vn+1/2| dx dy

6
∫ (∫

|un − vn| dx+ ∆tmı́n
{

TVx(u
n),TVx(v

n)
}
‖f − f̃‖Lip

)
dy

= ‖un − vn‖L1(R2) + ∆t ‖f − f̃‖Lip

∫
mı́n

{
TVx(u

n),TVx(v
n)
}

dy.
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En virtud de la desigualdad trivial (pero útil)

a ∧ b+ c ∧ d 6 (a+ c) ∧ (b+ d), a, b, c, d ∈ R

se tiene que

‖un+1 − vn+1‖L1(R2)

=

∫∫
|un+1 − vn+1| dx dy

6
∫ (∫

|un+1/2 − vn+1/2| dy + ∆tmı́n
{

TVy(u
n+1/2),TVy(v

n+1/2)
}
‖g − g̃‖Lip

)
dx

6 ‖un+1/2 − vn+1/2‖L1(R2) + ∆t ‖g − g̃‖Lip

∫
mı́n

{
TVy(u

n+1/2),TVy(v
n+1/2)

}
dx

6 ‖un − vn‖L1(R2) + ∆tmáx
{∥∥f − f̃∥∥

Lip
, ‖g − g̃‖Lip

}
×

×
(

mı́n

{∫
TVx(u

n) dy,

∫
TVx(v

n) dy

}
+ mı́n

{∫
TVy(u

n) dx,

∫
TVy(v

n) dx

})
6 ‖un − vn‖L1(R2) + ∆tmáx

{∥∥f − f̃∥∥
Lip
, ‖g − g̃‖Lip

}
×

×mı́n

{∫
TVx(u

n) dy +

∫
TVy(u

n) dx,

∫
TVx(v

n) dy +

∫
TVy(v

n) dx

}
6 ‖un − vn‖L1(R2) + ∆tmáx

{∥∥f − f̃∥∥
Lip
, ‖g − g̃‖Lip

}
mı́n

{
TV(u0),TV(v0)

}
y por lo tanto

‖un − vn‖L1(R2) 6 ‖u0 − v0‖L1(R2)

+ n∆tmáx
{∥∥f − f̃∥∥

Lip
, ‖g − g̃‖Lip

}
mı́n

{
TV(u0),TV(v0)

}
.

Sea ahora t ∈ [tn, tn+1/2). Entonces los interpolantes continuos definidos por (5.7) satisfacen∥∥u∆t(t)− v∆t(t)
∥∥
L1(R2)

=
∥∥Sf,x2(t−tn)u

n − S f̃ ,x2(t−tn)v
n
∥∥
L1(R2)

6
∫ (∫

|un − vn| dx+ 2(t− tn) mı́n
{

TVx(u
n),TVx(v

n)
}∥∥f − f̃∥∥

Lip

)
dy

= ‖un − vn‖L1(R2) + 2(t− tn)
∥∥f − f̃∥∥

Lip

∫
mı́n

{
TVx(u

n),TVx(v
n)
}

dy

6 ‖u0 − v0‖L1(R2) + tn máx
{∥∥f − f̃∥∥

Lip
, ‖g − g̃‖Lip

}
mı́n

{
TV(u0),TV(v0)

}
+ 2(t− tn) mı́n

{
TV(u0),TV(v0)

}
máx

{∥∥f − f̃∥∥
Lip
, ‖g − g̃‖Lip

}
6 ‖u0 − v0‖1 + (t+ ∆t) mı́n

{
TV(u0),TV(v0)

}
máx

{∥∥f − f̃∥∥
Lip
, ‖g − g̃‖Lip

}
.

Este argumento, bajo modificaciones adecuadas, sigue siendo válido para leyes de conser-
vación arbitrarias en múltiples dimensiones espaciales. Acabamos de demostrar el siguiente
teorema.
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Teorema 5.2. Sea u0 ∈ L1(Rm)∩L∞(Rm)∩BV (Rm) y sean f1, . . . , fm funciones dos veces
continuamente diferenciables a trozos. Entonces existe una solución única u(x1, . . . , xm, t)
del problema de valores iniciales

ut +
m∑
j=1

fj(u)xj = 0, u(x1, . . . xm, 0) = u0(x1, . . . , xm)

que satisfaga la condición de entroṕıa de Kružkov (5.5). Esta solución posee la propiedad

TV
(
u(t)

)
6 TV(u0).

Si v0 y g poseen las mismas propiedaes que u0 y f , respectivamente, entonces la única solución
(débil) de entroṕıa en el sentido de Kružkov de

vt +
m∑
j=1

gj(v)xj = 0, v(x1, . . . xm, 0) = v0(x1, . . . , xm)

satisface la desigualdad∥∥u(·, t)− v(·, t)
∥∥
L1 6 ‖u0 − v0‖1 + tmı́n

{
TV(u0),TV(v0)

}
máx

16j6m

{
‖fj − gj‖Lip

}
. (5.16)

Si u0 6 v0 y f = g, entonces también u 6 v sobre la totalidad de Rm × [0,∞).

Demostración. La Lipschitz continuidad en L1 respecto del tiempo sigue a partir de (5.13).
El enunciado final sobre la monotonicidad sigue a partir de la L1-contractividad (el caso
especial de (5.16) para f = g como en el caso uni-dimensional utilizando el Lema 3.7 (de
Crandall y Tartar).

5.2. Splitting por dimensiones y Front Tracking

Ahora remplazamos f y g (en el caso bi-dimensional) por funciones continuas y lineales a
trozos f δ y gδ con una distancia entre los puntos de interpolación dada por δ. Para evitar que
el número de discontinuidades crezca ilimitadamente, se proyecta la solución uni-dimensional
Sfδ,xu sobre una malla fija del plano (x, y) antes de que se aplique el operador Sgδ,y, ver
Figura 5.1.

Sean los tamaños de malla en dirección x e y dados por ∆x y ∆y; además sea

Iij :=
{

(x, y)
∣∣ i∆x 6 x 6 (i+ 1)∆x ∧ j∆y 6 y 6 (j + 1)∆y

}
.

El operador de proyección π está dado por

π(x, y) :=
1

∆x∆y

∫∫
Iij

u dx dy, (x, y) ∈ Iij.

Sea la solución aproximada en los instantes discretos tl dada por

un+1/2 = π ◦ Sfδ,x∆t u
n, un+1 = π ◦ Sgδ,y∆t u

n+1/2, n ∈ N0,
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x

y

x

y

x

y

x

y

un(0) -
S fδ,x

∆t
un(∆t)

?

π

un+1/2(0)�
S gδ,y

∆t

6

un+1/2(∆t)

π n← n+ 1

Figura 5.1. Splitting por dimensiones y Front Tracking para una malla 3× 3.

donde u0 := πu0. Definimos el vector de los parámetros de discretización η := (δ,∆x,∆y,∆t).
En analoǵıa con (5.7) se define, además,

uη(t) =


Sfδ,x2(t−tn)u

n para tn 6 t < tn+1/2,

un+1/2 para t = tn+1/2,

Sgδ,y2(t−tn+1/2)u
n+1/2 para tn+1/2 6 t < tn+1,

un+1 para t = tn+1.

Para demostrar que uη converge a la solución única cuando η → 0 repetimos esencialmente

la demostración del Teorema 5.1. Como Sfδ,x∆t , Sgδ,y∆t y π satisfacen un principio del máximo
se tiene que ∥∥uη(t)

∥∥
∞ 6 ‖u0‖∞.

Sobre cada rectángulo Iij la función uη es constante para t = ∆t. Para simplificar la
notación definimos

unij := uη(x, y,∆t) para (x, y) ∈ Iij.
Ahora seguiremos un paso de tiempo de esta construcción, empezando con unij. En cada
paso introduciremos una notación especial. Considerando unij como función solamente de x
definimos

unj (0) := unij = uη(·, j∆x, n∆t).
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Avanzando la solución en intervalo de tiempo ∆t aplicando front tracking en la dirección x
obtenemos

unj (∆t) =
(
Sf

δ,x
∆t u

n
j

)
(x).

Aplicando π entrega

u
n+1/2
ij = πunj (∆t),

luego

u
n+1/2
i (0) = u

n+1/2
ij = uη

(
i∆x, ·, (n+ 1/2)∆t

)
.

Después obtenemos

u
n+1/2
i (∆t) =

(
Sgδ,y∆t u

n+1/2
i

)
(y).

El paso de tiempo se termina poniendo

un+1
ij = πu

n+1/2
i (∆t).

Utilizando esta notación queremos demostrar que

TV(un) 6 TV(u0). (5.17)

Para tal efecto demostramos que TV(un+1/2) 6 TV(un); un argumento análogo entrega
que TV(un+1) 6 TV(un+1/2), lo que implica que TV(un+1) 6 TV(un) y finalmente (por
inducción) (5.17).

Por definición se tiene que

TV(un+1/2) =
∑
i,j

(∣∣un+1/2
i+1,j − un+1/2

ij

∣∣∆y +
∣∣un+1/2
i,j+1 − un+1/2

ij

∣∣∆x), (5.18)

mientras que

TV(un) =
∑
i,j

(∣∣uni+1,j − unij
∣∣∆y +

∣∣uni,j+1 − unij
∣∣∆x).

Primeramente consideramos∑
i

∣∣un+1/2
i+1,j − un+1/2

ij

∣∣ = TVx

(
πunj (∆t)

)
6 TVx

(
unj (∆t)

)
6 TVx

(
unj (0)

)
=
∑
i

∣∣uni+1,j − unij
∣∣, (5.19)

donde utilizamos que TV(πφ) 6 TV(φ) para funciones escalonadas φ, y que TV(v) 6 TV(v0)
para soluciones v de leyes de conservación uni-dimensionales con datos iniciales u0. Para el
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segundo término en (5.18) se tiene que∑
i,j

∣∣un+1/2
i,j+1 − un+1/2

ij

∣∣∆x∆y =
∑
i,j

∫
Iij

∣∣un+1/2
i,j+1 − un+1/2

ij

∣∣ dx dy

=
∑
i,j

∫
Iij

∣∣π(unj+1(∆t)− unj (∆t)
)∣∣ dx dy

6
∑
i,j

∫
Iij

π
(∣∣unj+1(∆t)− unj (∆t)

∣∣) dx dy

=
∑
i,j

∫
Iij

∣∣unj+1(∆t)− unj (∆t)
∣∣ dx dy

=
∑
i,j

∆y

∫ (i+1)∆x

i∆x

∣∣unj+1(∆t)− unj (∆t)
∣∣ dx

=
∑
j

∆y

∫
R

∣∣unj+1(x,∆t)− unj (x,∆t)
∣∣ dx

6
∑
j

∆y

∫
R

∣∣unj+1(x, 0)− unj (x, 0)
∣∣ dx

=
∑
i,j

∣∣uni,j+1 − unij
∣∣∆x∆y.

(5.20)

La primera desigualdad sigue de |πφ| 6 π|φ|; después se utiliza
∫
Iij
πφ dx =

∫
Iij
φ dx; y final-

mente se utiliza que ‖v − w‖L1(R) 6 ‖v0 − w0‖L1(R) para soluciones de leyes de conservación
uni-dimensionales.

Multiplicando (5.19) por ∆y, sumando el resultado sobre j, dividiendo (5.20) por ∆x y
sumando los resultados se tiene que TV(un+1/2) 6 TV(un).

Ahora demostraremos la L1-Lipschitz continuidad en el tiempo, es decir comprobaremos
que∥∥uη(tm)− uη(tn)

∥∥
L1(R2)

=
∑
i,j

∣∣umij − unij∣∣∆x∆y

6
(
máx

{∥∥f δ∥∥
Lip
,
∥∥gδ∥∥

Lip

}
∆t+ 2(∆x+ ∆y)

)
TV(u0)|m− n|.

(5.21)

Para establecer (5.21) basta demostrar la desigualdad∑
i,j

∣∣un+1
ij − unij

∣∣ 6 (máx
{∥∥f δ∥∥

Lip
,
∥∥gδ∥∥

Lip

}
∆t+ 2(∆x+ ∆y)

)
TV(u0). (5.22)

Para tal efecto notamos que∣∣un+1
ij − unij

∣∣ 6 ∣∣un+1
ij − un+1/2

i (∆t)
∣∣+
∣∣un+1/2
ij − unj (∆t)

∣∣
+
∣∣un+1/2
i (∆t)− un+1/2

i (0)
∣∣+
∣∣unj (∆t)− unj (0)

∣∣
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=
∣∣πun+1/2

i (∆t)− un+1/2
i (∆t)

∣∣+
∣∣πunj (∆t)− unj (∆t)

∣∣
+
∣∣un+1/2
i (∆t)− un+1/2

i (0)
∣∣+
∣∣unj (∆t)− unj (0)

∣∣.
Integrando esta desigualdad sobre R2 obtenemos∑

i,j

∣∣un+1
ij − unij

∣∣∆x∆y 6
∫∫ ∣∣πun+1/2

i (∆t)− un+1/2
i (∆t)

∣∣ dx dy

+

∫∫ ∣∣πunj (∆t)− unj (∆t)
∣∣ dx dy

+

∫∫ ∣∣un+1/2
i (∆t)− un+1/2

i (0)
∣∣ dx dy

+

∫∫ ∣∣unj (∆t)− unj (0)
∣∣ dx dy.

(5.23)

Dos de los términos en (5.23) contienen el operador de proyección. Para estos términos
demostraremos que ∫∫

|πψ − ψ| dx dy 6 (∆x+ ∆y)TV(ψ). (5.24)

Demostraremos (5.24) en el caso uni-dimensional solamente. Para Ii := (i∆x, (i + 1)∆x) se
tiene en este caso∫

|πψ − ψ| dx =
∑
i

∫
Ii

∣∣πψ(x)− ψ(x)
∣∣ dx

=
∑
i

∫
Ii

∣∣∣∣ 1

∆x

∫
Ii

ψ(y) dy − ψ(x)

∣∣∣∣ dx
=

1

∆x

∑
i

∫
Ii

∣∣∣∣∫
Ii

(
ψ(y)− ψ(x)

)
dy

∣∣∣∣ dx
6

1

∆x

∑
i

∫
Ii

∫
Ii

∣∣ψ(y)− ψ(x)
∣∣ dy dx

=
1

∆x

∑
i

∫
Ii

∫
−x+Ii

∣∣ψ(x+ ξ)− ψ(x)
∣∣ dξ dx

6
1

∆x

∑
i

∫
Ii

∫ ∆x

−∆x

∣∣ψ(x+ ξ)− ψ(x)
∣∣ dξ dx

=
1

∆x

∫ ∆x

−∆x

∫
R

∣∣ψ(x+ ξ)− ψ(x)
∣∣ dx dξ

6
1

∆x

∫ ∆x

−∆x

|ξ|TV(ψ) dξ

= ∆xTV(ψ).
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Para los demás términos en (5.23) obtenemos, utilizando la L1-Lipschitz continuidad en el
tiempo,∫∫ ∣∣unj (∆t)− unj (0)

∣∣ dx dy 6 ∆t
∥∥f δ∥∥

Lip

∫
TVx

(
unj (0)

)
dy 6 ∆t

∥∥f δ∥∥
Lip

TV(un).

Combinado con (5.24) sigue (5.22) y luego (5.21).
Entonces tenemos ahora:

(i) la cota L∞ uniforme

‖uη(t)‖L∞(R2) 6 ‖u0‖L∞(R2),

(ii) la cota uniforme de la variación total

TV(un) 6 TV(u0),

(iii) y la L1 Lipschitz continuidad en el tiempo,∥∥uη(tm)− uη(tn)
∥∥
L1(R2)

6

(
máx

{
‖f δ‖Lip + ‖gδ‖Lip

}
+ 2

∆x+ ∆y

∆t

)
TV(u0)(tn − tm).

En virtud del Teorema 1.6 podemos concluir que la sucesión {uη} posee una subsucesión
que converge para η → 0 siempre que máx{∆x,∆y}/∆t esté uniformemente acotado. Sea
el ĺımite correspondiente denotado por u. La sucesión converge en C([0, T ];L1

loc(R2)) para
cada T > 0. Queda por demostrar que este ĺımite efectivamente es una solución de entroṕıa
de la ley de conservación escalar bidimensional.

Utilizaremos primeramente que unj (x, t) es una solución de la ley de conservación uni-
dimensional en el peŕıodo [tn, tn+1/2]. Por lo tanto para todo k ∈ R y funciones test no
negativas φ se tiene que∫

R

∫ tn+1/2

tn

(
1

2

∣∣unj (x, t)− k
∣∣φt + qf

δ(
unj (x, t), k

)
φx

)
dt dx

−1

2

∫
R

∣∣unj (x, t−n+1/2

)
− k
∣∣φ(x, tn+1/2) dx+

1

2

∫
R

∣∣unj (x, tn)− k
∣∣φ(x, tn) dx > 0.

Para la dirección y se tiene análogamente∫
R

∫ tn+1

tn+1/2

(
1

2

∣∣un+1/2
i (y, t)− k

∣∣φt + qg
δ(
u
n+1/2
i (y, t), k

)
φy

)
dt dy

−1

2

∫
R

∣∣un+1/2
i

(
y, t−n+1

)
− k
∣∣φ(y, tn+1) dy +

1

2

∫
R

∣∣un+1/2
i

(
y, t+n+1/2

)
− k
∣∣φ(y, tn+1/2) dy > 0.

Integrando la primera desigualdad sobre y y la segunda sobre x, sumando los resultados y
sumando sobre n con T = N∆t obtenemos∫∫

R2

∫ T

0

(
1

2
|uη − k|φt +

∑
n

χnq
fδ(uη, k)φx +

∑
n

χ̃nq
gδ(uη, k)φy

)
dx dy dt

− 1

2

(∫∫
R2

∣∣uη(x, y, T )− k
∣∣φ(x, y, T ) dx dy +

∫∫
R2

∣∣uη(x, y, 0)− k
∣∣φ(x, y, 0) dx dy

)
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>
1

2

2N∑
n=1

∫∫
R2

(∣∣uη(x, y, t+n/2)− k∣∣− ∣∣uη(x, y, t−n/2)− k∣∣)φ(x, y, tn/2) dx dy =: I,

donde χn y χ̃n son las funciones caracteŕısticas sobre{
(x, y, t)

∣∣ t ∈ [tn, tn+1/2]
}

y
{

(x, y, t)
∣∣ t ∈ [tn+1/2, tn+1]

}
,

respectivamente.
Hay que tomar en cuenta que obtuvimos el lado derecho denotado por I por una proyec-

ción en cada paso de tiempo. Para n→∞ y ∆t→ 0, pero T fijo, se tiene que∑
n

χn
∗−→ 1

2
.

Para acotar el término I notamos que

|I| 6
∑
n

∫∫ ∣∣uη(x, y, t+n/2)− uη(x, y, t−n/2
)∣∣φ(x, y, tn/2) dx dy

6 ‖φ‖∞
∑
n

∫∫ ∣∣πuη(x, y, t−n/2)− uη(x, y, t−n/2
)∣∣ dx dy

= O
(
máx{∆x,∆y}/∆t

)
,

donde utilizamos (5.24). Para poder concluir que u es una solución de entroṕıa hay que
demostrar que I → 0, es decir se debe suponer que máx{∆x,∆y}/∆t → 0. Bajo esta
hipótesis se tiene que ∫∫

R2

∫ T

0

(
|u− k|φt + qf (u, k)φx + qg(u, k)φy

)
dt dx dy

−
∫∫

R2

∣∣u(x, y, T )− k
∣∣φ(x, y, T ) dx dy +

∫∫
R2

∣∣u(x, y, 0)− k
∣∣φ(x, y, 0) dx dy > 0.

Teorema 5.3. Sea u0 ∈ L∞ ∩ BV (Rm) una función con soporte compacto y sean las fun-
ciones f1, . . . , fm Lipschitz continuas. Se construye una solución aproximada uη mediante
Front Tracking:

u0 = πu0, un+j/m = π ◦ Sf
δ
j ,xj

∆t un+(j−1)/m, j = 1, . . . ,m, n ∈ N,

uη(x, t) =

{
Sf

δ
j ,xj

m(t−tn+(j−1)/m)u
n+(j−1)/m para t ∈ [tn+(j−1)/m, tn+j/m),

un+j/m para t = tn+j/m

donde x = (x1, . . . , xm). Para cada sucesión {η} con

η = (∆x1, . . . ,∆xm,∆t, δ), η → 0, máx{∆x1, . . . ,∆xm}/∆t→ 0

{uη} converge a la solución única u = u(x, t) del problema de valores iniciales

∂u

∂t
+

m∑
j=1

∂fj(u)

∂xj
= 0, u(x, 0) = u0(x)

que satisface la condición de entroṕıa de Kružkov.



Caṕıtulo 6

El problema de Riemann para sistemas de leyes de conservación

En el presente caṕıtulo volveremos a estudiar la ley de conservación (2.1), pero nos
concentraremos ahora en el caso de un sistema de leyes de conservación, es decir nos interesan
ahora problemas del tipo

ut + f(u)x = 0, u = u(x, t) =

u1
...
un

 , f = f(u) =

f1(u)
...

fn(u)

 , f ∈ (C2)n. (6.1)

Se considera solamente el caso de una dimensión espacial. En el Caṕıtulo 3 demostramos la
existencia, unicidad, y estabilidad de soluciones de una ley de conservación escalar y uni-
dimensional, es decir establecimos el bien planteamiento en el sentido de Hadamard. Sin
embargo éste es un problema más delicado para sistemas de leyes de conservación. Aqúı
discutiremos primeramente los conceptos básicos para sistemas, es decir las propiedades fun-
damentales de ondas de choque y de ondas de rarefacción. En particular discutiremos varias
condiciones de entroṕıa para seleccionar las soluciones apropiadas a partir de la condición de
Rankine-Hugoniot. Utilizando tales resultados podremos demostrar el buen planteamiento
del problema de Cauchy para soluciones con pequeña variación de los datos iniciales.

6.1. La hiperbolicidad y algunos ejemplos

Antes de definir las propiedades principales de sistemas de leyes de conservación discuti-
remos algunos ejemplos importantes e interesantes. El primer ejemplo es un modelo de ondas
en aguas someras (shallow water waves) y se utilizara en todo este caṕıtulo como motivación
y ejemplo de los conceptos básicos.

Ejemplo 6.1 (Ecuaciones shallow water). Consideremos un canal uni-dimensional a lo largo
del eje x lleno de un fluido ideal e inv́ıscido de una densidad constante %, y supongamos que
el fondo del canal es horizontal. En la aproximación de ondas largas o shallow water, se
supone que la velocidad v del fluido es solamente una función del tiempo y de la posición x
a lo largo del canal. Se supone, además, que no hay movimiento vertical en el fluido. La
distancia del fluido desde el fondo es denotada por h = h(x, t) (ver Figura 6.1). El flujo del
fluido es determinado por la conservación de masa y la conservación del momento lineal.

Consideremos primero la conservación de masa. Sean x1 < x2 dos puntos a lo largo del
canal. La tasa de cambio de masa de fluido entre los dos puntos está dada por

d

dt

∫ x2

x1

∫ h(x,t)

0

% dy dx = −
∫ h(x2,t)

0

%v(x2, t) dy +

∫ h(x1,t)

0

%v(x1, t) dy.

145
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Figura 6.1. Ejemplo 6.1 (ecuaciones shallow water): un canal somero

Suponiendo que las funciones involucradas son suaves, podemos reescribir el lado derecho
como una integral sobre la derivada de %vh. Aśı obtenemos

d

dt

∫ x2

x1

∫ h(x,t)

0

% dy dx = −
∫ x2

x1

(
%v(x, t)h(x, t)

)
x

dx,

o equivalentemente, ∫ x2

x1

((
%h(x, t)

)
t
+
(
%v(x, t)h(x, t)

)
x

)
dx = 0.

Dividiendo esto por (x2 − x1)% y dejando x2 − x1 → 0 obtenemos la ecuación conocida

ht + (vh)x = 0.

Para desarrollar la ecuación del momento lineal hay que suponer que el fluido está en
balance hidrostático. Para tal efecto se introduce la presión P = P (x, y, t), y se considera un
pequeño elemento de fluido [x1, x2]× [y, y + ∆y]. Entonces el estado de balance hidrostático
significa que la presión precisamente balancea el efecto de la gravitación, es decir,(

P (x̃, y + ∆y, t)− P (x̃, y, t)
)
(x2 − x1) = −(x2 − x1)%g∆y

para algún punto x̃ ∈ [x1, x2], donde g denote la aceleración gravitacional. Dividiendo esto
por (x2−x1)∆y y tomando x1, x2 → x y ∆y → 0, obtenemos Py(x, y, t) = −%g. Integrando y
normalizando la presión suponiendo que ésta se anula en la superficie del fluido concluimos
que

P (x, y, t) = %g
(
h(x, t)− y

)
. (6.2)

Si ahora estudiamos nuevamente el comportamiento del fluido entre dos puntos x1 < x2

a lo largo del canal y calculamos el cambio del momento lineal para esta parte del fluido,
obtenemos

d

dt

∫ x2

x1

∫ h(x,t)

0

%v(x, t) dy dx = −
∫ h(x2,t)

0

P (x2, y, t) dx+

∫ h(x1,t)

0

P (x1, y, t) dx

−
∫ h(x2,t)

0

%v(x2, t)
2 dx+

∫ h(x1,t)

0

%v(x1, t)
2 dx.
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Análogamente con la derivación de la ecuación de la conservación de masa y utilizando (6.2),
podemos escribir esto como

d

dt

∫ x2

x1

%vh dx = −%g
(
h(x2, t)

2 − 1

2
h(x2, t)

2

)
+ %g

(
h(x1, t)

2 − 1

2
h(x1, t)

2

)
−
∫ x2

x1

(%hv2)x dx

= −%g
∫ x2

x1

(
1

2
h2

)
x

dx−
∫ x2

x1

(%v2h)x dx.

Dividiendo esto por (x2 − x1)% y tomando x1 − x2 → 0, además escalando g a g = 1,
obtenemos

(vh)t +

(
v2h+

1

2
h2

)
x

= 0.

En tras palabras, obtenemos el sistema de leyes de conservación

ht + (vh)x = 0, (vh)t +

(
v2h+

1

2
h2

)
x

= 0, (6.3)

donde h y v denotan la altura (profundidad) y velocidad del fluido, respectivamente. Defi-
niendo la variable

q := vh,

podemos escribir las ecuaciones shallow water como(
h
q

)
t

+

 q

q2

h
+
h2

2


x

= 0, (6.4)

la cual será la forma a ser utilizada en estos apuntes.

Ejemplo 6.2 (La ecuación de la onda). Sea φ = φ(x, t) la posición transversal fuera del equi-
librio de una cuerda uni-dimensional. Si se supone que la amplitud de las ondas transversales
es baja, obtenemos la ecuación de la onda

φtt = (c2φx)x, (6.5)

donde c denota la velocidad de la onda. Definiendo variables nuevas u = φx y v = φt,
podemos re-escribir (6.5) como el sistema(

u
v

)
t

−
(
v
c2u

)
x

= 0.

Si c es constante, recuperamos la ecuación de la onda clásica, φtt = c2φxx.

Ejemplo 6.3 (El p-sistema). El p-sistema es un modelo clásico de un gas isentrópico donde
se tiene conservación de la masa y del momento lineal, pero no de la enerǵıa. En coordenadas
Lagrangianas este sistema es dado por(

v
u

)
t

+

(
−u
p(v)

)
x

= 0.
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Aqúı v denotes el volumen espećıfico, es decir, la inversa de la densidad, u es la velocidad, y
p = p(v) es la presión (una función dada).

Ejemplo 6.4 (Las ecuaciones de Euler de la dinámica de fluidos). Las ecuaciones de Euler
de la dinámica de gases forman un ejemplo importante de un sistema hiperbólico no lineal de
leyes de conservación. En ese sistema aparecen un balance de masa, un balance de momento
lineal y un balance de enerǵıa. En lo siguiente, E denota la enerǵıa total y p la presión del gas.
A continuación desarrollaremos estas ecuaciones en d dimensiones espaciales, considerando
después la reducción a una dimensión espacial (d = 1).

En la ecuación de continuidad, el flujo de masa es %v. Ahora si z denota cualquier can-
tidad transportada con el flujo, el caudal de esta cantidad posee una contribución convectiva
de la forma zv, por lo tanto la parte convectiva del flujo de la ecuación de conservación
del momento lineal es (%v)v = %vv, y en la ecuación de conservación de enerǵıa la parte
convectiva del flujo es Ev. Además, ciertas fuerzas actuan sobre el fluido, las que causan
aceleración y por lo tanto cambios del momento lineal. En la ausencia de fuerzas exteriores,
las fuerzas efectivas son sólo fuerzas generadas por fluctuaciones en el interior del fluido, las
que son proporcionales al gradiente ∇p de la presión p. En virtud de esta discusión resulta
la ecuación de conservación del momento lineal

(%vi)t +
d∑
j=1

(%vivj + pδij)xj = 0, i = 1, . . . , d,

donde δij = 1 si i = j y δij = 0 sino. La enerǵıa total E se descompone de la forma

E =
1

2
%‖v‖2

2 + %e,

donde 1
2
%‖v‖2

2 es la enerǵıa cinética y e es la enerǵıa interna espećıfica por masa unitaria. Se
supone que el gas se encuentra en un equilibrio termodinámico y qúımico, y que la enerǵıa
interior puede ser especificada como una función dada de la presión y de la densidad:

e = e(p, %). (6.6)

La ecuación (6.6) se llama ecuación del estado, y depende de la naturaleza del gas bajo
consideración.

La enerǵıa total es transportada con el flujo y simultáneamente cambiada por trabajo
aplicado al sistema. En la ausencia de fuerzas exteriores, el trabajo es ejecutado sólo por
fuerzas de presión, las que son proporcionales al gradiente de pv. Entonces la ecuación de
conservación de la enerǵıa total es

Et + div
(
(E + p)v

)
= 0.

Para un flujo tri-dimensional, podemos ahora escribir las ecuaciones de Euler en la forma
(2.1) con

u =


%
%v1

%v2

%v3

E

 , f 1(u) =


%v1

p+ %v2
1

%v1v2

%v1v3

(E + p)v1

 , f 2(u) =


%v2

%v1v2

p+ %v2
2

%v2v3

(E + p)v2

 , f 3(u) =


%v3

%v1v3

%v2v3

p+ %v2
3

(E + p)v3

 .
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Si se supone que el gas bajo consideración es politrópico, es decir, su enerǵıa interior es
aproximadamente proporcional a la temperatura, entonces se puede derivar la ecuación de
estado

e =
p

(γ − 1)%

con una constante γ espećıfica del gas (γ = 1,4 para aire), tal que se llega a la ecuación

E =
p

γ − 1
+

1

2
%‖v‖2

2.

De aqúı proviene que en una dimensión espacial, las ecuaciones de Euler de la dinámica de
fluidos son las siguientes: %

%v
E


t

+

 %v
%v2 + p
v(E + p)


x

= 0, E =
p

γ − 1
+

1

2
%v2. (6.7)

En lo siguiente hay que imponer condiciones a la función (vectorial) f para asegurar
que las propiedades del caso escalar también sean válidas para el caso de un sistema. Para
asegurar que la velocidad de propagación de información sea finita, lo que caracteriza las
ecuaciones hiperbólicas, hay que considerar el Jacobiano (o la matriz Jacobiana)

Jf (u) :=

∂f1/∂u1(u) . . . ∂f1/∂un(u)
...

...
∂fn/∂u1(u) . . . ∂fn/∂un(u)

 .
Definición 6.1 (Hiperbolicidad). Se dice que el sistema (6.1) es hiperbólico en un estado
u ∈ Rn si en este estado, el Jacobiano Jf (u) posee n valores propios reales

λ1(u) 6 λ2(u) 6 . . . 6 λn(u)

y un sistema completo de vectores propios r1(u), . . . , rn(u) tal que

Jf (u)rj(u) = λj(u)rj(u), j = 1, . . . , n.

Si, además, los valores propios son distintos a pares (λi(u) 6= λj(u) para i 6= j, i, j =
1, . . . , n), entonces (6.1) se llama estrictamente hiperbólico en u. Se dice que (6.1) es hi-
perbólico o estrictamente hiperbólico si posee la propiedad respectiva para todo u ∈ Rn.

Ejemplo 6.5 (Ecuaciones shallow water, continuación). Para las ecuaciones shallow water
(6.4) obtenemos el Jacobiano

Jf (h, q) =

 0 1

h− q2

h2

2q

h

 , (6.8)

cuyos valores propios son

λ1(u) =
q

h
−
√
h <

q

h
+
√
h = λ2(u), (6.9)
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con los vectores propios correspondientes

rj(u) =

(
1

λj(u)

)
, j = 1, 2, (6.10)

por lo tanto las ecuaciones shallow water son estrictamente hiperbólicas fuera de h 6 0.

6.2. Ondas de rarefacción

Consideremos ahora el problema de valores iniciales de un sistema de leyes de conservación

ut + f(u)x = 0, x ∈ R, t > 0 (6.11)

conjuntamente con datos iniciales de Riemann

u(x, 0) =

{
uL para x < 0,

uR para x > 0.
(6.12)

Observamos que como tanto los datos iniciales como la ecuación son invariantes de escala
o autosimilares, es decir invariantes bajo el mapeo x 7→ kx y t 7→ kt, la solución de (6.11),
(6.12) debe tener la misma propiedad. Nos interesa entonces buscar soluciones del tipo

u(x, t) = w(x/t) = w(ξ), ξ := x/t.

Insertando esto en (6.11) y denotando ẇ := dw/dξ, obtenemos

− x
t2
ẇ +

1

t
Jf (w)ẇ = 0,

o equivalentemente,

Jf (w)ẇ = ξẇ.

Observamos entonces que ẇ es un vector propio del Jacobiano Jf (w) correspondiente al
valor propio ξ. A partir de nuestras hipótesis sobre la función f sabemos que existe un
j ∈ {1, . . . , n} tal que

ẇ(ξ) = rj
(
w(ξ)

)
, λj

(
w(ξ)

)
= ξ. (6.13)

Supongamos, además, que

w
(
λj(uL)

)
= uL, w

(
λj(uR)

)
= uR. (6.14)

Entonces para un tiempo fijo t, la función w(x/t) conecta en forma continua el estado a
izquierda dado uL con el estado a derecha dado uR. Esto significa que ξ debe incrementar,
y por lo tanto λj(w(x/t)) debe incrementar. Si esto sucede, tenemos una solución de (6.11),
(6.12) del tipo

u(x, t) =


uL para x 6 λj(uL)t,

w(x/t) para λj(uL)t 6 x 6 λj(uR)t,

uR para x > λj(uR)t,

(6.15)

dondew satisface (6.13) y (6.14). Estas soluciones se llaman ondas de rarefacción, un nombre
que proviene de la aplicación a la gasdinámica. Observamos, además, que (6.13) estipula la
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normalización del vector propio rj(u). Efectivamente, tomando la derivada con respecto a ξ
obtenemos

∇λj(u) · rj(u) = 1. (6.16)

La identidad (6.16) impone una condición adicional sobre los campos de vectores propios,
ya que claramente necesitamos que el producto escalar entre rj(u) y λj(u) no se anule
para poder normalizar el vector propio adecuadamente. Esto puede ser realizado en muchas
aplicaciones, pero las ecuaciones de Euler de la dinámica de fluidos tienen la propiedad de
que en una de las familias de vectores propios, el vector propio y el gradiente del valor propio
correspondiente son ortogonales. Se dice que la j-ésima familia es genuinamente no lineal
(GNL) si

∇λj(u) · rj(u) 6= 0 para todo u,

y es linealmente degenerada si

∇λj(u) · rj(u) = 0 para todo u. (6.17)

No discutiremos aqúı casos mixtos donde una familia es linealmente degenerada solamente
en cierta sub-region del espacio de fase, por ejemplo a lo largo curvas o puntos aislados.

Antes de discutir ambos casos (de una familia genuinamente no lineal y de una familia
linealmente degenerada) cambiamos el punto de vista ligeramente. En lugar de considerar
estados a izquierda y a derecha dados como en (6.12), suponemos que solamente uL viene
dado y consideremos aquellos estados uR para los que existe una solución tipo onda de
rarefacción. A partir de (6.13) y (6.15) concluimos que para punto uL en el espacio de fase
existen n curvas que emanan desde uL y en las cuales el estado uR puede ser localizado
permitiendo definir una solución del tipo (6.15). Cada una de estas curvas es una curva
integral de los campos vectoriales de los valores propios de Jf (u). Entonces el espacio de
fase ahora es el espacio de estados uR. La discusión precedente puede ser resumida en el caso
GNL en el siguiente teorema.

Teorema 6.1. Sea D ⊂ Rn un dominio. Supongamos que la ley de conservación (6.1) es
estrictamente hiperbólica para u ∈ D y que la j-ésima familia de ondas es genuinamente
no lineal en D. Sea el j-ésimo vector propio rj(u) de Jf (u) normalizado tal que (6.16) es
válido en D. Sea uL ∈ D. Entonces existe una curva Rj(uL) ⊂ D, que emana desde uL, tal
que para cada uR ∈ Rj(uL) el problema de valores iniciales (6.11), (6.12) posee la solución
(6.15), donde w satisface (6.13) y (6.14).

Demostración. La discusión precedente del teorema genera el cálculo central y la motiva-
ción necesaria del argumento siguiente. Supongamos que tenemos una ley de conservación
estrictamente hiperbólica y genuinamente no lineal con el j-ésimo vector propio debidamen-
te normalizado. Debido a las hipótesis respecto de f , el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias

ẇ(ξ) = rj
(
w(ξ)

)
, ξ > λj(uL); w

(
λj(uL)

)
= uL (6.18)
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posee una solución para todo ξ ∈ [λj(uL), λj(uL) + η) para algún η > 0. Para esta solución
sabemos que

d

dξ
λj
(
w(ξ)

)
= ∇λj

(
w(ξ)

)
·w(ξ) = 1, (6.19)

lo que demuestra la segunda mitad de (6.13). Se denota la órbita de (6.18) por Rj(uL). Si
u(x, t) es definida por (6.15), entonces un cómputo directo demuestra que u efectivamente
satisface la ecuación y el dato inicial.

Notamos que el problema (6.18) también puede ser resuelto para ξ < λj(uL). Pero
en este caso λj(u) sera decreciente. Además, la solución u en (6.15) es continua, pero no
necesariamente es diferenciable, por lo tanto (6.15) no es necesariamente una solución regular
sino que una solución débil de (6.11), (6.12).

Se definirá ahora otra parametrización de Rj(uL), la cual será conveniente para la cons-
trucción de curvas de onda para la solución del problema de Riemann. A partir de (6.19)
observamos que λj(u) crece a lo largo de Rj(u), luego podemos definir el parámetro ε > 0
mediante

ε := ξ − ξL = λj(u)− λj(uL) > 0.

Sea uj,ε el valore de u correspondiente, es decir

uj,ε = w(ξ) = w
(
λj(u)

)
= w

(
ε+ λj(uL)

)
.

Claramente,

duj,ε
dε

∣∣∣∣
ε=0

= rj(uL). (6.20)

Supongamos ahora que la j-ésima familia caracteŕıstica es linealmente degenerada, es decir
satisface (6.17). Consideremos entonces el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

du

dε
= rj(u), u|ε=0 = uL, (6.21)

con la solución u = uj,ε para ε ∈ (−η, η) para algún η > 0. Esta órbita es denotada Cj(uL),
y a lo largo de Cj(uL), el valor propio λj(uj,ε) es constante porque

d

dε
λj(uj,ε) = ∇λj(uj,ε) · rj(uj,ε) = 0.

Además a lo largo de Cj(uL) la condición de Rankine-Hugoniot está satisfecha en virtud de

d

dε

(
f(uj,ε)− λj(uL)uj,ε

)
= Jf (uj,ε)

duj,ε
dε
− λj(uL)I

duj,ε
dε

=
(
Jf (uj,ε)− λj(uL)I

)
rj(uj,ε)

=
(
Jf (uj,ε)− λj(uj,ε)

)
rj(uj,ε) = 0,

lo que implica que

f(uj,ε)− λj(uL)uj,ε = f(uL)− λj(uL)uL.
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Figura 6.2. Ejemplo 6.6 (ecuaciones shallow water: ondas de rarefacción):
curvas de rarefacción en los planos (h, v) (izquierda) y (q, v) (derecha). Se
ilustra la solución completa (6.18) para las ecuaciones shallow water. Solamente
las partes dadas por (6.26) y (6.27) efectivamente serán curvas de rarefacción.

Sea ahora uR ∈ Cj(uL), es decir uR = uj,ε0 para algún ε0. Entonces una solución débil
del problema de Riemann (6.11), (6.12) viene dada por

u(x, t) =

{
uL para x < λj(uL)t,

uR para x > λj(uL)t.
(6.22)

Esta solución es llamada discontinuidad de contacto. La discusión anterior es resumida en el
siguiente teorema.

Teorema 6.2. Sea D ⊂ Rn un dominio. Supongamos que la ley de conservación (6.1)
es estrictamente hiperbólica para u ∈ D y que la j-ésima familia de ondas es linealmente
degenerada en D. Sea rj(u) el j-ésimo vector propio de Jf (u). Sea uL ∈ D. Entonces existe
una curva Cj(uL) ⊂ D, la cual atraviesa uL, tal que para cada uR ∈ Cj(uL) el problema
de valores iniciales (6.11), (6.12) posee la solución (6.22), donde uR es determinado como
sigue: se considera la función ε 7→ uε determinada por

du

dε
= rj(u), u|ε=0 = uL,

entonces uR = uε0 para algún ε0.

Ejemplo 6.6 (Ecuaciones shallow water, continuación: ondas de rarefacción). Las ecuaciones
shallow water permiten la computación expĺıcita de ondas de rarefacción. Utilizaremos la
forma ut + f(u)x = 0 con

u =

(
h
q

)
, f(u) =

 q

q2

h
+
h2

2


y recordemos que los valores propios λj(u) y los vectores propios asociados rj(u), j = 1, 2,
están dados por (6.9) y (6.10), respectivamente. Bajo la normalización de rj(u) presente en
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(6.10), se tiene

∇λj(u) · rj(u) = (−1)j
3

2
√
h
, j = 1, 2,

lo que indica que las ecuaciones shallow water son genuinamente no lineales (GNL) en ambas
familias de onda. En lo siguiente normalizaremos los vectores propios para satisfacer (6.16),
es decir trabajaremos con

rj(u) = (−1)j
2

3

√
h

(
1

λj(u)

)
, j = 1, 2. (6.23)

Para la familia 1 se tiene (
ḣ
q̇

)
= −2

3

√
h

 1

q

h
−
√
h

 ,

lo cual implica que

dq

dh
= λ1 =

q

h
−
√
h.

Esta ecuación diferencial ordinaria puede ser integrada. Obtenemos la relación

q = q(h) = qL
h

hL

− 2h
(√

h−
√
hL

)
. (6.24)

Como λ1(u) = debe incrementar a lo largo de la onda de rarefacción, obtenemos a partir de
(6.9) (insertando la expresión (6.24) para q) que en (6.24) hay que utilizar h 6 hL.

Para la familia 2 obtenemos

dq

dh
= λ1 =

q

h
+
√
h,

con la solución

q = q(h) = qL
h

hL

+ 2h
(√

h−
√
hL

)
. (6.25)

En este caso resulta que hay que utilizar h > hL, y observamos que (6.24) y (6.25) resultaŕıan
a partir de cualquier normalización del vector propio rj(u). Ver Figura 6.2.

Resumiendo, obtenemos las siguientes ondas de rarefacción expresadas como funciones
de h:

R1 : q = R1(h;uL) := qL
h

hL

− 2h
(√

h−
√
hL

)
, h ∈ (0, hL]; (6.26)

R2 : q = R2(h;uL) := qL
h

hL

+ 2h
(√

h−
√
hL

)
, h > hL. (6.27)

Alternativamente, en las variables (h, v) (con v = q/h) se tiene

R1 : v = R1(h;uL) := vL − 2
(√

h−
√
hL

)
, h ∈ (0, hL]; (6.28)

R2 : v = R2(h;uL) := vL + 2
(√

h−
√
hL

)
, h > hL. (6.29)
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Sin embargo, si deseamos calcular las ondas de rarefacción en términos del parámetro ξ o ε,
se debe utilizar la normalización apropiada de los vectores propios dada por (6.23). Para la
familia 1 obtenemos

ḣ = −2

3

√
h, q̇ =

2

3

(
− q√

h
+ h

)
.

Integrando la primera ecuación directamente e insertando el resultado en la segunda, otene-
mos

w1(ξ) =

(
h1

q1

)
(ξ) = R1(ξ;uL) :=

 1

9

(
vL + 2

√
hL − ξ

)2

1

27

(
vL + 2

√
hL + 2ξ

)(
vL + 2

√
hL − ξ

)2

 ,

ξ ∈ [vL −
√
hL, vL + 2

√
hL].

(6.30)

Análogamente obtenemos para la familia 2

w2(ξ) =

(
h2

q2

)
(ξ) = R2(ξ;uL) :=

 1

9

(
−vL + 2

√
hL + ξ

)2

1

27

(
vL − 2

√
hL + 2ξ

)(
−vL + 2

√
hL + ξ

)2

 ,

ξ ∈ [λ2(uL),∞).

(6.31)

En virtud de lo anterior, la solución viene dada por

u(x, t) =


uL para x 6 λj(uL)t,

Rj(x/t;uL) para λj(uL)t 6 x 6 λj(uR)t,

uR para x > λj(uR)t.

(6.32)

En las variables (h, v) (con v = q/h) obtenemos las siguientes expresiones para las familias 1
y 2, respectivamente:

v1(ξ) =
1

3

(
vL + 2

√
hL + 2ξ

)
; v2(ξ) =

1

3

(
vL − 2

√
hL + 2ξ

)
. (6.33)

En términos del parámetro ε podemos escribir (6.30) como

u1,ε =

(
h1,ε

q1,ε

)
= R1,ε(uL) :=

( (√
hL − ε/3

)2

(vL + 2ε/3)
(√

hL − ε/3
)2

)
, ε ∈ [0, 3

√
hL], (6.34)

y (6.31) como

u2,ε =

(
h2,ε

q2,ε

)
= R2,ε(uL) :=

( (√
hL + ε/3

)2

(vL + 2ε/3)
(√

hL + ε/3
)2

)
, ε ∈ [0,∞). (6.35)
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Figura 6.3. Ejemplo 6.7 (ecuaciones shallow water: curvas de choque): curvas
de chqoue en los planos (h, v) (izquierda) y (q, v) (derecha). Se indican los
choques lentos (S1) y rápidos (S2) (ver (6.60) y (6.61), respectivamente).

6.3. El lugar de Hugoniot y curvas de choque

La discusión del Caṕıtulo 2, en part́ıcular la condición de Rankine-Hugoniot (2.15), se
extiende al caso de sistemas sin restricciones. Sin embargo el concepto de la entroṕıa es
considerablemente más complicado y todav́ıa forma un área de investigación original. Por
mientras, nuestra primera preocupación en esta sección es la caracterización de soluciones
de la relación de Rankine-Hugoniot. Nuevamente asumiremos el punto de vista de la sección
anterior, considerando posibles estados a derecha u que satisfacen la condición de Rankine-
Hugoniot

s(u− uL) = f(u)− f(uL) (6.36)

para alguna velocidad s. Si definimos el salto en alguna cantidad φ por [[φ]] := φR − φL,
entonces (6.36) asume la forma conocida

s[[u]] = [[f(u)]].

Las soluciones de (6.36) para un estado a izquierda uL dado forman un conjunto, llamado el
lugar de Hugoniot de uL, denotado por H(uL) y que es definido por

H(uL) :=
{
u | ∃s ∈ R : s(u− uL) = f(u)− f(uL)

}
.

Ejemplo 6.7 (Ecuaciones shallow water, continuación: lugar de Hugoniot y curvas de cho-
que). Para las ecuaciones shallow water, la condición de Rankine-Hugoniot (6.36) asume la
forma

s(h− hL) = q − qL, s(q − qL) =
q2

h
+
h2

2
−
(
q2

L

hL

+
h2

L

2

)
, (6.37)

donde como siempre s denota la velocidad de propagación del salto entre el estado a izquierda
uL = (hL, qL)T y el estado a derecha uR = (hR, qR)T. La solución del problema de Riemann
correspondiente es (

h
q

)
(x, t) =

{
(hL, qL)T para x < st,

(hR, qR)T para x > st.
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Eliminando s en (6.37) obtenemos la ecuación

[[h]]

([[
q2

h

]]
+

1

2
[[h2]]

)
= [[q]]2. (6.38)

Introduciendo la variable v, dada por q = vh, obtenemos a partir de (6.38)

[[h]]

(
[[hv2]] +

1

2
[[h2]]

)
= [[vh]]2

con la solución

v = vL ±
1√
2

(h− hL)

√
1

h
+

1

hL

o alternativamente,

q = vh = qL
h

hL

± h√
2

(h− hL)

√
1

h
+

1

hL

,

ver Figura 6.3. Para el uso posterior también desarrollaremos fórmulas para las velocidades
de choque involucradas. Obtenemos

s =
[[vh]]

[[h]]
=
v(h− hL) + (v − vL)hL

h− hL

= v +
[[v]]

[[h]]
hL = v ± hL√

2

√
1

h
+

1

hL

o equivalentemente

s = v +
[[v]]

[[h]]
hL = vL + [[v]] +

[[v]]

[[h]]
hL = vL ±

h√
2

√
1

h
+

1

hL

(6.39)

Si queremos indicar la familia de onda, escribimos

sj = sj(h; vL) = vL + (−1)j
h√
2

√
1

h
+

1

hL

= v + (−1)j
hL√

2

√
1

h
+

1

hL

, j = 1, 2.

Observamos que un estado a izquierda dado uL es atravesado por dos curvas sobre las cuales
la condición de Rankine-Hugoniot es válida, a saber:

H1(uL) :=

{(
h, qL

h

hL

− h√
2

(h− hL)

√
1

h
+

1

hL

)T∣∣∣∣h > 0

}
, (6.40)

H2(uL) :=

{(
h, qL

h

hL

+
h√
2

(h− hL)

√
1

h
+

1

hL

)T∣∣∣∣h > 0

}
. (6.41)

Los choques correspondientes seran denominados choques lentos o 1-choques y choques rápi-
dos o 2-choques, respectivamente. Finalmente, comentamos que

H(uL) =
{
u | ∃s ∈ R : s(u− uL) = f(u)− f(uL)

}
= H1(uL) ∪H2(uL)

es el lugar de Hugoniot correspondiente.
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Pronto veremos que las propiedades básicas del lugar de Hugoniot de las ecuaciones
shallow water pueden ser extendidas al caso general de sistemas estrictamente hiperbólicos,
por lo menos para choques “pequeños” para los que u está cerca de uL. El problema que se
presenta es la solución impĺıcita de un sistema de n ecuaciones

H(s,u;uL) := s(u− uL)−
(
f(u)− f(uL)

)
= 0 (6.42)

para las n+1 incógnitas u1, . . . , un y s para u cerca del estado dado uL. El problema esencial
consiste en el hecho de que tenemos una ecuación menos que el número de incógnitas, y que
H(s,uL;uL) = 0 para todos valores de s. Entonces el Teorema de Funciones Impĺıcitas no
puede ser utilizado antes de remover la singularidad en u = uL. La versión relevante de este
teorema es la siguiente.

Teorema 6.3 (Teorema de Funciones Impĺıcitas). Sea la función

Φ = (Φ1, . . . ,Φp)
T : Rq × Rp → Rp

de clase C1 en una vecindad de (x0,y0), x0 ∈ Rq, y0 ∈ Rp con Φ(x0,y0) = 0. Sea la matriz

∂Φ

∂y
=

∂Φ1/∂y1 · · · ∂Φ1/∂yp
...

...
∂Φp/∂y1 · · · ∂Φp/∂yp


no singular en el punto (x0,y0). Entonces existen una vecindad N de x0 y una función
diferenciable única φ : N → Rp tal que

Φ
(
x,φ(x)

)
= 0, φ(x0) = y0.

Escribiremos (6.42) como un problema de valores propios que podemos estudiar local-
mente alrededor de cada valor propio λj(uL). Esto levanta la singularidad y el Teorema 6.3
puede ser aplicado.

Teorema 6.4. Sea D un dominio en Rn. Se considera la ecuación estrictamente hiperbólica
ut+f(u)x = 0 con u ∈ D. Sea uL ∈ D. Entonces existen n curvas suaves H1(uL), . . . , Hn(uL)
localmente que atraviesan uL sobre las cuales la condición de Rankine-Hugoniot está satis-
fecha.

Demostración. Escribiendo

f(u)− f(uL) =

∫ 1

0

∂

∂α
f
(
(1− α)uL + αu

)
dα

=

∫ 1

0

Jf
(
(1− α)uL + αu

)
(u− uL) dα = M (u,uL)(u− uL),

donde M(u,uL) denota el promedio del Jacobiano

M (u,uL) =

∫ 1

0

Jf
(
(1− α)uL + αu

)
dα,

obtenemos que (6.42) puede ser escrito como

H(s,u;uL) =
(
s−M (u,uL)

)
(u− uL) = 0.
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Aqúı u − uL es un vector propio de la matriz M correspondiente al valor propio s. La
matriz M (uL,uL) = Jf (uL) posee n valores propios distintos a pares λ1(uL), . . . , λn(uL),
luego sabemos que existe un conjunto abierto N tal que para todo u,uL ∈ N , la matriz
M (u,uL) posee vectores propios dos veces diferenciables y valores propios distintos a pares,
es decir (

µj(u,uL)I −M (u,uL)
)
vj(u,uL) = 0, j = 1, . . . , n.

(Las propiedades de los valores propios siguen a partir del Teorema de Funciones Impĺıcitas
aplicado a det(µI −M(u,uL)), y las propiedades de los vectores propios están basadas en
considerar las proyecciones propias uni-dimensionales∫ (

M (u,uL)− µI
)−1

dµ

integradas alrededor de una pequeña curva que incluye el valor propio λj(uL).) Seanwk(u,uL),
k = 1, . . . , N , los vectores propios a izquierda normalizados tales que

wk(u,uL)Tvj(u,uL) = δjk, j, k = 1, . . . , n.

En esta terminoloǵıa los estados u y uL satisfacen la condición de Rankine-Hugoniot con
una velocidad s si y sólo si existe un ı́ndice j tal que

wk(u,uL)T(u− uL) = 0 para todo k 6= j, s = µj(u,uL), (6.43)

y wj(u,uL)T(u− uL) 6= 0. Definimos funciones F j : Rn × R→ Rn mediante

F j(u, ε) :=

w1(u,uL)T(u− uL)− εδ1j
...

wn(u,uL)T(u− uL)− εδnj

 .

La condición de Rankine-Hugoniot está satisfecha si y sólo si F j(u, ε) = 0 para algún ε y j.
Además sabemos que F j(uL, 0) = 0. Una computación directa entrega que

∂F j

∂u
(uL, 0) =

∂Fj,1/∂u1(uL) . . . ∂Fj,1/∂un(uL)
...

...
∂Fj,n/∂u1(uL) · · · ∂Fj,n/∂un(uL)

 =

l1(uL)
...

ln(uL)

 , (6.44)

donde l1(uL), . . . , ln(uL) son los vectores propios a izquierda de Jf (uL). Como la matriz
(6.44) es no singular, el Teorema de Funciones Impĺıcitas implica la existencia de una solución
uj(ε) única de

F j

(
uj(ε), ε

)
= 0 (6.45)

para ε pequeño.

Comentamos que derivando cada componente de (6.45) y evaluándola en ε = 0, obtene-
mos

lk(uL)u′j(0) = δj,k para todo k = 1, . . . , n, (6.46)

lo que implica que efectivamente

u′j(0) = rj(uL). (6.47)
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A partir de la definición de M tenemos que M (u,uL) = M (uL,u), y esta simetŕıa implica
que

µj(u,uL) = µj(uL,u), µj(uL,uL) = λj(uL),

vj(u,uL) = vj(uL,u), vj(uL,uL) = rj(uL),

wj(u,uL) = wj(uL,u), wj(uL,uL) = lj(uL).

(6.48)

Sea ∇kh(u1,u2) el gradiente de una función h : Rn × Rn → R con respecto al k-ésimo
argumento uk, k = 1, 2. Entonces las simetŕıas (6.48) implican que

∇1µj(u,uL) = ∇2µj(u,uL),

luego

∇λj(uL) = ∇1µj(uL,uL) +∇2µj(uL,uL) = 2∇1µj(uL,uL).

Para una función vectorial φ(u) = (φ1(u), . . . , φn(u))T denotamos por ∇φ(u) la matriz

∇φ(u) =

∇φ1(u)
...

∇φn(u)

 . (6.49)

Ahora las simetŕıas (6.48) implican que

∇lk(uL) = 2∇1wk(uL,uL), k = 1, . . . , n, (6.50)

en notación obvia.

6.4. La condición de entroṕıa

Después de haber desarrollado el concepto del lugar de Hugoniot en la sección anterior,
tenemos que elegir aquellas partes de las curvas que dan origen a choques admisibles, es decir
a discontinuidades que satisfacen una condición de admisibilidad. Esto será significativamente
más complicado en el caso de sistemas que para ecuaciones escalares. Para guiar nuestra
intuición volveremos al caso de las ecuaciones shallow water.

Ejemplo 6.8 (Ecuaciones shallow water, continuación: admisibilidad de choques). Estudia-
remos en primer lugar los puntos en H1(uL) (ver (6.40)); un análisis similar se aplica a
H2(uL) dado por (6.41). Se trabaja con las variables (h, v) en lugar de (h, q). Consideremos
el problema de Riemann donde tenemos un cuerpo de agua alto y en reposo a la izquierda
del origen y otro cuerpo de agua de baja altura y con velocidad positiva a la derecha del
origen. En otras palabras, el fluido del cuerpo de altura inicialmente baja se aleja del origen.
Precisamente, para hL > hR imponemos(

h
v

)
(x, 0) =


(hL, 0)T para x < 0,(
hR,

hL − hR√
2

√
1

hR

+
1

hL

)T

para x > 0,
(6.51)
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donde elegimos uR en tal forma que uR ∈ H1(uL), es decir la condición de Rankine-Hugoniot
está satisfecha para alguna velocidad s. Esto implica que(

h
v

)
(x, t) =


(hL, 0)T para x < st,(
hR,

hL − hR√
2

√
1

hR

+
1

hL

)T

para x > st
(6.52)

para hL > hR, donde la velocidad s es dada por

s = − hR√
2

√
1

hR

+
1

hL

< 0. (6.53)

Esto es una solución débil del problema perfectamente leǵıtima, pero esta solución no es para
nada razonable porque ahora pronostica que un cuerpo de agua de gran altura es empujado
por un cuerpo de baja altura. Si cambiamos el estado inicial de tal manera que el estado a
derecha uR esta localizado en la otra rama de H1(uL), es decir que un cuerpo de agua de
gran altura de agua se mueva hacia a un cuerpo de agua de baja altura en reposo, es decir
imponemos hL < hR y(

h
v

)
(x, 0) =


(hL, 0)T para x < 0,(
hR,

hL − hR√
2

√
1

hR

+
1

hL

)T

para x > 0,
(6.54)

con hL < hR, entonces la solución(
h
v

)
(x, t) =


(hL, 0)T para x < st,(
hR,

hL − hR√
2

√
1

hR

+
1

hL

)T

para x > st
(6.55)

con hL < hR y s dada por (6.53) ahora es f́ısicamente razonable porque ahora el cuerpo de
agua de gran altura “empuja” el cuerpo de baja altura.

Comentamos que quizas llama a atención que el choque es preservado, es decir no hay
deformacón del perfil de deformación. Esto se debe a la particular selección de uR ∈ H1(uL);
normalmente la solución contendrá tanto un choque como una onda de rarefacción. Esto se
aclarará cuando resolvemos el problema de Riemann completo.

Consideremos también como este ejemplo funciona si consideramos la conservación de
la enerǵıa. En nuestra derivación de las ecuaciones shallow water utilizamos solamente la
conservación de la masa y del momento lineal. Para soluciones suaves de estas ecuaciones
se puede deducir la conservación de la enerǵıa mecánica. Efectivamente, si denotamos por

Ekin(x, t) :=
1

2
h(x, t)v(x, t)2

la enerǵıa cinética de un corte vertical del sistema shallow water en la posición x al instante t
y por

Epot(x, t) :=
1

2
h(x, t)2

la enerǵıa potencial correspondiente, entonces la enerǵıa mecánica total es

Etot(x, t) = Ekin(x, t) + Epot(x, t).
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Consideremos ahora un segmento de un canal localizado entre x1 < x2 y supongamos que
tenemos una solución clásica (suave) de las ecuaciones shallow water. Entonces la tasa de
cambio de enerǵıa mecánica es dada por el flujo de enerǵıa entre x1 y x2 más el trabajo
efectuado por la presión. La conservación de enerǵıa entrega que

0 =
d

dt

∫ x2

x1

(
hv2

2
+
h2

2

)
dx+

∫ x2

x1

(
hv3

2
+
h2v

2

)
x

dx

+

∫ h(x2,t)

0

P (x2, y, t)v(x2, t) dy −
∫ h(x1,t)

0

P (x1, y, t)v(x1, t) dy

=
d

dt

∫ x2

x1

(
hv2

2
+
h2

2

)
dx+

∫ x2

x1

(
hv3

2
+
h2v

2

)
x

dx+

∫ x2

x1

(
h2v

2

)
x

dx

=

∫ x2

x1

(
hv2

2
+
h2

2

)
t

dx+

∫ x2

x1

(
hv3

2
+ h2v

)
x

dx,

donde utilizamos que P (x, y, t) = h(x, t)− y para soluciones suaves. Concluimos que(
hv2

2
+
h2

2

)
t

+

(
hv3

2
+ h2v

)
x

= 0

para soluciones suaves. Esta ecuación sigue directamente de (6.3) para soluciones suaves.
Sin embargo, para soluciones discontinuas la enerǵıa mecánica Etot en general no será

conservada. Debido a la disipación de enerǵıa esperamos una pérdida de enerǵıa a través de
una discontinuidad. Calculemos el cambio de enerǵıa ∆Etot a través de una discontinuidad
en los dos ejemplos arriba. Sea t un tiempo tal que x1 < st < x2. Obtenemos

∆Etot =
d

dt

∫ x2

x1

(
hv2

2
+
h2

2

)
dx+

(
hv3

2
+
h2v

2

)∣∣∣∣x2
x1

= −s
[[
hv2

2
+
h2

2

]]
+

[[
hv3

2
+ h2v

]]
=
δhR

2

(
[[h]]2δ2hR + h2

R − h2
L

)
+
(
−[[h]]3δ3hR − 2[[h]]δh2

R

)
= − [[h]]3δ

4
,

donde definimos

δ :=
1√
2

√
1

hL

+
1

hR

y recordamos que vL = 0 y vR = [[v]] = −[[h]]δ de acuerdo a la condición de Rankine-
Hugoniot. Aqúı utilizamos que la solución es suave, con la enerǵıa conservada, en cada uno
de los intervalos [x1, st] y [st, x2]. En el primer caso, de los datos (6.51) y la solución (6.52)
con hL > hR, obtenemos efectivamente ∆Etot > 0, mientras en el caso alternativo de los
datos (6.54) y la solución (6.55) con hL < hR, resulta ∆Etot < 0, lo que es f́ısicamente
mucho más razonable.

La discusión precedente indica que solamente una rama de H1(uL) es f́ısicamente acep-
table. Traduciremos esto ahora en condiciones sobre la existencia de perfiles viscosos y en
condiciones relacionados con los valores propios de Jf (u) en u = uL y u = uR, las cuales
utilizaremos en casos cuando no podemos aplicar la intuición.
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En el Caṕıtulo 3 discutimos el concepto de ondas viajeras en el contexto de leyes de con-
servación escalares. Este concepto puede ser extendido al caso de sistemas de conservación,
en particular a las ecuaciones shallow water, como sigue. Motivados por (3.6) en el caso es-
calar, se dice que un choque entre dos estados fijos uL y uR, que se propaga con velocidad s,
es decir

u(x, t) =

{
uL para x < st,

uR para x > st,

admite un perfil viscoso si u(x, t) es el ĺımite cuando ε→ 0 de

uε(x, t) = y

(
x− st
ε

)
= y(ξ), ξ =

x− st
ε

,

que satisface el sistema parabólico

uεt + f(uε)x = εuεxx.

Integrando esta ecuación y utilizando que ĺımε→0 y(ξ) = uL si ξ < 0, obtenemos

ẏ = a(h, q) := f(y)− f(uL)− s(y − uL), (6.56)

donde la diferenciación es con respecto a ξ. Veremos que es posible conectar el estado a
izquierda con el estado a derecha mediante un perfil viscoso solamente para la rama de H1(uL)
que satisface hR > hL, lo que corresponde a la solución f́ısicamente correcta.

Desde un punto de vista computacional, será más facil trabajar con perfiles viscosos en
las variables (h, v) que en las variables (h, q). Utilizando q̇ = v̇h + vḣ y (6.56), obtenemos
que existe un perfil viscoso en (h, q) si y sólo si (h, v) satisface(

ḣ
v̇

)
= b(h, v) :=

 vh− vLhL − s(h− hL)

(v − vL)(vL − s)
hL

h
+
h2 − h2

L

2h


=

 vh− vLhL − s(h− hL)

(v − vL)
hLhR

h
δ +

h2 − h2
L

2h

 .

Analizaremos el campo vectorial b(h, v) cuidadosamente. Su Jacobiano viene dado por

Jb(h, v) =

 v − s h
h2 + h2

L

2h2 − (v − vL)
hLhR

h2 δ
hLhR

h
δ

 . (6.57)

Evaluando (6.57) en u = uL obtenemos

Jb(hL, vL) =

[
vL − s hL

1 hRδ

]
=

[
hRδ hL

1 hRδ

]
,

donde utilizamos el valor de la velocidad de propagación s dada por (6.39). Los valores
propios de Jb(hL, vL) son hRδ ±

√
hL. Es facil ver que ambos son positivos cuando hR > hL;
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Figura 6.4. Ejemplo 6.8 (ecuaciones shallow water, continuación: admisibi-
lidad de choques): el campo vectorial b.

en este caso (hL, vL) es una fuente. Similarmente, obtenemos

Jb(hR, vR) =

[
hLδ hR

1 hLδ

]
,

con valores propios hLδ ±
√
hR. En el caso hR > hL uno es positivo y otro negativo, por lo

tanto (hR, vR) es un punto de silla. Sin embargo falta construir una órbita que conecta los dos
estados. Para tal efecto construimos una región K con (hL, vL) y (hR, vR) en la frontera de K
tal que una órbita que conecta (hL, vL) con (hR, vR) lo hace en el interior de K. La frontera
de K es dada por dos curvas a lo largo de las cuales la primera y la segunda componente de b
se anula, respectivamente. De acuerdo a lo anterior, la primera de estas curvas, denotada Ch,
es definida por

vh− vLhL − s(h− hL) = 0, h ∈ [hL, hR],

o equivalentemente,

v = vL − (h− hL)
hR

h
δ, h ∈ [hL, hR].

Para la segunda curva, denotada Cv, tenemos

(v − vL)(vL − s)
hL

h
+
h2 − h2

L

2h
= 0, h ∈ [hL, hR],

o equivalentemente,

v = vL −
h2 − h2

L

2hLhRδ
, h ∈ [hL, hR].

Estudiaremos ahora el comportamiento de la segunda componente de b a lo largo de la
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curva Ch donde la primera componente se anula, es decir(
(v − vL)

hLhR

h
δ +

h2 − h2
L

2h

)∣∣∣∣
Ch

= − hL

2h2
(hR − h)(h− hL)

(
1 +

h+ hR

hL

)
< 0.

Análogamente, para primera componente de b a lo largo de la curva Cv se tiene(
vh− vLhL − s(h− hL)

)∣∣
Cv

=
h− hL

2hRhLδ

(
hR(hL + hR)− h(h+ hL)

)
> 0

lo que es ilustrado en la Figura 6.4. El flujo del campo vectorial sale de la región K a lo largo
de las curvas Ch y Cv. Localmente, alrededor de uR = (hR, vR)T debe existir una órbita que
entra a K cuando ξ decae desde ∞. Esta curva no puede escapar K y debe conectar con una
curva que proviene de uL = (hL, vL). Por lo tanto, acabamos de demostrar la existencia de
un perfil viscoso.

Vimos que los valores relativos de la velocidad del choque s y los valores propios del
Jacobiano Jb, y por lo tanto los valores propios de Ja, en uL y uR son cruciales para la
validez de este análisis. Reformularemos ahora estas hipótesis como hipótesis sobre los valores
propios de Ja. A partir de (6.56) obtenemos

Ja(h, q) =

 −s 1

h− q2

h2

2q

h
− s

 = Jf (u)− sI,

donde Jf (u) es el Jacobiano de las ecuaciones shallow water (ver (6.8)). Utilizando los
valores propios λ1,2(u) de Jf (u) dados por (6.9), obtenemos que los valores propios µ1,2(u)
de Ja(h, q) son

µ1,2(u) = −s+
q

h
±
√
h = −s+ λ1,2(u).

Observamos que µ1(uL) > 0 y µ2(uL) > 0, por lo tanto uL es una fuente, mientras que
µ1(uR) < 0 y µ2(uR > 0), luego uR es un punto de silla. Podemoso escribir esto como

λ1(uR) < s < λ1(uL), s < λ2(uR). (6.58)

Estas se llaman desigualdades de Lax, y se dice que un choque que satisface estas desigualdes
es un 1-choque de Lax o un choque lento de Lax. Acabamos de demostrar que para las
ecuaciones shallow water existe un perfil viscoso, y que las condiciones de choque de Lax están
satisfechas. Dichas condiciones fueron introducidas por Lax en [33]; este trabajo presenta los
fundamentos de la solución del problema de Riemann para sistemas de leyes de conservación.

Para la “solución” no f́ısica consideramos uR ∈ H1(uL) con hR < hL, tal que los valores
propios en uL = (hL, vL) asumen signos diferentes, por lo tanto uL es un punto de silla. Por
otra parte, ambos valores propios en uR = (hR, vR) son positivos, por lo tanto uR es una
fuente. Concluimos que no existe ninguna órbita que conecte uL con uR.

Un análisis similar puede ser aplicado a H2(uL), con el resultado de que existe un perfil
viscoso que satisface la condición de Rankine-Hugoniot si y sólo si las siguientes condiciones
de entroṕıa de Lax están satisfechas:

λ2(uR) < s < λ2(uL), s > λ1(uR). (6.59)

En este caso tenemos un 2-choque de Lax, también llamado choque rápido de Lax.
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Podemos resumir el argumento como sigue. Un choque posee un perfil viscoso si y sólo
si las condiciones de choque de Lax están satisfechas. Tales choques se llaman admisibles.
Denotaremos aquella parte del lugar de Hugoniot donde las condiciones de Lax para un j-
choque (para un sistema de dos ecuaciones, (6.58) para j = 1 y (6.59) para j = 2) por Sj.
En el caso de las ecuaciones shallow water, obtenemos

S1(uL) :=

{(
h, qL

h

hL

− h√
2

(h− hL)

√
1

h
+

1

hL

)T∣∣∣∣h > hL

}
, (6.60)

S2(uL) :=

{(
h, qL

h

hL

+
h√
2

(h− hL)

√
1

h
+

1

hL

)T∣∣∣∣0 < h 6 hL

}
(6.61)

(ver Figura 6.3). Tambien podemos parametrizar los choques admisibles en forma diferente.
Para los choques lentos de Lax definimos

h1,ε := hL −
2

3

√
hLε, ε < 0.

Esto entrega

q1,ε := qL

(
1− 2ε

3
√
hL

)
+
ε

9

√
2hL

(
6
√
hL − 2ε

)(
3
√
hL − 2ε

)
,

lo que implica que

d

dε

(
h1,ε

q1,ε

) ∣∣∣∣
ε=0

= r1(uL),

donde r1(uL) viene dado por (6.23). Análogamente para los choques rápidos de Lax obtene-
mos

h2,ε := hL +
2

3

√
hLε, ε < 0.

Esto entrega

q2,ε := qL

(
1−+

2ε

3
√
hL

)
+
ε

9

√
2hL

(
6
√
hL + 2ε

)(
3
√
hL + 2ε

)
,

lo que implica que

d

dε

(
h2,ε

q2,ε

) ∣∣∣∣
ε=0

= r2(uL),

donde r2(uL) viene dado por (6.23).

El Ejemplo 6.8 ilustra la equivalencia de la existencia de un perfil viscoso con la sa-
tisfacción de las condiciones de entroṕıa de Lax para las ecuaciones shallow water. Queda
pendiente hacer el mismo análisis para sistemas generales. Utilizaremos el Ejemplo 6.8 para
motivar la siguiente definición, formulada para sistemas generales.
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Definición 6.2 (Condición de entroṕıa de Lax). Para el sistema de leyes de conservación
(6.1) se dice que un choque

u(x, t) =

{
uL para x < st,

uR para x > st

es un j-choque de Lax, j = 1, . . . , n, si la velocidad de propagación del choque s satisface la
condición de Rankine-Hugoniot s[[u]] = [[f ]] y la condición de entroṕıa de Lax

λj−1(uL) < s < λj(uL), λj(uR) < s < λj+1(uR),

donde definimos λ0 := −∞ y λn+1 :=∞.

Comentario 6.1. Notamos que para sistemas estrictamente hiperbólicos, para los cuales
los valores propios de Jf (u) son distintos a pares, es suficiente verificar las desigualdades
λj(uR) < s < λj(uL) para j-choques de Lax pequeños si los valores propios son continuous
en u.

El siguiente teorema es una consecuencia del Teorema 6.4.

Teorema 6.5 (Sobre j-choques de Lax para un sistema de leyes de conservación). Se con-
sidera el sistema estrictamente hiperbólico ut + f(u)x = 0 en un dominio D ⊂ Rn. Sea
j ∈ {1, . . . , n} un ı́ndice fijo y ∇λj · rj = 1. Sea uL ∈ D. Entonces un estado uj,ε ∈ Hj(uL)
es un j-choque de Lax cerca de uL si |ε| es suficientemente pequeño y ε < 0. Si ε > 0,
entonces el choque no es un j-choque de Lax.

Demostración.

1.) Utilizando la ε-parametrización del lugar de Hugoniot vemos que el choque es un
j-choque de Lax si y sólo si

λj−1(0) < s(ε) < λj(0), λj(ε) < s(ε) < λj+1(ε),

donde por simplicidad escribimos u(ε) = uj,ε, s(ε) = sj,ε, y λk(ε) = λk(uj,ε). De
acuerdo al Comentario 6.1, basta verificar la satisfacción de las desigualdades

λj(ε) < s(ε) < λj(0).

2.) Para tal efecto, supongamos primeramente que u(ε) ∈ Hj(uL) y que ε < 0. A partir
del Teorema de Funciones Impĺıcitas (Teorema 6.3) sabemos que s(ε)→ λj(0) cuando
ε→ 0. Como tambien λj(ε)→ λj(0) cuando ε→ 0 y

dλj(ε)

dε

∣∣∣∣
ε=0

= ∇λj(0) · rj(uL) = 1,

basta demostrar que 0 < s′(0) < 1. Efectivamente demostraremos que s′(0) = 1/2.
Para tal efecto recordemos a partir de (6.43) que s es un valor propio de la matriz
M(u,uL), es decir

s(ε) = µj
(
u(ε),uL

)
.

Entonces

s′(0) = ∇1µj(uL,uL) · u′(0) =
1

2
∇λj(uL) · rj(uL) =

1

2
,
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aprovechando la simetŕıa (6.50) y la normalización del valor propio a derecha.
3.) Si ε > 0, observamos inmediatamente que s(ε) > s(0) = λj(0), y en este caso no

podemos tener un j-choque de Lax.

6.5. La solución del problema de Riemann

En esta sección combinaremos las propiedades de ondas de rarefacción y de ondas de
choque para construir la solución única del problema de Riemann para datos pequeños.
Nuestro planteo sera el siguiente. Supongamos que el estado a izquierda uL está dado, y
consideremos el espacio de todos los estados a derecha uR posibles. Para cada estado a
derecha queremos describir la solución del problema de Riemann. (Podŕıamos, por supuesto,
alternativamente asumir el punto de vista opuesto, considerando uR como fijo y construyendo
la solución para todos los estados uL posibles.) Para tal efecto definimos las llamadas curvas
de onda (wave curves). Si la j-ésima familia de onda es genuinamente no lineal, definimos

Wj(uL) := Rj(uL) ∪ Sj(uL),

donde Rj(uL) es la curva definidas por el Teorema 6.1 y Sj(uL) es aquella parte de Hj(uL)
donde las condiciones j de Lax estan satisfechas, ver Definición 6.2. Si la j-ésima familia de
onda es linealmente degenerada, definimos

Wj(uL) := Cj(uL),

donde Cj(uL) es definida por (6.21). Recordamos que las curvas de choque y de rarefacción
han sido parametrizadas separadamente mediante un parámetro ε tal que ε > 0 corresponde
a una solución de onda de rarefacción, y ε < 0 a una solución onda de choque, en el caso
de una familia de onda genuinamente no lineal. El hecho importante acerca de las curvas de
onda es el hecho de que estas curvas casi forman un sistema de coordenadas alrededor de uL,
lo que posibilitará demostrar la existencia de soluciones del problema de Riemann para uR

cerca de uL.
Empezamos a partir del estado a izquierda uL conectándolo a un estado intermedio

cercano um1 = u1,ε1 ∈ W1(uL) utilizando o una solución onda de rarefacción (ε1 > 0) o una
solución onda de choque (ε1 < 0) si la primera familia es genuinamente no lineal. Si la primera
familia es linealmente degenerada, se utiliza una discontinuidad de contacto para todo ε1. A
partir del estado um1 se hallará otro estado intermedio um2 = u2,ε2 ∈ W2(um1). Se continua
de esta forma hasta llegar a un estado intermdedio umn−1 tal que uR = un,εn ∈ W (umn−1).
El problema consiste en demostrar que existe una n-tupla (ε1, . . . , εn) única tal que “achun-
tamos” uR desde uL mediante esta construcción.

Ilustraremos la discusión precedente mediante el ejemplo de las ecuaciones shallow water.
Este ejemplo contiene la descripción fundamental de la solución, la cual en un principio puede
ser generalizada al caso general.

Ejemplo 6.9 (Ecuaciones shallow water, continuación: solución del problema de Riemann).
Fijamos uL. Entonces para cada estado a derecha uR hay que determinar un estado in-
termedio um tal que um ∈ W1(uL) y um ∈ W2(uR). (En el caso particular de que uR ∈
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W1(uL) ∪W2(uL) no se necesita un estado intermedio um.) Para sistemas de leyes de con-
servación 2×2 (tales como las ecuaciones shallow water) es más fácil considerar la curva de
onda “hacia atrás” W−

2 (uR) que consiste en los estados um que pueden ser conectados con
uR por una onda rápida. El problema de Riemann con el estado a izquierda uL y el estado a
derecha uR posee una solución única si y sólo si W1(uL) y W−

2 (uR) poseen una intersección
única. En este caso, obviamente, la intersección será el estado intermedio um. Aqúı la curva
W1(uL) viene dada por

W1(uL) : v = v(h) =


vL − 2

(√
h−
√
hL

)
para h ∈ [0, hL],

vL −
h− hL√

2

√
1

h
+

1

hL

para h > hL,

y es fácil ver que W1(uL) es estrictamente decreciente, no acotada, y que empieza en vL + 2
√
hL.

Utilizando (6.27) y (6.61) encontramos, además, que

W−
2 (uR) : v = v(h) =


vR + 2

(√
h−
√
hR

)
para h ∈ [0, hR],

vR +
h− hR√

2

√
1

h
+

1

hR

para h > hR,

y es igualmente fácil ver que W−
2 (uR) es estrictamente creciente, no acotada, con su mı́nimo

en vR − 2
√
hR. Concluimos entonces que el problema de Riemann para las ecuaciones shallow

water posee una solución única en la región donde

vL + 2
√
hL > vR − 2

√
hR. (6.62)

Para obtener ecuaciones expĺıcitas para el estado intermedio um, hay que distinguir varios
casos en dependencia de las curvas de onda que intersectan (ondas de rarefacción u ondas
de choque). Esto da origen a cuatro regiones, denotadas por I, II, III y IV, respectivamente
(ver Figura 6.5). Generaremos las ecuaciones para el estado intermedio um en cada caso.

1.) Supongamos que uR ∈ I. Determinaremos un estado intermedio único um ∈ S1(uL) tal
que uR ∈ R2(um). Estos requerimientos dan origen a las siguientes ecuaciones para
hm y vm tales que um = (hm, qm)T = (hm, hmvm)T:

vm = vL −
hm − hL√

2

√
1

hm

+
1

hL

, vR = vm + 2
(√

hR −
√
hm

)
.

Sumando ambas ecuaciones obtenemos

√
2[[v]] = 2

√
2
(√

hR −
√
hm

)
− (hm − hL)

√
1

hm

+
1

hL

para determinar hm.
2.) Para uR ∈ III se tiene um ∈ R1(uL) y uR ∈ S2(um), luego

√
2[[v]] = −2

√
2
(√

hm −
√
hL

)
+ (hR − hm)

√
1

hR

+
1

hm

.
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Figura 6.5. Ejemplo 6.9 (ecuaciones shallow water, continuación: solución
del Problema de Riemann): partición del plano (h, v), ver (6.64) y (6.71).

3.) Para uR ∈ IV se tiene um ∈ S1(uL) y uR ∈ S2(um), luego

√
2[[v]] = (hR − hm)

√
1

hR

+
1

hm

− (hm − hL)

√
1

hm

+
1

hL

.

4.) Para uR ∈ II se tiene um ∈ R1(uL) y uR ∈ R2(um). El estado intermedio um es dado
por

vm = vL − 2
(√

hm −
√
hL

)
, vR = vm + 2

(√
hR −

√
hm

)
,

con la solución √
hm =

1

2

(√
hR +

√
hL

)
− 1

4
[[v]]. (6.63)

Esta ecuación posee una solución solamente para estados a derecha uR para cuales el
lado derecho de (6.63) es no negativo. Esto es consistente con (6.62).

Encontramos, entonces, que el problema de Riemann posee una solución única consistente
en una onda lenta seguida por una onda rápida siempre que

uR ∈
{
u ∈ (0,∞)× R | 2

(√
hR +

√
hL

)
> [[v]]

}
. (6.64)

Resumiremos la solución del problema de Riemann para las ecuaciones shallow water. En
primer lugar, no podemos resolver el problema globalmente, sino que solamente localmente al-
rededor del estado a izquierda uL. En segundo lugar, la solución general consiste en una com-
posición de ondas elementales. Supongamos que uR satisface (6.64), y sea wj(x/t;hm, hL)
la solución del problema de Riemann para um ∈ Wj(uL). Aqúı, como en la mayor parte
de nuestros cómputos para las ecuaciones shallow water, utilizamos h en lugar de ε como
parámetro. Se utiliza la notación σ±j para denotar las velocidades de onda más lenta y más
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Figura 6.6. Ejemplo 6.9 (ecuaciones shallow water, continuación: solución
del Problema de Riemann): la solución del problema de Riemann en el espacio
de fase (izquierda) y en el espacio (x, t) (derecha).

rápida, respectivamente, en cada familia para simplificar la descripción de la solución com-
pleta. Entonces tenemos que para j = 1 (j = 2, respectivamente) y hR < hL (hR > hL,
respectivamente), wj es una solución del tipo onda de rarefacción con la velocidad menor
σ−j = λj(uL) y la velocidad mayor σ+

j = λj(uR). Si j = 1 (j = 2, respectivamente) y hR > hL

(hR < hL, respectivamente), entonces wj es una solución del tipo onda de choque con la ve-
locidad σ−j = σ+

j = sj(hR, hL). La solución del problema de Riemann está dada por

u(x, t) =



uL para x < σ−1 (t),

w1(x/t;um,uL) para σ−1 t 6 x 6 σ+
1 (t),

um para σ+
1 t < x 6 σ−2 (t),

w2(x/t;uR,um) para σ−2 t 6 x 6 σ+
2 (t),

uR para x > σ+
2 (t),

ver Figura 6.6.

Antes de formular el teorema de existencia y unicidad para soluciones del problema de
Riemann necesitaremos una cierta propiedad de las curvas de onda, la cual puede ser expĺıci-
tamente verificada para las ecuaciones shallow water. A partir de (6.47) y (6.20) recordamos
que

duε
dε

∣∣∣∣
ε=0

= rj(uL),

lo que implica que Wj(uL) es por lo menos diferenciable en uL. Efectivamente se puede
demostrar que Wj(uL) posee una segunda derivada continua a través de uL.

Se introduce la siguiente notación para la derivada direccional de una cantidad h(u) en
la dirección r (no necesariamente normalizada) en el punto u:

Drh(u) = ĺım
ε→0

1

ε

(
h(u+ εr)− h(u)

)
= (∇h · r)(u).

(Si h es un vector, entconces ∇h debe ser remplazado por ∇h = Jh.)
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Teorema 6.6 (Continuidad C2 de la curva de onda). La curva de onda Wj(uL) posee una
segunda derivada continua a través de uL. En particular,

uj,ε = uL + εrj(uL) +
1

2
ε2Drjrj(uL) +O(ε3).

Demostración. En la demostración de la admisibilidad de partes de los lugares de Hugoniot
(Teorema 6.5) desarrollamos casi todos los ingredientes necesarios para demostrar este teo-
rema. La curva de rarefacción Rj(uL) es la curva integral del vector propio a derecha rj(u)
que atraviesa uL, luego se tiene que

u(0+) = uL, u′(0+) = rj(uL), u′′(0+) = ∇rj(uL)rj(uL),

donde por simplicidad suprimimos la dependencia de j para u, escribiendo u(ε) = uj,ε, etc.,
y ∇rj(uL)rj(uL) denota el producto de la matriz n× n ∇rj(uL) (ver (6.49)) con el vector
(la columna) rj(uL). Recordemos que el lugar de Hugoniot es definido por (6.46), es decir

wk

(
u(ε),uL

)
·
(
u(ε)− uL

)
= εδjk, k = 1, . . . , n. (6.65)

A partir de (6.47) sabemos que u′(0−) = rj(uL). Para hallar la segunda derivada de u(ε)
en ε = 0, hay que calcular la segunda derivada de (6.65). Aqúı obtenemos

2rj(uL)T∇1wk(uL,uL)rj(uL) +wk(uL,uL) · u′′(0−) = 0, k = 1, . . . , n.

Utilizando (6.50), es decir

∇1wk(uL,uL) =
1

2
∇lk(uL),

obtenemos que

rj(uL)T∇lk(uL)rj(uL) + lk(uL) · u′′(0−) = 0, k = 1, . . . , n. (6.66)

Utilizando la ortogonalidad entre los vectores propios a izquierda y a derecha,

lk(uL) · rj(uL) = δjk,

obtenemos

rj(uL)∇lk(uL) = −lk(uL)∇rj(uL), k = 1, . . . , n.

Insertando esto en (6.66) obtenemos

lk(uL) · u′′(0−) = lk(uL)∇rj(uL)rj(uL) para todo k = 1, . . . , n.

A partir de esto concluimos también que

u′′(0−) = ∇rj(uL)rj(uL),

lo que concluye la demostración del teorema.

Demostraremos ahora el teorema clásico de Lax sobre la existencia de una solución de
entroṕıa única del problema de Riemann para datos iniciales pequeños. La hipótesis de
estricta hiperbolicidad del sistema implica la existencia de un conjunto completo de vectores
propios linealmente independientes. Además, demostramos que las curvas de onda son de
clase C2, luego intersectan transversalmente en el estado a izquierda uL. Esto demuestra, de
manera heuŕıstica, que es posible resolver el problema de Riemann localmente. Efectivamente
vimos que la solución del problema correspondiente para las ecuaciones shallow water puede
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ser escrita como composición de ondas elementales individuales que no interactúan, en el
sentido de que la onda más rápida de una familia es más lenta que la onda más lenta de la
familia siguiente. Esto nos permite escribir la solución en la misma forma en el caso general.
Para hacerlo introduciremos alguna notación. Sea uj,εj = uj,εj(x/t;uR,uL) la solución única
del problema de Riemann con el estado a izquierda uL y el estado a derecha uR que consiste
en una sola onda elemental (es decir, onda de choque, onda de rarefacción, o discontinuidad
de contacto) de la familia j con fuerza εj. Además, se define notación para velocidades
correspondientes a las ondas más rápidas y más lentas de una determinada familia. Sea

σ+
j = σ−j = sj,εj si εj < 0;

σ−j = λj(uj−1,εj−1
) = λj(umj−1

), σ+
j = λj(uj,εj) = λj(umj

) si εj > 0

si la j-ésima familia de onda es genuinamente no lineal y

σ+
j = σ−j = λj(uj,εj) = λj(umj

)

si la j-ésima familia es linealmente degenerada. Mediante estas definiciones podemos ahora
escribir la solución del problema de Riemann como

u(x, t) =



uL para x < σ−1 t,

u1,ε1(x/t;um1 ,uL) para σ−1 t 6 x 6 σ+
1 t,

um1 para σ+
1 t 6 x < σ−2 t,

u2,ε2(x/t;um2 ,um1) para σ−2 t 6 x 6 σ+
2 t,

um2 para σ+
2 t 6 x < σ−3 t,

...
...

un,εn(x/t;uR,umn−1) para σ−n t 6 x 6 σ+
n t,

uR para x > σ+
n t.

(6.67)

Teorema 6.7 (Teorema de Lax). Sean fj ∈ C1(Rn) y f = (f1, . . . , fn)T. Sea D ⊂ Rn un
dominio y consideremos la ecuación estrictamente hiperbólica ut + f(u)x = 0 con u ∈ D.
Supongamos, además, que cada familia de onda es o genuinamente no lineal, o linealmente
degenerada. Entonces para cada uL ∈ D existe una vecindad D̃ ⊂ D tal que para todo
uR ∈ D̃, el problema de Riemann

u(x, 0) =

{
uL para x < 0,

uR para x > 0

posee una solución única en D̃ que consiste en a lo más n curvas de onda, es decir ondas de
rarefacción, ondas de choque que satisfacen la condición de entroṕıa de Lax, o discontinui-
dades de contacto. La solución es dada por (6.67).

Para demostrar el Teorema 6.7 consideraremos la aplicación Wj,ε : u 7→ uj,ε ∈ Wj(u).
Esto permite escribir la solución del problema de Riemann utilizando la composición

W(ε1,...,εn) = Wn,εn ◦Wn−1,εn−1 ◦ · · · ◦W1,ε1 (6.68)
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como

W(ε1,...,εn)(uL) = uR, (6.69)

y deseamos demostrar la existencia de un vector único ε = (ε1, . . . , εn) (cerca del origen)
tal que (6.69) está satisfecho para |uR − uL| pequeño. La demostración del Teorema 6.7
dependerá de los dos términos dominantes, es decir hasta el término lineal, en es desarrollo
en series de Taylor de W . Para su uso posterior desarrollaremos en el siguiente lema esta
expresión hasta el término cuadrático.

Lema 6.1. La cantidad (6.68) satisface

W(ε1,...,εn)(uL) = uL +
n∑
i=1

εiri(uL) +
1

2

n∑
i=1

ε2
iDriri(uL) +

n∑
i,j=1
j<i

εiεjDrirj(uL) +O
(
|ε|3
)
.

Demostración del Lema 6.1. Demostraremos que para k = 1, . . . , n, se tiene

W(ε1,...,εk,0,...,0)(uL) = uL +
k∑
i=1

εiri(uL) +
1

2

k∑
i=1

ε2
iDriri(uL)

+
k∑

i,j=1
j<i

εiεjDrirj(uL) +O
(
|ε|3
) (6.70)

por inducción sobre k. Esta identidad es claramente válida para k = 1, de acuerdo al Teore-
ma 6.6. Supongamos ahora que (6.70) es válido, entonces

W(ε1,...,εk+1,0,...,0)(uL) = Wk+1,εk+1

(
W(ε1,...,εk,0,...,0)(uL)

)
= uL +

k∑
i=1

εiri(uL) +
1

2

k∑
i=1

ε2
iDriri(uL)

+
k∑

i,j=1
j<i

εiεjDrirj(uL) + εk+1rk+1

(
W(ε1,...,εk,0,...,0)(uL)

)
+
ε2
k+1

2
Drk+1

rk+1

(
W(ε1,...,εk,0,...,0)(uL)

)
+O

(
|ε|3
)

= uL +
k+1∑
i=1

εiri(uL) +
1

2

k+1∑
i=1

ε2
iDriri(uL)

+
k+1∑
i,j=1
j<i

εiεjDrirj(uL) +O
(
|ε|3
)
,

de acuerdo al Teorema 6.6.

Demostración del Teorema 6.7. Se uL ∈ D y definamos la aplicación

L(ε1, . . . , εn,u) := W(ε1,...,εn)(uL)− u.
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Este mapa satisface

L(0, . . . , 0,uL) = 0, ∇εL(0, . . . , 0,uL) =
[
r1(uL) · · · rn(uL)

]
,

es decir la matriz ∇εL tiene como columnas los vectores propios rj de Jf , evaluados en uL.
Esta matriz es regular debido a la hipótesis de estricta hiperbolicidad. Entonces el Teorema de
Funciones Impĺıcitas implica que existe una vecindad N de uL y una función diferenciable
única (ε1, . . . , εn) = (ε1(u), . . . , εn(u)) tal que L(ε1, . . . , εn,u) = 0. Si uR ∈ N , entonces
existe un vector único (ε1, . . . , εn) tal que W(ε1,...,εn)uL = uR, lo que demuestra el teorema.

Comentario 6.2. Podŕıamos reformular el Teorema de Lax diciendo que podemos utilizar
(ε1, . . . , εn) para medir distancias en el espacio de fase. Efectivamente, para constantes A
y B se tiene que

A|uR − uL| 6
n∑
j=1

|εj| 6 B|uR − uL|.

Ejemplo 6.10 (Ecuaciones shallow water, continuación: solución global del problema de
Riemann). En lo siguiente se construirá la solución global del problema de Riemann para las
ecuaciones shallow water para todo

uL,uR ∈ D :=
{

(h, v) | h ∈ [0,∞), v ∈ R
}
.

Por supuesto, la solución es la misma en aquellas regiones donde ya hemos construido una
solución, es decir queda por construir una solución en

uR ∈ V :=
{
uR ∈ D | 2

(√
hR +

√
hL

)
6 [[v]]

}
∪ {h = 0}.

Utilizaremos las variables (h, v) en lugar de (h, q). Supongamos primero que uR = (hR, vR) ∈
V con hR > 0. Conectamos primeramente uL con un estado intermedio um por una onda
de rarefacción lenta, con un estado um localizado en la “ĺınea del vaćıo” h = 0. Este estado
está dado por

vm = vL + 2
√
hL, (6.71)

utilizando (6.28). A partir de este estado saltamos al punto único v∗ en h = 0 tal que la
onda de rarefacción rápida empezando en h∗ = 0 y v∗ “achunta” uR. Observamos a partir
de (6.29) que

v∗ = vR − 2
√
hR,

lo que entrega la siguiente solución:

u(x, t) =



uL = (hL, vL)T para x < λ1(uL)t,

R1(x/t;uL) para λ1(uL)t < x < (2
√
hL + vL)t,

(0, ṽ(x, t))T para (2
√
hL + vL)t < x < v∗t,

R2(x/t; (0, v∗)T) para v∗t < x < λ2(uR)t,

uR = (hR, vR)T para x > λ2(uR)t.

(6.72)
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Figura 6.7. Ejemplo 6.11 (ecuaciones shallow water, continuación: problema
dam break (rotura de la presa)): la solución del problema del problema en el
espacio (x, t) (izquierda) y la componente h (derecha).

F́ısicamente no tiene sentido asignar un valor a la velocidad v del agua cuando no hay agua,
es decir h = 0, y matemáticamente vemos que cualquier valor de v satisface las ecuaciones
cuando h = 0. Por lo tanto, no tenemos que asignar ningún valor a ṽ(x, t).

Si uR pertenece a la “ĺınea del vaćıo” {h = 0}, todavia podemos conectar uL con un
estado um ∈ {h = 0} utilizando una rarefacción lenta, y luego conectamos con uR a lo

largo de {h = 0}. Considerando un estado vecino ũR con h̃R > 0, observamos que esta
construcción genera continuidad en los datos.

Finalmente, hay que resolver el problema de Riemann con uL ∈ {h = 0}. Sea ahora
uL = (0, vL)T, y uR = (hR, vR) con hR > 0. Ahora conectamos uL con un estado um a lo
largo de {h = 0}, donde

vm = vR − 2
√
hR,

luego continuamos a uR mediante una onda de rarefacción rápida.

Ejemplo 6.11 (Ecuaciones shallow water, continuación: problema dam break (rotura de la
presa)). Para este problema se consideran los datos iniciales de Riemann

u(x, 0) = u0(x) =

(
h(x, 0)
v(x, 0)

)
=

{
(hL, 0)T para x < 0,

0 para x > 0.

A partir de la discusión anterior sabemos que la solución consiste en una onda de rarefacción
lenta dada por

u(x, 0) =

(
h(x, t)
v(x, t)

)
=


(hL, 0)T para x < −

√
hLt,(

1

9

(
2
√
hL −

x

t

)2 2

3

(√
hL +

x

t

))T

para −
√
hLt < x < 2

√
hLt,

0 para x > 2
√
hLt,

ver Figura 6.7.
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6.6. El problema de Riemann para las ecuaciones de Euler

Las ecuaciones de Euler de la mecánica de fluidos dinámica de fluidos fueron definidas en
el Ejemplo 6.4; el punto de partida es la versión uni-dimensional dada por (6.7). Podemos
despejar p a partir de la ecuación de estado E = . . . en (6.7), lo cual entrega

p = (γ − 1)E − γ − 1

2
%v2 = (γ − 1)E − γ − 1

2

q2

%
, (6.73)

donde definimos el momento q = %v. Insertando esto en las ecuaciones de Euler obtenemos

 %
%v
E


t

+


%v

−γ − 3

2
%v2 + (γ − 1)E

v

(
γE − γ − 1

2
%v2

)

x

= 0.

En términos de las variables conservadas %, q y E este sistema de leyes de conservación
asume la forma

ut + f(u)x = 0, donde u :=

%
q
E

 , f(u) :=


q

3− γ
2

q2

%
+ (γ − 1)E

γ
Eq

%
− γ − 1

2

q3

%2

 . (6.74)

El Jacobiano de f está dado por

Jf (u) =


0 1 0

γ − 3

2

q2

%2 (3− γ)
q

%
γ − 1

−γEq
%2 + (γ − 1)

q3

%3 γ
E

%
− 3(γ − 1)

2

q2

%2 γ
q

%


Introduciendo la entalṕıa H definida por

H =
E + p

%
= γ

E

%
− γ − 1

2

q2

%2
=
γ

%

p

γ − 1
+
v2

2

podemos escribir Jf (u) como

Jf (u) =


0 1 0

γ − 3

2
v2 (3− γ)v γ − 1

γ − 1

2
v3 − vH H − (γ − 1)v2 γv

 . (6.75)

Para hallar sus valores propios, notamos que su determinante viene dado por

det
(
λI − Jf (u)

)
= (λ− v)

(
(λ− v)2 − γ − 1

2
(2H − v2)

)
(6.76)
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(cálculo directo; ver Problema 6.5). Esto puede ser simplificado si definimos la velocidad del
sonido

c =

√
γp

%
, (6.77)

y tomamos en cuenta que

2H − v2 = 2γ
E

%
− (γ − 1)v2 − v2 = 2γ

E

%
− γv2 = γ

(
2E

%
− v2

)
=
γ

%
(2E − %v2) =

γ

%

2p

γ − 1
,

lo cual entrega

det
(
λI − Jf (u)

)
= (λ− v)

(
(λ− v)2 − c2

)
;

luego los valores propios de Jf (u) son

λ1(u) = v − c, λ2(u) = v, λ3(u) = v + c. (6.78)

Escribiendo los vectors propios correspondientes como ri = (1, yi, zi)
T, i = 1, 2, 3, en coor-

denadas (%, q, E), obtenemos

yi = λi, zi =
1

γ − 1

(
λ2
i −

γ − 3

2
v2 + λi(γ − 3)v

)
, i = 1, 2, 3, (6.79)

donde resulta (ver Problema 6.5)

z1 = H − cv, z2 = v2/2, z3 = H + cv. (6.80)

Resumiendo, tenemos los siguientes valores y vectores propios:

λ1(u) = v − c, r1(u) =

 1
v − c
H − cv

 ; λ2(u) = v, r2(u) =

 1
v

v2/2

 ;

λ3(u) = v + c, r3(u) =

 1
v + c
H + cv

 .

Observamos que la segunda familia es linealmente degenerada, ya que

∇λ2(u) · r2(u) ≡ 0,

luego la solución del problema de Riemann en esta familia consistirá en una discontinuidad
de contacto. La primera y la tercera de estas familias son ambas genuinamente no lineales, es
decir darán origen a las ondas de rarefacción y de choque, respectivamente (Problema 6.5).

Definición 6.3 (Invariante de Riemann). Sea la ley de conservación ut + f(u)x = 0 es-
trictamente hiperbólica y k ∈ {1, . . . , n}. Entonces una función suave w : Rn → R see llama
k-invariante de Riemann si

∇w(u) · rk(u) = 0,

donde rk es el k-ésimo vector propio del Jacobiano Jf (u).
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De acuerdo a esta definición, para las ecuaciones de Euler un i-invariante de Riemann
(i = 1, 2, 3) es una función R = R(%, q, E) tal que R es constante a lo largo de las curvas
integrales de ri. En otras palabras, un i-invariante de Riemann satisface ∇R(u) · ri = 0. La
utilidad de este concepto consiste en que si podemos encontrar dos invariantes de Riemann
R(u) y R̃(u) para cada uno de los tres vectores propios, posiblemente se pueden resolver las
ecuaciones

R(%, q, E) = R(%L, qL, EL), R̃(%, q, E) = R̃(%L, qL, EL)

para obtener una fórmula para las ondas de rarefacción. Esto es equivalente con encontrar
una solución impĺıcita para la ecuación diferencial ordinaria u̇ = r(u) que define las curvas
de rarefacción. Resulta que tenemos los siguientes invariantes de Riemann:

i = 1 i = 2 i = 3

invariantes de Riemann S, v +
2c

γ − 1
v, p S, v − 2c

γ − 1

Aqúı se define la entroṕıa S mediante

S = − log
p

%γ
.

Podemos ahora tratar de encontrar fórmulas de solución para las curvas de rarefacción. Para
i = 1, está curva está dada por

p = pL

(
%

%L

)γ
, v = vL +

2cL

γ − 1

(
1−

(
%

%L

)(γ−1)/2)
(6.81)

(ver Problema 6.6). Esta curva es parametrizada por %. Utilizando (6.77) y (6.81), obtenemos

v(%)− c(%) = vL +
2cL

γ − 1

(
1− γ + 1

2

(
%

%L

)(γ−1)/2)
(6.82)

(ver Problema 6.6). Como γ > 1, (6.82) implica que v(%)− c(%) es decreciente en %, y para
la 1-onda de rarefacción hay que utilizar % < %L. Como p(%) es creciente en %, esto también
significa que estamos utilizando la parte donde p < pL. Esto significa que podemos utilizar p
como parámetro en la curva para v y escribir la 1-curva de rarefacción como

v1(p) = vL +
2cL

γ − 1

(
1−

(
p

pL

)(γ−1)/(2γ))
, p 6 pL.

De acuerdo a la teoŕıa general sabemos que por lo menos para p cerca de pL, esta curva
puede ser continuada suavemente como una 1-curva de choque.

Para determinar la curva de rarefacción de la tercera familia, asumimos el punto de vista
que uR es fijo y que deseamos hallar u en función de uR (tal como lo hicimos para la solución
del problema de Riemann para las ecuaciones shallow water). En la misma forma que para v1

esto nos lleva a la fórmula

v3(p) = vR +
2cR

γ − 1

(
1−

(
p

pR

)(γ−1)/(2γ))
, p 6 pR.
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Para determinar como la densidad % varia a lo largo de las curvas de rarefacción, podemos
utilizar que la entroṕıa S es constante, es decir

%

%L

=

(
p

pL

)1/γ

.

Nos preocuparemos ahora de la computación de los lugares de Hugoniot. Se considera el
estado a izquierda uL fijo, y tratamos encontrar el estado a derecha u, donde recordamos
que [[u]] = u− uL. Las relaciones de Rankine-Hugoniot para (6.7) son

s[[%]] = [[%v]], s[[%v]] = [[%v2 + p]], s[[E]] = [[v(E + p)]], (6.83)

donde s denota la velocidad de propagación del salto. Introduciendo variables nuevas w :=
v − s y m := %w, podemos escribir la primera ecuación en (6.83) como

s%− s%L = %w + s%− %LwL − s%L,

lo que implica que [[m]] = 0. Similarmente, la segunda ecuación de (6.83) puede ser escrita
como

s%w + s2%− s%wL − s2%L = %(w + s)2 − %L(wL + s)2 + [[p]]

o equivalentemente, como

s[[m]] + s2[[%]] = %w2 + 2%ws+ s2%− %Lw
2
L − 2%LwLs− s2%L + [[p]],

luego

s2[[%]] = [[%w2 + p]] + s2[[%]],

Esto implica que [[%w2 + p]] = 0. Finalmente, la tercera ecuación de (6.83) es

sE − sEL = Ew + Es+ pw + ps− ELwL − ELs− pLwL − pLs,

lo que implica

0 =

(
E

%
− EL

%L

)
m+ pw − pLwL + s[[p]] =

(
E

%
− EL

%L

+
p

%
− pL

%L

)
m− sm[[w]]

= m

[[
E + p

%
− sw

]]
= m

[[
c2

γ − 1
+

(w + s)2

2
− sw

]]
= m

[[
c2

γ − 1
+
w2

2

]]
,

es decir las condiciones de Rankine-Hugoniot (6.83) son equivalentes a

[[m]] = 0, [[mw + p]] = 0, m

[[
c2

γ − 1
+
w2

2

]]
= 0. (6.84)

Una solución se encuentra inmediatamente poniendo m = 0, lo que implica [[p]] = 0 y [[v]] = 0.
Esta es la discontinuidad de contacto. Entonces suponemos a partir de ahora que m 6= 0
para encontrar los demás lugares de Hugoniot.

Definiendo los parámetros auxiliares π := p/pL y z := %/%L, tenemos que

c2

c2
L

=
π

z
,

w

wL

=
1

z
. (6.85)
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La tercera ecuación de (6.84) puede ser escrita como

c2
L

γ − 1
+
w2

L

2
=

c2
L

γ − 1

π

z
+
w2

L

2z2
⇔ 2c2

L

γ − 1

(
1− π

z

)
= w2

L

(
1

z2
− 1

)
,

lo que implica que (
wL

cL

)2

=
2

γ − 1

z(z − π)

1− z2
. (6.86)

Utilizando que p = %c2/γ, obtenemos a partir de la segunda ecuación en (6.84)

%c2

γ
+ %w2 =

%2
Lc

2
L

γ
+ %Lw

2
L ⇔ z

(
c2

γ
+ w2

)
=
c2

L

γ
+ w2

L ⇔ z

(
c2

Lπ

γz
+
w2

L

z2

)
=
c2

L

γ
+ w2

L.

Dividiendo la última ecuación por c2
L podemos despejar (wL/cL)2:(
wL

cL

)2

=
1

γ

z(π − 1)

z − 1
. (6.87)

Igualando (6.86) y (6.87) y despejando z obtenemos

z =
βπ + 1

π + β
,

donde

β :=
γ + 1

γ − 1
. (6.88)

Insertando esta expresión en (6.86), obtenemos(
wL

cL

)2

=
2

γ − 1

πβ + 1

β2 − 1
(6.89)

(ver Problema 6.7). Como γ > 1 implica β > 1, esta expresión siempre es bien definida.
Como, además, wL = vL− s, esta relación puede ser utilizada obtener una expresión para la
velocidad de propagación del choque; se llega a

s = vL ∓ cL

√
2

γ − 1

πβ + 1

β2 − 1
, (6.90)

donde el signo “−” corresponde a la primera familia y el signo “+” a la tercera familia.
Luego, utilizando (6.85), obtenemos

v − s
vL − s

=
1

z
,

lo que puede ser utilizado para expresar v como función de π, con el resultado

v = vL ∓
2cL√

2γ(γ − 1)

π − 1√
πβ + 1

(6.91)
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(ver Problema 6.7), donde el signo “−” corresponde a la primera familia y el signo “+” a
la tercera familia. Para ver como la densidad varia a lo largo de los lugares de Hugoniot,
utilizamos que % = %Lz o

% = %L
πβ + 1

π + β
, (6.92)

lo cual es válido tanto para la primera como para la tercera familia.
Ahora queda por verificar la condición de entroṕıa de Lax (ver Definición 6.2). Espećıfica-

mente, un 1-choque de Lax con los estados a izquierda y a derecha uL y u, respectivamente,
debe satisfacer las condiciones s < λ1(uL) y λ1(u) < s < λ2(u). Como la velocidad de pro-
pagación del choque s = s(u) dada por (6.90) satisface s(uL) = vL − cL = λ1(uL) y es una
función decreciente de π, concluimos que s < λ1(uL) si p > pL, es decir π > 1. Con respecto
a desigualdad que involucra el estado a derecha (en este caso, u), conviene re-escribir (6.90)
en términos del estado a derecha (ver Problema 6.8), con el resultado

s = v ∓ c
√

2

γ − 1

β/π + 1

β2 − 1
. (6.93)

Como π > 1, observamos para la ráız en (6.93) que
√· · · < 1, lo que demuestra que λ1(u) <

s < λ2(u). Esto demuestra que la parte del lugar de Hugoniot con p > pL satisface la
condición de entroṕıa de Lax correspondiente a un 1-choque. Un argumento similar puede
ser aplicado a la tercera familia.

Concluimos que la curva de solución completa para ondas de la primera familia es dada
por

v1(p) = vL + 2cL


1

γ − 1

(
1−

(
p

pL

)(γ−1)/(2γ))
para p 6 pL,

1√
2γ(γ − 1)

(
1− p

pL

)(
1 +

βp

pL

)−1/2

para p > pL.

(6.94)

La densidad a lo largo de esta curva de solución es

%1(p) = %L


(p/pL)1/γ para p 6 pL,

1 + βp/pL

β + p/pL

para p > pL.
(6.95)

En términos del parámetro π = p/pL, la curva de onda de la primera familia puede ser
descrita como

v1(π) = vL + 2cL


1− π(γ−1)/(2γ)

γ − 1
para π 6 1,

1− π√
2γ(γ − 1)

(1 + βπ)−1/2 para π > 1,

%1(π) = %L


π1/γ para π 6 1,

1 + βπ

β + π
para π > 1.

(6.96)
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Fórmulas similares también pueden ser calculadas para las variables q y E.
Como la segunda familia es linealmente degenerada, podemos utilizar la entera curva

integral de r2. Utilizando los invariantes de Riemann, ésta es simplemente dada por

v = vL, p = pL,

luego solamente la densidad % varia a través de la discontinuidad de contacto.
Para la tercera familia asumiremos un punto de vista similar al estudio de las ecuaciones

shallow water, es decir fijamos uR y buscamos estados u tales que el problema de Riemann

u(x, 0) =

{
u para x < 0,

uR para x > 0

posee como solución una onda de la tercera familia. Mediante cálculos muy similares a los
realizados para la primera familia llegamos a

v3(p) = vR − 2cR


1

γ − 1

(
1−

(
p

pR

)(γ−1)/(2γ))
para p 6 pR,

1√
2γ(γ − 1)

(
1− p

pR

)(
1 +

βp

pR

)−1/2

para p > pR,

(6.97)

donde la parte de la rarefacción corresponde a p 6 pR y la parte del choque a p > pR. La
densidad a lo largo de esta curva de solución es

%3(p) = %R


(p/pR)1/γ para p 6 pR,

1 + βp/pR

β + p/pR

para p > pR.
(6.98)

En términos del parámetro πR = p/pR, la curva de onda de la primera familia puede ser
descrita como

v3(πR) = vR − 2cR


1− π(γ−1)/(2γ)

R

γ − 1
para πR 6 1,

1− πR√
2γ(γ − 1)

(1 + βπR)−1/2 para πR > 1,

%3(πR) = %R


π

1/γ
R para πR 6 1,

1 + βπR

β + πR

para πR > 1.

(6.99)

Ahora observamos que para cada %L, la curva v1(p) es una función estrictamente decre-
ciente de p (o de π) para p > 0 asumiendo valores v1 ∈ (−∞, vL+2cL/(γ−1)]. Análogamente,
para cada %R la curva v3(p) es una función estrictamente creciente de p (o de πR) asumiendo
valores v3 ∈ [vR − 2cR/(γ − 1),∞). En virtud de lo anterior estas curvas intersectan en un
punto (pm, vm) si

vR −
2cR

γ − 1
6 vL +

2cL

γ − 1
⇔ γ − 1

2
[[v]] 6 cL + cR. (6.100)
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Figura 6.8. Ejemplo 6.12 (ecuaciones de Euler, problema de Sod): curvas v1

y v3 expresadas como función de p.

En este caso obtenemos una solución única donde la densidad % salta desde su valor al lado
izquierdo de la discontinuidad de contacto a su valor a la derecha, mientras que la presión p y
la velocidad v permanecen sin cambiar a través de la discontinuidad de contacto e igualan pm

y vm, respectivamente. Si esto no sucede, entonces v1 y v3 no intersectan y se produce una
solución con un vaćıo.

Ejemplo 6.12 (Problema de Riemann para las ecuaciones de Euler: el problema de Sod).
Este ejemplo y el siguiente presentan dos aplicaciones de la teoŕıa desarollada anteriormente
a problemas de Riemann concretos, donde los estados uL y uR son elegidos en tal forma
que se producen soluciones respectivas “ricas” en la variedad de ondas. Dichos ejemplos, los
cuales se deben a Sod [55] y Lax [32], respectivamente, se estan utilizando frecuentamente
como casos test para métodos numéricos.

El problema de Sod es definido por las ecuaciones de Euler (6.7), donde se elige γ = 1,4
como parámetro de la ecuación de estado. Se considera el problema de Riemann con los datos

u0(x) =

{
uL para x < x0 := 0,5,

uR para x > x0,
uL =

%L

vL

pL

 =

1
0
1

 , uR =

%R

vR

pR

 =

0,125
0

0,1

 ,

(6.101)

ver Figura 6.9 (a).
Para resolver este problema, calculamos primero, utilizando (6.77), la velocidades del

sonido

cL =

√
γpL

%L

≈ 1,183216, cR =

√
γpR

%R

≈ 1,058301.
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Figura 6.9. Ejemplo 6.12 (ecuaciones de Euler, problema de Sod): (a) dato
inicial (6.101) , (b–c) solución (6.106) para %, v, y p en los tiempos indicados.

Estos valores claramente satisfacen

vR −
2cR

γ − 1
= −5cR < 5cL = vL +

2cL

γ − 1
,

es decir el criterio de intersección (6.100) está claramente satisfecho, y la solución procede
por la construcción de un estado intermedio (pm, vm) en el cual intersecta la curva v1, dada
por (6.94) o equivalentemente (6.96), con la curva v3 dada por (6.97) o equivalentemente,
(6.99). La Figura 6.8 muestra esta situación. La intersección ocurre en pm ≈ 0,3. Claramente,
pm < pL = 1, lo que signfica que la primera de las expresiones en (6.94) o en la ecuación
para v1 en (6.96) debe ser utilizada y que la onda en la primera familia es una onda de
rarefacción. Por otro lado, pm > pR = 0,1, lo que corresponde al uso de la segunda de las
fórmulas en (6.97) y en la ecuación para v2 en (6.99), es decir la onda en la tercera familia
es un choque. El valor preciso p = pm de la intersección resulta, en este caso, igualando la
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primera de las expresiones de (6.96) con la segunda de las expresiones de (6.99), es decir

vL +
2cL

γ − 1

(
1− π(γ−1)/(2γ)

L

)
= vR −

2cR√
2γ(γ − 1)

√
1 + βπR

o equivalentemente,

γ − 1

2

vL − vR

cR

+
cL

cR

[
1− π(γ−1)/(2γ)

R

(
pR

pL

)(γ−1)/(2γ)]
−
√
γ − 1

2γ

πR − 1√
1 + βπR

= 0,

cuya solución puede ser calculada numéricamente, entregando en este caso

pm = 3,031301780506467pR = 0,3031301780506467.

El valor vm correspondiente sale a partir de una de las ecuaciones para v1 o v3 utilizadas.
Utilizando la segunda opción, obtenemos aqúı

vm = vR − 2cR
1− pm/pR√

2γ(γ − 1)
(1 + βpm/pR)−1/2 = 0,927452620048950.

Los valores v = vm y p = pm son constantes entre la onda de rarefacción (onda de la
familia 1) y el choque (onda de la familia 3), mientras que % sufre un salto a través de la
discontinuidad de contacto (onda de la familia 2). Sean %−m y %+

m los valores de % adyacentes
a la discontinuidad de contacto. Para calcular %+

m podemos utilizar la segunda expresión de
(6.98), lo que resulta en

%+
m = %R

1 + βpm/pR

β + pm/pR

= 0,265573711705307.

La velocidad de propagación σ de la discontinuidad que separa los estados (%+
m, vm, pm)T y

(%R, vR, pR)T puede ser calculada, por ejemplo, a través de la condición de Rankine-Hugoniot:

σ =
%RvR − %mvm

%R − %m

= 1,752155732030177.

Con esto se ha generado toda la información en torno al choque en la tercera familia.
Consideremos ahora la onda de rarefacción de la primera familia, la cual separa los

estados (%L, vL, pL)T y (%−m, vm, pm)T, donde en este momento %−m aún es incógnita. Sean
ahora %1, v1 y p1 las componentes de la solución que corresponden a la onda de rarefacción
(considerando que se trata de una 1-onda de rarefacción). A partir de la primera ecuación
de (6.95) sabemos que

%1/%L = (p1/pL)1/γ;

además, como v + 2c/(γ − 1) es un invariante de Riemann de la primera familia,

v1 +
2c1

γ − 1
= vL +

2cL

γ − 1
⇔ γ − 1

2
v1 − c1 =

γ − 1

2
vL + cL; (6.102)

además, el abanico de rarefacción es compuesto por caracteŕısticas a lo largo de las cuales

γ − 1

2
v1 + c1 = const. a lo largo de

dx

dt
= v1 − c1. (6.103)
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Despejando c1 a partir de (6.102) obtenemos

c1 =
γ − 1

2
vL + cL −

γ − 1

2
v1 ⇒ v1 − c1 =

γ + 1

2
v1 −

γ − 1

2
vL − cL. (6.104)

A partir de (6.102) y (6.103) concluimos que v1 y c1 son constantes separadamente a lo largo
de las caracteŕısticas, es decir podemos definirlas como

x− x0

t
= v1 − c1. (6.105)

Como a lo largo de la onda de rarefacción, v1 varia entre vL = 0 y vm, el abanico está
localizado de acuerdo a

ξ− := vL − cL <
x− x0

t
< ξ+ := vm − c−m =

γ + 1

2
vm −

γ − 1

2
vL − cL,

lo que en nuestro caso entrega los valores

ξ− = −1,183215956619923, ξ+ = −0,070272812561184;

luego

c−m = vm − ξ+ = 0,997725432610133,

lo que nos permite calcular

%−m =
γpm

(c−m)2
= 0,426319428178495.

Combinando (6.104) con (6.105), sabemos ahora que

x− x0

t
=
γ + 1

2
v1 −

γ − 1

2
vL − cL

⇒ v1 =
2

γ + 1

(
x− x0

t
+
γ − 1

2
vL + cL

)
, x0 + ξ−t < x < x0 + ξ+t,

lo que nos permite despejar las demás variables como sigue:

c1(x, t) = v1(x, t)− x− x0

t
, p1(x, t) =

(
c1(x, t)

cL

)2γ/(γ−1)

pL, %1(x, t) =

(
p1(x, t)

pL

)1/γ

%L,

en cada caso para x0 + ξ−t < x < x0 + ξ+t. Resumiendo, tenemos la siguiente solución:

(%, v, p)(x, t) =



(%R, vR, pR) para x− x0 > σt,

(%+
m, vm, pm) para vmt < x− x0 6 σt,

(%−m, vm, pm) para ξ+t < x− x0 6 vmt,

(%1(x, t), v1(x, t), p1(x, t)) para ξ−t < x− x0 6 ξ+t,

(%L, vL, pL) para x− x0 6 ξ−t.

(6.106)

La Figura 6.9 ilustra esta solución.
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Figura 6.10. Ejemplo 6.13 (ecuaciones de Euler, problema de Lax): (a) dato
inicial (6.107) , (b–c) solución (6.106) para %, v, y p en los tiempos indicados.

Ejemplo 6.13 (Problema de Riemann para las ecuaciones de Euler: el problema de Lax).
El problema de Lax es definido por

u0(x) =

{
uL para x < x0 := 0,

uR para x > x0,
uL =

%L

vL

pL

 =

0,445
0,698
3,52

 , uR =

%R

vR

pR

 =

 0,5
0

0,571

 ,

(6.107)
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ver Figura 6.10 (a). Su solución también está dada por (6.106) pero con las constantes

pm = 2,4618390380729,

vm = 1,5265572159292,

σ = 2,4772593104830,

%+
m = 1,3028578166990,

%−m = 0,3447018194278,

ξ+ = −1,6355169865314,

ξ− = −2,6297856456465

(6.108)

(ver Problema 6.9). La Figura 6.10 ilustra esta solución.

6.7. La entroṕıa para las ecuaciones de Euler

En lo siguiente demostraremos que la entroṕıa f́ısica también es una entroṕıa matemática
para las ecuaciones de Euler en el sentido de que

(%S)t + (v%S)x 6 0 (6.109)

debilmente para cada solución u = (%, q, E)T que es el ĺımite de soluciones de la aproximación
viscosa. Para tal efecto conviene definir la enerǵıa interna espećıfica

e :=
1

%

(
E − 1

2
%v2

)
,

la cual permite re-escribir las ecuaciones de Euler como

%t + (%v)x = 0,

(%v)t + (%v2 + p)x = 0,(
%

(
e+

1

2
v2

))
t

+

(
1

2
%v2 + %ev + pv

)
x

= 0.

(6.110)

Para soluciones clásicas esto es equivalente a la forma no conservativa

%t + v%x + %vx = 0,

vt + vvx +
1

%
px = 0,

et + vex +
p

%
vx = 0.

En virtud de

S = − log
p

%γ
= − log

(γ − 1)e

%γ−1
= (γ − 1) log %− log e− log(γ − 1)

obtenemos

S% =
γ − 1

%
> 0, Se = −1

e
< 0.

Estas desigualdades son generales, y consideraciones termodinámicas implican que son váli-
das para cualquier ecuación de estado, no solamente para gases politrópicos. Para soluciones
clásicas podemos calcular

St = S%%t + Seet = −γ − 1

%
(v%x + %vx) +

1

e

(
vex +

p

%
vx

)
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= −
(

(γ − 1)− p

e%

)
vx −

(
(γ − 1)

%x
%
− ex

e

)
v = −vSx,

luego St + vSx = 0 para soluciones suaves de las ecuaciones de Euler. Esto significa que la
entroṕıa de una “part́ıcula” del gas queda constante cuando la part́ıcula es transportada con
la velocidad v. Además,

(%S)t = %tS + %St = −(%v)xS − %vSx = −(v%S)x,

lo que significa que para soluciones suaves la entroṕıa espećıfica η(u) = %S(u) es conservada:

(%S)t + (%vS)x = 0. (6.111)

La existencia de un par entroṕıa/flujo de entroṕıa es una propiedad excepcional para un
sistema hiperbólico de tres leyes de conservación. Por supuesto, combinando esto con (6.110)
y considerando la entroṕıa como incógnita independiente obtenemos cuatro ecuaciones para
tres incógnitas, aśı que no podemos automaticamente esperar tener una solución. A veces se
consideran modelos en los cuales se conserva la entroṕıa en lugar de la enerǵıa. Tales modelos
se llaman flujo isentrópico. En tales modelos la tercera ecuación en (6.110) es reemplazada
por la conservación de la entroṕıa (6.111).

Para demostrar que la desigualdad (6.109) es válida para ĺımites viscosos, demostraremos
primeramente que la aplicación u 7→ η(u) = %S(%, e(u)) es convexa, donde recordamos que
η es convexa si su Hessiano D2η es una matriz definida positiva. Para verificar esta propiedad
calculamos

∇η = S∇%+ %∇S = S∇%+ %(S%∇%+ Se∇e) = (S + %S%)∇%+ %Se∇e.
Trivialmente, ∇% = (1, 0, 0). Además,

e(u) =
E

%
− 1

2

q2

%2

implica que

∇e =

(
−E
%2

+
q2

%3
,− q

%2
,

1

%

)
=

1

%

(
−e+

1

2
v2,−v, 1

)
.

Luego calculamos

D2η = D2
(
%S(%, e)

)
= (∇%)T∇S + (∇S)T∇%+ %D2S

= (∇%)T(S%∇%+ Se∇e) + (S%∇%+ Se∇e)T∇%+ %D2S

= 2S%(∇%)T∇%+ Se
(
(∇%)T∇e+ (∇e)T∇%

)
+ %D2S. (6.112)

Para calcular D2S, notamos primero que

∇S(%, e) = S%∇%+ Se∇e,
luego

D2S = ∇(S%∇%)T + ∇(Se∇e)T

= (∇%)T∇S% + (∇e)T∇Se + SeD
2e

= (∇%)T(S%%∇%+ S%e∇e) + (∇e)T(Se%∇%+ See∇e) + SeD
2e
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= S%%(∇%)T∇%+ S%e
(
(∇%)T∇e+ (∇e)T∇%

)
+ See(∇e)T∇e+ SeD

2e.

Insertando esto en (6.112) obtenemos

D2η(u) = (%S%% + 2S%)(∇%)T∇%+ %S%e
(
(∇%)T∇e+ (∇e)T∇%

)
+ %See(∇e)T∇e− SeC,

donde definimos

C := −
(
%D2e+ (∇%)T∇e+ (∇e)T∇%

)
.

Ahora calculamos

D2e =



2E

%3 −
3q2

%4

2q

%3 − 1

%2

2q

%3 − 1

%2 0

− 1

%2 0 0


=

1

%2

2e− 2v2 2v −1
2v −1 0
−1 0 0

 ,

además,

(∇%)T∇e+ (∇e)T∇% =
1

%

1
0
0

(−e+
v2

2
,−v, 1

)
+

1

%

−e+
v2

2
−v
1

 (1, 0, 0)

=
1

%

−2e+ v2 −v 1
−v 0 0
1 0 0

 ,
luego

C = −1

%

2e− 2v2 2v −1
2v −1 0
−1 0 0

− 1

%

−2e+ v2 −v 1
−v 0 0
1 0 0

 =
1

%

 v2 −v 0
−v 1 0
0 0 0

 .
Sea ahora

D :=

1 v v2/2 + e
0 % %v
0 0 %

 .
La matriz D es invertible, luego D2η es definida positiva si y sólo si DD2ηDT es definida
positiva (Ley de Inercia de Sylvester). Aqúı obtenemos

DD2η(u)DT = (%S%% + 2S%)(D∇%)TD∇%+ %S%e
(
(D∇%)TD∇e+ (D∇e)TD∇%

)
+ %See(D∇e)TD∇e− SeDCDT.

Calculando

(D∇%)T =

1
0
0

 , (D∇e)T =

0
0
1

 , DCDT =

0 0 0
0 1 0
0 0 0


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obtenemos

DD2η(u)DT

= (%S%% + 2S%)

1 0 0
0 0 0
0 0 0

+ %S%e

0 0 1
0 0 0
1 0 0

+ %See

0 0 0
0 0 0
0 0 1

− Se
0 0 0

0 1 0
1 0 0


=

%S%% + 2S% 0 S%e
0 −Se 0
S%e 0 See

 =

(γ − 1)/% 0 0
0 1/e 0
0 0 1/e2

 ,
luego DD2η(u)DT posee tres valores propios positivos y es definida positiva, por lo tanto
también D2η es definida positiva y η es convexa. A partir de la identidad general

η(u)xx = (ux)
TD2η(u)ux +∇η(u)uxx, u = u(x) = (u1, . . . , un)T

la convexidad de η implica que

η(u)xx > ∇η(u)uxx.

Consideremos ahora una solución suave de las ecuaciones de Euler regularizadas,

uεt + f(uε)x = εuεxx.

Multiplicando desde la izquierda por ∇η obtenemos

0 = ∇η(uε)uεt +∇(uε)Jf (uε)uεx − ε∇η(uε)uεxx

= η(uε)t +∇
(
vεη(uε)

)
uεx − ε∇η(uε)uεxx

= η(uε)t +
(
vεη(uε)

)
x
− ε∇η(uε)uεxx

> η(uε)t +
(
vεη(uε)

)
x
− εη(uε)x.

Suponiendo que uε → u cuando ε → 0, observamos que ηt + (vη)x 6 0 en el sentido débil.
Concluimos que (6.109), es decir

(%S)t + (v%S)x 6 0, (6.113)

es válido débilmente.
Análogamente a las ecuaciones shallow water podemos verificar si (6.109) es válido para

la solución del problema de Riemann. Recordemos que esto es válido si y sólo si

−s[[%S]] + [[%vS]] 6 0.

Utilizando la expresión que genera la velocidad de choque, (6.90), calculamos

−s[[%S]] + [[%vS]] = S
(
−s[[%]] + [[%v]]

)
+ %L

(
−s[[S]] + vL[[S]]

)
= ±%LcL

√
2

γ − 1

βπ + 1

β2 − 1
[[S]],

donde los signos “+” y “−” corresponden a la primera y la tercera familia, respectivamente;
por lo tanto la entroṕıa decrecerá si y sólo si [[S]] < 0 para la primera familia y [[S]] > 0 para
la tercera familia. (Comentamos que para la discontinuidad de contacto se tiene s = v, luego

−s[[%S]] + [[%vS]] = −v[[%S]] + v[[%S]] = 0,
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es decir, de acuerdo a lo esperado, la entroṕıa es conservada a través de una discontinuidad
de contacto.) Consideremos ahora choques de la primera familia, y [[S]] como función de
π = p/pL, donde recordamos que π > 1, luego

[[%S]] = S − SL = log
%γ

%γL
− log

p

pL

= γ log z − log π = γ log
βπ + 1

π + β
− log π =: h(π).

Para verificar si h(π) < 0 = h(1) diferenciamos, utilizando (6.88):

h′(π) = γ
β2 − 1

(π + β)(βπ + 1)
− 1

π

=
1

π(π + β)(βπ + 1)

(
γ(β2 − 1)π − (π + β)(βπ + 1)

)
=

1

π(π + β)(βπ + 1)

(
β + 1

β − 1
(β2 − 1)π − (π + β)(βπ + 1)

)
=

β(2π − π2 − 1)

π(π + β)(βπ + 1)
= − β(π − 1)2

π(π + β)(βπ + 1)
< 0.

En virtud de lo anterior, S decrece estrictamente a lo largo del lugar de Hugoniot de la
primera familia. Tambien observamos que (6.109) es válido solamente si p > pL para ondas
de la primera familia. Para los choques de la tercera familia un cálculo idéntico demuestra
que (6.109) es válido solamemnte si p 6 pL.

6.8. Ejercicios

Problema 6.1. Se considera el p-sistema (ver Ejemplo 6.3)

wt + f(w)x = 0, w =

(
v
u

)
, f(w) =

(
−u
p(v)

)
.

a) ¿Qué propiedad debe tener la función p para que el sistema sea hiperbólico?
b) Resolver el problema de Riemann para el p-sistema para p(v) = 1/v. ¿Para cuales

estados a izquierda y a derecha uL y uR este problema de Riemann posee una solución?
c) Resolver el item (b) en el caso general p = p(v) cuando p′ < 0 y p′′ > 0.

Problema 6.2. Resolver el siguiente problema de Riemann para las ecuaciones shallow
water:

u(x, 0) =
(
h(x, 0), v(x, 0)

)T
=

{
uL = (hL, 0)T para x < 0,

uR = (hR, 0)T para x > 0,
hL > hR > 0.

Problema 6.3. Sea w = (u, v)T y sea ϕ(w) una función escalar suave. Se considera el
sistema de leyes de conservación

wt +
(
ϕ(w)w

)
x

= 0. (6.114)

a) Hallar las velocidades caracteŕısticas λ1 y λ2 y los vectores propios asociados r1 y r2

del sistema (6.114).
b) Sea ϕ(w) = |w|2/2. Hallar la solución del problema de Riemann para (6.114).
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c) Supongamos que u, v > 0 y

ϕ(w) =
1

1 + u+ v
.

Hallar la solución del problema de Riemann de (6.114) en este caso.

Problema 6.4. Se considera el método de Lax-Friedrichs para un sistema de N leyes de
conservación ut + f(u)x = 0 hiperbólico con valores propios λ1, . . . , λN :

un+1
j =

1

2

(
unj−1 + unj+1

)
− λ

2

(
f(unj+1)− f(unj−1)

)
.

Supongamos que λ := ∆t/∆x satisface la condición CFL

λ 6

(
máx

16k6N
|λk|
)−1

.

Sea vnj (x, t) la solución del problema de Riemann con dato inicial{
unj−1 para x < j∆x,

unj+1 para x > j∆x.

Demostrar que

un+1
j =

1

2∆x

∫ (j+1)∆x

(j−1)∆x

vnj (x,∆t) dx.

Problema 6.5. Se considera desarrollo de la solución del problema de Riemann de las
ecuaciones de Euler (Sección 6.6).

a) Demostrar que (6.76) efectivamente es el determinante de (6.75).
b) Demostrar que las componentes de los vectores propios ri = (1, yi, zi)

T, i = 1, 2, 3,
están dadas por (6.79) y (6.80).

c) Demostrar que la familia correspondiente a i = 2 es linealmente degenerada, mientras
que las familias para i = 1 e i = 3 son genuinamente no lineales.

Problema 6.6.

a) Derivar la fórmula de solución para las curvas de rarefacción de las ecuaciones de Euler
(6.81).

b) Demostrar que utilizando (6.77) y (6.81), se obtiene (6.82).

Problema 6.7.

a) Verificar (6.89).
b) Verificar (6.91).

Problema 6.8. Demostrar (6.93).

Problema 6.9. Demostrar que la solución del problema de Lax, definido por los estados uL

y uR dados en (6.107), efectivamente está dado por (6.106) con las constantes (6.108).



Bibliograf́ıa

[1] A. Aw & M. Rascle, ‘Resurrection of “second order” models of traffic flow’, SIAM J. Appl. Math. 60
(2000), 916–938.

[2] M. Ben-Artzi & J. Falcovitz, Generalized Riemann Problems in Computational Fluid Dynamics, Cam-
bridge University Press, 2003.

[3] F. Betancourt, R. Bürger, R. Ruiz-Baier, H. Torres & C.A. Vega, ’On numerical methods for hyperbolic
conservation laws and related equations modelling sedimentation of solid-liquid suspensions’, in G.-Q.
G. Chen, H. Holden & K.H. Karlsen (Eds.), Hyperbolic Conservation Laws and Related Analysis with
Applications, Springer-Verlag, Berlin (2014), 23–68.

[4] A. Bressan, Hyperbolic Systems of Conservation Laws. The One-Dimensional Cauchy Problem, Oxford
University Press, 2000.

[5] A. Bressan, ‘BV solutions to Hyperbolic Systems by Vanishing Viscosity’, in P. Marcati (Ed.), Hyperbolic
Systems of Balance Laws, Springer-Verlag, Berlin (2007), 1–77.

[6] A. Bressan, ‘Open questions in the theory of one dimensional hyperbolic conservation laws’, in A.
Bressan, G.-Q. G. Chen, M. Lewicka & D. Wang (Eds:), Nonlinear Conservation Laws and Applications,
Springer, New York (2011), 1–22.

[7] J.M. Burgers, ‘A mathematical model illustrating the effect of turbulence’, Adv. Appl. Mech. 1 (1948),
171–199.

[8] M.C. Bustos, F. Concha, R. Bürger & E.M. Tory, Sedimentation and Thickening: Phenomenological
Foundation and Mathematical Theory, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, Holanda, 1999.

[9] G.-Q. G. Chen, ‘Multidimensional conservation laws: overview, problems, and perspective’, in A. Bres-
san, G.-Q. G. Chen, M. Lewicka & D. Wang (Eds:), Nonlinear Conservation Laws and Applications,
Springer, New York (2011), 23–72.

[10] M.G. Crandall & A. Majda, ‘The method of fractional steps for conservation laws’, Numer. Math. 34
(1980), 285–314.

[11] M.G. Crandall & A. Majda, ‘Monotone difference approximations for scalar conservation laws’, Math.
Comp. 34 (1980), 1–21.

[12] M.G. Cradall & L. Tartar, ‘Some relations between nonexpansive and order preserving mappings’, Prof.
Amer. Math. Soc. 78 (1980), 385–390.
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