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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Resultados clasicos: desigualdades
1.1.1. Funciones convexas.
Definicién 1.1. Una funcion f : R™ — R se llama convexa si
f(Ta: + (1 - T)y) <7fle)+(1—7)f(y) Ve,yeR", 7€]0,1]

Teorema 1.1. Supongamos que f : R™ — R es convexa. Entonces para cada x € R™ existe
un vector r € R" tal que

f(y) > f@)+7-(y—=) paratodoy e R"
La aplicacion
y= fl@)+r-(y -
define un hiperplano en R", llamado hiperplano de soporte. Si f es diferenciable en x, entonces
r=Df(x).

Si f € C? entonces f es convexa en @ si y s6lo si (D?f)(x) > 0. Una funcién f se llama
uniformemente conveza si existe un 6 > 0 tal que

D*f > 01,
lo que significa que
vw - (-1'17 s 7$n>7€ = (517 cee 7€n) € Rn : Z f:(:la,‘](w)glg] 2 0‘5’2
ij=1

Teorema 1.2 (Desigualdad de Jensen). Sea f: R — R convera y U C R™ abierto y acotado.
Sea u: U — R integrable. Entonces, definiendo el valor medio de u sobre U por

]{]u(a:) de = ﬁ/Uu(w) de,

r(fu@az) < frtu)ae (11)

Demostracion. Puesto que f es convexa, para todo p € R existe r € R tal que

f(q) = f(p) +r(qg—p) paratodo q € R.

9

se tiene que
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Ahora sea
p=f ul@)dz, g=u(a)
U

Entonces se tiene la siguiente desigualdad:

flu(z)) = f (ﬁudw) +r (u(a:) —]{Judw> : (1.2)

Integrando (1.2) sobre U obtenemos

/Uf(u(ac))dac > |U|f (ﬁudm) +r (/Uu(m)dw— |U|]€ud:1:> = |U|f <]€uda:).

Dividiendo la ultima desigualdad por |U| llegamos a (1.1). |

1.1.2. Desigualdades elementales.

Teorema 1.3 (Desigualdades de Cauchy y de Young).
1. Sean a,b € R. Entonces se tiene la desigualdad de Cauchy

a? b
b< —+ —.
PS5 TS
2. Sean a,b >0 ye > 0. Entonces se tiene la desigualdad de Cauchy con e:
b2
b<ea®+—.
a ca” + 1
3. Sean a,b>0y1l<p,qg<oo con
1
-+-=1 1.5
s (1.5)
Entonces se tiene la desigualdad de Young
ab < — + —. (1.6)

4. Sean a,b > 0, >0y 1 < p,q < oo tales que (1.5) es vdlido. Entonces se tiene la
desigualdad de Young con ¢:

ab < ea? + C(e)b?, Cle) = (ep) Pq". (1.7)

Demostracion.
1.) La desigualdad (1.3) es una consecuencia inmediata de

0 < (a—0b)*=a®—2ab+ b

2.) La desigualdad (1.4) es una consecuencia de (1.3) si tomamos en cuenta que

ab = (25)1/2aw.
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3.) Puesto que x — exp(x) es convexa, podemos deducir que

1 1
ab = exp(loga + log b) = exp (— log a” + —log bq>
p q

1 1 N X
< —exp(loga?) + — exp(log b?) = “
p q P q
4.) Para demostrar (1.7), basta considerar que
b
ab = (ep)/Paq

y aplicar la desigualdad de Young.
|

Teorema 1.4 (Desigualdad de Holder). Sean 1 < p,q < oo con %

u€ LP(U) yv e LYU) se tiene la desigualdad de Holder

—i—% = 1. Entonces si

[ ol e < e ol (18)

Demostracion. Por homogeneidad podemos suponer que ||ul| o) = ||v]| sy = 1. Entonces
la desigualdad de Young implica que para 1 < p,q < oo

1 1
/ juv| da < —/ Jul” dae + —/ [0l de =1 = Jull o) 0] Lo
U pJu 4 Ju
Los casos p =1 0 p = oo son faciles de analizar. [ |
Teorema 1.5 (Desigualdad de Minkowski). Sean 1 < p < oo y u,v € LP(U). Entonces
lu+vllew) < llullzew) + [0l e @)- (1.9)
Demostracion. Aplicando la desigualdad de Holder (1.8) obtenemos

lu+ 0l 5@y = / lu + v|P dee < / lu+ofP (Ju] + [v]) de
U U

(fmevran) [([ ) " (frre)]

= llu+ [ (el @) + 0l rwy)-
Dividiendo ambos lados por ||u + vHi;(lU) se llega a la desigualdad (1.9). |

Comentamos que existen demostraciones andlogas para las versiones discretas de la de-
sigualdad de Holder

n p s n 1/q
< (Z |akz\p> (Z |bk\q) (1.10)

n
E arby,
k=1




12 1. PRELIMINARES

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z|ak+bk|p) < (kav)) + (Zmp) : (1.11)
k=1 k=1 k=1

donde a = (ay,...,a,),b=(by,...,b,) €ER™" 1 < p < o0, —|—%:1,

y de Minkowski

Teorema 1.6 (Desigualdad de Hélder generalizada). Sean 1 < py,...,pm < 00,

1 1
—_ e — = 17
h Pm
yug € LP*(U) para k =1,...,m. Entonces se tiene que
/ g | dae < T sl 2o o) (1.12)
U k=1
Demostracion. Se procede por induccién, utilizando la desigualdad de Holder (1.8). [ |

Teorema 1.7 (Desigualdad de interpolacién para normas LP). Sean 1 < s < r <t < oo,
6 € [0,1] definido por

1 6 1-4

- = - 1.13
s T (1.13)

y ademds u € L*(U) N LY(U). Entonces u € L"(U) y se tiene que
lullzr @) < ullge o el - (1.14)

Demostracion. Tomando en cuenta (1.13) podemos usar la desigualdad de Holder (1.8) para
concluir que

(1—-0)r

or
/ ‘u|r dax :/ |u’6r|u|(1—9)rdw < (/ |u’6r% d$> </ |u‘(1—9)rﬁ dIB)
U U o

= [Jull ol

lo cual implica (1.14). |
Teorema 1.8 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean x,y € R". Entonces |x-y| < |z||y|.
Demostracion. Sea € > 0. Notamos que
<|le eyl = |x|* £ 2 -y + 2yl?,
por lo tanto
tmy <5 fof + Sl

Ahora minimizamos el lado derecho poniendo ¢ = |x|/|y|, siempre que |y| # 0. (El caso
contrario es facil de tratar.) ]
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Si A = (a;;) es una matriz n x n simétrica y no negativa, entonces se tiene
Ve = (z1,..., %),y = (Y1,...,Yn) €ER™:

n n 1/2 n 1/2 (1 15)
Z ATy | S (Z Clz‘j%fj) (Z aijyiyj) :

4,j=1 t,j=1 4,j=1

Teorema 1.9 (Desigualdad de Gronwall (forma diferencial)). Sea n una funcidn no negativa
y absolutamente continua en [0,T], la cual satisface la desigualdad diferencial

n'(t) < ¢(t)n(t) + ¥(t) para todo t € [0,T], (1.16)

donde ¢ y b son funciones no negativas e integrables sobre [0,T]. Entonces

1) < exp ( /0 "o(s) ds) (77(0) + /0 "b(s) ds> para ¢ € [0, T. (1.17)

En particular, sin' < ¢n sobre [0,T] y n(0) =0, entonces n =0 sobre [0,T].

Demostracion. Utilizando (1.16) obtenemos

5 (0w (= [omar)) e (= [Totnar) ) - stemis)
<o (— [Totnar) vt

para casi todo s € [0, 7. Entonces para todo t € [0, 7] tenemos que

o [a0w) s fon(- o) [

lo cual implica (1.17).

Teorema 1.10 (Desigualdad de Gronwall, forma integral). Sea & una funcion no negativa
y sumable sobre [0,T] que satisface la desigualdad integral

t
£(t) < Cl/ &(s)ds+ Cy para casi todo t € [0,T7, (1.18)
0

con constantes C1,Cy > 0. Entonces
£(t) < Co(1+ Citexp(Cit)) parat € [0,7] c.t.p.

En particular, si

Cy /tf(s) ds, tel0,7] ct.p., (1.19)
0

entonces &(t) = 0 c.t.p.

Demostracion. Sea

:/Otg(s)ds
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entonces
"< O+ Cy parat e [0,T] c.t.p.
Segun la forma diferencial de la desigualdad de Gronwall, (1.17), esto implica que

£(t) < Cin(t) + Cy < Co(1 + Crtexp(Cyt)).

1.2. Notacion de multi-indices

Un vector &« = (o, ..., q,), donde cada componente es un nimero entero no negativo,
se llama multi-indice del orden

la) == a;+ -+ ay.

Entre otras operaciones se define el factorial de un multi-indice por

H op! = aqlag! - - o).

Por otro lado, para z = (z1,...,2,) € R" se define
Hz =zt ez,
Para un multi-indice a y @ = (x4, ..., z,) definimos ademds
D%(x) := L =0y -+ Opru.

oxt - 0z
Para k € NU {0},
D*u(z) = {D%u(x) ||a| = k}

es el conjunto de todas las derivadas del orden k£ de u en x. Suponiendo algiin ordenamiento
. . ., . k

de las derivadas parciales podemos también considerar D¥u(z) como un punto en R™ . Se

define, ademas,

1/2

|DFu| = (Z |D°‘u\2> :
|a|=k

Finalmente, para k = 1, Du = D'« denota el gradiente de u,

Du = (tgy,. -, Uy, ),
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mientras que para k = 2, D? denota la matriz Hessiana, o el Hessiano,

o
ort 7 0x10w,
D2y = :
Fu
| 0x, 011 or?

1.3. Resultados clasicos: calculo de varias variables
1.3.1. Fronteras. Sea U C R" un conjunto abierto y acotado y k € N.

Definicién 1.2. Se dice que la frontera OU de U pertenece a C* si para cada punto = € OU
existen v > 0 y una funcion v € C*, v : R" ! — R tales que — después de intercambiar y
reorientar los ejes de coordenadas, si es necesario —

UNB(x°,r) = {:1: € B(x°,r) |z, > v(z1,. .. ,xn,l)}.

Andlogamente se dice que OU pertenece a O si OU € CF para todo k € N, y que OU es
analitica si la aplicacion v es analitica.

Definicién 1.3.

1.) Si OU € C*, entonces a lo largo de OU se define el campo vectorial normal unitario

exterior v = (v',... V™). La normal unitaria en ° € U estd dada por v(z) = v =

(U1, V).
2.) Seauw € CY(U), entonces Ou/Ov := v-Du se llama la derivada normal (exterior) de u.

Frecuentamente tendremos que hacer un cambio de coordenadas cerca de un punto de U
para “rectificar” la frontera. Especificamente, sea £° € OU, y sean r y v como arriba. Se
define la aplicacién ® = (®!,... ®") por

yi=a; = @0(x), i=1,....n—1; y,=x, —(x1,...,70,1) = ®"(),
y escribimos y = ®(x). Andlogamente definimos
Ty = Yi = (y>7 Z:Lan_lv xn:yn_'_’y(yla"'aynfl) = \Ijn<y)7

y escribimos & = W(y). Entonces ® = ¥ !, y la aplicacién x — ®(x) = y “rectifica” U
cerca de . Observar que

det D¥ = detD® = 1.

1.3.2. Teorema de Gauf3-Green y féormulas de Green. En lo siguiente sea U un sub-
conjunto abierto y acotado de R" con dU € C!.

Teorema 1.11 (Teorema de GauB-Green). Sea u € C1(U), entonces

/uwidw:/ w'dS, i=1,...,n.
U oU
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Teorema 1.12 (Integracién por partes). Sean u,v € C1(U), entonces

/uxivdw:—/uvm da:+/ wor'dS, i=1,...,n. (1.20)
U U oU

Demostracion. Aplicar el Teorema 1.11 a uv. [ |

Teorema 1.13 (Férmulas de GauB-Green). Sean u,v € C*(U), entonces

ou
Audx :/ —dsS, 1.21
/U ou OV ( )
/ Du-Dvdx = —/ uAvdx —|—/ @uds, (1.22)
U U ou OV
ov ou
/U(UAU —vAu)dx = /8U <u8_1/ - va—y> ds. (1.23)

Demostracion. Usando (1.20) con u,, en lugar de u y v = 1 obtenemos

/uwixidx:/ Du - ' dS;
U ou

sumando esto con respecto a ¢ = 1,...,n obtenemos (1.21). Para demostrar (1.22), usa-
mos (1.20) reemplazando v por v,,. Utilizando una segunda versién de (1.22) con u y v
intercambiados, la cual restamos de (1.22), llegamos a (1.23). |

1.3.3. Coordenadas polares y formula de co-area.

Teorema 1.14 (Coordenadas polares). Sea f : R™ — R continua e integrable. Entonces

Vay, e R": fdx = / </ de) dr. (1.24)
Rn 0 dB(wo,r)

En particular,

d
Vg e R": Vr >0 —(/ fda:>:/ fds. (1.25)
dr B(zo,r) OB (z0,r)

El Teorema 1.14 es un caso especial del siguiente teorema.

Teorema 1.15 (Férmula de co-drea). Sea u : R" — R Lipschitz continua y sea para casi
todo r € R el conjunto de nivel

{wER”\u(m):r} =A{u=r}

una hipersuperficie suave (n — 1)-dimensional en R™. Sea f : R"™ — R continua e integrable.

Entonces
f|Du|da::/ </ de) dr. (1.26)
R —o0 {u=r}

Obviamente el Teorema 1.14 es una consecuencia del Teorema 1.15 para u(x) = | — |
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1.3.4. Convolucién y suavizacion. En lo siguiente, sea U C R" abierto, y para ¢ > 0
definimos

U.:={x e U| dist(xz,0U) > e}.

Se define la funcién n € C*(R"™) dada por

C i <1,
n(x) == P (\m|2 — 1) st || C se elige tal que/ ndx = 1. (1.27)
0 si x| > 1, 8

La funcion 7 se llama funcion mollifier estindar. Para cada ¢ definimos ahora

ne(x) = ginn (éw) :

Las funciones 7). pertenecen a C'* y satisfacen

/ nedx =1, supp(n.) C B(0,¢).

Ahora sea f : U — R localmente integrable. Definimos la suavizacion (molificacion) de f,
f:=mn.x* f sobre U,, es decir

fo(@) = /U ne(@ — y)f(y) dy = /B LS dy wel. (12

Teorema 1.16 (Propiedades de las funciones “mollifier”). La funcién f¢ dada por (1.28)
satisface lo siguiente:
(i) f= e C=(U:).
(ii) f& — f c.t.p. cuando € — 0.
(i) Si f € C(U), entonces f¢ — f uniformemente sobre subconjuntos compactos de U.
(iv) Sil<p<ooy felLl (U), entonces f¢ — f en LY (U) cuando ¢ — 0.

loc

Para demostrar el Teorema 1.16 necesitamos el siguiente teorema.

Teorema 1.17 (Teorema de derivacién de Lebesgue). Sea g : R" — R localmente sumable.
Entonces

][ gdx =8 g(wg) @ € R™ c.t.p. (1.29)
B(:I:()J’)
Efectivamente,
][ l9(x) — g(xo)| da 80, @€ R" c.t.p. (1.30)
B(zo,r)

Un punto xo en el cual (1.30) es vdlido se llama punto de Lebesgue de g.

Demostracion del Teorema 1.16.
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1.) Fijamos « € U, el indice i € {1,...,n}, h tan pequeno que x + he; € U.. Entonces

Pothe) S _ 1 [ (evne-9) -0 (te-v)] s

2 [ Gesne-v) -1 (te-v)]

para algin conjunto V' abierto, V' CC U. Puesto que

i (Gerne ) -0 (te-n)| 15 (Fe-w)

uniformemente sobre V', la derivada (0f°/0x;)(x) existe y se tiene que
(

ofe o
@) = [ i)y

Un argumento similar demuestra que DO‘ fe (az) existe y que

D (i) = / Dn.(z — y)f(y)dy, zeU.,

para cada multi-indice a.. Esto concluye la demostracién de (i).
2.) En virtud del Teorema 1.17 concluimos que

lim |f(y) = f(®)|dy=0, xeU c.tp. (1.31)
r—0 B(z,r)

Sea ahora & € U un punto de Lebesgue de f. Entonces

@ - @)= | [ -9 - f@) dy]

B(z,e)

<o [ a(Ge-w) i - f@l
B(z,e) €

<c ][ F) — f(x)] dy =0,
B(z,e)

donde usamos (1.31), y lo que implica (ii).

3.) Sea f € C(U). Dado que V CC U, podemos elegir un conjunto W tal que V CC
W cC U. Puesto que f es uniformemente continua en W, el limite (1.31) es valido
uniformemente para € V. En virtud de lo anterior, f* — f uniformemente en V.

4.) Supongamos ahora 1 < p < ooy f € LP(U). Sea V CC U un subconjunto abierto y
como arriba, W un conjunto abierto con V' CC W CC U. Demostraremos ahora que

1 vy < I lleew (1.32)

si € > 0 es suficientemente pequeno. Notamos primero quesi 1 <p<ooyx €V,

1o (x)| = / L)) dy

< / (ne(a — )" P (.2 — )" ()| dy
B(z,e)
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([, we-vaw) m ([, me-vlwray) "

En virtud de

/ n(x —y)dy =1
B(z,c)

la dltima desigualdad implica que

/’fs )|" da < /(/ . y)lf(y)lpdy)dfc
/\f \p</ o) (w—y)dw>dy=/w\f(y)\pdy,

siempre que € > 0 sea suficientemente pequeno. Esto implica que (1.32) es valido.
5.) Ahora fijamos V cC W cC U, 0 > 0, y sea g € C(W) tal que || f — g||zrqw) < 9. En
virtud de (1.32) obtenemos

/5 = flleeevy < FE = 9 Mleqvy + 19" = glleovy + 119 — fllzeovy
<2 f - 9||LP(W) +119° = gllr vy
<20+ 9 = gllevy

Considerando que ¢g° — ¢ uniformemente sobre V', concluimos que
hmsup 1fe = fllorevy < 26.

1.3.5. Teorema de la Funcion Inversa. Sea U C R™ un conjunto abierto y sea f : U —
R en C1, f = (f',..., f"). Sean ¢y € U y 2o = f(=xy). Recordemos, ademds, que

1 ... 1

1 Tn
n DY n
1 Ty

es la matriz funcional (o matriz Jacobiana) de f. Se define, ademés,
of's - ")
6(1’1, c ,l’n) '

Teorema 1.18 (Teorema de la Funcién Inversa). Sean f € CYU;R") y Jf(xy) # 0.
Entonces existen conjuntos abiertos VC U con xy € V y W C R" tales que

= |det Df| :‘

(i) la aplicacion f :V — W es biyectiva,
(ii) la inversa f~': W — V pertenece a C*,
(iii) si f € C%, entonces f € CF, k=2,3,....
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1.3.6. Teorema de Funciones Implicitas. Sean m,n e Ny x ¢ R" ey € R, y
R™™™ 35 (2, y) = (T1, -, Ty Y1y - - - s Ym)-

Sea U C R™™ un conjunto abierto y sea f: U — R™ con f € C, f = (f,..., f™). Sean
(xo,y,) € U con zg = f(xo,y,). Sea ahora

1 .« .. 1 1 .« .. 1

T Tn Y1 Ym
Df = P : =: [Dof Dyf].
Mo fm ;1% zﬁ o ()
ofL, ..., fm
Jyf = |det Dy f| = —8<<J;1 5 >) .

Teorema 1.19 (Teorema de Funciones Implicitas). Si f € CHU;R™) y Jy f(xo,y,) # 0
entonces existen un conjunto abierto V-C U con (xo,y,) € V y un conjunto abierto W C R™
con xyg € W y una aplicacion g € C, g : W — R™ tales que

(i) g(z0) = ¥y,
(i) f(z,g(x)) = z0 para x € W,

(iii) si (xz,y) €V y f(x,y) = 2o, entonces y = g(x),
(iv) si f € C*, entonces g € CF para k =2,3,. ...

1.3.7. Convergencia uniforme. Recordamos el criterio de Arzela-Ascoli para la conver-
gencia uniforme. Sea {fi}ren una sucesion de funciones reales definidas sobre R” tal que

IM>0:VYkeN: Ve eR": |fi(z)| < M,
y sean las funciones fj uniformemente equicontinuas, lo que significa que
Ve>0: 3>0: Ve,y eR": VkeN: |z —y|<d=|fu(m)— fily)| <e.
Entonces existen una subsucesién {fi,}jen C {fe}ren ¥ una funcién continua f tal que

fx; = [ cuando j — oo uniformemente sobre subconjuntos compactos de R™.

1.4. Clasificacion de EDPs de segundo orden

Una ecuacién diferencial parcial de segundo orden en n variables independientes 1, . .., x,
para una funcién incégnita u = u(xq,...,x,) es la ecuacién
F(:Ulﬂ"'7$TL7U’U$1?"‘7uxn7uxll’17uxll’27'"7/u’xnxn) :O7 nz2. (133)

Las ecuaciones de segundo orden que aparecen en las aplicaciones casi siempre son cuasi-
lineales, semi-lineales o lineales y pueden ser representadas en la forma

Lu = Z Aipg,z, = f. (1.34)
ik=1
Definicién 1.4. Una ecuacion diferencial parcial de la forma (1.34) se llama

» cuasi-lineal, si por lo menos uno de los coeficientes Ay, es una funcion de por lo menos
una de las variables u,uy,, ..., Uy, ,
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» semi-lineal, si las funciones A son a lo mds funciones de x1,...,x,, pero f depende
de forma no lineal de por lo menos una de las variables u, uy,, ..., Uy, ,
= lineal, si las funciones Ay, son a lo mas funciones de xq,...,%n, ¥

=Y Aw,, +Au+ B, (1.35)
i=1

donde A1, ..., A,, Ay B pueden ser funciones de las variables independientes x1, . .., x,.

Para la clasificacion segun tipo, definimos la forma cuadratica

Q= Aupipk (1.36)

ik=1

con las variables pi, ..., p,. Definiendo la matriz A := (Ay) v el vector p := (p1,...,pn)",
podemos escribir (1.36) como Q = p Ap. Se supone que A es simétrica (si no lo es, reempla-
zamos A por A = J(A+ A")). Supongamos que en un dominio B C R" existe una solucién

u(x) = u(zy,...,x,). En el caso cuasi-lineal, se supone que la solucién estd insertada en los
A, entonces en cada caso A depende sélo de @ = (z1,...,x,). Debido a la simetria de A,
existe una matriz ortonormal T tal que

TTAT = B,

donde B = diag(By, ..., By),y Bi, ..., B, son los valores propios de A. Definiendo g = T p,
tenemos

Q=p Ap=q'Bgq.

Se llama indice inercial T al nimero de los B; negativos y defecto § al nimero de los B; = 0
de la forma cuadratica Q).

Definicién 1.5. En x € B C R", la ecuacion diferencial parcial (1.34) se llama
= hiperbdlica, sialli 6 =0yr=10717=n—1,
= parabdlica, si alli 6 > 0,
» eliptica, st alli 0 =0yT7=007T=n,y
» ultrahiperbdlica, si alli § =0 y 1 <7 <n—1 (esto puede ocurrir sélo sin > 4).

La clasificacion es del tipo geométrico para ecuaciones diferenciales parciales de segundo
orden, dado que

x'Bx=c, ¢>0

es un hiperboloide, un paraboloide o un elipsoide en los respectivos casos (a), (b) y (c) de
la Definicién 1.5. Por otro lado, la clasificacién puede ser realizada sélo en un punto x, y
entonces es de naturaleza local. Si todos los coeficientes A;;, son constantes, la clasificacion
es global. De hecho, el tipo de una ecuacién cuasi-lineal no sélo depende de @ € B C R",
sino que también del valor de la solucién. Por ejemplo, la ecuacién

Upyzy + UWlgyz, = 0

es hiperbdlica, parabdlica o eliptica en un punto & = (x1,x2) dependiendo de si u(x) < 0,
u(x) =0 o u(x) > 0 en este punto.
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En lo siguiente, nos restringimos al caso n = 2, y ponemos x = x; e y = x9. Consideramos
la ecuacion

Lu = augy + 2bugy + cuy, = f, (1.37)
es decir, consideramos la matriz

a—+c
2

1
A= [Z i] , con los valores propios Ao = + 5\/(a + ¢)? — 4(ac — b?).

Obviamente, sgn\; = —sgnXy siac— 0> < 0, A\ = a+cy d =0siac—0 =0,y

sgn A\ = sgn Ay si ac — b > 0.

Lema 1.1. En un punto (z,y) € R? fijo, la ecuacidn diferencial parcial (1.37) es del tipo

hiperbdlico ac—b* <0
parabdlico | si en este punto, | ac—b*>=0
eliptico ac —b*> >0

1.5. Analisis Funcional Lineal

1.5.1. Espacios de Banach. Sea X un espacio lineal real.

Definicién 1.6 (Norma). Una aplicacion || - || : X — [0,00) se llama norma si

(1) |lu+ | < ||ul] + ||| para todo u,v € X.
(ii) |[Au|l = |Al||ul| para todo u € X y A € R.
(i) [Jul| =0 si y sdlo siu = 0.

En lo siguiente se supone que X es un espacio lineal normado.

Definicién 1.7 (Convergencia). Se dice que una sucesion {uy}reny C X converge a v en X,
U — U, St

lim ||ug — ul| = 0.
k—o0

Definicién 1.8 (Sucesién de Cauchy, espacio de Banach).

(i) Una sucesion {ug}ren C X se llama sucesién de Cauchy si para cada € > 0 existe
N > 0 tal que

|lup —w|| < e paratodo k,l > N.

(ii) Se dice que el espacio X es completo si cada sucesion de Cauchy en X converge, es
decir siempre que {uy}reny C X sea una sucesion de Cauchy, ezxiste u € X tal que
{ug tren converge a u.

(iii) Un espacio lineal, normado y completo se llama espacio de Banach.

Definicién 1.9. Un conjunto X se llama separable si X contiene un subconjunto denso y
contable.
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1.5.2. Espacios de Hilbert. Sea H un espacio lineal real.

Definicién 1.10 (Producto interior). Una aplicacion (-,-) : H x H — R se llama producto
interior s:

(i) (u,v) = (v,u) para todo u,v € H,

(ii) la aplicacion u — (u,v) es lineal para todo v € H,
(iii) (u,u) = 0 para todo u € H,
(iv) (u,u) =0 si y sdlo st u = 0.

Si (+,-) es un producto interior, la norma asociada esté definida por
|| == (u,u)"?, we H. (1.38)
La desigualdad de Cauchy-Schwarz (Teorema 1.8) afirma que
‘(u,v)| < lull||vll, wu,v € H. (1.39)
Mediante (1.39) se verifica facilmente que (1.38) define una norma sobre H.

Definicién 1.11 (Espacio de Hilbert). Un espacio de Hilbert H es un espacio de Banach
equipado de un producto interior que genera la norma.
Ejemplo 1.1.

a) El espacio L?(U) es un espacio de Hilbert con el producto interior definido por

(f,g>=/Ufgdm.

b) El espacio de Sobolev H!(U) es un espacio de Hilbert con

(f79):/U(f9+Df-Dg)da:.

Definicién 1.12.

(i) Dos elementos u,v € H son ortogonales si (u,v) = 0.
(ii) Una base numerable {wy}reny C H se llama ortonormal si

(wg, wr) = 0 para k,l € N, k #£1,
T lwlP =1 para ke N

Siu € H y{wglren C H es una base ortonormal, entonces podemos escribir

o0

U= Z(u,wk)wk,

k=1
donde la serie converge en H. Adicionalmente,

[e.9]

lul® = (u, wi).

k=1
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(iii) Sea S un subespacio de H. Entonces
S+ ={uec H| (u,v) = 0 para todo v € S}
es el subespacio ortogonal a S.
1.5.3. Operadores lineales acotados. Sean X e Y epacios de Banach reales.
Definicién 1.13.
(i) Una aplicacion A : X — Y se llama operador lineal siempre que
Vu,v € X, \,u € R Al u+ pv] = NAu + pAv.
(ii) Se define como rango de un operador A el conjunto
R(A):={v €Y |v= Aupara algin u € X},
y como nucleo o espacio nulo el conjunto
N(A):={ue X | Au = 0}.
(iii) Un operador lineal A : X —'Y se llama acotado si
1Al = sup{J| Aully | flullx < 1} < oo.
Se verifica facilmente que un operador lineal acotado A : X — Y es continuo.

Definicién 1.14 (Operador cerrado). Un operador lineal A : X — Y se llama cerrado si
siempre que u, — u en X y Aup, — v enY, entonces Au = v.

Teorema 1.20 (Teorema del grafo cerrado). Sea A : X — Y un operador lineal y cerrado.
Entonces A es acotado.

Definicién 1.15. Sea A : X — X un operador lineal acotado.
(i) El conjunto
o(A) = {n € R | (A —nl) es un operador biyectivo}

se llama conjunto resolvente de A.
(ii) El conjunto o(A) := R\p(A) se llama espectro de A.

Sin € o(A), entonces el Teorema 1.20 implica que (A —nI)~' : X — X es un operador
lineal acotado.

Definicién 1.16.
(i) Se dice que n € o(A) es un valor propio de A siempre que
N(A —nl) #{0}.

Se escribe g,(A) para denotar el conjunto de los valores propios de A; el conjunto
o,(A) se llama espectro puntual de A.
(ii) Sin € o,(A) yw # 0 satisface

Aw = nuw,

entonces w se llama vector propio asociado.
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Definicién 1.17.

(i) Un operador lineal acotado u* : X — R se llama funcional lineal acotado sobre X.
(ii) Se denota por X* al conjunto de todos los funcionales lineales acotados sobre X. El
congunto X* se llama espacio dual de X.
(iii) Parau € X yu* € X* se escribe (u*,u) para denotar el numero real u*(u). El simbolo
(-,-) denota el producto de dualidad entre X* y X.
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Capitulo 2

Teoria clasica: cuatro EDPs lineales importantes

2.1. La ecuacién de transporte

La ecuacion de transporte con coeficientes constantes esta dada por
u+b-Du=0 enR" x (0,00), (2.1)

donde b = (by, ..., b,) es un vector fijo, u : R™ x [0, 00) es la funcién desconocida, u = u(x, t),
= (x1,...,2,) ER" t >0,y Du=Dgpu= (Ugy,...,Ug,).

Para determinar las soluciones de (2.1) supongamos que u es una solucién suave, y que
queremos calcularla. Para tal efecto tomamos en cuenta que (2.1) informa que cierta deriva-
da direccional de u debe desaparecer. Aprovechando de esta observacion fijamos un punto
(x,t) € R™ x (0,00) y definimos z(s) := u(x + sb,t + s) para s € R. Definiendo el simbolo
"= d/ds para la derivada con respecto a s obtenemos

%(s) = Du(x + sb,t + s) - b+ uy(x + sb,t + s) = 0, (2.2)

donde la igualdad a cero es consecuencia de (2.1). Concluimos que z(+) es una funcién cons-

tante de s, por lo tanto para cualquier punto (x,t), u es constante a lo largo de la recta que

pasa por (z,t) con la direccién (b,1) € R™"!. Entonces si conocemos el valor de u en algiin

punto de cada una de estas rectas conocemos u en todas partes de R x (0, 00).
Consideremos ahora el problema de valores iniciales

u+b-Du=0, (x,t)eR"x(0,00); u=g, xzeR" t=0. (2.3)

La recta que pasa por (x,t) tiene una representacion paramétrica a través de (x + sb,t + s)
para s € R. Esta recta intersecta el plano R" x {t = 0} cuando s = —t, es decir en el punto
(x — tb,0). Puesto que u es constante a lo largo de esta recta y u(x — tb,0) = g(x — tb)
concluimos que la solucién de (2.3) esta dada por

u(x,t) =g(x —tb), =R, ¢>0. (2.4)

Entonces, si (2.3) posee una solucién u suficientemente regular, la solucién debe estar dada
por (2.4). Viceversa podemos facilmente verificar que si g € C*, la funcién u definida por
(2.4) es una solucién de (2.3).

Comentamos que si g ¢ C', el problema (2.3) no admite una solucién en C'. Pero
incluso en este caso (2.4) es un candidato a solucién muy razonable. Informalmente podemos
declarar u(x,t) = g(x — tb) como “solucién débil” de (2.3) incluso cuando g € C; la idea de
considerar una funcién discontinua como solucién de una EDP se profundiza en el estudio
de leyes de conservacion.

Consideremos ahora el problema no homogéneo

u+b-Du=f, (x,t) eR"x(0,00); u=g, xeR" t=0. (2.5)
27
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Inspirados por las consideraciones anteriores, definimos z(s) como arriba. La ecuacién dife-
rencial ordinaria (2.6) ahora es reemplazada por

2(s) = Du(x + sb,t + s) - b+ uy(x + sb,t + s) = f(x + sb,t + s); (2.6)
la segunda igualdad proviene de la EDP en (2.5). Concluimos que

u(x,t) — g(x — tb) = 2(0) — z(—t) = / Z(s)ds = /_t f(x+ sb,t+s)ds

—t
— /tf(a:—i— (S—t)b,s) ds,
0
luego la solucién de (2.5) estda dada por
u(x,t) = g(x — tb) + /t f®+(s—1t)b,s)ds, xzeR", t=0. (2.7)
Mas adelante esta férmula sera utilizaoda para resolver la ecuacion de la onda uni-dimensional.

2.2. Las ecuaciones de Laplace y de Poisson
La ecuacion de Laplace estd dada por
Au=0 (2.8)
y la ecuacion de Poisson por
—Au = f, (2.9)

respectivamente. En ambos casos, € U y la desconocida es la funcién v : U — R, u = u(x),
donde U C R™ es un conjunto abierto dado; en el caso de la ecuacién de Poisson, (2.9), la
funcién f esta dada también, y

n
Au = E Uz, -
i=1

Definicién 2.1 (Funcién arménica). Una funcién u € C? que satisface la ecuacion de
Laplace, (2.8), se llama arménica.

2.2.1. Interpretacién fisica. La ecuacién de Laplace (2.8) aparece en un gran nimero
de contextos. Tipicamente, u representa la densidad de alguna cantidad (por ejemplo, una
concentracién quimica) en equilibrio. Luego, si V' es alguna subregién suave de U, el flujo
neto de u por la frontera 9V de V es cero, por lo tanto

F-vdS=0,
oV

donde F' es la densidad del flujo y v es el vector normal exterior de V. Aplicando el Teorema
de Gauss-Green se tiene que

/didem: F.-vdS=0,
1% v
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es decir, como V fue elegido arbitrario,
divF =0 sobre U. (2.10)

En muchas circunstancias el flujo F' es proporcional a Du, pero orientado hacia la di-
reccion opuesta, es decir el flujo es desde regiones de concentracion alta hacia regiones de
concentracion baja. Entonces

F = —aDu, a>0. (2.11)

Insertando (2.11) en (2.10), obtenemos la ecuacién de Laplace div(Du) = Au = 0. Si u
denota

la concentraciéon quimica de Fick de difusién
la temperatura , entonces (2.11) es la ley | de Fourier de conduccién del calor
el potencial electrostatico de Ohm de conduccién eléctrica

2.2.2. Solucién fundamental. Una buena estrategia para resolver una EDP consiste en
primeramente identificar algunas soluciones explicitas y luego, cuando la ecuacion es lineal,
generar soluciones méas complicadas utilizando las soluciones anteriormente determinadas.
Ademas, resulta muy util limitarse a soluciones con ciertas propiedades de simetria. Dado
que la ecuacién de Laplace (2.8) es invariante bajo rotaciones, buscaremos primero soluciones
radiales, es decir soluciones que dependan de r = |z|.

Ahora, tratemos el planteo

u@) = v(r), 1= lo| = (af+ a2

para encontrar (si es posible) una funcién v tal que se satisfaga Au = 0. Notando que

or 1, , 9\ —1/2 x;
= —(xf4+---+2x _/23::— sl ax 0
(933'1' 2( 1 n) ? r 7£ )
podemos expresar ciertas derivadas parciales de u en términos de v como sigue:
2 2
;o\ Ti PN , 1z ,
um:v(r)?, uxmzv(r)r—;—i—v(r) <;_T’_;>, 1=1,...,m.
Por lo tanto,
n—1
Au =0"(r) + V' (r),
r
lo que implica que Au = 0 si y sélo si
"+ o 11/ =0.
,
Si v' # 0 concluimos que
A )

(log(lv'))' = 5 = —",

entonces v'(r) = a/r"! para alguna constante a. Si r > 0, sabemos que

blogr +c¢ paran =2,

o(r) =4
2 +c¢ paran = 3.




30 2. TEORIA CLASICA: CUATRO EDPS LINEALES IMPORTANTES
con algunas constantes by c.

Definicién 2.2 (Solucién fundamental de la ecuacion de Laplace). Sea a(n) el volumen de
la bola unitaria en R™. Entonces la siguiente funcion se llama solucion fundamental de la
ecuacion de Laplace:

1
——log |x| sin=2,

o ) o 2T
(x) := 1 1

|n_2 sin > 3.

n(n —2)a(n) |

De vez en cuando abusaremos la notacién escribiendo ®(x) = ®(|x|) para enfatizar que
la solucién es radial. Se tienen las cotas

C|1n7 w¢07

IDO(z)| < ID*®(z)| <

[~ e

para alguna constante C' > 0.

2.2.3. La ecuacién de Poisson. Segin nuestra construccién, la funcién  — ®(x) es
armoénica para  # 0. Moviendo el origen a un punto nuevo y no cambia la ecuacion de
Laplace (2.8), entonces & — ®(x — y) también es arménica como funcién de x, © # y.
Ahora, si f : R" — R, entonces también la funcién © — ®(x — y)f(y), € # y es arménica,
y también la suma sobre un numero finito de tales expresiones,

N

es armonica. Esto sugiere que posiblemente la convolucién

1 :
5 [ log(le -y i)y sin—2
R2

ule) = [ @ y)f(y)dy - (212

—dy sin >3

n(n —2)a(n) Jen |z -yl

es una solucién de la ecuacién de Laplace. Para verificar esto uno podria pensar en calcular
Au(x) = / AyP(x —y)f(y)dy =0. (jfalso!) (2.13)

iPero esto es falso! El problema es que D?®(x — y) no es integrable cerca de la singularidad
en y — x, por lo tanto la derivacion bajo la integral es injustificada e incorrecta. Hay que
proceder con més cuidado al calcular Au. Resultard que (2.12) no es una solucién de la
ecuacién de Laplace (2.8), sino que de la ecuacién de Poisson (2.9).

Teorema 2.1 (Solucién de la ecuacién de Poisson). Sea u definida por (2.12) y f € C*(R™).
Entonces

(i) u e C*(R"),
(ii) —Au = f sobre R".

Demostracion.
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Sabemos que

ue) = [ va-yiw)dy = [ sy,
por lo tanto

u(x + he;) — u(x) /nq)(wf(a:—i-hei—y)—f(w—y)d

h - h ya
donde h # 0 y e; es el i-ésimo vector unitario, ¢ = 1,...,n. Por otro lado,
flethe-y)-flz ) e ﬁ(m —y) uniformemente sobre R,
entonces
@) = [ )@ ydy, =L
y analogamente
O*u O f
=/ @ —y)dy, i,j=1,...,n 2.14
dzi0x; (@) /Rn (y)axiaxj (@ —y)dy, i AL ( )

Dado que la expresion en el lado derecho de (2.14) es continua con respecto a x,
podemos concluir que u € C?*(R™).

Puesto que & — oo cuando & — 0, tenemos que aislar esta singularidad en una
“bolita”. Sea ¢ > 0, entonces

Au(z) =T + T, (2.15)

donde definimos
Lim [ swafe-ydy. To= [ ow)ife-y)dy
B(0,¢) R™\B(0,e)

Podemos acotar Z. de la siguiente manera:

@ (y)| dy <{

Ce?lloge| sin=2,

.| < C||p? oon/
| Ze| < C|ID* | oo ) O sin > 3.

B(0,e)

Por otro lado, una integracién por partes nos entrega que

7. = / B(y)A, f(z —y)dy = K. + L.,
R™\B(0,¢)

o ' B _ of .
Ko=- o DVW) DS gy, L /w(mdxy)a,/(w y)dS(y),

donde v es la normal interior (!) de dB(0,¢). Podemos verificar que

Celloge| sin =2,
Ce sin> 3.

£ < IDflsiee) [

0B(0,¢)

|@(y)| dS(y) < {
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3.) Integrando por partes y considerando que ® es armonica lejos del origen obtenemos

K. - Av(y)fa - y)dy - | O ) iz — ) dS(y)

R\ B(0,¢) dB(0,¢) ov

= —/a a(I)(y)f(w—y)dS(y)'

B(0,¢) ov

Considerando que

1
D®(y) = ——————y paray #0
no(n)|y|
y que
1 1
v=——y=—-y sobre dB(0,¢)
Yl 3
podemos concluir que
0D
—=v-D® = bre 0B(0, ¢).
50— Y (y) na(n)e! sobre 0B(0, ¢)
Puesto que na(n)e" ! es el drea de superficie de dB(0, ), sabemos que
1
,Ca:_—nl/ fl®—y)dS(y)
no(n)e 9B(0,¢)

(2.16)
. ]éB( J)asy) = @)

4.) Combinando (2.15)—(2.16) y tomando € — 0 concluimos que efectivamente —Au(x) =
f(@).
|

Algunas veces se escribe —A®P = §; en R", donde dy denota la medida de Dirac en R" que
coloca la masa unitaria en el origen. Adoptando esta notacién podemos escribir formalmente

~Au(a) =~ [ Adbe—u)fW)dy = [ Gfw)ay = fl@) @R

de acuerdo con el Teorema 2.1. Esto corrige la computacién errénea (2.13).

2.2.4. Foéormulas del valor medio. Sean U C R™ un conjunto abierto y u una funcién
armonica en U. Luego derivaremos las formulas del valor medio para una funcién armonica,
las que constatan que u(x) es igual tanto al promedio sobre 0 B(«, ) como al promedio sobre
B(x,r), siempre que B(x,r) C U. Estas férmulas tienen consecuencias interesantes.

Teorema 2.2 (Férmulas del valor medio para funciones armoénicas). Si u € C*(U) es
armonica, entonces para cada bola B(x,r) C U se tiene que

u(x) :][ udS :][ udy. (2.17)
OB(zx,r) B(z,r)

Demostracion.
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1.) Sea la funcién ¢ definida por

o(r) = ]éB(%T) u(y)dS(y) = ]éB(O,l) u(x +rz)dS(z).

Luego calculamos que
o' (r) = ][ Du(x 4+ rz) - zdS(z),
8B(0,1)

y aplicando las férmulas de Green obtenemos
1
s = [ puw) (Fw-a)asw
OB(z,r) r
ou r

]éB(a:,r) ov ) " JB,r) )

Entonces ¢ es constante, por lo tanto

o(r) =limo(t) =lm £ uly)dS(y) = u(e).

2.) Utilizando coordenadas polares obtenemos
/ udy = / (/ udS) ds = u(az)/ na(n)s"tds = a(n)r"u(z).
B(z,r) 0 OB(z,s) 0

Teorema 2.3. Si una funcién u € C*(U) satisface

u(x) :][ udS
dB(,r)

para toda bola B(x,r) C U, entonces u es armdnica.

Demostracion. Si Au # 0, entonces existe alguna bola B(x,r) C U tal que (por ejemplo)
Au > 0 sobre B(z,r). Pero en este caso se tendria para la funcién ¢ definida en la demos-
tracion del Teorema 2.2

,

0:¢'<”:‘Ji( Duty)dy >0

n

una contradiceion. [ ]

2.2.5. Propiedades de funciones armonicas. En lo siguiente, siempre se supone que
U C R” es un conjunto abierto y acotado.

Teorema 2.4 (Principio del mdximo fuerte para funciones armonicas). Sea la funcidn

uwe C*U)NC(U) armdnica en U. Entonces se tiene lo siguiente:
(i) méxy u = méxsy u.
(ii) Si U es conexo y existe un punto &y € U tal que u(xy) = maxgu, entonces u es
constante sobre U.
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La propiedad (i) es el principio del mdzimo para la ecuacién de Laplace, y (ii) es el
principio del mdximo fuerte. Reemplazando u por —u obtenemos enunciados similares con
“min” en lugar de “méax”.

Demostracion. Supongamos que existe algin punto xy € U tal que

u(xo) = M = méxu.
U
Entonces para r € (0, dist(ax, OU)) el Teorema 2.2 asegura que
B(:l:(),r)

Tenemos igualdad solamente si u = M sobre B(x,r), por lo tanto vemos que u(y) = M
para todo y € B(x, 7). Entonces el conjunto {& € U |u(x) = M} es abierto y relativamente
cerrado en U (es decir, su interseccién con U es cerrada), por lo tanto este conjunto es igual
a U si U es conexo. Esto implica que (ii) es valido, lo que a su vez implica (i). |

Comentamos que el principio del maximo fuerte dice, en particular, que si U es conexo
vy u€ C*U)NC(U) satisface Au=0en U y u = g sobre U con g > 0, entonces u > 0 en
todas partes de U si g > 0 en alguna parte de oU.

Teorema 2.5 (Unicidad de soluciones de la ecuacién de Poisson). Sean g € C(OU) y f €
C(U). Entonces existe a lo mds una solucion u € C*(U) N C(U) del problema

—Au=f enU, u=g endl. (2.18)

Demostracion. Sean u y @ dos funciones que satisfagan (2.18). Entonces basta aplicar el
Teorema 2.4 a la funcién w = £(u — a). (En la Seccién 2.2.8 se presentard una demostracion
alternativa del Teorema 2.5 basada en métodos de energia.) [ |

Ahora demostraremos que si v € C? es arménica, entonces u € C°°. El punto interesante
es que la estructura de la ecuacion de Laplace implica que todas las derivadas parciales de u
existen, incluso aquellas que no estan presentes en la ecuacion.

Teorema 2.6 (Suavidad). Si u € C(U) satisface la propiedad del valor medio (2.17) para
cada bola B(x,r) C U, entonces u € C*(U).

Notar que u no necesariamente debe ser suave, o incluso continua, hasta la frontera U

de U.

Demostracion. Sea n una funciéon mollifier estdndar, y recordemos que 7 es una funcién
radial. Sea u® := 7. * u definida sobre U, := {x € U | dist(x,0U) > €}. Ya sabemos que
u® € C*(U.). Demostraremos ahora que u = u® en U.. Pero para x € U, sabemos que

@ = [ —vuway= 5 [ ()

£
— 5%/577 <£) (/{m@m) udS) dr = uif) /OE n (g) na(n)r*~tdr

0
= u(w) / 0 dy = u(e).
B(0,¢e)
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Entonces u® = u en U, por lo tanto u € C*(U,) para cada ¢ > 0. [ ]

Teorema 2.7 (Cotas para las derivadas de una funcién arménica). Si u es armdnica en U,
entonces

«a Ck
ID*u(w)| < WHUHLI(B(ZO,T)) (2.19)
para cada bola B(xg,r) C U y cada multi-indice o con || = k. Aqui
1 2n+1 k k
Com 0 o= E e (2.20)
a(n) a(n)

Demostracion.

1.) Para demostrar (2.19) y (2.20) usaremos el método de induccién sobre k. El caso k = 0
sigue inmediatamente de la férmula del valor medio (2.17). Para k = 1 derivamos la

ecuacién de Laplace para notar que u,,, ¢ = 1,...,n, es armoénica, por lo tanto
2n
|, ()| = ][ Uy, dx| = —n/ uy; dS‘
B(zo0,r/2) a(n)r B (z0,7/2) (2.21)
2n

< 7\|U|!Lw<aB<mo,r/2>>-

Ahora, si @ € dB(xq,7/2), entonces B(x,r/2) C B(xy,r) C U, por lo tanto

u@)| < = (2) Tl
a(n) \r 0’
usando (2.19) y (2.20) para k = 0. Combinando las desigualdades arriba, obtenemos
2n+ln 1 )
‘DaU(mo)} < Tn) . WHUHLl(B(%O,T)) S1 |a| =1.

Esto demuestra que (2.19) y (2.20) son vélidas para k = 1.

2.) Supongamos ahora que k > 2 y que se haya demostrado (2.19) y (2.20) para todas las
bolas en U y cada multi-indice a tal que |a| < k — 1. Fijamos B(xo,7) C U, y sea
a un multi-indice con |a| = k. Entonces D*u = (DPu),, para algtin i € {1,...,n}y
|B8| = k — 1. Utilizando un calculo similar a la derivacién de (2.21) llegamos a

nk
|D°‘u(:130)’ < T||D'gu||L°°(8B(azo7r/k))~ (222)

Si x € 0B(xg,r/k), entonces

-1
B (az, kTr> C B(xg,7) C U,

o sea (2.19), (2.20) para k — 1 implican que
(2n+ln<k _ 1))k—1

a(n) (’“ - 17“) o

|D5u(az)} < 1wl L1 (B (ao,r)- (2.23)
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Combinando (2.22) y (2.23) obtenemos la desigualdad

N (2n+1nk)k:
|D*u(wo)| < WHUHLI(B(:L’O,T))?

la cual establece que (2.19), (2.20) son vélidas para |a| = k.
|

En lo siguiente veremos que no existen funciones arménicas no triviales globalmente
acotadas.

Teorema 2.8 (Teorema de Liouville). Siu: R" — R es armdnica y acotada, entonces u es
constante.

Demostracion. Sean xy € R™ y r > 0. Entonces aplicando el Teorema 2.7 obtenemos

< \/ECI \/ﬁClOé(TL) r—00
r

[Du(@o)| < =5l < [ull Lo @y — 0.
Entonces Du = 0, por lo tanto u es constante. [ |

Teorema 2.9 (Férmula de representacién de Poisson). Sea f € C2(R"), n > 3. Entonces
cada solucion acotada de —Au = f en R™ es de la forma

ue)= [ da-yiy)dy+C eer
para alguna constante C'.

Demostracion. Puesto que ®(z) — 0 cuando |x| — oo en el caso n > 3,

ale) = [ oo~ y)f(v)dy

es una solucion acotada de —Au = f en R". Si u es otra solucién, entonces w := u — 4 es
constante, segin el Teorema 2.8. [ |

Teorema 2.10 (Analiticidad de funciones arménicas). Si u es armdnica en U, entonces u
es analitica.

Demostracion.

1.) Fijamos algtin punto xy € U. Hay que demostrar que u puede ser representada por
una serie de potencias en alguna vecindad de xy. Sea

1
ri= g dist(xy, OU ),
entonces la siguiente cantidad es finita:

1
= WHUHLl(B(mO,ZT))-
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Como B(x,r) C B(xo,2r) C U para cada * € B(xg,r), el Teorema 2.7 entrega la
cota

2n+1n ||
||D°‘u||L°°(B(;c0,r)) < M( ; ) |a||°“. (2.24)

Utilizando la desigualdad k*/k! < e* para todo k € N podemos concluir que
|l < elo]a! (2.25)
para todos los multi-indices. Luego, el teorema multinomial implica que
k_ ey lalt
nf= (14 1)F=>" =
|&|=k
por lo tanto
|ex|

al. (2.26)
Combinando (2.24), (2.25) y (2.26) llegamos a la desigualdad

lal! < n

on+l 2, o]
||Dau||Loo(B(mO7T)) <M < > ol (2.27)

r

La serie de Taylor para u en xq es

Z ])OLZ—('J:O)(Q: - wo)a7

donde se suma sobre todos los multi-indices a. Demostraremos ahora que esta serie
de potencias converge siempre que

r

Para ver eso, recordamos primeramente que el residuo para cada N € N es dado por
N-1

Ry(@) = ulw) - 3 3 DT gy
k=0 |o|=k
_ Z D%u(xg +at!(w —xy)) (2 — 0)°

la|=N

para algun ¢ € [0,1] que depende de @x. Escribiendo los primeros N términos y el
error en el desarrollo en serie de Taylor con el centro 0 y la funcién de una variable
g(t) == u(xo + t(x — xp)), evaluada en t = 1, y utilizando (2.27) y (2.28) llegamos a

on+lp2e\ r N o MY M voe
Ry(z)| < M ( ) < _ I Noxey
| N( )| |aZ::N( r ) 2n+2n36 (2n>N 2N

En lo siguiente escribimos V' CC U para decir que V C V C U y V es compacto.
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Teorema 2.11 (Desigualdad de Harnack). Para cada conjunto conexo y abierto V-.CC U
existe una constante C, dependiente solamente de V', tal que

supu < C'inf u.

v \%

para todas las funciones no negativas armonicas u definidas en U.

El Teorema implica, en particular, que

o,y €V : éu(y) < u(@) < Culy).

Estas desigualdades aseguran que los valores de una funcién no negativa armoénica u al
interior de V' son comparables; u no puede ser muy pequena (o muy grande) en algiin punto
de V' a menos que u sea muy pequena (o muy grande) en todas partes de V. La idea es que
dado que V esta a una distancia positiva de OU, entonces hay “espacio suficiente” para que
se realicen los efectos de generar promedios de la ecuacion de Laplace.

Demostracion del Teorema 2.11. Sean r = dist(V,0U)/4 y ¢,y € V con |z —y| < r.
Entonces

1
u(m):][ udz:ﬁ/ udz}W/ udz:u(g),
B(z,2r) Oé(?’l)Q r B(z,2r) &(n)Q r B(y,r) 2

por lo tanto

57 siz,yeV, |z —y| <r.
Puesto que V es conexo con V' compacto, podemos cubrir V' con una coleccién (cadena) de un
nimero finito de bolas By, ..., By, cada una de las cuales tiene el radio /2y B;NB;_1 # &
para ¢ = 2,..., N. Concluimos entonces que

1
Ve,y eV u(x) > 2nNu(y).

2.2.6. La funcion de Green. Ahora suponemos que U C R" es un conjunto abierto,
acotado, y OU € C'. Queremos desarrollar una férmula general de representacién para la
solucion del siguiente problema de valores de frontera de la ecuacién de Poisson:

—Au=f enU, wu=g endU. (2.29)

Supongamos primeramente que u € C2(U) es una funcién arbitraria. Fijamos & € U
y elegimos € > 0 tan pequeno que B(x,e) C U. Aplicamos la férmula de Green (1.23) a
u=u(y)y ®(y — ) con respecto al dominio V. := U\B(x, ). Aqui resulta

/ (u(y) AB(y — ) — D(y — z) Au(y)) dy
Ve (2.30)
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donde v es el vector normal unitario exterior de OV.. Acorddandonos de A®(x —y) = 0 para
x # y obtenemos

/ w(y)AD(y — z)dy = 0. (2.31)
Por otro lado calculamos

/83(“)<1><y—w>§—< ) dS(y >\

ou
/a o, g+ 2)d(2)] =

< méx |<1>|/ Du - v]dS(2) < [Dull = on0.) méx |<1>|/ ds(z)
dB(0,¢) 8B(0,¢) (0B(02) 9B(0,¢) dB(0,¢)

/ ®(z)Du-vdS(z)
0B(0,e)

_ 0
< Ce" ! max B 5 0.
0B(0,¢)

Los calculos en la demostracién del Teorema 2.1 demuestran que

0P e—0
/83@8 u(y >8u( —x)dS(y) = ]éB(m’E) u(y) dS(y) == u(x), (2.32)

donde se utiliza que

oD 1
il v -D® = B .
50 (y)=v na(n)e ! sobre 0B(0, ¢)
Ahora, tomando el limite € — 0 en (2.30) obtenemos en virtud de (2.31)—(2.32) la identidad

ww) = [ (205w - w5 - o) ds) - [ oy - sy @23

la cual es valida para cada punto & € U y cualquier funcién u € C?(U).

La férmula (2.33) nos permitirfa despejar u(x) si conocieramos los valores de Au en el
interior de U y los valores de u y 0u/0v a lo largo de OU. Pero para nuestra aplicaciéon
al problema (2.29) con datos de frontera prescritos para u, la derivada normal du/dv a lo
largo de OU es desconocida. Entonces de alguna manera tenemos que modificar (2.33) para
reemplazar este término. La idea es la siguiente: para un punto @ fijo definimos una funcién
de correcciéon

A¢® =0 en U,

¢® = &(y —x) sobre OU. (2:34)

¢* = ¢®(y), solucion de {

Aplicando la férmula de Green una vez mas, obtenemos la siguiente identidad analoga a

(2.33):
- [ewsumiy = [ (www - @ w ) asw

(2.35)
- [ (s - @(y—w>§—3<y>) as(y)
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Definicién 2.3 (Funcién de Green para un dominio U). La funcién de Green para el domi-
nio U es definida por

Glw,y) =d(y—x) - ¢"(y), myecl z#y,
donde ¢® es la solucion del problema (2.34).

Utilizando esta terminologia y sumando (2.33) y (2.35) obtenemos
ou 0
ulx) = Oly —x)— dS—/u —(y —x)dS
@ = [ d-a) 5w ds— [ uw)F v -2)ds)
- [ aty-e)suty)dy + [ o)ty dy
U U

DG ou
<[ ww G was - [ ew-aTwas

[ ww) e wasy) - [ Gayduyay. zev. (239
ou U

donde

g—f(w,y) =DyG(z,y) - v(y)

es la derivada normal exterior de G con respecto a y. Observar que el término du/Jv ya no
aparece en (2.36); efectivamente definimos ¢ para precisamente lograr esto.

Supongamos ahora que u € C?(U) es la solucién del problema de valores de frontera
(2.29) para funciones f y ¢ continuas. Insertando (2.29) en (2.36) obtenemos el siguiente
teorema.

Teorema 2.12 (Férmula de representaciéon mediante la funcién de Green). Sea u € C?(U)
una solucion del problema de valores de frontera (2.29). Entonces

u(x) = —/ g(y)aG(CB y)dS(y /f G(x,y)dy paratodo x € U. (2.37)
U 81/

El Teorema 2.12 nos entrega la férmula (2.37) para la solucién del problema de valores
de frontera (2.29) siempre que podamos construir la funcién de Green G para un dominio U
dado. En general, éste es un problema complicado, y puede ser solucionado sélo cuando U
posee una geometria simple. En lo siguiente revisaremos algunos casos en los cuales GG puede
ser determinada explicitamente. Para tal efecto demostraremos primeramente que la funcién
G es efectivamente simétrica.

Teorema 2.13 (Simetria de la funcién de Green). Para todo x,y € U, x # y, se tiene que
Gy, z) = G(z,y).

Demostracion. Seanx,y € U, x # y, v(z) := G(x, z), y w(z) := G(y, z) para z € U. En tal
caso, Av(z) =0y Aw(z) =0paraz # @,z € U,y v = w = 0 sobre 9U. Entonces, aplicando
la identidad de Green al conjunto V' := U\(B(zx,c) U B(y,¢)) para ¢ > 0 suficientemente
pequetio obtenemos

87} aw aw an
/‘93($5 (a_yw - a_yv) dS<Z) - AB(ye (a_yv a a_l/w) dS(z)’ (238)
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donde v es el campo vectorial de vectores unitarios normalizados apuntando hacia el interior
sobre 0B(x,c) UJB(y, ). Ahora, dado que w es suave cerca de &, obtenemos

0 e
/ —wvdS‘ < Ce" ! sup |v| %0,
OB(z,e) ov OB(x,¢)
por otro lado, v(z) = ®(z — ) — ¢*(z), donde ¢ es suave sobre U, por lo tanto
0 0P
lim & wdS = lim —(x — 2)w(z)dS = w(x)
e—0 OB(x,c) ov e—0 OB(x,c) ov

(usando nuevamente célculos similares a la demostracion del Teorema 2.1). En virtud de lo
anterior, el lado izquierdo de (2.38) converge a w(x) cuando € — 0. Andlogamente, el lado
derecho converge a v(y), por lo tanto G(y,x) = w(x) = v(y) = G(x,y). |

2.2.7. Foéormulas de Poisson. Ahora vamos a construir la funcién de Green para los domi-
nios R} y B(0, 1). Todo depende de la solucién explicita del problema (2.34) en esas regiones,
la cual en algunos casos puede ser construida mediante el método de refliexion. Considere-
mos primero el semi-espacio R" := {x = (z1,...,2,) € R" |z, > 0}. A pesar de que esta
region no es acotada, y el calculo previo no puede ser aplicado directamente, trataremos
igualmente de construir la funciéon de Green usando las ideas desarrolladas anteriormente.
Por supuesto después habra que verificar explicitamente que la férmula de representacién
obtenida efectivamente es vélida.

Definicién 2.4. Six = (z1,...,%n_1,2,) € RY, entonces su reflexién con respecto al plano
ORY es el punto (z1,...,2p-1, —Tn) =: .

Resolveremos ahora el problema (2.34) para el semi-espacio definiendo

?*(y) =Py —x) =P(ys — 21, Yn1 — Tp-1,Yn + Tp), (x,9) € R

La idea es que el corrector ¢® es definido en términos de ® por la reflexion de la singularidad
desde x € R} a & € R"}. Notamos que ¢* = ®(y — x) si y € IR}, por lo tanto ¢ tiene las
propiedades deseadas: A¢® = 0 en R?} y ¢® = ®(y — x) sobre IR’}

Definicién 2.5 (Funcién de Green para el semi-espacio). La funcién de Green para el semi-
espacio R es definida por

G,y =®(y—x)—P(y—2x), z,ycR}, x#uy. (2.39)
Para la funcién de Green G dada por (2.39) calculamos
oG 09 0P N 1 Yn — T, Yn + Tn
7 o095, 09 = (R - )
entonces para y € OR’
0G oG 21, 1

%(w,y) = _T%(w’y) = _na(n) ’ |£B — y|n

Sea ahora u la solucion del problema de valores de frontera
Au=0 enR?}, u=g sobredR. (2.40)
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Utilizando (2.37) obtenemos la férmula

2z, g(y)
= —= _d R™. 241
“@>7mmmémm—ywy’we + (2:41)

Habré que verificar que (2.41) efectivamente es una férmula de representacién de la solucién
de (2.40). La funcién

2x,
K(xz,y) =

. e R", € OR"
na(n) e -yt 00 VRO
se llama kernel de Poisson para R’} y (2.41) se llama formula de Poisson.

Ahora verificamos que (2.41) efectivamente es una solucién del problema de valores de
frontera (2.40).

Teorema 2.14 (Férmula de Poisson para el semi-espacio). Sea g € C(R"™1) N L= (R 1) y
la funcion u definida por (2.41). Entonces

(i) uwe C=(RY) N L>(RY),
(i) Au=0 en RY,
(iii) Para todo punto ° € IR},
Iim u(x) = g(x).

z—>x0

weRi

Demostracion.

1.) Para cada x fijo la aplicacién y — G(x,y) es armonica con la excepcién de y = x.
Puesto que G(z,y) = G(y, x) de acuerdo al Teorema 2.13, también x — G(x,y) es
armoénica, con la excepcion de & = y. Por lo tanto, también la aplicacién

es armonica para € R’ , y € ORY.
2.) Una computacién directa verifica que

Vo € RY : K(z,y)dy = 1. (2.42)
oR™

Puesto que g es acotada, la funcién u definida por (2.41) igualmente es acotada. Dado
que x — K(x,y) es suave para x # y se puede verificar facilmente que u € C*(R?)
con

Au(z) = /aRn AgK(z,y)9(y)dy =0, xR
+

3.) Sea ahora x° € IR", € > 0. Sea § > 0 tan pequeno que

l9(y) — g(a")| < sily—a°| <4,y e IR (2.43)
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En tal caso, si | — 2| < §/2, © € R", podemos concluir que

lu(z) — g(z°)] = K(z,y)(9(y) — g(=")) dy| < I+ J,

oR™

I ;:/ K(z,y)|9(y) — g(z°)| dy, (2.44)
OR™NB(x0,5)

s [ K@yl - o) dy.
OR™ \ B(a0,5)
Ahora (2.42) y (2.43) implican que
I<e K(x,y)dy =¢.
OR™

Por otro lado, si |z — x°| < /2y |y — x°| > 6, se tiene que
0 0 1 0
ly -2’ <ly—z[+5 <ly—z[+ly -2’

por lo tanto

Concluimos que
J < 2||g||L°°/ K(z,y)dy
OR™ \ B(20,5)

2n+2 . .
M/ oy — 2% dy =4 0
na(n) AR\ B(x0,5)

Combinando este cdlculo con la cota (2.44) podemos concluir que |u(x) — g(x")| < 2¢
si |z — x| es suficientemente pequefio.

Para construir una funcién de Green para la bola B(0, 1) nuevamente usamos el método
de reflexién, esta vez con respecto a 0B(0, 1).

Definicién 2.6 (Punto dual de x). Sea € R"\{0}. Entonces el punto
1
P
se llama punto dual de x, y la aplicacion x — & se llama inversion por la esfera unitaria
0B(0,1).
Sea ahora U = BY(0,1) y € B%(0, 1). Tenemos que determinar una funcién de correcciéon

o* tal que
A¢® =0 en B°0,1), ¢*=®(y—=x) endB°(0,1).
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En este caso, la funcién de Green satisface G(x,y) = ®(y — x) — ¢*(y). La idea es “invertir
la singularidad” desde & € B°(0,1) a & ¢ B°(0,1). Por mientras, sea n > 3. Ahora la
aplicacién y — ®(y — ) es arménica para y # &, entonces y — |x|> "®(y — ) es armonica
para y # @, y por lo tanto

¢"(y) == @(|z|(y — z))
es armoénica en U. Ademsds, si y € 0B(0,1) y  # 0,

@ﬂy—iﬁz@ﬁ(mﬁ—

por lo tanto

2 -y 1
|ZB|2 W) =|:L']2—2y~w+1:]zc—y|2,

~ 1\ —(n—2) —(n—
(Izlly — ) =z —y[""?,
lo que implica que ¢* = ®(y — @) para todo y € 9B(0, 1), como era requerido.
Definicién 2.7. La funcion de Green para la bola unitaria B(0,1) es definida por
Gz, y) =0y —z) - (|lz[(y - 2)), =zyeB(0]1), z#y. (2.45)

La férmula (2.45) también es vélida para n = 2.
Queremos establecer ahora un andlogo a la férmula de Poisson (2.41) para la bola B(0, 1).
Para tal efecto supongamos ahora que u es una solucién de

Au=0 en B°0,1), u=g sobredB(0,1). (2.46)
Ahora, usando (2.37), obtenemos
oG
u(w) = — 9(y) 5 (@.y)dS(y). (2.47)
0B(0,1) v

Segin (2.45),

8—%(w,y) B Y y-=) - 8?/zq)(‘m|(y - %)

Aqui obtenemos

0P (@ —y) = 1 x—uy
oy YT naln) o -y
0 B 1 yl-|:13|2 —x; 1y T
O(lz|(y —x)) = — = — —
oy, Pl = 2)) = = (ally 3"~ na(n) |z ]

para y € 0B(0, 1), entonces

oG B " 0G B 1 a o e 4
a_y(way)_;yza_%(w7y)__ Zyz(yl_mz_yl“:d +xl)

na(n)|z —y|" 4
1— |’

~na(n)lz —y[*
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Resumiendo, vemos que la férmula (2.47) da origen a la férmula de representacién
1—|x|? g(y
ww) = 2 [ IO,
na(n) 0B(0,1) |z — y|
Sea ahora u la solucién de
Au=0 en B%0,7), u=g sobredB(0,r),r > 0. (2.48)

En este caso, @(x) = u(re) es la solucién de (2.46) con g(x) := g(ra) reemplazando g en
(2.46). Cambiando las variables obtenemos la férmula de Poisson

r? — |=’Bl2/ 9(y)
uw(xr) = ———— ————dS(y), x € B°0,r). 2.49

@) = et Jonn -yl ) 0.7) (249)
La funcion

r? — |x|?

K(Q’J,y) = AS BO(07T)7 RS aB(O7T)

na(n)rle —y|"’

se llama kernel de Poisson para la bola B(0,7).
La férmula (2.49) se establecié bajo la hipdtesis de que una solucién suave de (2.48)

existe. Esto es efectivamente asi.

Teorema 2.15 (Férmula de Poisson para una bola). Sean g € C(0B(0,r)) y u definida por
(2.49). Entonces
(i) u e C=(B%0,r)),
(i) Au =0 en B°(0,r),
(iii) Para todo punto x° € OB(0,7),
Im  u(x) = g(x°).

:z:EBO(O,r)

Demostracion. La demostracion es similar a la del Teorema 2.14. [ ]

2.2.8. Métodos de energia y principio de Dirichlet. Gran parte de nuestro analisis de
funciones armonicas ha sido basada en formulas de representacién bastante explicitas, usando
soluciones fundamentales, formulas de Green, etc. Conoceremos ahora algunos “métodos de
energfa”, es decir técnicas que involucran la norma en L? de ciertas expresiones. Este material
serd usado también para el estudio de ecuaciones mas generales.

Consideremos entonces el problema de valores de frontera para la ecuacién de Poisson
(2.29). Se supone que U es abierto y acotado con U € C*. Ya utilizamos el principio del
maximo para demostrar la unicidad de la solucién de este problema (Teorema 2.5). Ahora
se presenta una demostracion alternativa.

Demostracion alternativa del Teorema 2.5. Sea @ otra solucion de (2.29) y w := u — 4. En-
tonces Aw = 0 en U, y una integraciéon por partes muestra que

O:—/wAwdm:/ |Dw|* de.
U U

Entonces Dw =0 en U, y como w = 0 sobre OU, concluimos que w=u—u2=0en U. N
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Ahora demostraremos que una solucién de (2.29) puede ser caracterizada como “minimi-
zador” de un cierto funcional. Para tal efecto definimos el funcional de energia

Mol = [ (3D~ wf) da,

donde se supone que w pertenece al conjunto admisible
A= {w € C*(U) |w = g sobre OU }.
Teorema 2.16 (Principio de Dirichlet).

(i) Siu e C?(U) es una solucién de (2.29), entonces
Iu] = minl Iw]. (2.50)
(ii) Por otro lado, si u € A satisface (2.50), entonces u es solucion de (2.29).

Demostracion.
1.) Sea w € A, entonces (2.29) implica que

0= /U(—Au ~ F)(u— w)da.

Integrando por partes obtenemos

OZ/U(DU-D(u—w)—f(u—w))d:c.

Aqui no aparece ningin término de frontera ya que u —w = 0 sobre OU. Por lo tanto,

/(|Du\2 ~uf) de = /(Du Dw — wf) da: (2.51)
U U
utilizando la desigualdad
1 1
|Du - Dw| < |Du||Dw]| < 5yDu|2 - 5|Dw|2

obtenemos de (2.51)

1 1
/(|Du|2—uf) dm</§|Du|2daz+/ <§|Dw|2—wf) de,
U U U

es decir
VYweAA: Iu] < Tw].

Puesto que u € A, esto implica (2.50).
2.) Supongamos que (2.50) es valido. Sea v € C(U), y sea la funcién ¢ definida por

i(r) :==1Iu+71v], T€ER.
Dado que u + 7v € A para cada 7, la funcién 7 asume su minimo en cero, es decir
i'(0) = 0, donde ' = d/dr. Pero

Z'(T):/U(%]Du—{—TDvF—(u—i-Tv)f) d
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1 9 2 9
= §]Du| +TDU~DU+?|DU| —(u+710)f | de;
U
por lo tanto la identidad 0 = ¢/(0) entrega que

O:i/(()):/U(Du-Dv—vf)da::/U(—Au—f)vdw.

La tultima identidad es valida para cada funcién v € C®°(U), por lo tanto —Au = f

en U.
|
2.3. La ecuacion del calor
En lo siguiente consideremos la ecuacion del calor
up—Au =0 (2.52)
y la ecuacion del calor no homogénea
u— Au = f (2.53)

sujetas a condiciones iniciales y de frontera apropiadas. Aqui ¢ >0y @ € U, donde U C R"
es un conjunto abierto. La desconocida es la funcion w: U x [0,00) = R, u = u(x,t), y el
Laplaciano A se toma con respeto a las variables espaciales @ = (1, ...,x,), es decir

n
Au = Azu= E Uz, -
i=1

En (2.53) la funcién f: U x [0,00) — R es dada.

Como un principio general cualquier afirmacién acerca de funciones armonicas tiene una
afirmacién anéloga (pero mdas complicada) para soluciones de la ecuacién del calor, por
lo tanto nuestro desarrollo sera muy similar a la teoria correspondiente de la ecuacion de
Laplace.

2.3.1. Interpretacidn fisica. La ecuacién del calor (2.52), también conocida como ecua-
cion de difusion, aparece en un gran numero de contextos. Tipicamente, u representa la
densidad de alguna cantidad (por ejemplo, el calor, una concentracién quimica), y se desea
describir la evolucién en el tiempo de u. Si V' es alguna subregién suave de U, la tasa de
cambio de la cantidad total contenida en V' es igual al negativo del flujo neto de u por la
frontera AV de V, es decir

d
— [ udx =— F-vdS,
dt Jy ov

donde F es la densidad del flujo y v es el vector normal exterior de V. Aplicando el Teorema
de Gauss-Green y considerando que V' fue elegido arbitrario obtenemos

u; = —divF sobre U.

Tal como discutimos en el contexto de la ecuacion de Laplace, en muchas circunstancias
el flujo F' es proporcional a Du pero orientado hacia la direccion opuesta, es decir el flujo es
desde regiones de alta concentracién hacia regiones de baja concentraciéon. Entonces (2.11)
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sigue siendo vélido y obtenemos la ecuacién u; = adiv(Du) = aAu, la cual para a =1 es la
ecuacion del calor.

2.3.2. Solucién fundamental. Para determinar la solucién fundamental de la ecuacién
del calor observamos primeramente que esta ecuacién involucra una derivada con respecto
al tiempo t, pero dos derivadas con respecto a las coordenadas espaciales x;, ¢ = 1,...,n.
Por lo tanto, si u es una solucién de (2.52), también u(Ax, A\*t) es una solucién para A € R.
Este escalamiento indica que la razén 72/t (con r = |z|) es importante para la ecuacién del
calor, lo que sugiere buscar una solucién de (2.52) de la forma

2 2
u(zc,t):v(%>:v<|mT|>, xeR" >0,

donde aun hay que determinar la funcién v. Este planteo finalmente nos lleva al resultado
deseado, pero es més eficiente buscar una solucién u en la forma

1 1
u(x,t) = 't (t_ﬁm) , zeR" t>0, (2.54)

donde hay que determinar las constantes a y 5 y la funcién v. El planteo (2.54) resulta
si buscamos una solucién u de (2.52) que sea invariante bajo el escalamiento de dilatacion
u(z,t) = Xu(\x, \t), es decir se solicita que

VA>0: Ve e R t>0: u(x,t)=\u\z, \t).

Poniendo A = 1/t obtenemos (2.54) para v(y) := u(y, 1).
Insertando (2.54) en (2.52) obtenemos

at=C Dy (y) + Bt~y . Du(y) + - 2D Ap(y) =0, y =tz (2.55)

Para convertir (2.55) en una expresiéon que involucre solamente la variable y ponemos =
1/2, luego los términos con y serdn idénticos y (2.55) se reduce a

1
av + Sy Dv+ Av = 0. (2.56)

Supongamos ahora que v es radial, es decir v(y) = w(]y|) para alguna funcién w : R — R.
Asi (2.56) se convierte en

1 —1 d
aw + = + w4+ w=0, r=lyl, '=—.
2 dr
Para a = n/2 esto se reduce a
1
(Tnflwl)/ =+ 5(7””10)/ =0

Integrando una vez obtenemos

1
r" Tl + érnw =a

para alguna constante a. Suponiendo que

lim w= lim v’ =0
r—00 T—00
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obtenemos a = 0, luego

1

W = —=ruw.
2

La solucion de esta ecuacion esta dada por

r

w = bexp (—£> . (2.57)

Combinando (2.54), (2.57) y a =n/2, f = 1/2 obtenemos que

es una solucién de la ecuacién del calor (2.52). Este calculo motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.8 (Solucién fundamental de la ecuacion del calor). La funcion

! =F eR", >0
——exp | —— ara x ) ,
B(a,t) = (dmty 2 T\ 4t ) P

0 parax € R" t <0

se llama solucién fundamental de la ecuacién del calor (2.52).

Notar que ® es singular en (0,0). A veces escribiremos ®(x,t) = ®(|x|,t) para enfatizar
que ® es radial con respecto a x. La seleccién de la constante b = (47r)_"/ 2 se debe al siguiente
lema.

Lema 2.1. Para cada t > 0,

/n O(x,t)de = 1.

Demostracion. Utilizando la sustitucidén

1
z= _2151/2:8

calculamos

/ O(x,t)de = ;/ exp (—@) de = ! / exp(—|z|*) dz
. ) (47Tt)n/2 N At 7Tn/2 R
1 o [
=7 H/ exp(—22)dz = 1.
T e
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2.3.3. El problema de valores iniciales. Ahora utilizaremos la solucién fundamental ®
para hallar soluciones del problema de valores iniciales (o problema de Cauchy)

u—Au=0 enR"x (0,00), u=g sobreR" x {t=0}. (2.58)

Puesto que (x,t) — ®(x,t) es una solucién de (2.52) fuera de la singularidad en (0,0),
también (x,t) — ®(x — y,t) es una solucién para cada y € R™ fijo. Entonces la siguiente
convolucién también deberia ser una solucién:

wa.t) = [ o= y.gly)dy

1 rT—Yy 2 n
- (47Tt)n/2 / exXp <_%) g<y) dy7 xR , t>0.

Teorema 2.17 (Solucién del problema de valores iniciales). Sean g € C(R™) N L¥(R") y la
funcion u definida por (2.59). Entonces
(i) uw e C®°(R™ x (0,00)),
(il) uy(x,t) — Au(x,t) =0 para x € R™ y t > 0,
(iii) para cada x° € R™,

(2.59)

lim  u(zx,t) = g(x°).
(@,6)—(20,0)
xcERM™ t>0

Demostracion.

1.) Puesto que la funcién

1 2
(x,t) — —= exp —ﬁ

es infinitamente diferenciable, con derivadas de todos los ordenes uniformemente aco-
tadas sobre R™ x [d, 00) para cada 6 > 0 vemos que u € C*(R"™ x (0, 00)), ademds

w(@t) - Su(a,t) = [ (@~ 2a0)@ -~ 9.0)g(y) dy

=0, zeR", >0,

ya que la funcién @ es una solucién de (2.52).
2.) Fijamos ° € R" y € > 0. Elegimos § > 0 tal que

’g(y) — g(wo)‘ <e sily—x°| <6, yeR™ (2.60)

Entonces si |z — x| < §/2 se tiene que

ue.t) ~ g(a%)] = | [ ®(@ —y.0)(s(y) ~ o(a")) dy| <1+,

donde
I:

/ O(x —y,t)|g(y) — g(z°)| dy,
B(a0,5)

J

/ O(x — y,1)|g(y) — g(x°)| dy.
R\ B(29,6)
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En virtud de (2.60) y del Lema 2.1,
Ige/ O(x —y,t)dy =-.
Por otro lado, si |z —x%) < §/2 y |y —x°| > §, podemos concluir que (tal como en la
demostracién del Teorema 2.14)
0 0 1 0
y—z <y -2zl +5 <ly—z[+ly -2,

luego

1
\y—ﬂ>§w—w%

por lo tanto
C T — yl?
J < 2[|gl[ e O(x —y,t)dy < —5 exp |z dy
R™\B(z0,0) 2 [\ B0 5 4t

Cﬁ/ ( w—wW)
< — exp| ————— | dy
2[R\ B(a0.6) 16t

C 0 T2 n-1 t—0t
:W/a exp<—1—6t>r dr — 0.

Concluimos que si | — x°| < §/2 y t > 0 es suficientemente pequefio, entonces
u(z,t) — g(x")] < 2.
|

En virtud del Teorema 2.17 escribiremos a veces
O, — AP =0 enR" x(0,00), ®=09p enR"x {t =0},

donde 9y denota la medida de Dirac en R™ que otorga la masa unitaria al punto 0.

Por otro lado, comentamos que si g es acotada, continua, g > 0y g # 0, entonces u(x, t)
dada por (2.59) es positiva para todos los puntos & € R" y tiempos t > 0. Interpretamos esta
observacion diciendo que la ecuacion del calor impone una velocidad de propagacion infinita
de perturbaciones. Si la temperatura inicial es no negativa y positiva en alguna parte, la
temperatura en cualquier instante posterior (cuan pequeno que sea) es positiva en todas
partes. (Veremos que al contrario de esto, la ecuacién de la onda es asociada con velocidades
de propagacién finitas de perturbaciones.)

2.3.4. Problema no homogéneo y principio de Duhamel. Queremos ahora resolver
el problema no homogéneo

u—Au=f enR"x (0,00), u=0 sobreR" x {t =0}. (2.61)

Para generar una solucién de (2.61), notamos que (x,t) — ®(x — y,t — s) es una solucién
de la ecuacion del calor (2.52) para y € R" y s € (0,t) dados. Ahora, para s fijo, la funcién

u=ul@tis) = [ Blay.t-s) i) dy
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es una solucién de
w(+;8) — Au(-,8) =0 en R" x (s,00), wu(+;s) = f(-,s) sobre R" x {t =s}, (2.62)

lo que es un problema de valores iniciales del tipo (2.58) con el tiempo inicial ¢ = 0 reem-
plazado por t = s, y g reemplazada por f(-,s). Es cierto que u(-;s) no es una solucién de
(2.61). Sin embargo, de acuerdo al Principio de Duhamel podemos construir una solucién de
(2.61) integrando con respecto a s soluciones de (2.62). La idea consiste en considerar

t
u(x,t) :/ u(x,t;s)ds, xeR" t=0.
0

Esto significa que

u(zx, t) //n (x—y,t—s)f(y,s)dyds

:/0 W/ﬂexp( Lin(t__yj>f(y,s)dyds, zeR" t>0.

Para verificar que (2.63) efectivamente es la solucién deseada del problema no homogéneo
(2.61), supongamos que f € CZ(R™ x [0,00)), y que f tiene soporte compacto.

(2.63)

Teorema 2.18 (Solucién del problema no homogéneo). Sea u definida por (2.63). Entonces

(i) u € CF(R" x (0,00)),
(ii) w(x,t) — Au(x,t) = f(x,t) para x € R, t > 0,
(iii) para cada z° € R",

lim  wu(z,t) =0.
(@,t)—(29,0)
T ER™, t>0

Demostracion.

1.) Dado que ® posee una singularidad en (x = 0,¢ = 0), no podemos directamente
justificar la derivaciéon bajo la integral. En lugar de esto procederemos de una manera
similar a la demostracién del Teorema 2.1. Primero realizamos un cambio de variables

para escribir
t
wet)= [ [ oy -yt -9dyds
0 n

Dado que f € CZ(R™ x [0,00)) tiene soporte compacto y ® = ®(y, s) es suave cerca
de s =t > 0 podemos calcular

wwt)= [ [ v —vi-sdyist [ 005 -.0dy

axa%mt //n (y,s : 4f(ac—y,t—s)dyds, i,j=1,...,n.

Concluimos que u; y D2u y similarmente u y Dgu pertenecen a C'(R™ x (0, 00)).
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2.) Calculamos ahora

w(@,t) — Au(z, t) = /Ot / O(y, 5) [(% . Aw) fla—y,t— 3)} dy ds
-

(2.64)
/ncp(y,t)f(m—y,O)dy=15+Ja+ic,
donde definimos
o [ [ ows) |(—-5) -yt —9)] s
Je = /Os/nfb(yﬁ) K—% - Ay) flx—y,t- 8)} dy ds,
K= / Oy, 1) f(x —y,0)dy.
En virtud del Lema 2.1,
191 < (Uil 10%f1=) [ [ @tws)dyas < e (2.69)

Integrando por partes y considerando que ® es una solucién de la ecuacion del calor
(2.52) obtenemos ademés

- [ (35— 2) 2.9 st@— ot = 9y

s ewas@-yi-dy- [ dwofe-pod @60

n

=/ O(y,e)f(x—y,t —e)dy — K.
Combinando (2.64), (2.65) y (2.66) obtenemos

ut(wvt) - Au(mvt) = HH(]) Cb(y,&“)f(il? - y7t - 6) dy
=0 Jpn

= f(x,t), xe€R", >0,

donde el limite cuando ¢ — 0 es calculado como en la demostracion del Teorema 2.17.
Finalmente notamos que

|- t)| o <t flle = 0 cuando t — 0F.

Por supuesto se pueden combinar los Teoremas 2.17 y 2.18 para deducir que bajo las
hipotesis acerca de las funciones g y f mencionadas anteriormente, la funcién

wwt)= [ vy [ [ ot 5 dyas
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es una solucién del problema

—Au=f enR"x(0,00), u=g sobre R" x {t=0}.

2.3.5. Formula del valor medio. En lo siguiente sea U C R™ un conjunto abierto y
acotado, y sea el tiempo T > 0 fijo.

Definicién 2.9.

(i) Se define como cilindro parabdlico el conjunto Ur := U x (0,T].
(ii) La frontera parabdlica de Ur es I'r := Urp\Ur.

Se interpreta Ur como el interior parabdlico de U x [0, T]; notamos que Uz incluye el
“techo” U x {t = T'}. La frontera parabdlica I'z incluye el “piso” y los lados “verticales” de
U x [0,T], pero no el techo.

Luego queremos derivar un analogo de la propiedad del valor medio para funciones
armoénicas (ver Seccién 2.2.4). No existe una férmula tan simple. Sin embargo observamos
que para x fijo las esferas 0B(ax,r) son los conjuntos de nivel de la solucién fundamental
®(x — y) de la ecuacién de Laplace. Esto sugiere que posiblemente para (x,t) fijo los con-
juntos de nivel de la solucién fundamental ®(x — y,t — s) de la ecuacién del calor pueden
ser relevantes.

Definicién 2.10. Para x € R*, t € R y r > 0 definimos

E(x,t;r) = {(y,s) e R+

1
s < t, @(m—y,t—s)}r—n}.

El conjunto E(x,t;r) es una regién en el espacio-tiempo cuya frontera es un conjunto
de nivel de ®(x — y,t — s). El punto (x,t) se encuentra en la “cima” de E(x,t;7). A veces
E(x,t;r) se llama “bola de calor”.

Teorema 2.19 (Una propiedad de valor medio para la ecuacién del calor). Sea v € C?(Ur)
una solucion de la ecuacion del calor. Entonces para cada E(x,t;r) C Ur,

—y/’
u(zx, t) = // u(y, s 57 ——5dyds. (2.67)

mtr

La férmula (2.67) es un andlogo para la ecuacion del calor de las férmulas de valor medio
para la ecuacion de Laplace. Observamos que el lado derecho de (2.67) involucra solamente
u(y, s) para tiempos s < t, lo que es muy razonable puesto que el valor de u(x,t) no deberia
depender de tiempos futuros.

Demostracion del Teorema 2.19. Se trasladan las coordenadas espaciales y temporales tales
que = 0 y t = 0. Molificando si es necesario podemos suponer que u es suave. Se escribe
E(r) = E(0,0;r) y se define la funcién

1 yl’ yl’
r) = T—n//u(y,5)|s—2| dyds = //u('r’y,r2s)|8—2| dy ds.
E(r) E(1)
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2
// (Zuyzyl|y| +27’us|y| )dyds-A—l—B

E(1) B

1 - lyl® |y|2
L // (E ,uylyl 2 dyds, B:= N / dy ds.
=1
E(r)

(r)

Ahora calculamos

donde

Se define, ademas, la funcion
lyl®

)= —g log(—4ms) + Z— + nlogr. (2.68)
S

Observamos que 1 = 0 sobre OE(r) puesto que ®(y,—s) = r~" sobre OE(r). Utilizamos
(2.68) para escribir

1 u 1 a
s // <4us Zyiwyi> dyds = o // <4nusw + 4Zusyi3/i¢> dy ds;
E(r) =t E(r) =t

no hay término de frontera ya que ¥ = 0 sobre OF(r). Integrando por partes obtenemos

1 n
b= it // —dnusy + 42%#&%) dyds
E(r) i=1
_ A Ay n WP g
ol —4nusp + Zuy,yz o5 442 ydas
E(r) = i=1
2N —
= o —4nug) — 5 Zuyy, dyds — A.
E(r) =1

Puesto que u es solucién de la ecuacién del calor y considerando (2.68), obtenemos

1 2n
¢ (r)=A+B= sy // <—4nAuw - ZuyiyZ) dyds
i=1

= Z n+1 // (4nuyz¢yz uylyl) dy dS = 0’

por lo tanto ¢ es constante, luego

o(r) =1lim ¢(t) = u(0,0) (%i_r}roltin//h;—ldyds) = 4u(0,0),

t—0
E(t)
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ya que
1 2 2
7//w—ldyd3://%dyds:4.
s s
BE(t) E(1)
(se omiten los detalles de este ltimo célculo). |

2.3.6. Propiedades de soluciones.

Teorema 2.20 (Principio del méximo fuerte). Sea u € C?(Ur) N C(Ur) una solucién de
(2.52) sobre Ur. Entonces
(i) méxp, v = maxp, u
(ii) Ademds, si U es conewo y existe un punto (o, to) € Ur tal que u(xo,tp) = maxg, u
entonces u es constante en Uy, .

La afirmacién (i) es el principio del mdzimo para la ecuamon del calor y (ii) es el pmnczpzo
del maximo fuerte. Un teorema similar es valido con “méax” reemplazado por “min”.

Comentamos que de acuerdo al Teorema 2.20, si u asume su méximo (o minimo) en
un punto interior, entonces u es constante para todos los tiempos anteriores. Esto coincide
con nuestra interpretacién de ¢ como variable temporal: la solucién sera constante sobre
el intervalo [0, %] si las condiciones iniciales y de frontera son constantes. Sin embargo la
solucion puede cambiar para t > ¢ si las condiciones de frontera son alteradas después de
t = ty. Sin embargo la soluciéon no cambiara antes de que estos cambios en las condiciones de
fronteras sean realizados. En cualquier caso hay que explicitamente demostrar que la EDP
efectivamente implica este comportamiento fisicamente razonable.

Demostracion del Teorema 2.20.
1.) Supongamos que existe un punto (xo,ty) € Ur tal que

u(xg, tg) = M := méxu.
Ur
Entonces F(xo,to;r) C Ur para cada r > 0 suficientemente pequeno. Por otro lado
de acuerdo al Teorema 2.19

a2
M = u(zo, ty) = yro // u(y, s il y)| dyds < (2.69)

E(xo,to;r)

. 2
tO—S

E(x0,to;r)

puesto que

La igualdad en (2.69) es vélida solamente si u = M en E(xq,to;r), por lo tanto
V(y,s) € E(xzg, to;r) :  u(y,s) = M.

Sea ahora L un segmento lineal en Ur que conecte el punto (xg,tg) con algin otro
punto (Yo, so) € Ur con sy < to, y sea

ro :=min{s > so | u(x,t) = M para todos los puntos (z,t) € L, s <t < o}
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Puesto que u es continua, el minimo es asumido. Supongamos que rg > sg. Entonces
u(zg,r0) = M para algtin punto (zg,79) € LNUr y por lo tanto u = M en E(zq,79;7)
para todo r > 0 suficientemente pequeno. Puesto que

E(zg,r0;7) D LN{rg—o <t <rp}

para algun valor ¢ > 0 pequeno llegamos a una contradiccién, es decir rog = sg y por
lo tanto u = M sobre L.

2.) Fijamos ahora cualquier punto & € U y cualquier tiempo t € [0,¢y). Entonces existen
puntos {xg, x1,..., T, = x} tal que los segmentos rectos en R™ que conectan x; 4
con x; son subconjuntos de U para i = 1,...,m. (Esto es vélido porque el conjunto
de los puntos de U que pueden ser conectados de esta manera con xy por un camino
poligonal es no vacio, abierto y relativamente cerrado en U.) Seleccionamos tiempos
to > t; > ... > t, = t. Entonces los segmentos lineales que conectan (x;_1,%;_1) con
(xi,t;), i = 1,...,m, pertenecen a Ur. De acuerdo a 1.), u = M sobre cada uno de
estos segmentos, luego u(x,t) = M.

|
El principio del maximo fuerte implica que si U es conexo y u € C?(Ur) N C(Uy) satisface
u—Au=0 enUr, u=0 sobredU x [0,T], uw=g sobreU x {t =0},

donde g > 0, entonces u > 0 en todas partes en Ur si g > 0 en alguna parte sobre U. Esto
es otra ilustracion de la velocidad de propagacién infinita de perturbaciones.

Teorema 2.21 (Unicidad de soluciones en dominios acotados). Sean g € C(I'r) y f €
C(Ur). Entonces existe a lo mds una solucion u € C?(Ur) N C(Ur) del problema de valores
inictales y de frontera

uy—Au=f enUp, u=g sobrels. (2.70)

Demostracion. Si w 'y @ son dos soluciones de (2.70), basta aplicar el Teorema 2.20 a w :=
+(u — a). |

Teorema 2.22 (Principio del méximo para el problema de valores iniciales). Supongamos
que la funcion u € C3(R™ x (0,T]) N C(R" x [0,T]) es una solucién del problema de valores
imniciales
u—Au=0 enR"x (0,7), u=g sobreR" x {t =0},
y satisface la cota de crecimiento
u(x,t) < Aexp(alzl?), x€R", 0<t<T (2.71)
para constantes a, A > 0. Entonces

sup u =supg.
R" x[0,T] Rn

Demostracion.
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1.) Supongamos primero que

4aT < 1, (2.72)
en este caso
4a(T +¢e) < 1 (2.73)
para algin € > 0. Fijamos y € R", u > 0, y sea
p z —y/* )
v(e,t) =u(x,t) - ————exp| —— ], x€R" t>0.
(1) (@, 1) (T+5—t)”/2 p(4(T+€—t)

Podemos calcular directamente que v; — Av = 0 en R" x (0,7]. Fijamos r > 0 y
definimos U := B%(y,r), Ur := B%(y,r) x (0,T]. De acuerdo al Teorema 2.20,

MAX v = MAX V. (2.74)
UT I“T
2.) Ahora, si x € R™,
z Iw—yIQ)
v(x,0) = u(x,0) — —————exp | —— | <u(x,0) = g(x),
(@.0) = at,0) = L e (T2 ) < ufe.0) = oo

ysi|x—y|=r0<t<T, obtenemos en virtud de (2.71)

. _ K ex -
(@, t) = u(w,t) (T +e—t)" P (4(T +e— t))

Y Y (R
(T +e—t)"? AT +e—t)

2 H r?
< Aexp(a(lyl+71)?) — mexp (m) .

Ahora de acuerdo a (2.73),

1
AT +¢)

Podemos entonces continuar este calculo para obtener

v(@,1) < Aexp(ally] +1)?) — p(4la+7))"

< Aexp(alz|?) -

=a+~ para algin vy > 0.

2 exp((a+7)r*) <supg (2.75)
R'I’L

para r suficientemente grande, por lo tanto (2.74)—(2.75) implican que

v(y,t) <supg paratodoy € R" 0<t<T,
R”

siempre que (2.72) es valido. Ahora consideramos p — 0.
3.) Si (2.72) fracasa, aplicamos el resultado anterior repetidamente a los intervalos [0, 77},
[T1,2T7] ete., para Ty = 1/(8a).
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Teorema 2.23 (Unicidad de la solucién para el problema de Cauchy). Sean g € C(R™) y
f e CR"x[0,T]). Entonces existe a lo mds una solucién u € C(R"x (0, T])NC(R™x [0, T])
del problema de valores iniciales

u—Au=f enR"x(0,7), u=g sobre R" x {t =0} (2.76)
que satisface la condicion de crecimiento
lu(w,t)| < Aexp(alzl’), ®eR", 0<t<T (2.77)
para constantes a, A > 0.

Demostracion. Si u y @ son dos funciones que satisfacen (2.76) y (2.77), basta aplicar el
Teorema 2.22 a w := £(u — ). |

Comentamos que efectivamente existe un nimero infinito de soluciones del problema
u—Au=0 enR"x (0,7), u=0 sobreR" x {t =0}. (2.78)

Cada una de estas soluciones, con la excepciéon de u = 0, crece muy rapidamente cuando
|| — oo. Efectivamente, aunque v = 0 ciertamente es la solucién “fisicamente correcta”
de (2.78), este problema de valores iniciales también permite otras soluciones “fisicamente
incorrectas”. El Teorema 2.23 presenta un criterio, (2.77), para excluir las soluciones “no
deseadas”. El siguiente ejemplo ilustra esta situacion.

Ejemplo 2.1 ([10, §7]). En lo siguiente construiremos una solucién u € C*(R"™!) de la
ecuacion del calor que desaparece idénticamente para t < 0 pero, al contrario de la solucion
u = 0 identificada arriba, no desaparece para t > 0. Consideremos el caso n = 1, es decir la
ecuacion u; = ug,, * € R, para datos de Cauchy dados sobre el eje t:

u=yg(t), u,=0 paraz=0. (2.79)

Ahora, escribiendo u como serie de potencias,
(e, t) =Y g;(t)a, (2.80)
5=0

y sustituyendo (2.80) en (2.79) y comparando coeficientes de potencias de x encontramos

g9=9 G=0, gi=0G+1)(+2)gjre

Asi obtenemos las soluciones formales

(k)
u(z, t) = % 9(%(;) 2, (2.81)

las cuales son soluciones de verdad si podemos establecer que las series de potencias convergen
suficientemente bien. Sea ahora o > 1 y la funcién g = g(t) definida por

exp(—t~®*) parat >0,
g(t) == =)
0 para t < 0.
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Se puede demostrar que existe § = 6(a) > 0 tal que
k! 1
B (1) < —— ex (——ta) :
En virtud de

B 1
2k)! &l

obtenemos que

<

1[|lz)> 1
:exp(—{ﬂ——tl_a}), t>0, zeC.

s (k)(

g (1) 2
2 (2/4)!“

k=0

(2.82)

0 2

Concluimos que la serie (2.81) para u converge para t > 0 y z € C y trivialmente, por
supuesto, también para ¢t < 0. La férmula (2.82) demuestra que

%irré u(z,t) =0 uniformemente en z, para z € C acotado.
_>

Por otro lado la serie (2.81) es una serie de potencias mayorizada por la serie de potencias
para

1 |I”2 1 11—«
Uz, t) = exp n T_Qt para t > 0,
0 para t < 0.

Como U(z,t) es acotada uniformemente para x € C acotado y todo t € R, la serie (2.81)
converge uniformemente en x y t para todo x acotado y t real, y lo mismo es valido para la
serie obtenido derivando con respecto a x término por término. En particular, la serie

i g(k)(t) 222 oo g(kﬂ)(t) 2k
(2k—2)! — (2k)!

k=2

converge uniformemente. Dado que la misma serie resulta formalmente derivando u con
respecto a t concluimos que u; = u,,. Mas generalmente se tiene que

o k 0 2k
(@) = (@)

lo que significa que u € C°°(R™*!). Observamos que u es una funcién de z entera analitica
para cada t € R, pero no es analitica en ¢ ya que u(0,t) desaparece para t < 0 pero no para
t>0. |

Teorema 2.24 (Suavidad). Sea u € C?(Ur) una solucién de la ecuacion del calor (2.52) en
Ur. Entonces u € C*(Ur). Este enunciado queda vdlido incluso cuando u asume valores de
frontera no suaves sobre I'rp.

Demostracion.



1)

2.3. LA ECUACION DEL CALOR 61
Definimos el cilindro
Cx, t;r) == {(y,s) } lx—y|<rt—r*<s< t}.

Sea (xg,tp) € Ur y r > 0 elegido tan pequenio que C' := C(xo,tp;r) C Ur. También
definimos los cilindros més pequenos

1
c'=C (wo,to; ZT) s o"=C <.’130,t0; 57") .

Notamos que el centro del “techo” de C'; C" y C” es el mismo punto (xo, to). Sea ahora
¢ = ((x,t) una funcién de corte tal que

0<(¢<1, (=1 sobreC’, (=0 -cercade la frontera parabdlica de C.

Se extiende ¢ mediante ( =0 a (R x [0, ¢o])\C.
Supongamos por el momento que u € C*°(Ur) y sea

v(x,t) = ((x, t)u(x,t), xR 0<t<t.
Entonces v; = Cuy + Gu y Av = (Au + 2D( - Du + uA(. Concluimos que
v=0 sobre R" x {t =0},
— Av=C(u—2DC-Du—uAl =:f enR"x (0,1). (2.83)

Ahora definimos

(x,t) = /Ot/n Oz —y,t—s)f(y,s)dyds.

De acuerdo al Teorema 2.18,
b — A =f enR"x (0,t)), 9=0 sobre R" x {t =0}.

Puesto que |v|, |0] < A para alguna constante A, el Teorema 2.23 asegura que v = 0,
es decir

o(@, 1) // (@ —y.t—s)f(y,s)dyds. (2.84)

Supongamos ahora que (x,t) € C”. Dado que ¢ = 0 fuera del cilindro C, (2.83) y
(2.84) implican

(@, 1) ://CD(az—y,t—s)x

% |Gy ) = AC(y, 5))uly, s) — 2DC(y, 5) - Duly, s) | dy ds.

En esta expresién, |...] = 0 en alguna regién cerca de la singularidad de ®. Por lo
tanto, integrando por partes este ultimo término obtenemos

u<m7t) - qD(“’. - y7t - S) (Cs(y7 S) - AC(ya 8))
I .
+ 2D, ®(x — y,t — s) - D{(y, s))u(y, s)dyds.
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Hemos demostrado esta formula suponiendo que u € C*°. Si u satisface solamente las
hipétesis del teorema, podemos derivar (2.85) para u® = 7. % u en lugar de u, donde
7. es el mollifier estandar en x y ¢, y dejar ¢ — 0.

3.) La ecuacién (2.85) es de la forma

u(x,t) = K(z,t,y,s)u(y,s)dyds, (x,t)e€C”, (2.86)
7

donde K(x,t,y,s) = 0 para todo (y,s) € C’ debido a ( = 1 sobre C’. Notamos que
K también es suave en C\C". En virtud de (2.86), u pertenece a C* en C".

Teorema 2.25 (Cotas para derivadas). Para cada par de nimeros enteros (k,l) € Ng x Ny
existe una constante Ck,l tal que

Ch

max )‘DﬁDiU‘ < mHUHLl(C(w,t;T))'

C(z,t;r/2
Demostracion.

1.) Se fija algin punto en Ur. Moviendo las coordenadas podemos suponer que este
punto es (0,0). Supongamos primero que C(1) := C(0,0;1) C Up. Sea C(1/2) :=
C'(0,0;1/2). Luego, tal como en la demostracién del Teorema 2.24,

u(x,t) = // K(xz,t,y,s)u(y,s)dyds, (x,t) € C(1/2),

c@)

para alguna funcién suave K, por lo tanto

IDEDju(, t)| < / IDIDEK (x,t,y, s)| |u(y, s)| dy ds < Crllull ey (2.87)
c)

para alguna constante Ck,l.
2.) Supongamos ahora que C(r) := C(0,0;r) C Ur. Sea C(r/2) := C(0,0;7/2). Sea
v(x,t) := u(re, r’t), entonces v; — Av = 0 en el cilindro C(1). De acuerdo a (2.87),
‘D’;Di’l}(w, Zf)‘ < Ck,lHUHLl(C(l))a (CC, t) S 0(1/2)

Pero
1
DZDiU(‘BJ) = 7’2HkDZDer(7”$7T2t)a HUHLl(C(l)) = ) HUHLI(C(T))a

por lo tanto

Ch
o IPET 7
6{1(1352() D;Dsul < 22 lullz2 oy
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2.3.7. Métodos de energia. Consideremos ahora el problema de valores iniciales (2.70).
Ya utilizamos el principio del maximo para demostrar la unicidad de la solucién del problema
(Teorema 2.21). Ahora, en analogia con la discusion de la Seccién 2.2.8 con su demostracién
alternativa para el Teorema 2.5, presentaremos un argumento alternativo para demostrar el
Teorema 2.21 basado en integracién por partes. Como siempre suponemos que U C R" es
un conjunto abierto y acotado, que U € C? y que el tiempo final T' > 0 esta dado.

Demostracion alternativa del Teorema 2.21. Si 4 es otra solucién, entonces w := u — U es
una solucién de

wy—Aw =0 enUr, w=0 sobrel'r. (2.88)
Sea
e(t) = / Wiz, t)do, 0<t<T, (2.89)
U

luego (= d/dt)

é(t) = 2/ wwyde =2 | wAwdx = —2/ |Dw|? d < 0, (2.90)
U U U

por lo tanto e(t) < e(0) =0 para 0 <t < T, es decir w = u — @ =0 en Ur. |

Terminamos el estudio de la ecuaciéon del calor discutiendo el problema de unicidad
retrograda (con respecto al tiempo). Para tal efecto supongamos que u y @ son soluciones
suaves de la ecuacién del calor con la misma condicién de borde en OU, es decir

u—Au=0 enUr, u=g sobredU x [0,T], (2.91)
i —Au=0 enUp, u=g sobredU x [0,T]. (2.92)
Aqui no se supone que u = @ para t = 0.

Teorema 2.26 (Unicidad retrégrada). Sean u € C?(Ur) y @ € C*(Ur) soluciones de (2.91)
y (2.92), respectivamente. Si u(x,T) = u(x,T) para todo x € U, entonces u = u en Ur.

En otras palabras, si dos distribuciones de temperatura sobre U coinciden en un instante
T > 0 y han tenido las mismas condiciones de borde para 0 < t < 7T, entonces estas
temperaturas deben haber sido idénticamente iguales en U en todos los tiempos anteriores.
Esto no es para nada evidente.

Demostracion del Teorema 2.26.
1.) Sea w :=u — @y e(t) definido por (2.89). De (2.90) deducimos que

é(t) = —4/ Dw - Dw; de = 4/ Avww de = 4/ (Aw)? dez, (2.93)
U U U

donde utilizamos que w satisface (2.88). Ahora, puesto que w = 0 sobre OU,

1/2 1/2
/ |Dw|? de = —/ wAw dx < (/ w? dw) (/ (Aw)? da:> ,
U U U U
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luego (2.89) y (2.93) implican que

Py </U]Dw]2da:>2 < </Uw2 da:) (4/{J(Aw)2dw) — e()ét),

por lo tanto

é(t)e (t) > (é(t)’, 0<t<T. (2.94)
2.) Ahora si e(t) = 0 para 0 < t < T la demostracion estd terminada. En caso contrario
existe un intervalo [t1, 5] C [ ., T'] con
e(t) >0 parat) <t <ty e(t)=0. (2.95)
3.) Escribimos ahora
f(t) :=loge(t), t1 <t<ts. (2.96)
En virtud de (2.94),
iy = 0 40

t)
por lo tanto f es convexa sobre el intervalo (¢1,t3). Si 0 <7 < 1, t; <t < ty se tiene
ahora

F(L =)t +7) < (L=7)f(t) + 7S (D).
Tomando en cuenta (2.96) deducimos que
e((1—7)ts 4+ 7t) <e(tr) Te(t),
luego
0<e((l—7)t1 4+ 7t2) <e(t) Te(t)”, 0<7<1.

Pero en virtud de (2.95) esta desigualdad implica que e(t) = 0 para todos los tiempos
t;1 <t < ty, lo cual es una contradiccién.

|
2.4. La ecuacién de la onda
En lo siguiente estudiaremos la ecuacion de la onda
uy — Au =0
y la ecuacion de la onda no homogénea
Uy — Au = f (2.97)

sujetas a condiciones iniciales y de borde apropiadas. Aquit > 0y « € U, donde U C R"
es abierto. La desconocida es u : U x [0,00) — R, u = u(x,t), y el Laplaciano A se toma
con respecto a las variables espaciales @ = (z1,...,x,). En (2.97) se supone que la funcién
f:U x[0,00) = R estd dada. Una abreviatura comun es

Ou = Ut — Au.
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Veremos que las soluciones de la ecuacién de la onda se comportan de manera diferente de
las soluciones de las ecuaciones de Laplace o del calor. Por ejemplo, estas soluciones no seran
C* en general y poseen velocidad de propagacién finita.

2.4.1. Interpretacion fisica. La ecuacion de la onda es un modelo simplificado para una
cuerda vibrante (para n = 1), una membrana (para n = 2) o un sdlido elastico (n = 3).
En estas interpretaciones fisicas la solucién u(x,t) representa el desplazamiento en alguna
direccién del punto @ en el instante ¢ > 0.

Sea V' cualquier subregion suave de U. Entonces la aceleracién en el interior de V' esta

dada por
d2
—2/uda::/uttdw,

y la fuerza de contacto neta estd dada por

— F-vdS,
oV

donde F' denota la fuerza que actua sobre V' a través de 9V y la densidad de masa se supone
unitaria. La ley de Newton afirma que la masa multiplicada por la aceleracién debe igualar
la fuerza neta:

/uttdzc:— F.-vdS.
\%4 ov

Como esta identidad debe ser valida para toda subregiéon V', obtenemos

uy = —div F.
Para cuerpos elasticos, F' es una funcién del gradiente de desplazamiento Du, luego

uy + div F(Du) = 0.

Si Du es pequeno, frecuentamente podemos utilizar una linealizacion

F(Du) =~ —aDu,
de la cual resulta

Uy — aAu = 0,

es decir la ecuacion de la onda para a = 1.

La interpretacion fisica sugiere fuertemente que sera apropiado matematicamente espe-
cificar dos condiciones iniciales: una para el desplazamiento u y otra para la velocidad u; en
el instante t = 0.

2.4.2. Solucién por promedios esféricos. Consideremos primero el problema de valores
iniciales del caso unidimensional (n = 1) de la ecuacién de la onda, siendo todo R el dominio
espacial:

Uy — Uz =0 en R x (0,00), u=g¢g, u;=h sobreR x {t =0}, (2.98)
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donde g y h son funciones dadas. Queremos desarrollar una férmula para u en términos de g
y h. Para tal efecto notamos primero que la EDP de (2.98) puede ser “factorizada” como

0 0 0 0

() = (% - a%) (@, b), (2.100)

obtenemos de (2.99) vy(x,t) + vy(z,t) = 0 para x € Ry t > 0, lo que es una ecuacién de
transporte con coeficientes constantes. Aplicando (2.4) con n =1y b = 1, obtenemos

v(z,t) =alz —1t), a(x):=v(zx,0). (2.101)

Combinando (2.99), (2.100) y (2.101) obtenemos u¢(z,t) — uy(z,t) = a(x —t) en R x (0, 00),
lo que es una ecuacién de transporte no homogénea, por lo tanto utilizando la férmula (2.7)
conn=1b=—-1y f(x,t) = a(r — t) obtenemos

Escribiendo

u(m,t):/o a(z+(t—s)—s)ds+blz+1)
= %/x: a(y)dy +b(z +t), b(x):=u(z,0).

Finalmente utilizamos las condiciones iniciales en (2.98) para calcular las funciones a y b.
La primera condicién inicial en (2.98) implica que b(x) = g(x) para x € R, mientras que la
segunda condicién y (2.100) implican que

a(z) = v(x,0) = uy(x,0) — uy(z,0) = h(z) — ¢'(x), = €R.

Entonces, sustituyendo las funciones a(x) y b(x) obtenemos

wat) =5 [ ()~ g ) dy + gl ),
luego
u(z,t) = %(g(x +1)+g(x—1)) + %/jt h(y)dy, z€R, t>0. (2.102)

Esta es la formula de d’Alembert.

Teorema 2.27 (Solucién de la ecuacién de la onda, n = 1). Sean g € C*(R), h € C*(R), y
u definida por la formula de d’Alembert (2.102). Entonces
(i) w e C*(R x [0,00)),
(ii) ug — Uge = 0 en R x (0, 00),
(iii) para cada punto 2° € R,
Im  u(z,t) = g(2), lim  w(x,t) = h(2°).

(2,t)—(20,0) (2,)—>(20,0)
t>0 t>0
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La demostracion del Teorema 2.27 es un céalculo directo.

Comentamos que en virtud de (2.102), la solucién u es de la forma wu(z,t) = F(x +
t) + G(z — t) para funciones I’y G apropiadas. Viceversa, cualquier funcién de este tipo
es una solucion de uy — u,, = 0. Por lo tanto la solucion general de la solucion de la onda
uni-dimensional es la suma de la solucién general de u; — u, = 0 y de la solucién general de
us + u, = 0, lo que es una consecuencia de la factorizacién (2.99).

Por otro lado, la férmula (2.102) implica que si g € C* y h € C*1, entonces u € C*,
pero u en general no es mas suave. En otras palabras, al contrario de la ecuacién del calor,
la ecuacion de la onda no produce una suavizacion inmediata del dato inicial.

Para ilustrar otra aplicacién de la férmula de d’Alembert (2.102) consideremos el proble-
ma de valores iniciales

Uy — Uz =0 en Ry x (0, 00),
u=g, u=h sobreR, x{t=0}, (2.103)
u=0 sobre {z =0} x (0,00),

donde g y h estan dadas con g(0) = h(0) = 0. Convertimos (2.103) en un problema de la
forma (2.98) mediante la extensién de u, g y h a todo R por reflexion impar, es decir se
consideran

ez para x > 0, () = h(zx) para x > 0,
' —g(—x) para x <0, " | —h(—z) paraz <O0.

En términos de estas funciones (2.103) se convierte en
Uy = Uz en R x (0,00), uw=g, u =h sobreR x{t=0}.
Utilizando (2.102) obtenemos

~ 1 ~ ~ 1 T+t
o) =5 0+ 0+ 5w =) +5 [ by
r—t
es decir
1 1 T+t
5(g(x+t)+g(x—t))+§/ h(y)dy paraz>t>0,
u(z,t) = : " (2.104)
5(g(m+t)—g(t—x))+§/ h(y)dy parat >z > 0.
—x+t

Para h = 0 la férmula (2.104) informa que un desplazamiento inicial g se separa en dos partes,
una viajando hacia la derecha con velocidad unitaria y otra viajando hacia la izquierda con
velocidad unitaria. La ultima parte es reflejada en z = 0, donde se mantiene fijada la cuerda
vibrante. Finalmente, notamos que nuestra solucién (2.104) no pertenece a C* a menos que
9"(0) = 0.
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Consideremos ahora n > 2, m > 2, y supongamos que u € C™(R™ x [0,00)) es una
solucién de problema de valores iniciales

uy —Au=0 en R" x (0,00), u=g, wu =h sobreR" x {t=0}. (2.105)

Queremos desarrollar una férmula de solucion explicita en términos de las funciones g y h.
La idea es considerar primero el promedio de u sobre ciertas esferas. Estos promedios, consi-
derados como funciones del tiempo t y del radio r, resultan ser soluciones de la ecuacion de
Euler-Poisson-Darboux, una EDP que para n impar puede ser convertida en la ecuacion de
la onda uni-dimensional. Aplicando la férmula de d’Alembert (2.102), o més precisamente
su variante (2.104), obtenemos finalmente una férmula de solucién explicita.

En lo siguiente definimos para @ € R", ¢t > 0y r > 0 el promedio esférico de u(-,t) sobre
la esfera OB(x, 1),

(Nwwj):iéB()u@hﬂdﬂy% (2.106)

y analogamente,

Ola;r) = Jég(w,ﬂg(y)ds(y)’ A= f  wwasw. e

B(z,r)

Para « fijo consideramos U como funcién de r y ¢, y llegamos a la siguiente EDP:

Lema 2.2 (Ecuacién de Euler-Poisson-Darboux). Sea x € R" y sea u una solucion de
(2.105). Entonces U € C™(R4 x [0,00)) y

n—1
Up—Up— 2“0, =0 enR, x (0,00),
u r en Ry (0, 00) (2.108)

U=G, U=H sobreR; x {t=0}.

La EDP en (2.108) es la ecuacidn de Euler-Poisson-Darboux. Notar que

—1
Uy + =

Ur
es la parte radial del Laplaciano AU en coordenadas polares.
Demostracion del Lema 2.2.
1.) Tal como en la demostracién del Teorema 2.2 calculamos
r

U(x;r,t) = — ][ Au(y,t)dy parar > 0. (2.109)
B(z,r)

n

Esta ecuacién implica que

lim U, (x;7,t) = 0.

r—0t

Derivando (2.109) obtenemos después de algunos célculos

Upr(x;7,1) :][ AudS + (l — 1) ][ Audy, (2.110)
dB(z.r) n B(z,r)
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luego

1
lim U, (x;7,t) = —Au(x,t).
n

r—0t

69

Usando (2.110) podemos andlogamente calcular U,,.. etc., y asi llegamos a la conclusién

que U € C™(R, x [0,00)).
2.) Continuando este célculo obtenemos de (2.109), y utilizando (2.105),
r 1
UTZ—][ Uttdy:—n_l/ ug dy,
" JB(a,r) na(n)r B(z.r)

por lo tanto
1
U, = —/ uy dy,
TLO((TL) B(z,r)
luego
1

(r"'U,), = / U dS = 1 ][ Uy dS = r" .
TLO((TL) OB(x,r) OB(z,r)

La transformacién de la ecuacién de Euler-Poisson-Darboux (2.108) a la ecuacién de
la onda uni-dimensonal es bastante complicada para n general, por lo tanto trataremos

explicitamente los casos mas simples n = 3 y n = 2, en este orden.

Sea entonces n = 3, y supongamos que u € C?(R3 x [0, 00)) es una solucién del problema
de valores iniciales (2.105). Recordamos las definiciones (2.106) y (2.107) de las funciones U,

Gy H,y definimos

U:=rU,
G:=rG, H:=rH.

Demostraremos ahora que U es una soluciéon del problema

Utt — UM- =0 en R_;,_ X (O, OO),
U=G, U,=H sobre R, x {t =0},

U=0 sobre {r =0} x (0,00).

Efectivamente, en virtud de (2.108) con n = 3,

- 2 ¥
U =rUy=r (Urr + ;Ur) =rUy +2U, = (U + TU”)T = Upr.

Notamos, ademds, que G,,(0) = 0. Aplicando (2.104) a (2.113) obtenemos
T+t

—r+t
Dado que (2.106) implica que
u(zx,t) = lim U(x;r,t),

r—0t

U(:z:;r,zf):%(C?(r—l—t)—(?(zf—r))—i—1 H(y)dy, 0<r<t.

(2.111)
(2.112)

(2.113)

(2.114)
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concluimos de (2.111), (2.112) y (2.114) que

wle,t) = tim L@ e (é“ tr)-Gton 1 / " i) dy> — Gt + A ().

r—0t r r—0t 2r

En virtud de (2.107) deducimos que

u(x, t) = 9 (t][ gdS) +t][ hdS. (2.115)
ot 0B(z,t) 8B(,t)

][ o(y) dS(y) = ][ gz + t2)dS(2),
B (w,t) 0B(0,1)

Pero

por lo tanto

Pl
N
Qp\’\
[os]
®
T

<
oL
“«
S
N——
I

][ Dyg(x +tz) - zdS(z)
dB(0,1)

= ]ég@,t) Dg(y) - (%(y - :v>> dS(y).

Volviendo a (2.115) concluimos que
wa.t) = | L) +9w) + Do) (y - ) AStw), @B >0 2119
B(ax,t

Esta es la formula de Kirchhoff para la solucién del problema de valores iniciales (2.105) en
tres dimensiones.

Cuando n = 2, ninguna transformacién similar a (2.111) puede ser aplicada para trans-
formar la ecuacién de Euler-Poisson-Darboux en la ecuacién de la onda uni-dimensional.
En lugar de esto, consideraremos el problema de valores iniciales (2.105) para n = 2 como
un problema para n = 3 en el cual la tercera variable espacial 3 no aparece. Supongamos
entonces que u € C?(R?x [0, 00)) es una solucién de (2.105) para n = 2. Entonces, escribimos

u(xy, ke, x3,t) := u(xy, T2, 1).
En tal caso (2.105) implica que
Uy — At =0 enR*x (0,00), =g, u =h sobreR*®x {t=0}, (2.117)

donde definimos g(x1, 72, 73) 1= g(w1,72) v h(z1, 20, 23) := h(zy, 7). Si escribimos & =
(71,22) E R?* y & = (71, 22,0) € R? entonces (2.117) y la férmula de Kirchhoff (en la forma
(2.115)) implican que

u(z,t) = u(z,t) = 9 t][ gds —l—t/ hdS, (2.118)
ot OB(,1) 0B (a,t)

donde B(Z,t) denota la bola en R?’ con centro &, radio ¢t > 0, y dS denota la medida de
superficie bi-dimensional sobre 0B(Z,t). Podemos simplificar (2.118) observando que

_ 1 _ 2 2
gdS:—/ gdS:—/ g(y)\/1+ [Dv(y)| dy,
]{9‘ ATt Jon@ ATt ) pay @) IDy(w)

B(z,t)
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donde
= /22— |y — x> paray e B(x,t).
El factor “2” aparece porque dB(&,t) consiste en dos hemisferios. Observar que

t
V1+ D) = o 1

ly

por lo tanto

][ 4485 1 / 9(y) dy = 3][ 9(y) dy
5z 2t 2 _ |y — 2|2 2 JE2 |y —x2
OB(z,t) Bzt) V1 — |y — x| Bzt V1* — |y — x|

En virtud de lo anterior, (2.118) se convierte en

10 2 h
w(@,t) = == t2][ W) g, +—][ W) 4y (2119
200\ Jp@ay V12— |y —af? 2 JB@n V12— |y — x|
Pero
t
tz][ 9(y) dy:t][ g@ttz) .
B(zt) /1?2 — |y — x|? BO01) /1 —|z|?
luego

ot Bat) /12 — |y — x|?
:][ g(x+tz) dz +1 Dg(x +tz) - z
B(0,1

1—|z|? BO1) 1—]z]?
D Ay —
_t][ 9(y) dert][ 9) -2
Bzt) /12 — |y — x|? Bzt V12— |y —x|?

lo que nos permite reescribir (2.119) como
(e, t) = 1][ tg(y) + *h(y) + tDg(y) - (y — x)
7 2 JB(a.) Vi — |y —x)?
Esto es la férmula de Poisson para la solucién del problema de valores inicales (2.105)
en dos dimensiones. El método de resolver el problema primero para n = 3 y luego analizar

n = 2 se llama método de descenso.
Consideremos ahora la ecuacién de Euler-Poisson-Darboux para n > 3, n impar.

dy, zeR* t>0. (2.120)

Lema 2.3 (Algunas identidades ttiles). Sea ¢ : R — R, ¢ € C**1. Entonces las siguientes
1dentidades son validas para k € N:

D) e (2] 02)

lg . 2k 1 Zﬂk ]—i—l
rdr drj );



72 2. TEORIA CLASICA: CUATRO EDPS LINEALES IMPORTANTES

donde las constantes 5]’?, j=0,...,k—1, son independientes de ¢, y 35 = 1-3-5--- (2k—1).
Demostracion. Tarea. [ |

Sea ahora n > 3 un numero entero impar tal que n = 2k + 1, kK € N. En lo siguiente
supongamos que u € C*1(R"™ x [0,00)) es una solucién del problema de valores iniciales
(2.105), entonces la funcién U definida por (2.106) pertenece a C*™'. Ademds escribimos
parar >0yt >0

Ulr,t) == (i;) (r?* U (s 7, 1)),

Glr) = <i§r> (PG ;7). (2.121)

() = (1§> (2 H (w1,
luego

U(r,0) = G(r), U(r,0) = H(r). (2.122)

Ahora combinamos el Lema 2.2 y las identidades del Lema 2.3 para demostrar que la trans-
formacién (2.121) de U en U efectivamente convierte la ecuacién de Euler-Poisson-Darboux
en la ecuacién de la onda.

Lema 2.4 (U es una solucién de la ecuacién de la onda uni-dimensional). Se tiene que
—U,, =0 enR,; x (0,00),

U:é’, U,=H sobre Ry x {t =0},

U=0 ,sobre {r=0} x (0,00).

sz

Demostracion. Sir > 0,
- O\ (1N s Lo\
Urr = (a_) (;5) () = <;5) (rU)
10 2k—1 2k—2 (1 0 2k—1 n—1
(r&)r) (r*" Uy + 2kr="72U,) = ~ Upr + . U,

10 .
= (r(‘?r) (r Qk_lUtt) = Uy,

donde la peniltima igualdad es valida debido a (2.108). En virtud de la segunda identidad
del Lema 2.3 concluimos también que U = 0 sobre {r = 0}. n

En virtud del Lema 2.4, (2.122) y (2.104) concluimos para 0 < r < t que

U(r,t) = %(é(r +1) - G(t—7) / H(y (2.123)
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para todo r € R y t > 0. Pero nos acordamos de que u(x,t) = lim,_,o U(x;r,t), ademds de
acuerdo a la segunda identidad del Lema 2.3,

10 — &
7 _ 2k—1 . _2 : k_j+1 .
U(Tv t) - (7“87’) ( U(CB,T, t)) - g ﬁj T] 8Tj U(CB,T, t)7
por lo tanto
T (r,t
lim U<Z’ ) _ =lim U(x;r t) = u(x,t),
r—0 ﬁor r—0

luego (2.123) implica que

u(w,t)_iklim<G(t+r) G(t—r) / iy dy> G/()B (t)'

50 r—0 or

Finalmente, en virtud de n = 2k + 1, (2.123) y la férmula para 35 en el Lema 2.3 llegamos
a la siguiente formula de representacion:

- 1 0 10 ans n—=9 10 nTig n—2
u®,t) = Tn [(375) (t 3t) <t ]éB(w,t)gdS) " (t 81&) (t ]{93(:8,15) hdS)] ’

xeR" ¢t>0; nimpar, ~,:=1-3:5---(n—2).
(2.124)

Observamos que 73 = 1, por lo tanto (2.124) coincide para n = 3 con (2.115) por lo tanto
con (2.116). Queda por verificar que (2.124) efectivamente es una solucién de (2.105).

Teorema 2.28 (Solucién de la ecuacién de la onda en dimensiones impares). Sea n un
nimero entero impar, n = 3, y sean m = (n+1)/2, g € C™"Y(R") y h € C™(R"). Sea u
definida por (2.124). Entonces
(i) u € C*(R" x [0,)),
(ii) uy — Au =0 en R™ x (0, 00),
(iii) para todo x° € R™,

lim  u(zx,t) = g(z°), lim  w(x,t) = h(x).
(@,6)=(@0.0) @)= @0,0)
ZER™, t>0 ZERM, t>0

Demostracion.

1.) Supongamos primero que g = 0, en tal caso

t ot

I AN
u(w,t):%(——> (t"2H(x;t)). (2.125)

De acuerdo a la primera férmula del Lemma 2.3 obtenemos

1 10 (n—1)/2
Uy = - <¥a> (" H,).
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Un célculo similar a la demostracién del Teorema 2.2 demuestra, ademas, que
t

n B(z,t)

Concluimos que

1
%‘mm%<

Por otro lado,

AH(z;t) = A, ][

h(z +vy)dS(y) :][ AhdS.
dB(0,t)

OB(,t)
Este cédlculo y (2.125) implican que uy = Au en R™ X (0, 00). Una computacién similar
se aplica cuando h = 0.

2.) Se deja como tarea (usando la segunda identidad del Lema 2.3) de verificar que u
asume las condiciones iniciales correctas.

Comentamos que para la computacién de u(x,t) necesitamos solamente la informacién
de g y h y de sus derivadas sobre la esfera dB(x,t), pero no de la bola entera B(x,t).
Ademads, comparando (2.124) con la férmula de d’Alembert para n = 1, (2.102), observamos
que esta ultima no involucra las derivadas de g. Esto implica que para n > 1, una solucién
de la ecuacién de la onda (2.105) no necesariamente debe para todo tiempo ¢ > 0 ser tan
suave que su valor inicial g; podria suceder que irregularidades en g se enfoquen en tiempos
t > 0 causando un deterioro de la regularidad de u. (Veremos més adelante que la “norma de
energia” de u no deteriora para t > 0.) Por otro lado, tal como en el caso n = 1, constatamos
el fenomeno de una velocidad de propagacién finita de perturbaciones iniciales.

En lo siguiente supongamos que n es un numero entero par. Supongamos que u € C™
es una solucién de (2.105), donde m = (n + 2)/2. Queremos desarrollar una férmula de
representacion para w similar a (2.124). Tal como discutido para n = 2, la idea principal
consiste en notar que

Wy, .oy Tog1, t) = u(y, ..., Ty, t) (2.126)
es una solucién de la ecuacién de la onda en R™** x (0, 00) con la condicién inicial
=g, iU =h sobre R"™ x {t=0},
donde

G, 1) = g(wn, ), BTy, Tagr) = Wy, ). (2.127)
Como n + 1 es impar, podemos utilizar (2.124) (con n reemplazado por n + 1) para generar
una férmula de representacion para @ en términos de g y h. En tal caso, (2.126) y (2.127)
directamente entregan una férmula para w en términos de g y h. Esto nuevamente es el
método del descenso.
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Para elaborar los detalles fijamos & € R™, ¢t > 0, y sea & = (z1,...,2,,0) € R""L
Entonces (2.124) con n reemplazado por n + 1 nos entrega que

1 B 10 nTﬂ _1 o 10 %72 —1][ HAQ
_ 9\ (10 n i " hd
u®,?) Tnt1 [(01&) (t @t> (t ]éB(:‘c,t)gdS) i (t 8t) < 0B (at) S)] 7

donde B(z,t) denota la bola en R™*! con centro & y radio ¢, v dS es la medida superficial
n-dimensional sobre 0B(Z,t). Ahora

- 1
gdS = n/ gds. 2.128
]éé(i,t) (n+Da(n+ 1)t dOB(,t) ( )

Notamos que B (x,t) N {yn41 = 0} es el grafo de la funcién

(y) ==Vt — |y —z[*, ye€ B(z,t) CR",

y andlogamente dB(x,t) N {y,.1 < 0} es el grafo de —. Por lo tanto (2.128) implica que

— 2 5
g5 = n/ 9(y)\/ 1+ [Dy(y)| dy, 2.129
]éB(@,t) (n+ Da(n+ 1)t" Jpeay (®) [D(y)] ( )

donde el factor “2” aparece porque dB(&,t) comprende dos hemisferios. Notando que

/ t

obtenemos de (2.129)

) 9
][ 45 — _ / 9(y) dy
0B (@.1) (n+ Dam+ D" Jp@n /12— |y — =

_ 2ta(n) 9(y)
~ (n+Da(n+1) ][B(m,t) 2 — |y — x|? v

Insertando esta férmula y una similar con h en lugar de g en (2.129) obtenemos

2a(n) o\ (10\% ][ 9(y)
t) = — ) (== t" d
w(@:1) Yt1(n + Da(n + 1) (825) (t 82&) ( B(at) /12 — |y — x|? Y
+ (12) i t”][ iy) dy | | .
t ot By V1 — |y — [
Puesto que
7_[_77,/2
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obtenemos 7, =2-4---(n — 2) - n, obtenemos la siguiente férmula de representacién:
1o\ 1o\
u(x, t) = — <—) (——) t"][ 9(y) dy
Tn ot t ot B(z,t) \/ 2 — |y — ac|2
n—2
10\ 2z h (2.130)
t ot Ban) V12— |y — x|

npar, v, =2-4---(n—2)-n; xeR" >0

Dado que 72 = 2, para n = 2 esta férmula se reduce a la férmula de Poisson (2.120). Como
consecuencia del Teorema 2.28 obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.29 (Solucién de la ecuacién de la onda en dimensiones pares). Sea n un nimero
entero par, n = 2, y sean m = (n+ 2)/2, g € C™(R") y h € C™(R"). Sea u definida por
(2.130). Entonces
(i) u e C*R" x [0, 00)),
(ii) uy — Au =0 en R™ x (0, 00),
(iii) para todo x° € R™,

lim  wu(zx,t) = g(z°), lim  w(x,t) = h(x).
(@)= (0,0) (@6)=(@0,0)
TERT, t>0 ZERT, t>0

Observamos que al contrario de la férmula (2.124) si queremos determinar u(x, t) median-
te (2.130) para n par necesitamos informacién acerca de u = g y u, = h sobre la totalidad de
B(x,t), y no solamente sobre 0B(x, t). Ademads, si comparamos (2.124) y (2.130) observamos
que sin es impar y n > 3, los datos g y h en un punto € R"™ dado afectan la solucién sola-
mente en la frontera {(y,t) |t > 0, |z —y| =t} del cono C' = {(y,t) |t >0, |[x —y| < t}. Por
otro lado, si n es par los datos g y h afectan u en la totalidad de C'. En otras palabras, una
“perturbacion” que origina en x se propaga a lo largo de un frente de onda brusco, mientras
que en dimensiones pares esta “perturbacién” sigue teniendo efectos incluso después del pase
del frente de onda. Esto se llama principio de Huygens.

2.4.3. Problema no homogéneo. Queremos ahora estudiar el problema de valores ini-
ciales para la ecuacién de la onda no homogénea

ur —Au=f enR" x (0,00), u=0, wu =0 sobre R"x {t=0}. (2.131)
Motivado por el principio de Duhamel definimos u = u(x, ¢; s) como la solucién del problema
u(;8) — Au(+;8) =0 en R" x (s,00),
u(-58) =0, w(;s)=f(;s) sobre R" x {t=s}.
Sea ahora

t
u(x,t) ::/ u(zx,t;s)ds, = eR", t>0. (2.132)
0

Ahora el principio de Duhamel afirma que esto es una solucién del problema (2.131).

Teorema 2.30 (Solucién de la ecuacién de la onda no homogénea). Sea n > 2 un nimero
entero y f € CP/AHH(R™ x [0,00)). Sea u definida por (2.132). Entonces
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(i) u e C*(R" x [0,)),
(ii) wy — Au = f en R™ x (0, 00),
(iii) para todo x° € R",

lim  wu(x,t) =0, lim  w(x,t) =0.
(x,t)—(29,0) (@,t)—(29,0)
xcR™, >0 TER™, >0

Demostracion.

1.) Si n es impar, entonces

[q t1— n+1
2 2
De acuerdo al Teorema 2.28, u(-, -;s) € C*(R™ x [s,00)) para cada s > 0, por lo tanto
u € C*(R" x [0,00)). Si n es par,
[ﬁ} t1— n+2
2 2

y u € C*(R" x [0,00)) segtin el Teorema 2.29.
2.) Luego calculamos

t t
u(x, t) = u(zx, t;t) +/ u(x, t;s) ds = / w(x, t; s) ds,
0 0

t t
(@, 1) = ug(x, t;t) —1—/ u(x, t;s)ds = f(x,t) —1—/ uy(x, t; s)ds,
0 0

¢ t
Au(z,t) = / Au(z,t;s)ds = / uy(x, t; s)ds.
0 0
Concluimos que
uy(x,t) — Au(x,t) = f(x,t), xeR" >0,

y claramente u(x,0) = u;(x,0) = 0 for x € R™.
|

Observamos que la solucién del problema no homogéneo general estda dado por la suma
de la solucién de (2.105) (dada por una de las féormulas (2.102), (2.124) o (2.130)) mas la
solucién de (2.131) (dada por (2.132)).

Ejemplo 2.2. Queremos demostrar explicitamente como resolver (2.131) para n = 1. En
este caso, la formula de d’Alembert (2.102) entrega

1 r4+t—s r+t—s
u(z,t;s) = 5/ fly,s)dy,  u(z,t) / / s) dy ds,
T—t+s r—t+s

1 t x+s
_5// fly,t —s)dyds, zeR, t=>0.
0 Ja—s

es decir



78 2. TEORIA CLASICA: CUATRO EDPS LINEALES IMPORTANTES

Ejemplo 2.3. Para n = 3 la férmula de Kirchhoff (2.116) implica que
ue,tis) =(t=s) f  fy.s)ds
OB(x,t—s)

ul@,t) = /t(t_S)(]éB(mts)f( 5)d )ds__//83mts —::)deS
47?//8er = )de

En virtud de lo anterior,

asi,

1 t— |y —
AT J B ly — x|

es una solucién de (2.131) para n = 3. El integrando en el lado derecho se llama potencial

retardado. [ |

2.4.4. Métodos de energia. Las férmulas (2.124) y (2.130) demuestran la necesidad de
imponer cada vez mas hipdtesis de suavidad sobre g y h para asegurar la existencia de una
solucién C? de la ecuacién de la onda con n creciente. Esto sugiere que posiblemente otra
manera de medir el tamano y la suavidad de funciones podria ser apropiada. Efectivamente
veremos ahora que la ecuaciéon de la onda “se comporta bien” (para todo n) con respecto a
ciertas normas integrales “de energia”.

Sea U C R™ un conjunto acotado y abierto con una frontera suave OU, y como siempre
ponemos Uy := U x (0,T], T'y := Up\Ur, donde T > 0. Queremos resolver el problema de
valores iniciales y de frontera

uy —Au=f enUr, u=g sobrel'r, wu;=~h sobreU x {t=0}. (2.133)

Teorema 2.31 (Unicidad para la ecuacién de la onda). Eziste a lo mds una funcion
u € C*(Ur) que es solucidn de (2.133).

Demostracion. Si @ es otra solucion, entonces w := u — @ es una soluciéon de
wy —Aw=0 enUp, w=0 sobrel'yr, w,=0 sobreU x {t=0}.

Se define la “energia”

e(t) == %/U (wf(m,t) + |Dw(a;,t>\2) de, 0<t<T.

Definiendo "= d/d¢ obtenemos

é(t) = /(wtwtt + Dw - Dwy) da = / wy(wy — Aw) dax = 0.
U U

No hay término de frontera puesto que w = 0, y luego w; = 0, sobre 9U x [0, T'], por lo tanto
para todo 0 <t < T, e(t) = e(0) = 0, es decir w; =0y Dw = 0 en Uy. Dado que w = 0
sobre U x {t = 0}, concluimos que w = u — @ = 0 en Ur. [ |
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Como otra aplicaciéon de métodos de energia consideremos nuevamente el dominio de
dependencia de soluciones de la ecuacién de la onda en el espacio entero. Para tal efecto
supongamos que u € C? es una solucién de uy; — Au = 0 en R” x (0, 00). Fijamos x, € R",
to > 0, y se define el cono

C = {(,t)|0 <t <to, |@—@o| <to—t}.

Teorema 2.32 (Velocidad de propagacion finita). Siu =0 yu =0 en B(x,to) x {t = 0},
entonces u = 0 en el interior del cono C.

En particular, cualquier “perturbacién” originada fuera de B(xy, ty) no afecta la solucién
al interior de C', y por lo tanto posee velocidad de propagacion finita. Ya sabemos esto desde
las formulas de representacién (2.124) y (2.130), por lo menos suponiendo que g = uy h = u;
sobre R™ x {t = 0} son suficientemente suaves. La observacién importante es que los métodos
de energia permiten una demostraciéon mucho mas simple.

Demostracion del Teorema 2.32. Se define

1
e(t) = _/ (1) + [Dua, 1)) da, 0
2 B(wo toft)

N

< to.

Entonces

1
/ ututt + Du - Duy) de — —/ (uf + |Du|2) ds
B(mo,to t 2

aB(mo,to t)

0
/ utt — AU) dx + / —uut ds
B :Iro,to t 8B(:1:0,t0 t al/

— —/ (v + [Dul?) dS
2 OB(xo,to—t)

0 1 1
= / (—uut — —u?— —|Du\2) ds.
OB(xo,to—t) 81/ 2 2

En virtud de las desigualdades de Cauchy-Schwarz y Cauchy,

ou 1 1
3t < |wg]|Du| < §u? + §|Du|2. (2.135)
Insertando (2.135) en (2.134) obtenemos é(t) < 0, por lo tanto e(t) < e(0) = 0O para 0 < ¢ < 1

y uy =0, Du= 0, y finalmente v = 0 en el cono C. [ |

(2.134)

2.5. Ejemplos adicionales

Ejemplo 2.4 (Problema Evaluacién I, Curso 2006). Consideramos la ecuacién de Laplace
en el semiplano superior:

Upe Uy =0, z€R, yeR], (2.136)
con las condiciones de borde

u(z,0) = f(x), f(z) =0 silz]—o00; u(x,o00)=0. (2.137)
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Demostrar que la solucién de (2.136), (2.137) estd dada por
y [~ [
u(z,y) == —d£.
e =1 | e
Solucion sugerida. La solucién es un caso especial del Teorema 2.14, de la férmula de Green
para un semi-espacio; con n = 2 se tiene que 2a(2) = 27 y por lo tanto

2 f(©) I A
u(z,y) = o /8R§r (2, y) — (€,0)]2 d§ = W/—oo (x —&)?%+y? dé.

La demostracion es un caso especial del teorema mencionado (hay que explicitarla). [ |

Ejemplo 2.5 (Problema Evaluacién I, Curso 2006).
a) Demostrar el siguiente principio de maximo débil para la ecuacion de calor en U = R™ x
(0,T7]: Sea u una funcion acotada y continua en U = R™ x [0,T] con uy, Uy,e; € C(u)
yu — Au <0 en U. Entonces

M = sup u(z,t) = sup u(x,0) =m.
(@,t)eU zeRn

b) Usando (a), demostrar que la solucién

1 x — y|?
u(a:,t) = \/m . €xp <_%) g(y) dy

es la unica solucién acotada de
u—Au=0, xecR" u(x0)=g(x),

para una funcion ¢ acotada y continua para x € R".

Solucion sugerida.

a) 1. Supongamos primero que la funcién u satisface la desigualdad estricta
uy —Au <0 en U,

y que existe un maximo local, es decir para un subconjunto abierto y acotado
VcU,

u(xg, tg) = maxu.
%

Si0 <ty < T, entonces (xo, ty) pertence al interior de U y por lo tanto w; (2, ty) =
0. Por otro lado, este méximo esta caracterizado por Au < 0. Entonces u; — Au >
0 en (x, to), una contradiccién. Supongamos que to = 7. En este caso, u; > 0 en
(o, o), lo que todavia produce una contradicciéon. Concluimos que supy u(x,t) =
supgn» u(x, 0).

2. Ahora supongamos que u es la solucion que satisface uy — Au < 0 en U. En este
caso, u®(x,t) := u(x,t) — et es una funcién que satisface ui — Au® < 0 en U, por
lo tanto

supu®(x,t) = supu(x,0) = sup u(x,0).
U Rn Rn

Tomando € — 0 obtenemos que supy; u(x,t) = supg» u(x,0).
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b) La unicidad es una consecuencia directa de los Teoremas 2.20 y 2.21.
|

Ejemplo 2.6 (Problema Evaluacion I, Curso 2006). Demostrar el principio de la equiparti-
cién de la energia: Sea v € C*(R x [0,00)) una solucién del problema

Uy — Uz =0 en R x (0,00), u=g, u,=h enRx{t=0}

Supongamos que g y h tienen soporte compacto. Demostrar que las cantidades

1 [e.e]
k(t) == 5/ u?(z,t)dz  (energfa cinética),
1 [ , )
p(t) == 5 uz(x,t)dx  (energia potencial)

satisfacen lo siguiente:

a) k(t) + p(t) es constante con respecto a t,
b) k(t) = p(t) cuando ¢ es suficientemente grande.

Solucion sugerida.

a) Puesto que g y h tienen soporte compacto, existe un nimero R > 0 tal que g(z) =
h(z) = 0si|z| > R. Entonces podemos calcular, usando la regularidad de las funciones
que permite intercambiar el limite con la integral:

%(k(t) (b)) = % G /_oo Lz, 1) dm) 4 % (% /_oo (1) dx)

o0 o0

_ LA e L7 d e
= 2/_00 dt(ut(:c,t))dx—l— 2/_00 dt(ux(a:,t)) dx

[o¢] o0
= / Uy AT + / Uy Uy AT,
—0oQ —00

Integrando por partes y usando que la soluciéon u también tiene soporte compacto,
obtenemos que

d (o] o0 [o¢]
&(k:(t) +p(t)) = / Upttyy A — / Uy AT = / U (Ugy — Ugy) dz = 0.

—0o0 o0 —00

b) Usando la féormula de d’Alembert
1 1 T+t
ulet) = 5 (gl + 0+ gle—0) +5 [ b
r—t

se tiene que

w(@,t)==(d(@+t)—g(x—1t)) + = (h(z +1t) + h(z — 1)),

N = DN —
N~ DN =

u(z,t) = = (g'(x+t)+ g'(x—t)) + = (h(z + t) — h(z — 1)),

luego
k(t) — p(t)
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—00

-1 /OO (/@ + 1) + hiz + ) (g (x — 1) + hz — 1)) da

—00

Ahora si elegimos ¢ tan grande que

2t > max{|supp g|, | supp h|},

para cada x € R por lo menos un factor se anula, por lo tanto p(t) = k(t) para t

suficientemente grande.



Capitulo 3

EDPs no lineales de primer orden

3.1. Integral completa y envolventes
En este capitulo estudiaremos ecuaciones no lineales del tipo
F(Du,u,x) =0, (3.1)
donde x € U, y U C R" es un conjunto abierto. Se supone que la funciéon
F: R"xRxU—=R
estd dada, y que u : U — R, u = u(x), es la desconocida. Escribimos
F=F(p,z,x) =F(p1,...,Pn, %, T1,...,Tp)

parap € R" 2z € Ry« € U, donde “p” es la variable que serd remplazada por el gradiente
Du(x) y “2” representa u(x). Se supone que F' es suave, y se define

DpyF = (F,,...,F,,), D.,F:=F, DgyF:=(F,,....F,).
Normalmente estaremos buscando soluciones de (3.1) en U sujetas a condiciones de borde
del tipo
u=g¢g sobrel’, T'COoU, g¢g:I =R, (3.2)
donde ¢ es una funcién dada.

Comenzamos el andlisis de (3.1) describiendo algunas clases simples de soluciones, luego
generaremos soluciones mas complicadas. Sea A C R™ un conjunto abierto, y supongamos

que para a = (ay,...,a,) € A existe una solucién C? 3 u = u(x;a) de (3.1). Se define la
matriz
Uqy Ugia; *°° Uznag
[Dgu D2,u] == | : : S (3.3)
uan /U’Jflan T uxnan

Definicién 3.1. Una familia de funciones v = u(x; a) se llama integral completa (o solucién
completa) de (3.1) en U x A si

(i) u(zx; @) es una solucion de (3.1) para todo a € A,

(ii) La matriz (3.3) posee el rango n para todo x € U y a € A.

La condicién (ii) en la Definicién 3.1 asegura que u(x; @) depende de todos los parametros
independientes a1, . . ., a,. Para ilustrar este punto, supongamos que B C R"! es un conjunto
abierto, y que para cada b € B la funcién v = v(x;b), * € U, es una solucién de (3.1).
Supongamos ademds que existe una aplicacién 1 € Ct, 1 = (¥!,...,¥") : A — B tal que

u(z;a) =v(z;¢(a)), zclU acA.

83
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En otras palabras se supone que u(x;a) realmente depende sélo de los n — 1 pardmetros
bi,...,b,_1. Pero en este caso,

n—1
Uga;(T; @) = vaibk (:c;ip(a)) ];j, ,j=1,...,n.
k=1

Esto implica que

i A
det (Diau) = Z Ux1bk>1 Cr Uy, = O,
ki,....kn=1 5711 ¢§n
dado que para cada selecciéon de ki,...,k, € {1,...,n — 1} por lo menos dos filas en la

matriz correspondiente son iguales. Puesto que
n—1
g, (T50) = Y vy, (x(a)) ¥k (@), j=1,...,n,
k=1
un argumento similar muestra que el determinante de cada submatriz n x n de (3.3) es cero,

por lo tanto esta matriz tiene un rango estrictamente menor que n.

Ejemplo 3.1 (Ecuacién de Clairaut). La ecuacidn de Clairaut - Du + f(Du) = u con
f :R™ — R posee la integral completa u(x;a) =a-x + f(a) parax € U y a € R". [ |

Ejemplo 3.2 (Ecuacién eikonal de la geometria éptica). La ecuacion eikonal de la geometria
optica

Du| =1 (3.4)
posee la integral completa u(x;a,b) =a-x+bparax €U, a € OB(0,1) CR"ybeR. B

Ejemplo 3.3 (Ecuacién de Hamilton-Jacobi). La ecuacion de Hamilton-Jacobi de la mecéni-
ca en su forma mas simple estd dada por

us + H(Du) =0, (3.5)

donde H : R" — R es el Hamiltoniano. Aqui u depende de ® = (z1,...,x,) € R" yt € R.

Como antes definimos t =: x,11 v Du = Dgyu = (ug,,...,u,, ). Una integral completa de
(3.5) esta dada por

u(xz,t;a,b) =a-x—tH(a)+b, x€R" t>0, acR" beR. (3.6)

|

Queremos estudiar ahora cémo se pueden construir soluciones mas complicadas de (3.1)
las cuales dependen de una funcién arbitraria de n — 1 variables, y no sélo de n parametros.
Se construiran estas soluciones como envolventes de integrales completas.

Definicién 3.2 (Envolvente de una integral completa). Sea u = u(x;a) una funcion en
C! para x € U para cada a € A, donde U C R* y A C R™ son conjuntos abiertos.
Consideremos, ademds, la ecuacion vectorial

Dou(x;a) =0, xe€lU, acA. (3.7)
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Supongamos que desde (3.7) se puede despejar a = ¢(x) con ¢ € C'. Entonces

Dou(w; ¢p(x)) =0, =€ U. (3.8)
En este caso la funcion

v(z) = u(z; p(x)), ®eU (3.9)
se llama envolvente de las funciones {u(-,a)}qca-

Teorema 3.1 (Construccién de soluciones por envolventes). Sea u = u(-,a) una solucion
de (3.1) para todo a € A. Supongamos que eziste la envolvente v definida por (3.8) y (3.9),
y que ésta es una funcion en C'. Entonces v también es una solucion de (3.1).

Demostracion. Usando v(x) = u(x; ¢p(x)) obtenemos parai=1,...,n
sz(m) - uxz I; ¢ + Zuaj iB ¢ ( ) = Uy, (w7¢(w))7

puesto que el valor de la sumatoria es cero segin (3.8). Concluimos que para cada x € U,

F(Du(x), o(), z) = F(Du(; ¢(x), u(: ¢(x)), z) = 0.
|
A veces la envolvente v definida aqui se llama integral singular de (3.1).

La idea geométrica es que para cada x € U, el grafo de v es tangencial al grafo de u(+; a)
para a = ¢(x), por lo tanto Dv = Dyu(-;a) en x para a = ¢(x).

Ejemplo 3.4. La ecuacién

u?(1+ |Dul?) =1 (3.10)
posee la integral completa

1—|x—al> para|z—al<l1.

Aqui calculamos

1
DaU::l: (m_a’)a

V1= |z — al?
entonces Dyu = 0 siempre que a = ¢(x) = @. Concluimos que las funciones v = +1 son
integrales singulares de (3.10). |

Para generar atin mas soluciones de (3.1) desde una integral completa variamos el método.
Sea A’ C R*! y h: A — R alguna funcién C*' tal que el grafo de h pertenece a A. Sea
a=(ay,...,a,)=(a,a,),a = (ay,...,a,_1) € R"L

Definicién 3.3 (Integral general). La integral general (dependiente de h) de (3.1) es la
envolvente v' = v'(x) de las funciones

u(x;a) =u(x;a’,h(ad)), el a €A,

siempre que esta envolvente existe y pertenece a C1.
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Obviamente, usando una integral completa, que depende de n constantes arbitrarias,
podemos formar una solucién que depende de una funcién u arbitraria de n — 1 variables
(donde esto es posible). Por otro lado, una vez que se ha determinado una solucién de (3.1)
que depende de una funcién h arbitraria, no necesariamente se han encontrado todas las
soluciones. Para ver esto, consideremos la ecuacion

F(Du,u,x) := Fi(Du,u, ) Fy(Du,u,x) = 0.

Si ui(x; @) es una integral completa de Fj(Du,u,x) = 0, y podemos encontrar una integral
general correspondiente a una funcién h arbitraria, todavia nos faltan todas las soluciones
de Fy(Du,u,x) = 0.

Ejemplo 3.5. Consideremos la ecuacién eikonal (3.4) para n = 2. Una integral completa
alternativa a la presentada en el Ejemplo 3.2 esta dada por

u(x;a) = xycosay + rosina; +as, x = (21,25), a = (a,a) € R%
Ponemos h = 0, tal que
u'(x;a1) = z1cosay + Tasinay, (3.11)

lo que representa la subfamilia de las soluciones planares de (3.4), cuyos grafos incluyen el
punto (0,0,0) € R3. Entonces calculamos la envolvente escribiendo

Dy, v’ = —zysina; + x9cosa; = 0,
es decir

T2
a; = arctan —.
T

Insertando esto en (3.11) obtenemos que

x , x
v'(x) = x1 cos (arctan —2) + x9sin (arctan —2> =+|x|, xcR?
T1 T

es una solucién de |Dv’| = 1 para @ # 0. |

Ejemplo 3.6. Consideremos la ecuacién de Hamilton-Jacobi (3.5) con H(p) = |p|* v la
integral completa dada por (3.6) con h = 0, es decir b = 0:

u'(x,t;a) =z - a—tlal’. (3.12)
Para determinar la envolvente se resuelve primero
Dot = x — 2ta = 0,

con la solucién

Insertando esto en (3.12) obtenemos que

1
! pr— . —_— —_— —_—
v'(x,t) =@ <2tm) t’%w

es una solucién de (3.5). [ |

=—, xeR" t>0
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3.2. Caracteristicas

3.2.1. Ecuaciones caracteristicas. Volvemos a estudiar la ecuacién (3.1) junto con las
condiciones de borde (3.2). Ahora desarrollaremos el método de caracteristicas, el cual con-
siste en convertir (3.1), (3.2) en el problema de resolver un problema de valores iniciales de
ciertas ecuaciones diferenciales ordinarias. Sea ahora u una solucién de (3.1), (3.2) y fijamos
el punto @ € U. Queremos calcular u(x) encontrando alguna curva en U que conecte x
con un punto 2 € T', y a lo largo de la cual podemos determinar u. Puesto que (3.2) dice
que u = g sobre I', conocemos el valor de u en el extremo x" de dicha curva, y queremos
calcular v a lo largo de esta curva, en particular en @. Supongamos que la curva tiene la
parametrizacion

x(s) = (:El(s), o ,xn(s)),

donde s pertenece a algtin subintervalo de R. Suponiendo que u es una solucién C? de (3.1)
definimos

2(s) = u(x(s)), p(s) :=Du(x(s)) = (ug, (®(5)), ..., us, (x(5))). (3.13)
Ahora hay que elegir x(-) de tal forma que se pueden calcular z(-) y p(). Para tal efecto, y
definiendo "= d/ds, calculamos

pi(s) = Zu (z(s))d(s), i=1,...,n. (3.14)

Por otro lado, derivando (3.1) con respecto a z; obtenemos que

" OF OF OF
; @(Du, Uy ®)Uajo; + - (Du, v, @), + e (Du,u,2) =0, i=1,....,n. (3.15)

Podemos aprovechar de (3.15) para eliminar las segundas derivadas en (3.14), siempre que

il (s) = %(p(s),z(s),x(s)), j=1,...,n. (3.16)
Sea (3.16) valido, entonces podemos evaluar (3.15) en & = x(s), obteniendo de (3.13)
> o (PL3). (). 2() 1 (2(5)) + G (BLs). ). ()00
+ oF (p(s),2(s),@(s)) =0, i=1,...,n.

al’i
Sustituyendo esta expresién y (3.16) en (3.14) obtenemos

§(5) = =5 (p(s).2(5).2() = 5 (p(s), (). a(s)p'(s), i = Lo

Finalmente derivamos z(s) = u(x(s)) para obtener

i(s) = Z ug, (2(s)) 37 (s)
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. pr%i(p@z(s),w», (3.17)

Jj=1

donde la segunda igualdad es una consecuencia de p'(s) = u,,(x(s)) y de (3.16).
Resumiremos (3.16)—(3.17) en la siguiente forma vectorial:

p(s) = =D F(p(s), 2(s), x(s)) — D.F(p(s), 2(s), z(s))p(s), (3.18a)
(s) = D,F(p(s), (s), 2(s) - p(s), (3.180)
&(s) = DpF (p(s), 2(s), z(s)). (3.18c¢)

Se trata aqui de un sistema de 2n + 1 ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) de pri-
mer orden, las ecuaciones caracteristicas de (3.1). Las funciones p(+), z(-) y @(-) se llaman
caracteristicas. A veces nos referimos a x(-) como caracteristica proyectada: ésta es la pro-
yeccién de las caracteristicas (p(+), 2(+), z(-)) C R?"™! al espacio fisico U C R™. Acabamos
de demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.2 (Estructura de las EDOs caracteristicas). Sea u € C*(U) una solucién de
(3.1) en U. Sea ademds x(-) una solucion de (3.18¢c), donde p(-) = Du(x(+)), z(-) = u(x(-)).
Entonces p(-) es una solucion de (3.18a) y z(-) es una solucion de (3.18b), para aquellos
valores de s que satisfacen x(s) € U.

Antes de seguir la investigacion de las ecuaciones caracteristicas (3.18) estudiaremos
algunos casos especiales donde la estructura de estas ecuaciones es particularmente simple.

Ejemplo 3.7 (Caracteristicas para F' lineal). Sea F' dada por
F(Du,u,x) = b(x) - Du(x) + c(x)u(x) =0, xecU. (3.19)
Entonces F(p, z,x) = b(x) - p + ¢(x)z, por lo tanto D, F' = b(x) y (3.18¢c) se convierte en
x(s) = b(x(s)), (3.20)
mientras que de (3.18b) obtenemos
(s) = b(a(s)) - pls).
Puesto que p(:) = Du(x(-)), (3.19) simplifica esta ultima ecuacién, entregando
2(s) = —c(z(s))z(s).

Esta ecuacion es lineal en z(-) una vez que hemos determinado la funcién x(-) resolviendo
(3.20). Resumiendo, las ecuaciones caracteristicas en el presente caso son

xz(s) = b(a:(s)),

) (3.21)
2(s) = —c(=z(s))z(s).
Para ilustrar lo anterior, consideremos el problema
XUz, — TolUy, =u  en U = {x; > 0,29 > 0}, (3.22)

u=g sobrel:={x; > 0,29 =0} C OU.
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La ecuacion es de la forma (3.19) para b = (—x9,21) y ¢ = —1. Entonces las ecuaciones
(3.21) asumen la forma

con la solucién

0 0

2'(s) = 2%coss, a*(s) =a"sins, z(s) = 2% =g(z°)e®, 2°>0, 0<s<7/2

Ahora fijamos un punto (z1,z2) € U y elegimos s > 0y z° > 0 tal que

0

(21, 22) = (2'(s),2°(s)) = (2% cos 5,2 sin s),

es decir

L2
2% = (22 + 22)/?, s = arctan —,
1

por lo tanto la solucién de (3.22) estd dada por

ular,22) = u(a(s), 2%(s)) = 2(s) = g(a")e" = g((a? + #3)""?) exp (t —) |

Ejemplo 3.8 (Caracteristicas para F' cuasi-lineal). Consideremos ahora
F(Du,u,z) = b(x,u(x)) - Du(x) + c(x,u(x)) = 0. (3.23)

Observe que F(p,z,x) = b(x,2) - p + ¢(x, z), por lo tanto D, F' = b(x, z) y las ecuaciones
(3.18¢) y (3.18b) se convierten en

x(s) = b(x(s), 2(s)),
2(s) = b(z(s), 2(s)) - p(s) = —c(z(s), z(s))

(la dltima identidad sigue de (3.23)). Las ecuaciones caracteristicas, en el presente caso, estan
dadas por

z(s) = b(a:(s),z(s)),
i(s) = —c(=z(s), 2(s)).

En general, las ecuaciones (3.24) son dificiles de resolver, por lo tanto nos limitaremos al
ejemplo del problema de valores de frontera de una ecuacién semi-lineal dado por

(3.24)

Uy, + Uy, =u® en U :={xy >0}, u=g sobrel = {zy =0} =0U.
Aqui b= (1,1), c = —22, entonces (3.24) entrega las ecuaciones caracteristicas
=1, ?=1 2z=22

con la solucion

0 0
1 0 2 ? g9(z”)

rx(s)=x +s, x°(s)=3s, =2(8)= = ,
(5) (5) (5) 1—s2" 1-sg(2")
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siempre que 1 — sg(z%) # 0. Sea ahora (x1,22) € U, y elegimos s > 0y 2° € R tales que
(21, 79) = (z'(s),2%(s)) = (2°+s, 5), es decir 2° = x1 —x9, s = x5. Asi obtenemos la solucién

ular,22) = u(a!(s),2%(5)) = 2(s) = — (g()) =1 _ggééff)m)

siempre que 1 — zog(x1 — 23) # 0. [ ]

Si F' es completamente no lineal, hay que resolver las ecuaciones completamente no
lineales (3.20) donde esto es posible.

Ejemplo 3.9 (Un problema completamente no lineal). Consideremos el problema comple-
tamente no lineal

Up U, =u en U ={z; >0}, u=a5 enl = {x, =0} =09U. (3.25)
Aqui F(p,z,x) = p1p2 — z, por lo tanto las ecuaciones caracteristicas son
pr=p', pP=p =2y, @l=p’, PF=p

con la solucion

xl(s) - pg(es - 1)7
?(s) = 2%+ pi(e* — 1),

z(s) = 2" + pipy(e* — 1), (3.26)
p'(s) = pie’,

p*(s) = phe’
con 2° € R, s € Ry 2° = (2°)2. Queda por determinar (p?, p9). Puesto que u = z% sobre T,
concluimos que

Py = Uy, (0, 2°) = 22°. (3.27)

Por otro lado, la EDP w,, u,, = u implica que p{pd = 2° = (2°)?; insertando (3.27) obtenemos
p} = x°/2. Insertando p? y p9 obtenemos de (3.26) las ecuaciones

0 0

(s) =22%e* — 1), 2%(s) = %(es +1), z(s) = (2%)%*, pl(s) = =, p*(s) = 22%".

Sea ahora (z1,72) € U. Sean s y 2° elegidos tales que

(1) = (2100 2%(5) = (20 = 0. 560+ 1))

Esta ecuacion implica que

O Tk WO
4 7 41’2 — {L‘l’
por lo tanto la solucién de (3.25) esta dada por
4 2
u(ay, w2) = u(z'(s), 2%(s)) = 2(s) = (a%)%* = %
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Queremos ahora utilizar las ecuaciones caracteristicas para resolver el problema de valores
de frontera (3.1), (3.2), por lo menos en una regién pequena de una parte de I' C 9U. Para
simplificar el célculo definimos un cambio de variables (ver Seccién 1.3.1) para “rectificar”
la frontera OU. Sea ° € OU, y sean ®, ¥ : R* — R™ con ® = ¥! las aplicaciones que
describen el cambio de variables descritas en la Seccién 1.3.1. Paraw : U — Rsea V := ®(U),
y sea v(y) := u(¥(y)) para y € V, entonces u(x) = v(®(x)) para x € U.

Ahora analizamos cual es la EDP satisfecha por v. Sabemos que

n

g, () = Y v, (B(2)) Pk (), i=1...,n,

k=1
por lo tanto, Du(x) = Du(y) - D®(x), lo que implica que

0= F(Du(z), u(z),z) = F(Dv(y)D2(¥(y)),v(y), ¥(y)).

Notamos que la segunda expresion puede ser escrita como

G(Du(y),v(y),y) =0, yeV,

ademds sabemos que v = h sobre A, donde A := ®(I') y h(y) := g(¥(y)). Resumiendo,
mediante el cambio de coordenadas el problema (3.1), (3.2) se transforma a

G(Dv,v,y) =0 enV, v=h enA. (3.28)
Constatamos que cuando rectificamos la frontera de U cerca de un punto = € 9U, el

problema original (3.1), (3.2) se transforma en el problema nuevo (3.28), pero que es del
mismo tipo, por lo tanto podemos suponer a priori que I' es plana cerca de °, y z,, = 0.

3.2.2. Condiciones de compatibilidad. Queremos utilizar las ecuaciones caracteristicas
(3.18) para resolver (3.1), (3.2), por lo menos en alguna vecindad de x°. Como condiciones
iniciales para la integracién de (3.18) definimos

p(0) =p°, 2(0)=2" x(0)==2a"

Si la curva x(-) pasa por x°, se debe cumplir que

2V = g(x°). (3.29)
Puesto que (3.2) implica que
w(zy, ..., 2n_1,0) = g(a1,...,0,_1) cerca de z°,
podemos formar las derivadas parciales con respecto a x1,...,T,_1 para obtener
Uy, (2°) = gp, (2°), i=1,...,n—1

Por otro lado queremos que la EDP (3.1) esté satisfecha, por lo tanto p® = (p?,...,p?) debe
satisfacer las relaciones

P =g, (2", i=1..n-1; F(@ :a" =0, (3.30)

lo cual genera n ecuaciones escalares para las n variables p?, ... p2.

Las condiciones (3.29) y (3.30) se llaman condiciones de compatibilidad. A su vez, un
triple (p°, 2%, ") € R*"*! que satisface las condiciones de compatibilidad (3.29) y (3.30) se
llama admisible. Notar que un vector p° que satisfaga (3.30) puede no existir, o no ser unico.
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3.2.3. Condiciones de borde no caracteristicas. Supongamos ahora que x° € T, que
I' C {z,, = 0} en la vecindad de x°, y que (p°, 2%, £°) es admisible. Hasta ahora sabemos que
la admisibilidad de este triple asegura que podemos integrar las ecuaciones caracteristicas
(3.18) partiendo de 2 € T'. Pero queremos también resolver estas ecuaciones en una vecindad
de x', y nos preguntamos si podemos perturbar el triple (p°, 2%, 2°) de tal forma que las
condiciones de compatibilidad siguen siendo satisfechas. O sea, para y = (y1,...,yn_1,0) €
[, y cerca de x°, queremos resolver las EDOs caracteristicas (3.18) con las condiciones
iniciales

p(0) =q(y), 2(0)=g(y), =(0)=y. (3.31)
La tarea es encontrar una funcién q(-) = (¢*(*),...,¢"(+)) tal que
q(z’) = p’ (3.32)
v (q(y), 9(y),y) es admisible, es decir se debe satisfacer
¢(y) =9:(y), i=1....n-1 F(ay).g(y),y) =0 (3.33)

para todo y € I" cerca de x°.

Lema 3.1 (Condiciones de borde no caracteristicas). Eziste una solucién q de (3.32), (3.33)
para todo y € T suficientemente cerca de &° siempre que

Fpn (p07 ZO? CEO) 7& 0. (334)
Un triple (p°, 2°, 2°) que satisface (3.34) se llama no caracteristico.

Demostracion. Para simplificar la notacién, en lo siguiente sea y = (y1, ..., ¥y,). Aplicamos
el Teorema de Funciones Implicitas (Teorema 1.19) a la aplicacién

G R"xR"—>R", G(py) = (Gl(p,y), ...,G"(p, y))
definida por
G(py) =pi—g.(y), i=1...,n—1; Gp,y)=F(py(y)y).
Segun (3.29) y (3.30), G(p°, °) = 0, adem4s

1 o - 0 0
0 1 . : :
D,G(p°. z") = : 0 : )
0 e 0 1 0
_Fm(pD?ZOamO) Fpnfl( szo’xO) Fpn(p07207w0>_

por lo tanto en virtud de la condicién no caracteristica (3.34)
det D,G(p°, z°) = F,, (p",2°, 2°) # 0,

y de acuerdo al Teorema 1.19 existe una solucién tnica p = q(y) de la identidad G(p,y) =0
si y esta suficientemente cerca de x°. [ |
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3.2.4. Existencia local de soluciones. Recordamos que queremos utilizar las ecuaciones
caracteristicas (3.18) para construir una solucién de (3.1), (3.2), por lo menos cerca de I'.
Como antes, elegimos un punto £’ € I', y podemos suponer que la superficie I' es plana
cerca de % y contenida en el plano {x, = 0}. Ademds, en virtud de lo anterior, se supone
que el triple (pY; 2% x%) es un triple admisible de datos de frontera, y que este triple es no
caracteristico. Entonces, de acuerdo al Lema 3.1, existe una funcién q(-) tal que p° = q(z°)
y el triple (q(y), g(y),y) es admisible para todo y suficientemente cerca de x°. Ahora, dado
un punto y = (y1,...,Yn—1,0), resolvemos las ecuaciones caracteristicas (3.18) sujetas a las
condiciones iniciales (3.31). Escribiremos

p(s) =p(y,s) =p(y1, - Yn-1,9),

2(s) = 2(y,s) = 2(y1, -+ Yn-1, ),

x(s) = x(y,s) = (Y1, Yn-1,5)
para enfatizar la dependencia de la solucion de y y s.
Lema 3.2 (Invertibilidad local). Supongamos que la condicion no caracteristica (3.34) estd
satisfecha. Entonces existen un intervalo abierto I C R con 0 € I, una vecindad W de x°

en I' C R", y una vecindad V de x° en R" tales que para todo w € V existen un s € I e
y € W 1inicos tales que w = x(y, s). Las aplicaciones w — s,y son C2.

Demostracién. Tenemos que x(x?,0) = x° por lo tanto el Teorema de la Funcién Inversa
(Teorema 1.18) entrega el resultado deseado siempre que det Dz (z, 0) # 0. Ahora, x(y,0) =
(y,0) para y € I, por lo tanto

ox’ i i=1,....n—1
I(;co,())—{ Para =S h - L (3.35)
Yi 0 paraj=n,
Por otro lado la EDO (3.18¢) implica que
ox?
E(CEO,O) = ij (p()?ZOva)' (336)
En virtud de (3.35) v (3.36),
-1 0 0 Fp1<p0720,$0)-
0 1 S :
Da(z’,0)= |1 . . 0 : :
0O --- 0 1 :
_0 cee oo 0 Fpn(p(J?ZO,wO)_
lo que significa que det Dz(x,0) # 0 debido a la condicién no caracteristica (3.34). [ |

Usando el Lema 3.2 podemos resolver de manera tnica para cada w € V' la ecuacién
x=x(y,s) paray=1y(x), s=s(x). (3.37)
Finalmente definimos

ul@) = =(y(@). s(x)). () = p(y(a). s()) (3.38)
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para x € V y s como arriba.

Teorema 3.3 (Existencia local de una solucién). La funcion u definida por (3.37) y (3.38)
es una solucion de la EDP (3.1) para x € V' junto con las condiciones de borde

u(x) =g(x) paraxel'NV.
Demostracion.

1.) Primero fijamos y € T" cerca de ° y como arriba resolvemos las EDO caracteristicas
(3.18) con las condiciones iniciales (3.31) para obtener las funciones

p(s) =p(y,s), 2(s)=z2(y,s), x(s)=x(y,s).

2.) Ahora demostramos que si y € I estd suficientemente cerca de x°, entonces

f(y,s) = F(p(y,s),2(y,5),2(y,s)) =0, sel. (3.39)
Para tal efecto, notamos que
f(y,0) = F(p(y.0), 2(y,0),z(y,0)) = F(q(y). 9(y),y) =0 (3.40)
debido a la condicién de compatibilidad (3.33). Ademés,
aF — OF
S
(‘3])] < O
—~OF ( OF oF OF OF
s
“=1 O X v Op;
donde usamos (3.18). Este céalculo y (3.40) conﬁrman que (3.39) efectivamente es
valido.
3.) Usando Lema 3.2 y (3.37), (3.38) y (3.39) podemos concluir que
F(p(z),u(x), ) =0, xeV. (3.41)
4.) Para concluir la demostracion falta demostrar que
p(x) = Du(x), xeV. (3.42)
Para demostrar (3.42), estableceremos primero las identidades
0z = Ox?
g = - A4
aS(y,S) ij(y,é’) 5s (Y:5), (3.43)
pr Y, s y,s), i=1,....,n—1. (3.44)

(Obviamente, estas formulas son consistentes con (3.42).) Efectivamente, la identidad
(3.43) es una consecuencia de las ecuaciones caracteristicas (3.18b) y (3.18c¢). Para
establecer (3.44) fijamosy € 'ei e {1,...,n— 1} Definimos

ri(s) == pr Y. 5) o (y, 5)
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En lo siguiente demostraremos que r(s) = 0. Para tal efecto notamos primero que
r'(0) = g, (y) —d'(y) =0
debido a la condicién de compatibilidad. Luego calculamos que
, 0%z "L [ Op? 027 02l
(s) = - — : 3.45
#(s) 0y;0s JZ_; (83 y; +p](3y208) ( )
Para simplificar esto calculamos de (3.43)
0? "L [ Op’ 027 o
z Z op O Ly v\
0s0y; = Qy; 0s 0s0y;
Insertando este resultado en (3.45) y utilizando (3.18a) descubrimos que
T(S)—Z(a 5 950 )
“~\0yi 0s  0s Oy

B op’ OF OF OF .\ 027
Z[ayzapj (‘a—%‘ap]) ayi] (3.46)

Por otro lado, derivando (3.41) con respecto a y; obtenemos

Z@F@p] OF 0z N — OF da?
« Op; Oy 9z dy; ‘= Oz, 0y;

=0.

Insertando esto en (3.46) llegamos a

(Z gzi 851): ‘?)]: i(s). (3.47)

Entonces 7%() es la solucién de la EDO lineal (3.48) junto con la condicién inicial
r'(0) = 0. Por lo tanto, en virtud del Teorema 1.9 concluimos que r'(s) = 0 para
sel,i=1,...,n—1, o sea, (3.44) es vélido.

5.) Finalmente demostramos que (3.42) es valido. Utilizando primero (3.37) y luego (3.43)
y (3.44) obtenemos

ou 0z 0Os 0z 8y ", 0 ds = N,
Ox;  Os 0z, * ZZ:; 0y; 8% <Z > T 21: (Z Oy; 8x]

i

n

B L Or* oy " 0xF
Z <as 8x Z ou; (‘9@) Z k2 ZP S =1’

3.3. Aplicaciones

Consideraremos ahora algunos casos especiales de la ecuacion (3.1) para demostrar como
la teoria de existencia local se simplifica en estas circunstancias.
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F1aura 3.1. Ejemplo 3.10: (a) flujo hacia un punto atractor, (b) flujo a través
de un dominio, (c) flujo con puntos caracteristicos.

3.3.1. Caso F' lineal. Recordamos que una EDP lineal, homogénea y de primer orden es
de la forma

F(Du,u,x) = b(x) - Du(x) + c(x)u(x) =0, xeU. (3.48)
La condicién no caracteristica (3.34), la cual en un punto de frontera ° € T" se convierte en
D,F(p° 2°,2%) - v(z") # 0, (3.49)

donde v(z°) denota el vector normal exterior unitario a U en x°, asume aqui la forma
b(z") - v(x®) #£ 0, (3.50)
es decir esta condicién no involucra 2" o p®. Ademds, si especificamos la condicién de borde
u=g sobreTl, (3.51)

podemos despejar g(y) de forma tnica desde (3.33) para y € T' cerca de x°. Asi podemos
aplicar el Teorema 3.3 para construir una solucién tnica de (3.48), (3.51) en alguna vecindad
V0 5 2% Notar que a pesar de que hemos utilizado el sistema completo de ecuaciones
caracteristicas (3.18) en la demostracion del Teorema 3.3, una vez que se sabe que la solucién
existe, podemos utilizar las ecuaciones reducidas (3.21) (en las cuales no aparece p(-)) para
calcular la solucién. Notamos ademds que las caracteristicas proyectadas x(-) que emanan
de los distintos puntos de I" no pueden intersectar debido a la unicidad de las soluciones del
problema de valores iniciales para la EDO

i(s) = b(z(s)). (3.52)

Ejemplo 3.10. Supongamos que las trayectorias de la EDO (3.52) son como en la Figu-
ra 3.1 (a), es decir se supone que el campo vectorial b desaparece en U en un sélo punto,
el cual se supone que es el origen, y b-v < 0 sobre I' := 9U. Queremos saber si se puede
resolver el problema de valores de frontera lineal

b-Du=0 enU, u=gqg sobrel. (3.53)
En virtud del Teorema 3.3 existe una solucién tnica u definida cerca de I', y efectivamente

uw(x(s)) = u(z(0)) = g(x") para cada solucién de la EDO (3.52) con la condicién inicial
x(0) = ° € T'. Sin embargo, esta solucién no puede ser continuada suavemente a la totalidad
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de U (a menos que g = const.) porque cualquier solucién de (3.53) es constante a lo largo
de las trayectorias de (3.52), y por lo tanto asume valores diferentes cerca de & = 0.

Supongamos ahora que las trayectorias de (3.52) se comportan de acuerdo a lo ilustrado
en la Figura 3.1 (b), es decir se supone que cada trayectoria de esta EDO (con la excepcién
de aquellas que pasan por los puntos caracteristicos A y B) entran a U precisamente una
vez en algin punto del conjunto

I''={xecU|bx) v(z) <0},

y salen de U precisamente una vez. En tal circunstancia podemos encontrar una solucion
suave de (3.53) para la cual u es constante a lo largo de cada linea de flujo.

Finalmente, si el flujo es como en la Figura 3.1 (¢), podemos definir u constante a lo largo
de las trayectorias, pero en tal caso u serd discontinua a menos que g(B) = g(D). |

3.3.2. Caso F cuasi-lineal. Si F es cuasi-lineal, entonces la EDP (3.1) asume la forma
F(Du,u,x) = b(x,u) - Du+ c(x,u) = 0. (3.54)

La condicién no caracterfstica en un punto & € T', (3.34), ahora se convierte en b(x?, 2°) -
v(z®) # 0, donde 2° = g(x°). Tal como en el ejemplo anterior, si especificamos la condicién
de frontera

u=g sobreTl, (3.55)

podemos resolver las ecuaciones (3.33) en forma tnica para obtener q(y) para y € I' cerca
de °. Asi, el Teorema 3.3 entrega la existencia de una solucién tnica de (3.54), (3.55) en
alguna vecindad V' de x°. Podemos calcular esta solucién utilizando las ecuaciones carac-
teristicas reducidas (3.24), las cuales no involucran p(-).

Al contrario del caso lineal, aqui es posible que las caracteristicas proyectadas emanantes
de diferentes puntos en I" intersecten fuera de V'; si esto sucede, la solucién local normalmente
no puede existir en la totalidad de U.

Ejemplo 3.11 (Caracteristicas para leyes de conservacién). Como ejemplo de una EDP de
primer orden cuasi-lineal consideremos la ley de conservacién escalar

G(Du,us, u, ¢, t) = u; + div F(u) = us + F'(u) - Du=0 enU =R" x (0,00), (3.56)

sujeta a la condicion inicial

u=g sobre ' =R" x {t =0}. (3.57)
Aqui F: R - R" F = (F',... F"), y como siempre ponemos t = x,,1; ademas “div”
denota la divergencia con respecto a las variables espaciales (z1,...,x,), y Du = Dgu =
(Ugyy - -, Uy, ). Puesto que la direccién t = x,,1 juega un rol particular, modificaremos la

notacién. Escribiendo ¢ = (p, pny1) € y = (x,t), obtenemos G(q, z,y) = pny1 + F'(2)p, por
lo tanto

D,G = (F'(2),1), D,G=0, D.G=F"(z)p.

Obviamente la condicién no caracteristica (3.34) estd satisfecha en cada punto y* = (z,0) €
I, ademads la primera ecuacién de (3.24) se convierte en

i'(s) = (F)(2(s)),...i=1,...,n; "' =1, (3.58)
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luego 2! (s) = s, acorde con z,, 11 = t. En otras palabras, podemos identificar el parametro s
con el tiempo t.
La segunda ecuacién de (3.24) aqui es 2(s) = 0, por lo tanto
2(s) = 2° = g(z) (3.59)
y (3.58) implica que
x(s) = F'(g(x))s + «". (3.60)
Concluimos que las caracteristicas proyectadas

y(s) = (z(s),s) = (F'(9(z°)s+a"s), s>0
son rectas, a lo largo de las cuales u es constante.

Finalmente, supongamos que se aplica el mismo razonamiento a otro punto inicial 2° € I’
tal que g(x°) # g(2"). En este caso es posible que las respectivas caracteristicas proyectadas
intersectan en un instante ¢ > 0. Por otro lado, de acuerdo al Teorema 3.2 u = g(x°) a lo
largo de la caracteristica proyectada por ' y u = g(2°) a lo largo de aquella por 2°, lo que
obviamente da origen a una contradiccion. La solucién es que el problema de valores iniciales
(3.56), (3.57) en general no posee una solucién suave que existe para todos los tiempos ¢ > 0.

Para una ley de conservacién una solucién suave local (cuya existencia estd garantizada
para tiempos pequenios por el Teorema 3.3) puede ser continuada para todos los tiempos
t > 0 como solucién “débil” o “generalizada” y generalmente discontinua. [ |

Comentamos que es posible eliminar s de las ecuaciones (3.59) y (3.60) para obtener una
formula implicita para u. Efectivamente, para € R" y ¢t > 0 dados, s =t implica que

u(z(t),t) = 2(t) = g(x(t) — tF'(2)) = g(w(t) . tF’(u(a:(t),t))),
por lo tanto
u=g(x—tF(u). (3.61)

Esta férmula implicita para «w como funcién de @ y t es un andlogo no lineal de (2.4). Se
puede verificar facilmente que (3.61) efectivemante entrega una solucién siempre que

1+ tDg(x — tF'(u))F"(u) # 0.
En particular, en el caso n = 1 se requiere que
1+tg'(z — tF'(u)) F"(u) # 0.

Notar que si F” > 0, pero ¢’ < 0, esto definitivamente sera falso en algin instante ¢t > 0. La
falla de la férmula implicita (3.61) también refleja la falla del método caracteristico.

3.3.3. Caso F' completamente no lineal. La forma de las ecuaciones caracteristicas
completas puede ser bastante complicada para una EDP de primer orden completamente no
lineal; sin embargo en algunos casos aparece una estructura matematica bastante interesante.

Ejemplo 3.12 (Caracteristicas para la ecuacién de Hamilton-Jacobi). Consideremos ahora
la ecuacién de Hamilton-Jacobi general

G(Du, us, u, x,t) = uy + H(Du,x) = 0,
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donde Du = Dgu = (g, . - ., Uy, ). Escribiendo ¢ = (p,pns1) € y = (x,t) obtenemos
G(q7 <, y) = Pn+1 + H(p7 IB),

luego

DqG: (DPH<p7m>71)7 D?JG: (DwH(pa w)a())v DzG:O
luego (3.18¢) se convierte en
OH
, (p(s),a:(s)), i=1,...,n; @"(s)=1.

En particular podemos identificar el parametro s con el tiempo t¢.

La ecuacion (3.18a) para el presente caso es de la forma
. oOH . o
) = == (pls) (), i= Lo 5(s) =0,

mientras que (3.18b) ahora estd dada por
i(s) = DpH (p(s),2(s)) - p(s) +p" " (s) = DpH (p(s), z(s)) - p(s) — H(p(s), z(s)).

Resumiendo obtenemos las siguientes ecuaciones caracteristicas para las ecuaciones de Hamilton-
Jacobi:

i'(s) =

p(s) = =Dy H (p(s), 2(s)), (3.62a)
2(s) = DpH (p(s),®(s)) - p(s) — H(p(s),(s)), (3.62b)
x(s) = DpH (p(s), z(s)) (3.62¢)
para p(-) = (p'(-), ..., p"()), ( ),y ®() = (z'(),....2"()).
Las ecuaciones (3.62a) y (3. 620)
z=D,H(p,x), p=-D.H(p x) (3.63)

se llaman ecuaciones de Hamilton. Observamos que la ecuacién para z(-) es trivial una vez
que z(+) y p(-) hayan sido determinadas mediante la solucién de (3.63).

Comentamos finalmente que tal como vimos en el caso de una ley de conservacion, el
problema de valores iniciales para la ecuacion de Hamilton-Jacobi no posee en general una
solucién suave para todos los tiempos ¢t > 0. [ |

3.4. Ejemplos adicionales

Ejemplo 3.13 (Problema Evaluacién 1, Curso 2006).

a) Se considera una familia de superficies

u=®(z,y;a,b), (r,y)cUCR?* abeR (3.64)
con los parametros a y b. Demostrar que existe una tnica EDP de primera orden
ou ou

F(Iv Yy, u,p, q) = O> (365)

p:£, C]—a—y

para la cual (3.64) es la integral completa. Derivar esta ecuacion.
b) Aplicar el resultado de (a) al caso u(z,y;a,b) = abxy + az>.
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¢) Demostrar que la familia de planos u(x,y;a,b) = ax + by + f(a,b) es una integral
completa de (3.65) cuando

F(z,y,u,p,q) = ap+yq+ f(p,q) — u. (3.66)
d) Para f(a,b) = —3(a® + b?), calcular la integral singular de (3.66).

Solucion sugerida.

a) Definiendo la funcién
f(z,y,z;a,b) := ®(x,y;a,b) — z, (3.67)
podemos reescribir la ecuacién (3.64) como
f(z,y,2;a,0) =0, (v,y) €U C R (3.68)

Por otro lado, también tenemos que

0 0
%f(x7yaz7aub)_07 a_yf<$)yazaaub)_07 (xay> GU,

lo que implica las siguientes identidades, que deben ser satisfechas para (z,y) € U:

0z 0z 0z
fx+fz%_(bm(xvy7aab)_%_ g1 (l‘7ya£7aab) _07 (369)
0z 0z 0z
= _p ) _9= oz, _ '
fy +fzay y(x7y7a>b) ay g2 (xaya 8y7a7 b) 07 (3 70)

donde f,, f. etc. denotan las derivadas de f con respecto al argumento z, z, etc.
Ahora, dado que (3.64) es una integral completa, sabemos que

(Da (I)za (I)ya

rank {‘I)b O,y Dy

} =2, (r,y) €eUCR? abeR.
Aqui se nos presentan dos casos cualitativamente diferentes.
En el primer caso, suponemos que en el punto (z,y, ag, by) bajo consideracion,

(I)xa (I)ya

0. 3.71
i (I)yb 7& ( )

Esta es la condicién que asegura que mediante el teorema de funciones implicitas,
podemos encontrar funciones hy y hy tales que en una vecindad de (ag, by) podemos

escribir
- 0z 0z - 0z 0z
= ) b=h it 72
a 1<$7ya8$a8y)7 2(x7y78x78y)7 (37 )

donde se satisface

g L (g, 292N iy (4,222
(451 7y78x1 1 7y7ax7ay 5 102 ’y’ax’ay

Do (1 0 02 (0 0
g2 I7y7aya 1 ‘xay?ax?ay 3 102 x?iyaaxaay

0,

0.
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En otras palabras, podemos usar (3.69), (3.70) para eliminar a y b. Identificando u
con z e insertando el resultado (3.72) en (3.68), obtenemos la ecuacién deseada

ou Ou
F (I7yau7 3_x7 a_y)

- Ju Ou\ - Ou Ou
= f (x,y,’% hl (I’y7 %7 0_3/) 7h2 (gj’y,%’a_y)) a 0’

o equivalentemente, F(...) = 0, donde

ou Ou ~ ou Ju\ = ou Ou
F <x7y7u7£7a_y) =0 (l’;y,hl <x7yaa_xaa_y> Jh2 <x7yaa_xaa_y)) —u

En el segundo caso, supongamos que el determinante en (3.71) es cero, pero que

‘ (I)a qua

o o #0 (3.73)

(La discusién del caso donde la segunda columna es remplazada por (@4, ®,5)" es
andloga.) En este caso, no utilizamos las ecuaciones (3.69) y (3.70) para despejar a
y b, sino que las ecuaciones (3.68) y (3.69); en este caso la condicién (3.73) asegura la
invertibilidad, y podemos escribir

. 0z N 0z
a:hl(x7yazaa_x)7 b:h2(xay727%>>

e insertar el resultado a la ecuacién (3.70) para obtener

ou Ou
F (.’E,y,u, %7 8_y)

ou - ou\ - ou
‘= 02 (x7yua_y7h1 <x7y727a_x) 7h2 (xuyVZJ%)) - 07

o F(...)=0, donde

ou Ou - ou\ ; ou ou
F (%%%%aa_y) - (I)y (377% hl (xay7ua%> ,hQ <:E7y’u7 %)) - 8_y

Para ®(z,y;a,b) = abry + ax?® y x # 0, podemos calcular a y b de las ecuaciones

@x:aby—l—an:%, <I>y:abx:g—z,
lo que entrega
(Lo e
20 \Or w0y axdy Ou  youdy’
or x0y
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es decir, la ecuacion deseada es

ou o
"O0x’ Oy

1(0u 0u>
B Yy=—+z— | —u=0.

4 (‘”’y’“ ay | oz

¢) Aqui obtenemos
LUy + yuy + f(ug, uy) —u=ax + by + f(a,b) — (az + by + f(a,b)) =0,
por lo tanto u es una solucién, y

Uy Upq Uya| |2+ fa 1 0
Uy Ugp  Uyp y+fo 0 1|7

es una matriz que claramente tiene rango 2, por lo tanto la expresion propuesta es una
integral completa.

d) La integral singular se calcula por eliminacién de todos los parametros de la integral
completa. Evaluando D(,5u = 0, obtenemos en este caso r —a =0y y —b =0, lo
que entrega la integral singular

o) = 3 +9P)
|

Ejemplo 3.14 (Problema Evaluacién 1, Curso 2006). Cuando uno trata de crear una pila
de arena lo mas alta posible sobre una mesa, la superficie de la pila esta dada por la ecuacién
eikonal

|Du| =1, u=u(x,y). (3.74)
Se considera una mesa inclinada tal que
u(z,0) =0, u(z,acosa) =asinasi z € (0,1), u(0,y) =u(l,y) =ytanasi y € (0,acosa),

donde o € (0,7/4) y a > 1.

a) Resolviendo las ecuaciones caracteristicas para (3.74) en una regién triangular ad-
yacente a cada lado de la mesa, demostrar que la superficie esta compuesta por los
planos

u=1y, u=ytana+xv1—tan?a,
u=ytana+ (1 —x)v1—tan’«a, u = a(cosa + sina) —y,

que se intersectan en ciertas lineas.
b) Demostrar que el punto més alto de la pila es

1
V1—tanZa

a . :
u= §(cos a+sina), siempre que acosa <

Solucion sugerida.



3.4. EJEMPLOS ADICIONALES 103

a) Las ecuaciones caracteristicas de la ecuacién eikonal, escrita como

ou ou
F =p*+¢-1=0 = _— =
(T, y,u,p,q) =p” +¢ C PEgp 1=
son las siguientes:
d d d
S —F=% L =F=2 o =pF+aF,=2p"+2",
dS dS dS (3 75)
dp dg '
ds b ds v 4

Si los datos iniciales para la integraciéon de (3.75) estan especificados por las curvas
T = 20(7), Yo (7T), uo(T), po(T), qo(7), entonces la solucién de (3.75) estd dada por

p = const. = po(7), ¢ = const. = qo(7),
donde se supone que la condicion de compatibilidad

F(xg(T), Yo(7), uo(7), po(7), qO(T)) = (pO(T))2 + (qo(T))2 —-1=0 (3.76)

estd satisfecha, y

x(s,T) = 2pos + xo(T), (3.77)
y(s,7) = 2q0s + yo(T), (3.78)
u(s,7) = 2(p5 + @3)s + uo(T) = 28 + up(7). (3.79)

Ahora discutimos los quatro lados de la mesa.
1. u(z,0) = 0: para este lado, la curva inicial esta dada po

xo(T) =7, wyo(r) =0, we(r)=0,
lo que implica po(7) = 0, y para satisfacer (3.76),
qo(7) = V1= (po(7))? = 1.

En este caso, de (3.78) obtenemos y(s,7) = 2s, lo cual podemos utilizar para
eliminar s de (3.79), llegando al resultado deseado u = 2s = .
2. u(x,acosa) = asina: la curva inicial esta dada por

zo(T) =7, yo(T) =acosa, wuy(T)=asina,
lo que implica
W) =0, o= TGP = 1
Por otro lado,
x(s,7) =2pos+ 71, y(s,7) =acosa+2qys, u(s,7)=2s+ ug(T)

Entonces de (3.78) obtenemos que y = acosa — 2s, lo cual podemos usar para
eliminar s de u(s,7) = 2s + uo(7), llegando a

u(z,y) = a(cosa + sina) — y.
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3. u(0,y) = ytan o aqui obtenemos las ecuaciones
1'0(7-) = 07 y0<7—) =Y, UO(T) = ytana;
x(s,7) = 2pos, y(s,7) = 2qos + yo(T) = 2905 + ¥,
u(s,7) = 2s + ug(7) = 25 + ytana,

g =tano, py= V1—tan®a.

Ahora, multiplicando z(s, 7) = 2pgs por pgy e y(s,T) = 2qos + y por y, obtenemos

que
:E\/M—f— ytan o = pox + qoy
= 2(pss + q3s) + ytana
= 25 +ytana,
es decir,

u(z,y) = zv/q — tan? a + ytan a.

4. u(l,y) = ytana: este caso es andlogo al anterior.
b) Los dos planos Ey : u =y y Es: u= a(cosa + sina) — y se intersectan en

a .
y = —(cos o + sin «);

2
la altura maxima, definida sélo por estos dos planos, seria
Li: ul, = g(cos a + sin ). (3.80)

Los dos demads planos (F3 y Ey4) se intersectan en x = 1/2; definiendo la linea

1
Ly: v, =u, (y)=ytana + 5V 1 — tan® .

La altura méxima estd definida por (3.80) sien z = 1/2,y = §(cos a+sina), tenemos
que v, > ul . es decir

a _ 1 3
—(cosa + sin @) tan o + 3 1 —tan® o >

5 (cosa +sina)

V1 —tan?a
1
V1 —tan’a

< acosa(l+tana)(l —tana) <

N =N

& acosa <



Capitulo 4

Ecuaciones elipticas de segundo orden

4.1. Espacios de Sobolev

En lo siguiente nuestra intencion es proveer herramientas que nos permiten estudiar
una clase bastante amplia de ecuaciones con derivadas parciales. Queremos tomar varias
EDPs especificas y reformularlas en forma abstracta como operadores sobre espacios lineales
apropiados. Podemos referirnos a cada situacion como A : X — Y, donde A representa
la estructura del operador diferencial y posiblemente las condiciones de borde, y X e Y
son espacios de funciones. Ahora podemos aplicar los principios del Analisis Funcional para
estudiar la solubilidad de algunas ecuaciones que involucran A. Resulta que la parte dificil
es de encontrar los espacios X e Y apropiados, y los operadores abstractos A. Los espacios
de Sobolev estan precisamente disenados para resolver esta tarea.

4.1.1. Espacios de Holder.
Definicién 4.1 (Espacio de Hélder). Sea U C R™ abierto y 0 < v < 1.

(i) Siu:U — R es acotada y continua, escribimos
lulloqy = sup|u(z)|.
zcU

(ii) La ~y-ésima seminorma de Holder de u : U — R estd definida por

) = i) |

lessgoy o= sup {21

z,yclU
Ay
y la y-ésima norma de Holder es

[ullcon@y == Nlulle@) + [ulcon @)

(iii) El espacio de Holder C*7(U) consiste en todas aquellas funciones u que son k veces
continuamente diferenciables, u € C*(U), para las cuales la siguiente norma es finita:

ullcrmay = Z ID%ul| ¢y + Z [DYu] o ()
|a|<k |a|=k
Teorema 4.1. C*(U) es un espacio de Banach.
4.1.2. Espacios de Sobolev. Para el andlisis de ecuaciones diferenciales parciales los es-
pacios de Holder frecuentemente no son apropiados porque no podemos realizar estimaciones

analiticas suficientes para establecer la membrecia de una funcién a un espacio de Holder.
Necesitamos otros espacios que admiten funciones menos suaves.

105
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Definicién 4.2. Supongamos que u,v € Ll _(U), y que o es un multi-indice. Se dice que v

es la a-ésima derivada parcial débil de u, D% = v, si

Vo € C2(U) - /UuD"‘¢da::(—1)°‘/v¢dw.

U

Lema 4.1 (Unicidad de derivadas débiles [6]). La a-ésima derivada parcial débil de u, si
existe, estd definida unicamente con la excepcion de un conjunto de medida cero.

Definicién 4.3 (Espacio de Sobolev). El espacio de Sobolev W*P(U) consiste en todas las
funciones localmente sumables v : U — R tales que para cada multi-indice v con |a| < k
existe D*u en el sentido débil y D*u € LP(U). Para p = 2, definimos

HYU) =W"(U), k=0,1,2,....

La letra “H” se usa porque (como veremos) H*(U) es un espacio de Hilbert; notamos
ademéas que H(U) = L?(U). Se identifican dos funciones en W*P(U) que coinciden en casi
todas partes.

Definicién 4.4 (Norma sobre W*P(U)). Parau € W*P(U), 1 < p < oo, definimos la norma

1/p
(Z/|Dau\pdw) sil<p<oo,
U
[ullwrnwy = q Melsk
Z esssup |D%ul| si p = oo.
x| <k
Definicién 4.5.

(i) Sean {umtmen C WFP(U) y u € WFP(U). Se dice que u,, converge a u en WP(U),
Uy, — u en WEP(U), si

lm |wy — ullwrr@y = 0.
m—0o0

(ii) Escribimos uy, — wen WP (U) para decir que un, — u en W*P(V)) para todo V cC U.
(iii) Por WFP(U) se denota la clausura de C°(U) en WHP(U).

Concluimos que u € WyP(U) si y sélo si existen funciones u,, € C°(U) tales que t, —
w en WHP(U). Interpretamos WiP(U) como espacio que contiene aquellas funciones u €
WHP(U) tales que “D®u = 0 en OU” para todo multi-indice o con || < k — 1. gcAlin queda
por establecer el apropiado concepto de traza.) Se escribe, ademas, H(U) = W, 2(U).

Teorema 4.2 (Propiedades de derivadas débiles [6]). Sean u,v € W*P(U). Entonces:

(i) D € Wk=lebr(U) y DA(D*u) = D*(DPu) = D*Pu para todos los multi-indices
y B con |af + B8] < k.
(ii) Para todo \,pu € R, Mu+ pv € W*P(U) y D*(Au + pv) = AD%u + uD*v para todo
multi-indice o con || < k.
(iii) Si V es un subconjunto abierto de U, entonces u € W*P(V).
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(iv) Si ¢ € C=(U), entonces Cu € WEP(U) y se tiene la férmula de Leibniz
o o ol
D*(Cu) = ( )DﬁCDa_ﬁu, ( > =
=2 {4 8) = Bila—p)

Teorema 4.3 (Espacios de Sobolev como espacios de funciones [6]). Para todo k € N y
1 < p < oo, el espacio de Sobolev W*P(U) es un espacio de Banach.

Usando algunos resultados bésicos del Capitulo 1, fijando k € N, p € [1, 00), y definiendo
U. :={x € U] dist(x,0U) > ¢} podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.4 (Aproximacién local por funciones suaves). Sea u € W*P(U) para algin
1<p<oo, yseau :=n.xu en U.. Entonces

(i) u® € C=(U.) para cada € > 0,
(ii) u* — u en WeP(U) cuando € — 0.

Demostracion.

1.) El item (i) es una consecuencia del Teorema 1.16.
2.) Demostraremos primero que si |a| < k, entonces

D*u® =n. * D% en U,. (4.1)

Para tal efecto notamos primeramente que para « € U,

D%uf(x) = D"/Una(w —y)u(y)dy = /UDZ?UE(:L' —y)u(y)dy

— (1)l / Den.(z — y)u(y) dy.

Ahora para x € U, fijo la funcién ¢(y) := n.(x — y) pertenece a C>(U), o sea sirve
como funcién test. La definicién de la a implica entonces la identidad

/U D2, (2 — y)uly) dy = (~1) / ne(x — y)D%u(y) dy,

por lo tanto
Do (w) = (<17 [ (@~ w)Djuly) dy = (1.« D) (o).

lo que concluye la demostracién de (4.1).
3.) Sea ahora V' CC U un conjunto abierto. Usando (4.1) y el Teorema 1.16 sabemos que

D =8 D en LP(V), para todo |a| < k.
Por lo tanto,

—0
l0F = ulllyiny = > D% = D[}, =3 0.

la|<E
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Veremos en lo siguiente que podemos encontrar funciones suaves que aproximan en
k . . . ..
WHP(U), no solamente en W,"P(U). En lo siguiente no se impone ninguna hipétesis sobre la
suavidad de OU.

Teorema 4.5 (Aproximacién global por funciones suaves). Sea U un conjunto acotado y
u € WrP(U) para algin 1 < p < co. Entonces existen funciones u,, € C=(U) N WkP(U)
tales que Uy, — u en WEP(U) cuando m — oo.

Se enfatiza que no se presupone que u,, € C®(U).

Demostracion del Teorema 4.5.
1.) Podemos escribir

U:[OJUZ, UZ:{ZBEU
=1

1
dist (2, OU) > - } , i€EN,

y sea V; := U¢+3\Ui+1, ademas elegimos un conjunto abierto V, CC U tal que

v
=0

Sea {(; }ien, una particién de la unidad suave con respecto a los conjuntos {V;}en,, €s
decir

0<G<L, GeCE(Vi), i€Ny Y =1 enl.
=0

Luego seleccionamos una funcién cualquiera u € W*P(U). Ya sabemos que (u €
WHkP(U) (de acuerdo al item (iv) del Teorema 4.2), y supp((u) C V.
2.) Ahora fijamos § > 0 y &; > 0 tan pequeno u’ := 1., * ((;u) satisface

, 0 - .
Hul - CiUHWk,p(U) < Fv supp u' C VVi? (IS NOJ (42)

donde definimos W, := i+4\[7i D V; para i € Ny.
3.) Sea la funcion v definida por

o
V= E ut.
i=0

Esta funcién pertenece a C*°(U), dado que para cada conjunto abierto V' CC U la
sumatoria incluye a lo més un nimero finito de términos # 0. Puesto que

U= Z Giu
=0
tenemos para cada V' CC U (considerando (4.2))

lo = wllwesry < Y llu' = Gullwrow) <8 1 = 0
=0 i=0
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Tomando el supremo sobre todos los conjuntos V' CC U concluimos que
v = ullwre@y < 0.

Teorema 4.6 (Aproximacién global por funciones suaves hasta la frontera). Sea U acotado

y oU

€ C'. Sea ademds u € W*P(U) para algin 1 < p < oo. Entonces existen funciones

Uy € C(U) tales que u,, — u en WHP(U) cuando m — oo.

Demostracion.

1)

Fijamos x° € 0U. Dado que U € C' existen un radio » > 0 y una funcién v € C*,
v : R"™! — R tales que (cambiando los ejes de coordenadas si es necesario)

UnB(x’r)={xec B’ r)|z, >v(z1,...,20-1)}

Sea V :=U N B(z" r/2).
Para € € V y € > 0 definimos x° := x + Aece,, observando que para algin ntimero
fijo y suficientemente pequefio A > 0 se tiene que B(x°,¢) C U N B(x",r) para todo
x € Vye > 0. Sea ahora u.(x) := u(x®) para x € V, entonces u. es la funcién u
trasladada por una distancia Ae en la direccién de e,. Sea ademads v° := 1. * u.. La
idea es movernos una distancia suficiente hacia el interior para que “haya espacio para
suavizar en el interior de U”. Obviamente, v® € C*(V).
Para demostrar que v* — u en W*P(V) cuando ¢ — 0, consideremos algiin multi-
indice o con || < k. Entonces
[D*v" = D%l 1o vy < [[D*0° = D%ue|| o vy + [[D%ue — Dul[ Lo(v).

Como la translacion es continua con respecto a la norma L7,

|ID*u. — D*ul[zp(vy — 0 cuando € — 0.

Por otro lado, usando argumentos similares a los de la demostracion del Teorema 4.4
concluimos que también

|D*v® — D*uc||zp(vy = 0 cuando € — 0.

Sea 0 > 0. Como OU es compacto, podemos encontrar un nimero finito de puntos
x) € 9U, radios r; > 0, conjuntos V; = U N B(x?,r;/2) y funciones v; € C>=(V;),
1=1,..., N, tales que

N
oU c | J B (@}, r:/2)
=1

v = ullwrmy < 0. (4.3)

Sea Vj un conjunto abierto, Vo CC U, tal que

N
UcUvi
1=0
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y usando el Teorema 4.4 elegimos una funcién vy € C*(V;) que satisface
[lvo — ullwra) < 0. (4.4)

5.) Sea (p,...,(y una particién de la unidad suave sobre U definida con respecto a los
conjuntos abiertos {Vg, B®(x?,7;/2),i =1,..., N}. Definimos

N
V= Z Clvl
=0

Obviamente, v € C*°(U). Puesto que

podemos usar el Teorema 4.2 para ver que para todo |a| < k,

N
D% = D%l oy < Y _[[D*(Gvi) = DG
=0

N
<CY i — ullwrsoqy < (C+1)NG,
=0

segin (4.3) y (4.4).
|

Teorema 4.7 (Teorema de extensién). Sea U acotado y OU € C*. Sea V' un conjunto abierto
y acotado tal que U CC V. Entonces existe un operador lineal y acotado E : WHP(U) —
WhP(R™) tal que
(i) Eu=wu c.t.p. en U (Eu se llama una extensién de u a R"),
(ii) supp Fu C V,
(iii) [|Eullwre@ny < Cllullwiswy, donde C depende sdlo de p, U y V.

Demostracion.

1.) Fijamos x° € OU y supongamos primero que OU es plano cerca de °, formando parte
de {x, = 0}. Entonces podemos suponer que existe una bola abierta con centro x° y
radio r tal que B := BN {z, >0} CU, B~ := BN {z, <0} C R"\U.

2.) Supongamos por el momento que u € C*(U), y sea la reflexién de alto orden de u
desde B a B~ definida por

() = {u(a:) six € BT,

—3u(z1, ..., Tpo1, —Tp) +4u(xy, ..., 241, —x,/2) six € B™.

3.) Demostraremos ahora que @ € C'(B). Para tal efecto sean v~ := u|g- y ut := u|p+.
Demostramos primero que
u, =u en{z, =0} (4.5)
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De hecho,

ou~ ou ou Tp
o (x) = 38xn (X1, Tty — ) — 23_% (.7)1, e T, —7> ,

por lo tanto uy |(z,—0} = ¥; |{z,=0}. Esto confirma (4.5). Ahora, dado que u® = u~
en {x, = 0}, vemos que también

Uy [{wn=0y = U3 l{zn=0y, 1=1,...,n— 1 (4.6)
Pero (4.5) y (4.6) implican que
DU |(zp=0y = D*u"|(,—01 para cada |a| <1,
lo que implica que @ € C*(B).
Usando estos célculos podemos igualmente verificar que
lallwrosy < Cllullwies+

para alguna constante C' que no depende de w.

Supongamos que OU no es necesariamente plana cerca de . Entonces existe una
aplicacién @ con su inversa W que “rectifica” U cerca de x°. Escribimos y = ®(x),
x = Y(y), v(y) = u(¥(y)). Eligimos una bola B, y siguiendo los pasos 1.) a 3.)
extendemos 1’ de BT a una funcién @ definida sobre toda la bola B, tal que @ € C' y

@ lwresy < CllU[|wres+).-

Sea W := W(B). Reconvirtiendo a las variables & obtenemos una extensién u de u
a W, con

[@llwreawy < Cllullwrr ). (4.7)
Dado que AU es compacto, existen un nimero finito de puntos x? € OU, conjuntos

abiertos W, y extensiones u; de u; a W;, 1 =1,..., N, tales que

N
oU c | Jwi.
=1

Sea Wy CC U tal que
N
vclJw,
i=0
y sea (p, ...,y una particion de la unidad asociada. Sea g = u y

N
=0
Ahora, utilizando (4.7) (con u; en lugar de w y @; en lugar de @) obtenemos la cota

a][wip@ey < Cllullwrr@), (4.8)

para alguna constante C' que depende de U, p, n etc., pero no de u. Ademéas podemos
lograr que el soporte de u esté contenido en V con U CC V.
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7.) Escribimos Eu := @, observando que la aplicaciéon u — Fu es lineal. Recordamos que
hasta ahora la construccién requiere que u € C*°(U). Supongamos ahora que 1 < p <
00, u € WHP(U), v sea {Uy, }men una sucesion con u,, € C*°(U) que converge a u en
WhP(U). La desigualdad (4.8) y la linealidad de F implican que

||Eum — EUlel,p(Rn) < C'||um — ul“Wl,p(U).

Entonces { Euy, bmen es una sucesiéon de Cauchy y converge a © = Eu. Esta extension,
que no depende de la seleccién particular de {u,, }men, satisface las conclusiones del
teorema.

El caso p = co queda como tarea. [ |

Comentamos que si OU € C?, el operador E también es un operador lineal acotado de
W2P(U) a W2P(R"). Notamos que en los pasos 3.) y 4.) de la demostracién anterior que a
pesar de que u en general no pertenece a C?, u si pertenece a W2?(B). También tenemos la
cota

lallw2r By < Cllullwzrs+),
la cual es una consecuencia de la definicién de @(x). Como antes derivamos la estimacién
[ Eullw2r gy < Cllullwze @), (4.9)

siempre que OU € C?, y donde las constantes C' dependen solamente de U, V, n y p.

El procedimiento anterior no genera una extensién para W*?(U) si k > 2. Para lograr
esto necesitamos una técnica de reflexiéon de orden mayor.

En lo siguiente discutiremos el problema de asignar valores de frontera a lo largo de U
a una funcién v € W'P(U), suponiendo que U € C'. Este problema tiene una solucién
obvia si u € C(U), pero en nuestro caso una funcién “tipica” u € WH(U) en general no
es continua y peor aun, solo es definida c.t.p. en U. Dado que la medida n-dimensional de
Lebesgue de U es cero, no hay ninguna interpretacion directa de la “restriccion de u a 0U”.
Este problema se resolvera mediante un operador de traza. En lo siguiente sea 1 < p < oo.

Teorema 4.8 (Teorema de la traza). Sea U acotado con OU € C'. Entonces existe un
operador acotado y lineal T : WYP(U) — LP(OU) tal que

(i) Tu = uloy siue WHP(U)NCU) y

(i) |Tullzeov) < Cllullwrew)
para cada w € WYP(U), donde la constante C depende solamente de p y U. La funcion Tu
se llama traza de u sobre OU.
Demostracion.

1.) Sea primero u € C! (U ). Como en la primera parte de la demostracion del Teorema 4.7,
supongamos que x° € OU y OU es plana cerca de x°, perteneciendo a {z,, = 0}. Sea
B una bola como en la demostracién anterior, y B la bola concéntrica con radio r/2.
Sean ( € C* en B, ( =1en B I' la parte de OU que pertenece a B, y

CU/ = (ﬁEl, Ce 7xn71) € Rnil = {xn = O}
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Entonces

[ < [ cupaz=— [ (clup),, do
r {@,=0} B+ "
- / (PG, + plulP™ (sgnu)u,, ¢) dz < C / (luf” + [Dul?) dar,
Bt Bt

(donde utilizamos la desigualdad de Young (1.6)).
Si x® € AU, pero AU no esta plana cerca de x°, rectificamos la frontera (como siempre)
cerca de V. Usando la desigualdad previa y cambiando variables obtenemos la cota

/ lulP dS < C’/ (Jul” + [Dul?) de,
r U

donde I es algtin subconjunto abierto de AU que incluye el punto .
Puesto que OU es compacto existen un niimero finito de puntos x? € U y subcon-

juntos abiertos I'; C OU (i = 1,..., N) tales que

N
oU = JTi,  ulleery < Cllullwir@y, i=1,...,N.

i=1
Es decir, si escribimos Tu = u|gy, entonces
| Tul|zoovy < Cllullwrr@), (4.10)

donde la constante C' no depende de wu. B
La desigualdad (4.10) es vélida para u € C'(U). Supongamos ahora que u € WhHP(U).

Entonces existe una sucesiéon de funciones {u, }meny C C®(U) que converge a u en
WhP(U). Segtn (4.10),

HTUm — Tul”Lp(aU) < C’Hum — Ul”Wl,p(U); (411)
por lo tanto {7, }men es una sucesién de Cauchy en LP(OU). Se define entonces

Tu := lim Tu,,,
m—r00
donde el limite se toma en LP(QU). Segun (4.11), esta definicién no depende de la
seleccion particular de las funciones que aproximan wu.
Finalmente, si u € W'?(U) N C(U), notamos que las funciones u,, € C*°(U) construi-
das en la demostraciéon del Teorema 4.6 converge uniformemente a u en U. Por lo
tanto, T'u = u|ay.

Teorema 4.9 (Funciones con traza cero en W' [6]). Sea U acotado y OU € C'. Entonces
para u € WHP(U) se tiene que

weWyP(U) <= Tu=0 endU.
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4.1.3. Desigualdades de Sobolev. Queremos ahora analizar el siguiente problema: si una
funcion u pertenece a un espacio de Sobolev, jautoméaticamente pertenece también a otros
espacios de Sobolev? Empezamos con WP(U). La respuesta depende de si (1) 1 < p < n,
(2) p=mno (3) n < p < oo. Estudiaremos primero los casos (1) y (3); el caso intermedio
serd analizado mas adelante.

Entonces supongamos que 1 < p < n, y nos preguntamos si podemos establecer una cota
del tipo

[u]|a@n) < C||Dul| o @ny, (4.12)
para algunas constantes C' > 0y 1 < ¢ < oo y todas las funciones u € C°(R"). Demos-
traremos primeramente que la desigualdad (4.12) puede ser valida solamente si ¢ tiene una
forma especifica.

Sean u € C°(R™), u # 0, A > 0y ur(x) := u(Ax) para x € R". Usando (4.12) obtenemos
la desigualdad

[uallzagny < Cl|Dus||ze@n).- (4.13)

Insertando las identidades

1
/Rn lup|?de = /Rn‘u(kzcﬂqdaz = F/Rn‘u(yﬂqdy,
/Rn |Duy|P de = /Rn‘Du(Amﬂp de = % /Rn‘Du(y)‘pdy

en (4.13) obtenemos la desigualdad

1 A
||| Lomny < C

D[ Lo @ny,

W A\"/P
por lo tanto
[ull zagny < CA'72 || D] pogeny (4.14)
Entonces si
LI
P g

podemos considerar o A — 0 0 A — oo en (4.14) para generar una contradiccién. Entonces,
si la desigualdad (4.12) es vélida, se debe necesariamente satisfacer

n o n 1 1 1 . np
l—-—+ =0 -—=-——<=q=p = ,
p g g p n n—p

donde p* se llama conjugada de Sobolev de p.

Teorema 4.10 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Sea 1 < p < n. Entonces
existe una constante C'= C(p,n) tal que

Vue CIR™) . lull o @y < ClIDul| o mn). (4.15)

Demostracion.
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1.) Sea primero p = 1. Dado que u tiene soporte compacto, podemos escribir

z;
Vi=1,...,n, x € R": u(a:):/ Ug, (T1y -+ ooy Tie 1, Yiy Tiads - - -5 Tp) Ay,

—0o0

lo que implica que

o0

Vi=1,...,n, € € R": ‘u(m)‘é/ {Du(xl,...,xi_l,yi,xiﬂ,...,xn)|dyi,

e}

por lo tanto

‘u(fl;)‘# < H (/_ |Du(zy, ..., &1, Yis Tig1s - - - )| dyi) T

=1 o0

Integrando esta desigualdad con respecto a x; obtenemos

n 00 ﬁ
[ e < [TTL( [ mulan) ™ an
e T =1 T
:(/ |DUIdy1> /H(/ \DU|dyz~) day (4.16)

n

00 j=2
oo %1 n oo 00 n—1
< ([ muian) ( [/ |Du1dx1dyi> ,
—00 j—o J —00 J —o0

donde para el dltimo paso utilizamos la desigualdad de Hélder generalizada (1.12).
Integrando el resultado (4.16) con respecto a xs obtenemos

oo 00 00 0 ﬁ co o
/ / |u| "= dxq dzgy < (/ / |Du| dyy dyg) / H[in—l dy,

i#£2
donde

]1;:/ |Du| dy, IZ-::/ / |Du|dzydy;, i=3,...,n.

Aplicando nuevamente (1.12) obtenemos

/ / lu|7=T day day
- _OZO 0o %1 00 0o P
< (/ / |Du| dzy dyg) (/ / |Du| dyy dxg) X

n

_1
X H (/ / / |Du| dzy day dyi) )
i—3 —o0 J —o0 J -0
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Continuamos integrando con respecto a xs, ..., r, para finalmente llegar a

n

1
N o) 0o =1
/ ‘u|nldw<H(/ / |Du|dx1---dyi~~dxn>
= (/ |Du]da:) o

Esto es (4.15) para p = 1.
2.) Consideremos ahora el caso 1 < p < n. Aplicando (4.17) a v := |u|", donde v > 1
queda por especificar, obtenemos

([ w=az) " < [ plu|az = [ jup-ipulde

(4.17)

p ot U (4.18)
<o ([ rae) " ([ paraz)
de acuerdo a la desigualdad de Holder (1.8). Ahora sea «y elegido tal que
yn D p(n—1)
=(7-1)—— <= vy=——"—=>1
— =0 )p 1 V=T
En este caso,
mn p np *
pum _— 1 pum— pum—
y (4.18) se convierte en
X 1/p* 1/p
(/ |ul? da:) <C (/ |Dul? d:z:) :
|

Teorema 4.11 (Cotas para WP 1 < p < n). Sea U C R" acotado y abierto, y sea OU € C*.
Entonces

u € LP (U), lull o= 0y < Cllullwrr@y paral <p<nyu€ whe(U).

Demostracién. Dado que OU € C' existe una extensiéon @ := Eu € W (R") tal que

u=wen U, u tiene soporte compacto, ||lwirmn) < Cllullwirw)- (4.19)
Segun el Teorema 4.4 existen funciones u,, € C*(R™), m € N, tales que

Uy =3 @ en WIP(R"), (4.20)
Aplicando el Teorema 4.10 concluimos que
Vi,m € Nt uy — wl por ey < C||Dtt, — D] pogny,

por lo tanto

Uy —3 % en LP (R™). (4.21)
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Por otro lado, el Teorema 4.10 también implica que
Hum”LP*(R”) < CHD“mHLP(R")>
por lo tanto, en virtud de (4.20) y (4.21),
1]l Lo @y < ClIDa| o).
Esta desigualdad y (4.19) completan la demostracion. |

Teorema 4.12 (Cotas para Wol’p, 1 <p<n). Sea UCR" acotado y abierto, sea OU € C,
y sea u € Wy P(U) para algiin 1 < p < n. Entonces

Vg e [L,p]: 3C =C(p,q,n,U):  |u||Law) < C||Dul| o).
En particular, para todo 1 < p < o0,
ullreo@y < ClDull e (4.22)

A veces esta desigualdad es llamada desigualdad de Poincaré. Notar que en el lado derecho
solamente aparece el gradiente Du de wu.

Demostracion del Teorema 4.12. Dado que u € Wy ?(U) existen funciones u,, € C>(U),
m € N, que convergen a u en WP(U). Podemos extender cada funcién u,, a cero en R™\U
y aplicar el Teorema 4.10 para ver que |ul[ ) < Cl|Du|| o). Como |U| < oo, tenemos
ademas que |[ul|zow) < Cllullpes @y si 1 < g < p* u

Comentamos que en virtud del Teorema 4.12, sobre W, la norma ||Du||»(1r) es equiva-
lente a ||ul[w1r) si U es acotado.
Respecto al caso p = n comentamos que en virtud del Teorema 4.11 y considerando que
* np  p-n

p = — 00,
n—p

uno podria suponer que u € L®(U) si u € Wh™(U). jEsto es falso para n > 1! Por ejemplo,
si U = B%(0,1), la funcién definida por

u(x) = log (log (1 + é))

pertenece a W1 (U), pero no pertenece a L>(U).

Sea ahora n < p < oo. En este caso demostraremos que si u € W1P(U), entonces u es
Holder continua, posiblemente después de haber sido redefinida sobre un conjunto de medida
cero.

Teorema 4.13 (Desigualdad de Morrey). Sea n < p < co. Entonces para todo u € C'(R")
existe una constante C'= C(p,n) tal que
n
[ullcon@ny < Cllullwrr@n), v:=1- b (4.23)

Demostracion.
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Sea B(x,r) C R™ alguna bola. Ahora demostraremos que existe una constante C' =
C(n) tal que

D
f W@%ﬂ&@ﬂy<0/ J—ﬁ%%dy (4.24)
B(z,r) B(x,r) |'y - .’,C|

Para demostrar esto se escoge w € 0B(0,1). Entonces para 0 < s <r
/Sd( + tw) dt
—u(x + tw

o dt

< /S|Du(w + tw)| dt,
0

‘u(:c—l—sw)—u(a:)| = /OSDu(:c+tw)-wdt

por lo tanto

n—1

/ lu(z + sw) — u(x)|dS </ / Du(z + tw)| - dS dr.
8B(0,1) 0 JaB(0,1) t

Sea y = x + tw, tal que t = |z — y|, entonces
D D
[ esmimjas< | Py [ Dol
9B(0,1) B(z,s) [T — Y Bar) [T — Y|

Multiplicando por s"~! e integrando el resultado de 0 a 7 con respecto a s obtenemos

n

L@()wwwwmwmy<fié _Pu@)]_ g,

n Jp@n le—y" T
lo que concluye la demostracién de (4.24).
Ahora fijamos € R" y aplicamos la desigualdad (4.24) de la siguiente forma:

}M@|<£“DW@%—MwMy+£“UM@M@/

Du(y
gc/ J—L%ﬂw+Cthmm
B [T — Y| (4.25)

p—1

1/p dy p
<c( umwm) / V)"t Cllullen
R Bz1) | — y| =

< CHUHWl,p(Rn),

donde la ultima desigualdad es valida porque p > n implica

p
—1)——<
(-1t <n,

dy
[w
Bz,1) | — y| p—1

Como @ € R™ es arbitrario, (4.25) implica que

tal que

Sﬂ;lp [u| < C|lullwrem@n)- (4.26)
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3.) Sean ahora &,y € R", r:= |x —y| y W := B(z,r) N B(y,r). Entonces

)
|u(x) ][ u(x) — u(z)| dz + ]£V|u(y) - u(z)| dz. (4.27)

Por otro lado, usando (4.24) podemos acotar

ﬁv‘u(m) —u(z)|dz < C]i( )|U(:B) —u(z)|dz

1/p P
C (/ |Dul? dz) / d(il)p (4.28)
B(zr) B(z,r) | — 2| p1

p—1

n—(n—1)-2-\ » -
<c(r ( 1>H) IDu|| oy = Cr'™# | Du| 1o gn)-

N

Anélogamente,
][ lu(y) — u(2)| dz < Cr'F [Dullpo(gn).

Insertando esto y (4.28) en (4.27) obtenemos
[u(@) — u(y)] < Cr'F Dulle) = Cla — 1'% [Dull e
por lo tanto

U] _01-n = Sup
| }001 T aty

u\e) —u
)=t} < ot
T —y| >

Esta desigualdad y (4.26) completan la demostracién de (4.23).

Definicién 4.6. Una funcion u* se llama versién de una funcion u si u* = u c.t.p.

Teorema 4.14 (Cotas para W' n < p < o0). Sea U C R" acotado y abierto, OU € C!,
n<p<oo, yuc WLP(U). Entonces u posee una version u* tal que

* 7 n *
uw e C(U), v=1- P’ lulleon @) < Cllullwrw),

donde la constante C' depende solo de p, n y U.
En lo siguiente se identificara una funcién « € W'?(U), p > n, con su versién continua.

Demostracién del Teorema 4.14. Se construye una extensiéon @ = Fu € WHP(R"), la cual
puede ser aproximada por una sucesion {u, }meny C C°(R™) tal que u,, — @ en WP(R™).
Por otro lado, el Teorema 4.13 asegura que existe u* € C%'~/?(R") tal que u,, — u* en
C%1=7/P(R™); entonces u* es una versién de u. El Teorema 4.13 también implica que

HU*HC’OJ*"/P(R”) < Cllaflwro@n).-

Usando los resultados anteriores podemos generar desigualdades mas complicadas.
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Teorema 4.15 (Desigualdades de Sobolev generales [6]). Sea U C R™ con una frontera C*.
Sea ademds u € WHP(U).
(i) Si k <n/p, entonces w € LI(U), donde
1 1k
o

q P
ademdas,

[ullzaw) < Cllullwerw),

donde la constante C depende sdlo de k, p, n y U.
(ii) Si k > n/p, entonces

_ [q+4—ﬁ si L &N,
we CHIPEL(T) donde 4= { P p Z
cualquier numero positivo <1 si — € N.

Adicionalmente,

||u||ck7[n/m71»v(0) < Cllullwrs @),
donde C = C(k,p,n,~,U).

4.1.4. Compacidad. Vimos que la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (4.15) im-
plica la inmersién de W'P(U) en LP"(U) para 1 < p < n, p* = pn/(n — p). Demostraremos
ahora que efectivamente W'P(U) esta incluido compactamente en L(U) para 1 < g < p*.
Esta compacidad sera fundamental para las aplicaciones del andlisis funcional lineal y no
lineal a ecuaciones diferenciales parciales.

Definicién 4.7 (Inclusién compacta). Sean X e Y espacios de Banach. Se dice que X esté
incluido compactamente en Y, X CC Y, siempre que

(1) ||lzlly < C|lz|lx (x € X) para alguna constante C,

(ii) cada sucesion acotada en X es precompacta en 'Y .

Teorema 4.16 (Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov). Sea U C R™ abierto y
acotado con OU € C*. Sea 1 < p < n. Entonces

W'P(U) cc LY(U) para cada 1 < ¢ < p*.
Demostracion.
1.) Fijamos 1 < ¢ < p*. Como U es acotado, el Teorema 4.11 implica que
Whe(U) C L), ullLowy < Cllullwrew)-

Por lo tanto queda por demostrar que si {u,, }men €s una sucesién acotada en WP (U),
entonces existe una subsucesion {um, }jen que converge en LI(U).

2.) En virtud del Teorema de Extensién (Teorema 4.7) podemos suponer sin pérdida de
generalidad que U = R" y todas las funciones {u,, }men tienen soporte compacto en
algiin conjunto abierto y acotado V' C R"™. También podemos suponer que

Sup ||t |[wie < o00. (4.29)
meN
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3.) Consideremos primero las funciones suavizadas ug, := 9. *u,, (¢ > 0, m € N), donde 7.
denota la funcién mollifier habitual. Podemos suponer que todas las funciones {uZ, },,en
igualmente tienen soporte en V.

4.) Demostraremos primeramente que

we, 8w, en LY(V). (4.30)

Para tal efecto notamos primero que si u,, es suave, entonces

() — () = / 1) (e ) (@) dy
— /13(0,1) n(y) /01 %(um(a: — cty)) dt dy

1
= —5/ n(y)/ Du,(x — ety) - ydt dy,
B(0,1) 0

luego

/v\ufn(w) — U ()| dz < E/B(o,nn(y) /Ol/V]Dum(a:—gty)\dwdtdy

és/‘Dum(z)|dz.
1%

Por aproximacién esta cota sigue valida si u,, € WH?(V), luego
[, = L1 (v) < €l|Dum |1 vy < ClDtm]| Loy,

donde la tultima desigualdad es vélida porque V' es acotado. En virtud de (4.29) obte-
nemos entonces que

us, — u,, en L'(V), uniformemente en m. (4.31)

Como 1 < ¢ < p* podemos utilizar la desigualdad de interpolaciéon para normas LP
(Teorema 1.7) para obtener que

a5 = wnlloqvy < Mgy = wnllZa vy g, = wnll 7 )
donde
1 1
-=0+— 0<0<1l
q b

Ahora (4.29) y la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (4.15) implican que
15 = tmllaqvy < Cllug, — | y;

ahora (4.30) es una consecuencia de (4.31).
5.) Ahora demostraremos que

para cada € > 0, la sucesion {u;, }men es uniformemente acotada y equicontinua.
(4.32)
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Efectivamente para @ € R™ se tiene que

[, ()] < / ey

C
< 17l poe @y ltm || L1 vy < <00, meN.

Anélogamente,

D, ()] < /B D1 (2 — o) |um ()] dy

S Dnell oo @y [mllzry < Fp <00, meN.

Estas dos cotas implican (4.32).
Ahora fijamos § > 0. Demostraremos que existe una subsucesion {um]. Fien € {tm fmen
tal que

hm sup ||umj
J,k—o0

= U || oy <O (4.33)

Para tal efecto, utilizaremos primeramente (4.30) para elegir € > 0 tan pequeno que
|us, — Ul Laqvy < 0/2 param € N. (4.34)

Observamos ahora que como las funciones {u,, }men, ¥ luego también las funciones
{1, }men, poseen soporte en algin conjunto fijo acotado V' C R", podemos utilizar
(4.32) y el criterio de compacidad de Arzela-Ascoli (ver Seccién 1.3.7) para concluir
que existe una subsucesion {ug, }jen C {u5, }men que converge uniformemente en V.
En particular esto implica que

€
mp

= 0. (4.35)

lim sup W
La(v

us, — U
J,k—o00 !

Pero en tal caso (4.34) y (4.35) implican que

<4,

i sup s, — 1, <

J,k—00
lo que concluye la demostracién de (4.33).
Finalmente utilizaremos el enunciado (4.33) con 6 = 1,1/2,1/3,... y un argumento
diagonal estandar para extraer una subsucesion {um,, }ien C {um tmen que satisface

Hm sup ||, — U, || L2y = 0.
l,k—o0

Observamos que como p* > p y p* — oo cuando p — n, en particular se tiene que

WP(U) cc LP(U) para todo 1 < p < oo.

(Notar que si n < p < 00, esto es una consecuencia de la desigualdad de Morrey, (4.23), y
del criterio de compacidad de Arzela-Ascoli.) Notar también que

Wo"(U) cc LP(U),
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incluso cuando no suponemos que OU € C*.

4.2. Cuocientes de diferencias y diferenciabilidad c.t.p.

4.2.1. Cuocientes de diferencias. Sea u : U — R una funcién localmente sumable y
VccU.

Definicién 4.8. Fl i-ésimo cuociente de diferencias del tamano h de u estd definido por
~u(xT + he;) — u(x)
= ; ,

ademds definimos D"u := (D, ..., Dhu).

DMu(x) : =1,...,n; €V, heR, 0<]|nl<dist(V,00);

Teorema 4.17 (Cuocientes de diferencias y derivadas débiles).
(i) Sean 1 < p < oo yu € WHP(U). Entonces para cada V CC U,

ID"u|| £ovy < C||Dul| o)

para alguna constante C' y todo h tal que 0 < |h| < dist(V,0U)/2.
(ii) Supongamos que 1 < p < 0o, u € LP(V') y que eziste una constante C' tal que

ID"ul[ oy < C (4.36)

para todo h tal que 0 < |h| < dist(V,0U)/2. Entonces w € W'P(V) y | Dul| vy < C.
(Esto es falso parap=1.)

Demostracion.

1.) Sea 1 < p < 0o, y supongamos por el momento que u es suave. Entonces para cada
xeV,i=1,...,ny0<|h] <dist(V,0U)/2 se tiene que

1
u(x + he;) —u(x) = / Uy, ( + the;) dt - he;,
0
por lo tanto
1
|u(z + he;) — u(x)| < h/ |Du(x + the;)| dt,
0

luego

n 1
/ D ulP de < C’Z/ / |Du(x + the;)|” dt da
1% — JvJo
nooel
= CZ/ /‘Du(:vjtthei)‘pdwdt
i=1 70 JV

y finalmente

/|Dhu\pdw<0/ |Dul? de.
v U

Esta desigualdad es valida si u es suave, y por lo tanto es valida por aproximacién
para u € W'P(U) arbitrario.
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2.) Supongamos ahora que (4.36) es valida para todo h tal que 0 < |h| < dist(V,0U)/2 y

alguna constante C. Sean i € {1,...,n} y ¢ € C°(V). Ahora, si h es suficientemente
pequeno tenemos que

o(x + he;) — o(x) u(x) — u(x — he;)
/Vu(:l:) : de = —/V .

¢(z) de,
es decir
/ u(D'p)da = — / (D;"u)¢ da. (4.37)
\% \4

Esto es la formula de “integracién por partes” para cuocientes de diferencias. Ahora
(4.36) implica que

Sup HDi_huHLP(V) < 005

por lo tanto, puesto que 1 < p < oo existen una funcién v; € LP(V') y una subsucesion
hr — 0 tales que

D; "™y — v; débilmente en LP(V).

7

(Recordamos que para un espacio de Banach X se dice que una sucesion {uy }ren € X
converge débilmente a u € X, uy — u, cuando (u*, ux) — (u*, u) para cada funcional
lineal acotado u* € X*.) Pero ahora

/ U, dx = / ug,, de = lim [ uD™¢dx = — lim [ D;™u¢dz
v U hk%O

hkﬁ)o U \4

:—/sz-gbd:c:—/UUidema

por lo tanto v; = u,, en el sentido débil (i = 1,...,n) y luego Du € LP(V). Como
u € LP(V) concluimos que u € WHP(V).

Variantes del Teorema 4.17 pueden ser validas incluso si no se tiene que V' CC U. Por

ejemplo, si U = B°(0,1) N {x, >0} y V = B°0,1/2) N {x, > 0} se produce la cota

/|D?U|pdw</|umi|pdm parai=1,...,n—1.
Vv U

La demostracion es similar a la del Teorema 4.17.

Teorema 4.18 (Caracterizacion de W), Sea U abierto y acotado con U € C*. Entonces
u:U — R es Lipschitz continua si y sélo siu € WH>(U).

Demostracion.

1.) Supongamos primero que u € WH*°(R"). Entonces u® := 7. * u es una funcién suave y

u® — u uniformemente cuando € — 0, y ||[Duf|| oo (rn) < || Dt/ poo(mny. Sean x # y dos
puntos en R", entonces

ut(x) —u'(y) = /0 %us(tm +(1—t)y)dt = /o Du (tx + (1 — t)y) dt - (z — y),
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es decir
|uf (@) — u*(y)| < IDU7]| L @my|® — y| < D oo (m 2 — yl.
2.) Por otro lado supongamos ahora que u es Lipschitz continua; entonces hay que demos-
trar que u tiene derivadas débiles esencialmente acotadas. Puesto que w es Lipschitz

continua, ||D;"ul|pgn) < Lip(u), entonces existen una funcién v; € L®(R™) y una
subsucesion hi — 0 tal que

D; "y — v;  débilmente en L2 (R™). (4.38)

i loc

Por lo tanto,

/ Upy, dez = lim [ uDM*¢dx = — lim D; " upda = — / v dex.

hk%O Rn k‘)o Rn n
Esta igualdad es vélida para toda funcién ¢ € C(R™), por lo tanto v; = u,, en el
sentido débil para i =1,...,n, luego u € WH=(R").
3.) En el caso general, cuando U es acotado con U € C', aplicamos el operador de
extensiéon Fu = u y usamos el argumento previo.
|

Este argumento facilmente puede ser modificado para demostrar que para todo conjunto
abierto U, u € Wh*°(U) si y sélo si u es localmente Lipschitz continua en U. No existe
ninguna caracterizacién analoga de los espacios WP para 1 < p < o0.

Sin < p < oo, cada u € WP pertenece a C%'~"/P; por otro lado, una funcién Holder
continua con un exponente menor que uno puede no pertenecer a ningin espacio WP,

4.2.2. Diferenciabilidad c.t.p. Estudiaremos ahora con mas detalle la relacion entre de-
rivadas parciales débiles y derivadas parciales en el sentido clasico habitual. Primeramente
recordamos la definicion de la diferenciabilidad.

Definicién 4.9 (Diferenciabilidad). Una funcionu : U — R se llama diferenciable en x € U
st existe un vector a € R™ tal que

u(ly) =uwx)+a-(y—x)+o(ly—=|) cuandoy — =,

en otras palabras,

i [Wy) —u(@) —a - (y — )|
Yz ly — x|

= 0.

En lo siguiente una funcion siempre sera identificada con su versién continua.

Teorema 4.19 (Diferenciabilidad c.t.p). Sea u € WLP(U) para algin n < p < co. Entonces

loc
u es diferenciable c.t.p. en U, y su gradiente es igual a su gradiente débil c.t.p.
Demostracion.
1.) Supongamos primero que n < p < co. Una demostracién similar a la del Teorema 4.13

demuestra que

1/p
lv(y) — v(z)| < Crl-n/p </B |Do(z)[" dz> , Y€ B(zx,r), (4.39)

(,2r)
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para todas las funciones v € C!, y por aproximacién para todas las funciones v € WP,
2.) Sea u € W,"?(U). Ahora para casi todo 2 € U, una versién del Teorema de Derivacién
de Lebesgue (Teorema 1.17) implica que

]i( )}Du(a;) — Du(2)["dz =% 0, (4.40)

donde como siempre, Du denota la derivada débil de u. Fijamos un tal punto x, y
ponemos en (4.39)

v(y) :==u(y) —u(@) - Du(z) - (y —x), r:=|z—yl
Asi obtenemos

|u(y) — u(x) — Du() - (y — z)|

1/p
< Cptnp (/ |Du(x) — Du(z)|p dz)
B(z,2r)

<Cr (ﬁ(m’%)mu(w) - Du(z)V’dz) " o(r) = of|z — yl).

Entonces u es diferenciable en @, y su gradiente es igual a su gradiente débil en x.
3.) Para el caso p = oo notamos que W,o°(U) C WoP(U) para todo 1 < p < oo, y
aplicamos el razonamiento anterior.
|

Teorema 4.20 (Teorema de Rademacher [6]). Sea u localmente Lipschitz continua en U.
Entonces u es diferenciable c.t.p. en U.

4.3. Formulaciéon variacional, soluciones débiles y estimaciones de energia

En lo siguiente consideraremos el problema de valores de frontera
Lu=f enU, u=0 sobredU, (4.41)

donde U C R" es abierto y acotado, u : U — R es la funcién desconocida, u = u(x), f : U —
R esta dada y el operador L esta dado por

Lu=— Z(a” T)uy, ) o T Zbl x)u,, + c(x)u, (4.42)
ij=1
en tal caso se dice que la ecuacion Lu = f estd en forma de divergencia, o por

Lu = Z T)Ug; + Z b (x)uy, + c(x)u;

3,j=1

en este caso se dice que Lu = f estd en forma de no divergencia. El requerimiento “u = 0
sobre OU” a veces se llama condicion de Dirichlet homogénea.

La forma de divergencia es la mas natural para métodos de energia, basados en integracién
por partes, mientras que la forma de no divergencia es méas 1til para la aplicacion del principio
del méximo. En lo siguiente se supone que a” = a’* parai,j=1,...,n.
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Definicién 4.10 (Elipticidad uniforme). El operador L se llama uniformemente eliptico si
existe una constante 0 > 0 tal que

n

Z aij(w)fifj > 0|€|* parax € U c.t.p., V€ € R™

,j=1

En lo siguiente consideraremos primero el problema (4.41) cuando L estd en forma de
divergencia (4.42). Sean a” b',c € L>*(U) y f € L*(U). ;Cémo deberiamos definir una
solucion débil? Supongamos por el momento que u efectivamente es una solucién suave, y
multiplicamos Lu = f por una funcién test v € C°(U) e integramos el resultado sobre U
para obtener

/(Zazjumzvxj—FZb’uxv—i—cuv) daz—/fvdaz
i,7=1

La misma identidad es vdlida para toda funcién v € Hg(U) (por aproximacion), y es razo-
nable si solamente v € HJ(U). (Se utiliza el espacio H}(U) para incorporar la condicién de
borde homogénea.)

Definicién 4.11 (Formulacién variacional).

(i) La forma bilineal B[-,:] asociada con el operador L en forma de divergencia (4.42)
estd definida por

Blu,v] := / <Z 0 Uy, Vg, + Zb Uy, U + cuv) de.
U \ij=1 i=1

(i) Una funcién u € HL(U) se llama solucién débil de (4.41) si
VYo € Hy(U):  Blu,v] = (f,v), (4.43)

donde (-,-) es el producto interior en L*(U). El problema (4.43) se llama a veces
formulacién variacional de (4.41).

Maés generalmente consideraremos el problema de valores de frontera
Lu=f"—) fi enU, u=0 sobredU, (4.44)

donde el operador L estd definido en (4.42) y fi € L*(U),i=0,...,n.

Definicién 4.12 (Espacio H (U)). Se denota por H=Y(U) el espacio dual de H}(U), es
decir f € H-Y(U) si f es un funcional lineal acotado sobre HY(U). Si f € H~Y(U), definimos
U norma

1l = sup{{f.u) |u € Hg(U), [[ull gy < 1}-

Teorema 4.21 (Caracterizaciéon de H~! [6]).
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(i) Supongamos que f € H ' (U). Entonces existen funciones f°, f1,..., f* € L*(U) tales

que
(f,v) :/ <f0v+ Zfivxi) de, ve Hy(U). (4.45)
v i=1
(i)
1 f 1|0y
" 1/2
= inf [/ (Z |f’|2> dw] f satisface (4.45) para f°,..., f" € L*(U)
U \i=0
Escribimos

fsz—Zfii

siempre cuando (4.45) es valido. Asi que en (4.44),
f=1"= f e HU).
i=1

Definicién 4.13 (Solucién débil). Una funcidn u € H}(U) se llama solucién débil del
problema (4.44) si

VYo € Hy(U): Blu,v] = (f,v), donde (f v) :/ (fov + zn:flvx) de.
v i=1

El caso de condiciones de frontera no homogéneas puede facilmente ser transformado al
caso homogéneo. Sea OU € C' y u € H'(U) una solucién débil de

Lu=f enU, u=g sobredU.

Esto significa que u = g en QU en el sentido de trazas, y ademds la identidad Blu,v] = (f,v)
debe ser valida para toda funciéon v € Hi(U). Para que esto pueda suceder, la funcién g
necesariamente debe ser la traza de alguna funcién en H'(U), por ejemplo w. En este caso,
@:=u—w € H}(U),y @ es una solucién débil de

Li=f enU, @=0 sobredU, f:=f—LweH'(U).
4.3.1. Existencia de soluciones débiles. Sea ahora H un espacio de Hilbert equipado

con la norma || - || y el producto interior (-,-). Sea (-,-) el producto de dualidad (es decir
entre H y su dual).

Teorema 4.22 (Teorema de Lax-Milgram [6]). Sea B : H x H — R una aplicacion bilineal
para la cual existan constantes o, 3 > 0 tales que

[Blul| <alulllvl. wo.€ B, Blul? < Blu.ul, we H.
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St f - H — R es un funcional lineal y acotado en H, entonces existe un elemento u € H
unico tal que

Yoe H: Blu,v] = (f,v).

La observacién importante es que B]-, -] no necesariamente debe ser simétrica.
Consideremos ahora la forma bilineal B, -] definida por

Blu,v] := / (Z aijuxivxj + Zbiu$iv + cuv) de, wu,ve€ Hy(U).
U \ij=1 i=1
Trataremos de verificar las presuposiciones del Teorema 4.22.

Teorema 4.23 (Estimaciones de energia). Eristen constantes o, > 0 y v = 0 tales que
para todo u,v € HJ(U),

(i) [Blu,v]| < O‘H“HH&(U)H“HH&(U) Y
(i) BllulZy ) < Blu,u] +lulla

Demostracion.
1.) Chequeamos que existe una constante « tal que

< Yl | Dul[Dofda + 3 ]~ | o] de
U

ij=1 i=1

+lello= [ fulll de
U

< aflull g o 1ol m @)

2.) Usando la condicién de elipticidad concluimos que

9/ |Du|? dz </ (Z aijuxiuxj> dex
U U\ 52

2,7=1

= Blu,u] — / (i by, u + cu2) dx (4.46)

< Blu] + 3 ¥ |\Lm/ |Du||uyda:+\|c||Loo/u dz.
U

=1

En virtud de de la desigualdad de Cauchy con ¢ (1.4),

/]Du]|u|dx /|Du|2dw+—/u de (¢>0).

Insertando esta desigualdad en (4.46) y luego escogiendo ¢ tan pequeno que

. 0
eZHb I <5
=1
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obtenemos que
0
C >0: —/ |Du|? dz < Blu, u] —l—C’/ u? de.
2 Ju U

Acorddndonos de la desigualdad de Poincaré (4.22) llegamos fécilmente a
38>0,720: Blulliye) < Bluul +yllullzz ).
|

Teorema 4.24 (Primer teorema de existencia de soluciones débiles). Eriste un nimero
v = 0 tal que para cada u > v y cada funcién f € L*(U) eziste una solucion u € HL(U)
unica del problema de valores de frontera

Lu+pu=f enU, u=0 sobredU. (4.47)

Demostracion.
1.) Sea v como en el Teorema 4.23, u > 7,y

By[u, v] == Blu,v] + p(u,v), u,v € Hy(U),

correspondiente al operador L, definido por L,u := Lu+ pu. Entonces B,,[-, -| satisface
las hipdtesis del Teorema 4.22.

2.) Sea ahora f € L*(U) y (f,v) := (f,v)r2@)- Esto es un funcional lineal y acotado en
L*(U), y entonces en H}(U). Por lo tanto, segtin el Teorema 4.22 existe una funcién
u € Hg(U) que satisface B,[u,v] = (f,v) para todo v € H, por lo tanto u es la tnica
solucién débil de (4.47).

Comentamos que para Lu = —Awu obtenemos la forma bilineal
Blu,v] = / Du - Dv de;
U

usando la desigualdad (4.22) verificamos que el Teorema 4.23 es valido con v = 0. Algo
similar es valido para el siguiente operador si ¢ > 0 en U:
n
Lu=— Z (a7 ug,)q, + cu.
ij=1

Definicién 4.14. Un operador lineal acotado K : X — Y se llama compacto si para cada
sucesion acotada {ug tren C X, la sucesion {Kuy}ren €s precompacta en'Y , es decir, existe
una subsucesion {uy, }jen tal que {Kug,}jen converge en'Y.

Sea ahora H un espacio de Hilbert real con el producto interior (-,-). Es ficil ver que si
un operador lineal K : H — H es compacto y u; — u, entonces Ku, — Ku.

Teorema 4.25 (Compacidad del operador adjunto [6]). Si K : H — H es compacto, también
K*: H— H es compacto.

Teorema 4.26 (Alternativa de Fredholm [6]). Sea K : H — H un operador lineal compacto.
Entonces
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i) N(I — K) tiene dimensidn finita,

1)
ii) R(I — K) es cerrado,
iif) R(I — K) = N(I - K*)",
iv) N(I — K) = {0} szysolo si R(I - K)=H,
v) dmN(I — K)=dimN(I — K*).
Utilizando el Teorema 4.26 se puede demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4.27 (Espectro de un operador compacto [6]). Sea dimH =00 y K : H - H
compacto. Entonces

(i) 0 € oK),
(i) o(K)\{0} = 0, (K)\{0},
(iii) o o(K)\{0} es finito, 0 o(K)\{0} es una sucesion que tiende a cero.
Teorema 4.28 (Segundo teorema de existencia para soluciones débiles).

(i) Uno y sdlo uno de los siguientes enunciados es valido:
(a) Para cada f € L*(U), el problema

Lu=f enU, wu=0 sobredU (4.48)

posee una solucion unica.
(b) El problema

Lu=0 enU, wu=0 sobredU (4.49)

posee una solucion débil u # 0.
(i) Cuando la alternativa (b) es vdlida, la dimension del subespacio N C Hy(U) de las
soluciones débiles de (4.49) es finita y es igual a la dimension del subespacio N* C

H}(U) de las soluciones débiles de
L*v=0 enU, wv=0 sobredU. (4.50)
(iii) El problema (4.48) posee una solucion débil si y sélo si
Yoe N*: (f,v)=0.
Demostracion.

1.) Sea p = v como en el Teorema 4.24, y B, [u,v] := Blu,v] + v(u,v) la forma bilineal
asociada al operador Lu := Lu+~u. Entonces para cada g € L?(U) existe una funcién
u € Hy(U) tnica que es solucién de

B,u,v] = (g,v) Vv € Hy(U). (4.51)

Si (4.51) es vélido escribimos u = L 'g.
2.) Ahora u € H}(U) es una solucién débil de (4.48) si y sélo si

B, [u,v] = (yu+ f,v) Yo € Hy(U);
es decir, si y solo si
w= L (yu+f).
Esto lo escribimos como
u—Ku=h, Ku:= 'yL;lu, h=L'f. (4.52)

o
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3.) Ahora demostramos que K : L*(U) — L*(U) es un operador acotado, lineal y com-
pacto. De hecho, debido a nuestra seleccién de « y las estimaciones de energia (Teo-
rema 4.23) podemos concluir que si (4.51) es vélido, entonces

5”“”%&((1) < Byfu, u] = (9,u) < [|gllezan vl < llgllezw llull gy
Por lo tanto, K'u = yL;'u implica que

1K gl ) < Cllgllrzw) (9 € LA(V))

para alguna constante C. Pero como Hg(U) CC L*(U) segtin el Teorema de Rellich-
Kondrachov (Teorema 4.16), deducimos que K es un operador compacto.

4.) En virtud de lo anterior se puede aplicar la alternativa de Fredholm para concluir que
se cumple exactamente una de la siguientes alternativas:

(a) Para cada h € L*(U), u — Ku = h tiene una solucién u € L*(U) tnica.

(b) La ecuacién u — Ku = 0 tiene soluciones no triviales en L*(U).
Si (a) es valido, entonces existe una solucién débil unica del problema (4.48). Por otro
lado, en el caso (b) necesariamente se tiene que v # 0, y la dimensién del espacio N de
soluciones de u — Ku = 0 es finita e igual a la dimension del espacio N* de soluciones
de

v— K*'v=0. (4.53)
Pero uw — Ku = 0 es vélido si y s6lo si u es una solucién débil de (4.49), y (4.53) es
valido si y sélo si v es una solucién débil de (4.50).
5.) Finalmente recordemos que u — Ku = h posee una solucién si y sélo si (h,v) = 0 para
todo v que es solucién de (4.53). Pero a partir de (4.52) y (4.53) obtenemos

1 L P
(h,U):;(Kf,U):;(f,K'U)—/y(f, )

Por lo tanto, (4.48) tiene una solucién si y sélo si (f,v) = 0 para todas las soluciones
débiles v de (4.50).

|
Teorema 4.29 (Tercer teorema de existencia para soluciones débiles).
(i) Eziste un conjunto ¥ C R a lo mds numerable tal que el problema
Lu=Xu+f enU, uw=0 sobredU (4.54)

tiene una solucién débil inica para cada f € L*(U) si y sélo si X & 2.
(ii) Si ¥ es infinito, entonces

E = {/\k}kENa >\z < >‘j Si Z < j, >\k k_o)o .
El conjunto X se llama espectro real del operador L.

En particular, el problema Lu = Au en U, u = 0 sobre QU posee una solucién w # 0 si
y s6lo si A € ¥, caso en el cual A se llama valor propio de L y w una funcion propia. Para
L = —A la ecuacién de derivadas parciales Lu = Au se llama ecuacion de Helmholtz.

Demostracion.
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1.) Sea 7 la constante del Teorema 4.23, y supongamos que v > 0y A > —v.

2.) Segin el Teorema 4.26, el problema (4.54) tiene una solucién débil unica para cada
f € L2U) siy sélo si u = 0 es la solucién débil tnica del problema homogéneo
Lu = Au en U, u = 0 sobre U, lo que a su vez es vélido si y s6lo si u = 0 es la
solucion tnica del problema

Lu+~vu=(y+ANu enU, wu=0 sobredU. (4.55)
Ahora (4.55) es vélido si y sélo si

A
u= L' (y+Nu= %KU, (4.56)

donde como en la demostracion del Teorema 4.28, definimos Ku = L7 L. Recordemos

que K : L?*(U) — L?*(U) es un operador acotado, lineal y compacto. Ahora, si u = 0
es la solucién tnica de (4.56),

Y .
no es un valor propio de K. 4.57
Y+ A Prop (4.57)

Por lo tanto, (4.54) tiene una solucién débil unica para cada f € L*(U) si y sélo si
(4.57) es valido.

3.) Segun el Teorema 4.27, el conjunto de todos los valores propios de K o es finito, o
forma una sucesién que converge a cero. En el segundo caso, de acuerdo a A > —v
y (4.56), el problema (4.54) tiene una solucién tnica para todo f € L*(U) con la
excepcién de una sucesion {\g freny con Ay — 0o cuando k — co.

Teorema 4.30 (Acotamiento de la inversa [6]). Sea A € ¥. Entonces existe una constante C
tal que

lull 2@y < Cll |2y
siempre que f € L*(U) yu € HY(U) es la tinica solucidn débil de
Lu=Mu+f enU, u=0 sobredU.
4.3.2. Regularidad. Queremos analizar ahora si una solucién débil del problema
Lu=f enU (4.58)

es suave. Esto se llama el problema de reqularidad. La conjetura de que una solucién débil
de (4.58) es posiblemente “mejor” que una funcién “tipica” u € Hj(U) estd basada en el
siguiente razonamiento.

Consideremos el problema —Au = f en R", suponiendo que u desaparece rapidamente
cuando |x| — oo, para justificar los siguientes calculos. En este caso,

f2 de = / (Au>2dw = Z / Ug; Uz de = — Z / Ug;zi2; U, dz
Rn n n

i,j=1 i,j=1

n
212
= E / umixjuxixjda::/ |D*u|” dee.
n Rn

3,j=1

Rn
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Concluimos que en el presente caso la norma en L? de las segundas derivadas de u es igual
a la norma de f. Andlogamente podemos derivar —Au = f para obtener las ecuaciones
—Au=fconu=u, y f=f, parak =1,...,n. Aplicando el mismo método obtenemos
que la norma L? de las terceras derivadas de u puede ser acotada por las primeras derivadas
de f, etc. Continuando vemos que la normas en L? de las (m + 2)-ésimas derivadas de u
pueden ser controladas por las m-ésimas derivadas de f, m € Ny.

Ahora podemos suponer que para la ecuacién de Poisson, u € H} efectivamente pertenece
a H™2 siempre que f € H™, m € N. Informalmente, podemos decir que “u posee dos
derivadas mas que f”. (Para m = oo, u € H™ para m € Ny por lo tanto u € C*.)

Estos calculos aiin no forman una demostracion, dado que supusimos que u es suave,
o por lo menos una funcién en C3, para poder realizar este calculo; no podemos encontrar
una justificacién inmediata cuando empezamos solamente con una solucién débil u € H.
Tendremos que utilizar el analisis de ciertos cuocientes de diferencias.

La idea central en el siguiente analisis consiste en aprovechar la elipticidad. Efectivamente
queremos derivar estimaciones desde la condicion algebraica de la elipticidad.

En lo siguiente siempre se supone que U C R"™ es acotado y abierto, y que u € H}(U) es
una solucién débil de Lu = f, donde

n
Lu:—Z(a”mux . —|—Zb’ Uy, + c(x)u. (4.59)
ij=1

Teorema 4.31 (Regularidad H? interior). Sean a € CY(U), b',c € L™(U) para i,j =
1,...,n, f€ L*(U), yu e H (U) una solucién débil de Lu = f en U, donde el operador L

estd dado por (4.59). En este caso, uw € HE (U), y para cada subconjunto abierto V.CC U
sabemos que

lull 20y < C(1F L2y + lullz@n),

donde la constante C depende solamente de U, V', y los coeficientes de L.

Antes de demostrar el Teorema 4.31 comentamos que no exigimos que u € H}(U), es
decir no necesariamente tenemos que u = 0 sobre QU en el sentido de trazas. Observamos
adicionalmente que en virtud de u € HZ _(U), se tiene que Lu = f c.t.p. en U. Entonces u es
una solucién de la EDP por lo menos en casi todas partes en U. Para ver eso, notamos que

Blu,v] = (f,v) Yve CX({U).

Como u € H?

i (U) podemos integrar por partes para obtener Blu,v]| = (Lu,v). Entonces

(Lu — f,v) =0 Yve CX(U),
y por lo tanto Lu = f c.t.p.

Demostracion del Teorema 4.31.

1.) Sea V algin conjunto abierto V' CC U, y W un conjunto abierto tal que V-CC W CC
U. Sea ( una funcién suave, llamada funcion de corte, tal que 0 < (<1, (=1enV,
¢ =0 en R"\W. El propésito de introducir esta funcién es la restriccién de todas las
funciones al subconjunto W que posee una distancia positiva a oU.
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2.) Ahora, como u es una solucién débil, Blu,v] = (f,v) para toda funcién v € H}(U),
por lo tanto

A= Z/a Uy, Vg, da:—/fvda:— B, f:=f- Zblu% . (4.60)

7,7=1
3.) Sea |h| > 0 pequetio, k € {1,...,n}, y sea
vi=—D." (CQDZU)
n (4.60), donde definimos el cuociente de diferencias

u(x + hey) — u(x)

Diu(x) = A :

heR, h#0.
4.) Utilizando las féormulas
/ vD " de = —/ wDlvdz, Df(vw) = v"Diw + wDjv
U U

donde v"(x) := v(x + hey), podemos empezar a estimar A de la siguiente manera:

A=— Z/a Uy, [D CQDZU dar:— Z/Dh auy,) QQDZU)%_ de

2,7=1 2,7=1
_ Z / ”h (Dug) (D) + (Dfa¥)u,, (CQDZu)x’) d,
7,0=1

lo que significa que A = A; + As, donde
A = Z / DM, Diu,, 2 da,

1]1

Ay = Z / ”hDhux Dfu - 2¢¢,, + (Dia™)u,, Diu, (2

2,7=1
+ (Dfa”)u,, D - 20, ) da

La condicién de elipticidad uniforme implica que
Ay > 9/}D’,;Du|2d;c;
U

por otro lado, en virtud de a € C*(U) y b',c € L>®(U) existe una constante C' tal
que

|As| < C/ g(|DgDuy|Dgu| + \DZDu||Du| + ]DZ’uHDuD da
Aplicando la desigualdad de Cauchy con ¢, , obtenemos

|A,| < /g DD’ dw+—/ |D u|2+|Du|2) de
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Utilizando € = 0/2 y la desigualdad

/}DZU}deéC/ |Du|? dz
W U

(proveniente del Teorema 4.17), obtenemos
|Ag| < / ¢DiDul’ da: + C/ |Du|? de,
luego
0
> —/ §2‘D2Du|2dw — C’/ |Dul|? de. (4.61)
2 Ju U
5.) Para acotar B podemos utilizar las definiciones de f, vy B para obtener
BI<C [ (1f1+ IDul + Jul) o] da (4.62)
U
Aplicando nuevamente el Teorema 4.17 concluimos que
/ w2 de < /]D D) [P da < C/ (\Dgu‘2+gz‘DZDu}2> dax
w
< C/ (|Du|2 n g2|DgDu\2) da
U
Entonces, a partir de (4.62) y la desigualdad de Cauchy con ¢, (1.4), obtenemos
2|1k 2 ¢ 2 2 c 2
Bl <e [ ¢DiDul"de+ = [ (f*+v*)de+ = [ |Dul*de,
U € Ju € Ju
y poniendo € = 6/4,
7
1B] < 1/ D} Dul dz + C/ (f*+ v’ + |Dul?) dee. (4.63)
U U
6.) Combinando A = B, (4.61) y (4.63) obtenemos
0
—/ C2}D2Du|2dm — C’/ |Du|? dz
2 Ju U
7 2 ~
<A=B< Z/UCQ‘DZDu‘ dzc+C/U(f2+u2+ IDu?) de
es decir
0 z
é_l/ C2|D2Du|2dw < C’/ (f*+u” + |Dul?) der
U U

En virtud de lo anterior podemos concluir que para k = 1,...,n y cada |h| # 0
suficientemente pequeno,

/\DgDufdmg/@\D’gDUde < C/(f2+u2+|Du|2) da
\%4 U U
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Usando nuevamente el Teorema 4.17 concluimos que Du € H] _(U;R") y luego u €

loc
H} (U), con

ull 2oy < C(Ifll 2wy + Null o) (4.64)

7.) Ahora refinamos la cota (4.64), notando que si V-.CC W CC U, el mismo argumento
muestra que

lull 20y < C(1F 2wy + Nl ony)

para alguna constante C' que depende de V', W etc. Ahora elegimos una nueva funcién
de corte ¢ que satisfaga ¢ =1 en W, supp( C U y 0 < ¢ < 1. Insertando v = (?u en
la identidad (4.60) obtenemos

/§2|Du|2dm < C’/(f2+u2)da:,
U U

por lo tanto ||u|| g1y < C(||flle2wy + |wllz2w)). Esta desigualdad y (4.64) llevan al
resultado deseado.

Teorema 4.32 (Regularidad interior superior). Sean m € Ny, a”,b',c € C™"Y(U) para
i,j=1,...,ny fe HYU). Siu € H'(U) es una solucién débil de la EDP eliptica Lu = f
en U, entonces

u € H"P(U) (4.65)

loc

y para cada V CC U se satisface
[ullmms2ry < O] fllzrm ey + Nl 2o (4.66)

donde la constante C' depende solamente de m, U, V', y los coeficientes de L.

Demostracion.

1.) Demostraremos (4.65) y (4.66) por induccién sobre m. El Teorema 4.31 establece el
enunciado para m = 0.

2.) Sean (4.65) y (4.66) vélidos para algin m > 0 y todos los conjuntos abiertos U, y sean
a’, b' y ¢ como arriba. Supongamos entonces que

a’ b',ce C"A(U), fe H™NU), (4.67)
y sea u € H'(U) una solucién débil de Lu = f en U. Segun la hipStesis de induccion,

we B, Nulgmear < C(1F @) + lull ) (4.68)

loc
para cada W CC U y alguna constante C' apropiada que depende solamente de W los
coeficientes de L, etc. Fijemos V cC W cC U.
3.) Sea ahora a cualquier multi-indice con |a| = m + 1. Elegimos una funcién test ¢ €
C(W) arbitraria. Insertando v := (—1)1*/ D% en la identidad Blu,v] = (f,v)2w)
obtenemos la identidad

Blu, o] = (f,v), (4.69)



138 4. ECUACIONES ELIPTICAS DE SEGUNDO ORDEN
donde @ := D*u € H' (W) y

f=Df=3%" (g) ( - Z (D*Pa" DPu,,)

B ij=1

oo (4.70)
+3 D> PYDPy,, + D“‘%D%) .
=1

Como (4.69) es valida para cada funcién o € C°(W), vemos que % es una solucién
débil de La = f en W. Usando (4.67), (4.68) y (4.70) obtenemos que f € L?*(W) con

1Fllz2wy < C(IIf]
4.) En virtud del Teorema 4.31 vemos que @ € H*(V') con
lll 2y < CUF 2wy + lall2wy) < CUF limsrwy + [lull 2w)-

Esta desigualdad es vélida para cada multi-indice @ con |a] = m+ 1y u = D%
definida como arriba. Por lo tanto u € H™ (V) y

H77L+1(U) + ||u”L2(U)) .

lulltrmray < C(ILf ey + lullzzw))-
|

Ahora podemos aplicar el Teorema 4.32 repetidamente param = 0,1,2, ... para concluir
que u es infinitamente diferenciable.

Teorema 4.33 (Diferenciabilidad infinita en el interior). Supongamos que a®,b*,c € C=(U),
i,j=1,....,n, f € C>®U). Siue H(U) es una solucién débil de la EDP eliptica Lu = f
en U, entonces u € C*(U).

Notar que nuevamente no suponemos nada sobre el comportamiento de u sobre OU. En
particular, constatamos que cualquier singularidad que u tenga en la frontera no se “propaga”
hacia el interior.

Demostracion del Teorema 4.33. Segun el Teorema 4.32, u € H[".(U) para todo m € N, lo

que de acuerdo al Teorema 4.15 implica que u € C*(U) para todo k € N. [ |
Teorema 4.34 (Regularidad H? sobre la frontera). Supongamos que
a? e CHU), b,ce L*U), i,j=1,...,n, (4.71)
fe L),

y que u € HY(U) es una solucién débil del problema de valores de frontera eliptico

Lu=f enU, u=0 sobredU.
Si OU es de clase C*, entonces u € H*(U) y

lullz2@y < C (I fllzzw) + lullzeqwy), (4.72)

donde la constante C' depende solamente de U y los coeficientes de L.
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Comentamos que si u € H}(U) es la tinica solucién débil, (4.72) se simplifica a

lullz2y < CIfllz2w)-

Por otro lado enfatizamos que al contrario del Teorema 4.31, ahora si suponemos que u = 0
a lo largo de QU (en el sentido de trazas).

Demostracion del Teorema 4.34.

1.) Estudiaremos primero el caso de una semibola, U = B%(0,1) N R". Se define el conjun-
toV := B%(0,1/2) NR?, y sea ¢ una funcién de corte suave tal que ¢ = 1 en B(0,1/2),
(=0en R"\B(0,1) y 0 < ¢ < 1. Entonces ( = 1 en V, y ( desaparece cerca de la
parte curvada de oU.

2.) Como u es una solucién débil, Blu,v] = (f,v) para todo v € H}(U), es decir

Yo e Hy(U) : Z / auy, vy, de = / fode, f:=f— Zbiuwi —cu. (4.73)
ij=17U U i=1
3.) Sea h > 0 pequeno, k € {1,....,n—1},y
vi= —D,;h (<2DZU) )
Notamos que

o(@) = —%th (@) (ule + hey) — u(x)))

- _% (Cz(w — hey) (u(w) —u(x — hek)) — () (U("B + hey) — u(a:)))

para € U. Como u = 0 a lo largo de {z,, = 0} en el sentido de trazas y { = 0 cerca
de la parte curvada de OU, vemos que v € H}(U). Insertando v en (4.73) obtenemos

A= Z /Uaijuxivxj de = /va dx =: B.

1,j=1

4.) Ahora podemos acotar estos términos de manera muy similar a la demostracién del
Teorema 4.31. Después de algunos calculos encontramos que para constantes C' apro-
piadas

A>;/@m@m%m—q/mm%%
U U
myggzkﬂDﬁmf¢n+CZXF+u?+mm%da
lo cual implica que
/V}DZDUPda: < C/U(fQ—i-uz—l— Dul*)de, k=1,...,n—1

En virtud del comentario que sigue la demostracion del Teorema 4.17 concluimos que

U, € H'(V), k=1,....,n—1,
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con la cota

D Ntaya 2y < CUF 2wy + lullman). (4.74)

k,l=1
k+1<2n

Ahora tenemos que conseguir una cota para la norma L? de u,, _, sobre V. Para tal
efecto recordamos que segun el comentario que sigue el Teorema 4.31, Lu = f c.t.p.
en U. Usando la definciéon de L podemos re-escribir esto en forma de no divergencia

n

— zn:aijuxmj +zn:l~)iuxi+cu:f; S bi—Zag, 1=1,...,n.

ij=1 i=1 j=1
Entonces
n
nn ij 74
a" Uy, . = — E aUg,e; + g b'u,, +cu— f.
i,j=1 i=1
i+j<2n
De acuerdo a la condicién de elipticidad uniforme,

n

Ve e U &€ € R": Z a” (x)&:&; = 0|€P,

ij=1
y poniendo £ = e,, obtenemos a™*(x) > 6 > 0. Usando (4.71) obtenemos
[taan| SC Y (tgia,| + Dul + ul + |f]) enU.
1i7j:21n

Utilizando esto en la desigualdad (4.74) obtenemos

lull 2oy < C(Nfll 2wy + Null2@ry)

para alguna constante C'.
En el caso que U no es una semi-bola elegimos " € U y notamos que como U € C?,
posiblemente después de re-etiquetar los ejes,

UnB(x’r)={xe B’ r) |z, >(z1,...,001)}

para algin r > 0 y alguna funcién v € C?(R"!). Como siempre utilizamos la trans-
formacion de coordenadas y = ®(x), x = ¥(y).
Sea s > 0 tan pequeno que

U := B%0,s)N{y, >0} C ®(U N B(z’,7)).
Se define, ademas,
V= B%0,s/2) N{y, > 0}; «(y):=u(¥(y)) parayelU’

Podemos verificar que v’ € H'(U') y v/ = 0 sobre U’ N {y, = 0} en el sentido de
trazas.
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8.) Luego se demuestra que ' es una solucién débil de
L' =f enlU (4.75)
para
n
fy)=f(®(y), Lu:=- Z a/klu;k + Zb’ku;k +
k=1

donde definimos

dM(y) =Y a(T(y)Pk (T(y)D. (T(y)), kil=1,....n, (4.76)

r,s=1

v (y Zb’" F(B(y), k=1,...,n,

d(y) = C(‘I’(y))-
Siv' € Hy(U') y B'[,-] denota la forma bilineal asociada con el operador L’ se tiene
que

B'[u/ V'] :/ (Z g, v, —I—Zb’ku v +c’u'v'> dy. (4.77)
U/

k=1

Definiendo v(x) := v'(®(x)) obtenemos de (4.77)

[, 0'] Z Z/ a uxz & vlellildy

i,7=1k,l=1 (478)
—i—ZZ/ VEu,, U vdy+/ duv dy.
i=1 k=1 v

De acuerdo a (4.76) obtenemos que

n

> dM vl = zn: En: a"®F ®L W W =a, i j=1,...n,

k=1 r,s=1k,l=1
puesto que D® = (DW¥)~!. Andlogamente,

zn:b’kxp;k:zz”k vio=b, i=1,...,n
k=1

k=1 r=1

Insertando ambas identidades en (4.78), cambiando las variables y considerando que
| det D®| = 1 obtenemos

B'[u, 0] = / (Z a Uy, Vg, + Zbiumv + cuv) de
U

1,7=1 =1
= Blu,v] = (f,v) 2@y = (f",0) 20,

lo que concluye la demostracién de (4.75).
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Se verifica ahora que el operador L’ es uniformemente eliptico en U’. Efectivamente si
y € U'y & € R" notamos que

Za’“ Jrs = ZZ y)) ok @ &&= a(¥(y))nns > Oinf?

k=1 r,s=1k,l=1 r,s=1
(4.79)
donde np = EDP, es decir,

Zfb &, r=1,...,n.

Pero en virtud de D®DW¥ = T se tiene que & = nDW, luego |&] < C|n| para alguna
constante C. Esta desigualdad y (4.79) implican que

> dM(y)as = 0lEP (4.80)

k=1

para alguna constante # > 0 y todo y € U’, £ € R". Notamos también que en virtud
de (4.76), a’* € O para k,l =1,...,n, dado que ®, ¥ € C2.

En virtud de (4.75) y (4.80) podemos aplicar los resultados de los pasos 1.)-5.) para
asegurar que v’ € H?(V’) con la cota

/| 2y < C(NF 2y + 1| 2ry) s

luego [ullmzvy < C|fllz2@w) + lullr2w)) para V := ¥ (V7).

Como QU es compacto, podemos cubrir OU con un numero finito de conjuntos
Vi,...,Vy. Sumando las cotas correspondientes junto con la conta interior obtenemos
u € H*(U) con la desigualdad (4.72).

|
Teorema 4.35 (Regularidad de orden superior sobre la frontera). Sea m € Ny y
a’, b’ ce C"TNU), i,j=1,...,n, (4.81)
fe H™(U). (4.82
Sea v € H}(U) una solucion débil del problema de valores de frontera
Lu=f enU, u=0 sobredU.
Finalmente sea OU € C™2. En este caso, u € H"(U) y
[ull a2y < C (1 lamy + lullzewy), (4.83)

donde la constante C' depende solamente de U y los coeficientes de L.

Comentamos que si u es la tnica solucién, entonces (4.83) se simplifica a

|ul| sz 0y < Ol f]

Hm (U)

Demostracion del Teorema 4.35.
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1)

2.)

Primeramente estudiamos el caso particular
U:=B%0,s)NR:, s> 0. (4.84)

Se fija 0 < t < sy se define V := B%(0,¢) NR.
Queremos demostrar por inducciéon sobre m que siempre que u = 0 a lo largo de
{z,, = 0} en el sentido de trazas, (4.81) y (4.82) implican que

ue H" (V) (4.85)
con la cota
ull ey < C (1 f lmy + ullz2an), (4.86)

donde la constante C' depende solamente de U, V' y los coeficientes de L. El casom = 0
sigue como en la demostracion del Teorema 4.34. Supongamos entonces

a’ bt ce C"A(U), i,j=1,...,n,
fe H™NU), (4.87)

y sea u una solucién débil de Lu = f en U, la cual desaparezca en el sentido de trazas
a lo largo de {z,, = 0}. Fijemos cualquier 0 < ¢t < r < s, y sea W := B%(0,r) NR.
En virtud de la hipétesis de induccién tenemos que v € H™ (W) con la cota

lull ey < C(If limw) + lullzzw))- (4.88)

Ademés, de acuerdo al Teorema 4.32, u € H;""(U).
Sea ahora a un multi-indice tal que

| =m+ 1 (4.89)

y a, = 0. Entonces @ := D®u pertenece a H'(U), y desaparece a lo largo del plano
{zn, = 0} en el sentido de trazas. Ademds, tal como en la demostracién del Teore-
ma 4.32, @ es una solucién débil de Lu = f en U si f estd definida por (4.70). En
virtud de (4.81), (4.82), (4.87) y (4.88) obtenemos f € L*(W) con la cota

12y < CUS Nmriqoy + llullz@))- (4.90)

Por lo tanto, la demostracién del Teorema 4.34 muestra que @ € H(V') con la cota

lall 2y < CUIfllzowy + @l zny) < O lama@) + lullzw)).-
En virtud de (4.89)—(4.90) concluimos que

IDPull 2y < C (I fllam+swy + ull2ry) (4.91)
para cualquier multi-indice 3 con |3| =m + 3y
B, €{0,1,2}. (4.92)

Hay que extender la cota (4.91) para poder remover la condicién (4.92). Para tal efecto,
supongamos por induccién que

IDPul|r2vy < C (I fllarmsrwy + ullrzw) (4.93)
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para cualquier multi-indice 3 con || =m + 3y
/Bn:O?]'?"’?j (4'94)

para algun j € {2,...,m + 2}. Supongamos entonces que || =m+3y 5, =j+ 1.
Escribimos ahora 3 = « + 6, donde 6 = (0,...,0,2) y |v|] = m + 1. Puesto que
uw € H™P(U)y Lu = f en U, se tiene que DYLu = D7 f c.t.p. en U. Ahora

loc
suma de términos con a lo méas j derivadas con
DY Lu = a™DPu + { )

respecto a z,, y a lo mas m + 3 derivadas en total
En virtud de a™ > 6 > 0, utilizando (4.93) (4.94) que

IDPull2vy < C (Il f llamr ) + lull 2w))
siempre que |3 =m+ 3y £, = j + 1. Por induccién sobre j obtenemos entonces

ull grmsary < C (1 f |l amerwy + ull2@)-

Esta cota completa la induccién sobre m empezada en el paso 2.).

5.) Hemos demostrado que (4.81) y (4.82) implican (4.85) y (4.86), siempre que U posee
la forma (4.84). El caso general es una consecuencia de esto una vez que hayamos recti-
ficado la frontera, siguiendo las ideas explicadas en la demostracion del Teorema 4.34.

|
Iterando las cotas anteriores llegamos al siguiente teorema.

Teorema 4.36 (Diferenciabilidad infinita hasta la frontera). Sean a’,b',c € C*(U) para
i,j=1,...,ny f € C>®U). Seaw € HY(U) una solucién débil del problema de valores de

frontera Lu = f en U, u =0 sobre OU. Sea OU € C*. Entonces u € C*(U).

Demostracion. De acuerdo al Teorema 4.35 se tiene que u € H™(U) para cada m € N.
Entonces el Teorema 4.15 implica que u € C*(U) para cada k € N. [ |

4.4. Principios del maximo

Los principios del méximo estdn basados en la observacién de que si una funcién u € C?
asume su maximo sobre un conjunto abierto U en un punto xy € U, entonces

Du(zg) =0, D?u(xzg) <0, (4.95)

donde la desigualdad significa que la matriz simétrica D?u = (Ug;z;) es definida no positiva
en xy. Obviamente, andlisis basados en (4.95) tienen caracter puntual, al contrario de los
resultados deducidos por los métodos de energia en el analisis de regularidad.

En lo siguiente exigiremos que las soluciones sean al menos C?, para que valores puntuales
de Du y D?u estén bien definidos. (Sabemos de la teorfa de regularidad que una solucién
débil es tan suave, por lo menos si los coeficientes etc. son suficientemente suaves.) Se supone
en lo siguiente que el operador L posee la forma de no divergencia

n

Lu=— Z aijuxﬂj + z": biuxi + cu,

ij=1 i=1
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donde los coeficientes son continuos, y (como siempre) se supone que la condicién de elip-
ticidad esté satisfecha. Sin pérdida de generalidad se supone, ademas, que a” = a’* para
,j=1,...,n

4.4.1. Principio del maximo débil. Primero identificamos circunstancias bajo las cuales
una funcién debe asumir su maximo (o minimo) en la frontera, siempre que U C R™ sea
acotado y abierto.

Teorema 4.37 (Principio del méaximo débil para ¢ = 0). Sean v € C2(U)NC(U) yc=0
en U.

(i) Siu es una subsolucién, es decir Lu < 0 en U, entonces

mgxx U = MAax u.
U oUu

(ii) Siw es una sobresolucion, es decir Lu > 0 en U, entonces

minu = minu.
U 0
Demostracion.

1.) Supongamos primero que Lu < 0 en U, pero que existe un g € U tal que u(xg) =
méxg u. En el punto &g se tiene que Du(xg) = 0y D?u(zy) < 0.
2.) Como A = (a"(xy)) es simétrica y definida positiva, existe una matriz ortogonal

Q = (gi;) tal que QAQ™ = diag(dy,...,d,), QQ" =1I,cond, >0parak=1,...,n
Sea y = xy + Q(x — x,), entonces & — o = Q™ (y — ), luego

n n
Uz, = E Uy, Qi uxixj = E Uy QR Gl 1,] = 17 ceey N
— k=1

Entonces en xg se tiene que

n n n n
E :CL Ugiz; = E : § :a Uyy iy = § :dkuykyk <0,
k=1

ij=1 kl=14j=1

puesto que d, > 0y uy,,, (€o) < 0 para k = 1,...,n, en virtud de D*u(zy) < 0. Por
lo tanto, en x

n

Lu=— Za u%x]—i—zblux 2 0,

3,j=1
una contradiccion.
3.) En el caso general de Lu < 0 en U, sea

u?(x) == u(x) + cexp(Axy), x €U,

donde X\ > 0 serd fijado mds adelante y ¢ > 0. Como a*(x) > 0 parai = 1,...,ny
x € U, sabemos que

Luw® = Lu+ eL(exp(Az1)) < eexp(Azr)(—=A%a + Ab')
< eexp(Azy) (=A% + Al|bl|«) <0

™
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en U, siempre que A > 0 es suficientemente grande. Luego encontramos que méaxg u® =
méxgy u°. Tomando ¢ — 0 deducimos que maxy u = maxsy u, lo que implica (i).

4.) Para demostrar (ii) basta observar que —u es una subsolucién si u es una sobresolucion.

|

Teorema 4.38 (Principio del méximo débil para ¢ > 0). Sean u € C*(U)NC(U), ¢ = 0
en U, u := max{u,0}, v~ := —min{u, 0}.
(i) Si Lu < 0 en U, entonces

maxu < maxut.

U oUu
(ii) Si Lu > 0 en U, entonces

minu > —maxu .
U oUu

Comentamos que si Lu = 0 en U, entonces

max |u| = max |ul.
U ou

Demostracion del Teorema 4.38.
1.) Sea uw una subsolucién y V := {x € U | u(x) > 0}. Entonces

Ku=Lu—cu<—cu<0 enV.

Aplicando el Teorema 4.37 podemos concluir que
MAX © = Maxu = maxu™,
Vv oV ou

lo que entrega (i) si V # &; en el caso V = & ya tenemos que u < 0 en U.
2.) La afirmacién (ii) sigue de (i) si observamos que (—u)™ = u".
|

4.4.2. Principio del maximo fuerte. En lo siguiente fortaleceremos nuestro analisis de-
mostrando que una subsoluciéon u no puede asumir su méaximo en ningin punto interior de
una regioén conexa a menos que u sea constante. Este enunciado se llama principio del maxi-
mo fuerte. Este resultado depende de un andlisis sitil de la derivada du/0dv en un punto
maximo de la frontera.

Lema 4.2 (Lema de Hopf). Sean u € C2(U) N C(U) y ¢ = 0 en U. Supongamos también
que Lu < 0 en U, y que existe un punto x° € OU tal que

Ve e U: u(x®) > u(x). (4.96)

Supongamos, ademds, que existe una bola abierta B C U tal que x° € OB.
(i) En este caso,
ou, 4
— >0 4.97
(@) > 0, (197)

donde v es la normal unitaria exterior a B en x°.
(i) Sic >0 en U, la misma condicién es vdlida siempre que u(x®) > 0.
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Comentamos que la desigualdad estricta en (4.97) es importante.

Demostracion del Lema 4.2.

1.) Supongamos que ¢ = 0y que B = B°(0,r) para algtin radio r > 0. Se define la funcién
v(x) = exp(—Az|?) —exp(=Ar?), @€ B(0,r),

para A > 0 (el valor de A serd especificado abajo). Utilizando la condicién de elipticidad

uniforme obtenemos
n

Lv = Z at UJWJ + szvxz + cv

i,j=1

n

= exp(—\|z|?) (Z (AN zi; + 2067) =2 /\bixz»)
=1

ij=1
+ c(exp(—/\|w|2) - exp(—)\r2)>
< exp(—Az|?) (—40X%|x|* + 2X tr A + 2A|b||z| + ¢).
Sea ahora R := B°(0,7)\B(0,r/2). Entonces
Lv < exp(=Az|?) (—0X°r* + 2 tr A + 2X\|b|r 4+ ¢) <0 (4.98)

en R, siempre que A > 0 es suficientemente grande.
2.) En virtud de (4.96) existe una constante € > 0 tan pequena que

u(z®) > u(z) +ev(z), =« € B(0,r/2). (4.99)
Adicionalmente, notamos que
u(z’) > u(z) +ev(x), x € dB(0,r), (4.100)

puesto que v = 0 sobre 9B(0, r).
3.) Como consecuencia de (4.98), observamos que

L(u+ev—u(2") < —cu(z’) <0 en R;
por otro lado, (4.99) y (4.100) implican que
u+ev — u(wo) <0 endR.
En virtud del principio del maximo débil,
u+ev—u(z’) <0 enR.

Pero u(x?) + ev(x®) — u(x®) = 0, y por lo tanto

Ju Jv
= 0.
81/( ) te 81/( =0
Por lo tanto,
Ju ov, € o 0 9
81/( 0 > —aa—y(a: )= —;Dv(:c ) - x” = 2Xerexp(—Ar?) > 0.
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Teorema 4.39 (Principio del méximo fuerte). Sea v € C?(U) N C(U) y ¢ = 0 en U.
Supongamos tambien que U es conexo, acotado y abierto.

(i) Si Lu < 0 en U y u asume su mdzimo sobre U en un punto interior, entonces u es
constante en U.

(ii) Andlogamente, si Lu > 0 en U y u asume su minimo sobre U en un punto interior,
entonces u es constante en U.

Demostracion. Sean M := méxguy C = {x € U | u(x) = M}. Si u # M definimos
Vi={x e U |ux) < M}. Seay € V tal que dist(y,C) < dist(y,dU), y sea B la bola
del tamano mayor con centro y cuyo interior pertenezca a V. Entonces existe algin punto
2 € O tal que ° € 0B. Obviamente V satisface la condicién de la bola interior en x°, por
lo tanto el Lema 4.2, (i), implica que du/dv(x°) > 0. Pero esto es una contradiccién, ya que
Du(z°) = 0 porque u asume su méximo en &’ € U. |

Si el término ¢ es no negativo tenemos la siguiente version del principio del méaximo
fuerte. La demostracién es similar a la del Teorema 4.39, con la excepcion de que ahora se
utiliza el item (ii) del Lema 4.2.

Teorema 4.40 (Principio del méximo fuerte con ¢ > 0). Sea u € C2(U)NC(U) yc =0
en U.

(i) Si Lu < 0 en U y u asume un mdrimo no negativo sobre U en un punto interior,
entonces u es constante en U.

(ii) Andlogamente, si Lu > 0 en U y u asume su minimo no positivo sobre U en un punto
interior, entonces u es constante en U.



Capitulo 5

Ecuaciones parabdlicas de segundo orden

5.1. Espacios de Sobolev que involucran el tiempo

Para la construccion de soluciones débiles de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas
necesitamos un tipo de espacios de Sobolev que involucra aplicaciones del tiempo en espacios
de Banach. Sea ahora X un espacio de Banach real con la norma || - |.

Definicién 5.1 (Espacio LP(0,T; X)). El espacio LP(0,T; X) consiste en todas las funciones
fuertemente medibles w : [0, T] — X tales que

1/p
w||zeo,rix) = (/ |u(t) det) < oo paral<p< oo,

|w][Loo(0,1;x) = eOSSSUPH“ )|| <

\\

Definicién 5.2 (Espacio C([0,77; X)). Por C([0,T]; X) se denota el espacio de todas las
funciones continuas w : [0,T] — X tales que

wl|leqorx) = Or<ntzi>%H'u, H < 00

Definicién 5.3 (Derivada débil de uw € L'(0,7T; X)). Sea u € L'(0,T;X). Se dice que
v e LY(0,T; X) es la derivada débil de u, es decir u' = v, si

T
/ o' (t dt = —/ o(t)v(t)dt para toda funcién test escalar ¢ € C°(0,T).
0

Definicién 5.4 (Espacios de Sobolev que involucran el tiempo).

(i) El espacio de Sobolev W'P(0,T; X) consiste en todas las funciones u € LP(0,T; X)
para las cuales u' existe en el sentido débil y ' € LP(0,T; X). Ademds,

_ (/OT(H“(??)HP+Hu’(t)”p)dt>1/p para 1 < p < oo,

HUHWLP(O,T;X) =
esssup(Hu(t)H%— Hu’(t)H) para p = oo.

0<t<T

(ii) Escribimos H*(0,T; X) = W0, T; X).
Teorema 5.1 (Célculo en un espacio abstracto). Sea uw € WH(0,T; X) para algin 1 < p <
oo. Entonces

(i) w € C([0,T]; X), después de posiblemente redefinir w sobre un conjunto de medida
cero (conjunto nulo).

149
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(ii) Para todo 0 < s <t < T,

(iii) Ademas, eziste una constante que depende solamente de T tal que

Orgtég%Hu(t)H < Cllullwroo,rx)- (5.1)

Demostracion.

1.) Se extiene u a 0 sobre (—00,0) y (7T, 00), luego definimos u® = 7. * u, donde 7.

es la funcién mollifier estdndar definida sobre R'. Tal como en la demostracién del
Teorema 4.4 verificamos que (u®) = 7. * u’ sobre (,T — ¢), luego

u* —u en LP0,T;X), (u) —u en It (0,7;X) cuando ¢ — 0. (5.2)

loc

Fijando 0 < s <t < T calculamos

luego, de acuerdo a (5.2),
t
u(t) = u(s) +/ u'(7)dr para0<s<t<T ct.p. (5.3)

Como la aplicacién

t
t»—>/ u'(7)dr
0

es continua llegamos a las conclusiones (i) y (ii).
2.) La desigualdad (5.1) facilmente sigue a partir de (5.3).

Los dos teoremas siguientes se refieren a funciones uw y u' que pertenecen a espacios
diferentes.

Teorema 5.2 (Més calculo). Sea w € L*(0,T; H}(U)) conw' € L*(0,T; H-*(U)). Entonces

(i) w € C([0,T); L*(U)) (después de posiblemente modificar uw sobre un conjunto nulo),
(ii) la aplicacion t — Hu(t)Hiz(U) es absolutamente continua con

d
&Hu(t)”;w) = 2(u/(t),u(t)) para casitodo 0 <t <T.
(iii) Ademas, existe una constante C' que depende solamente de T tal que

i ()| 2y < Cllulormoy + 1Wzorm-wy)- (54)

Demostracion.
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1.) Se extiende u por cero al intervalo [—o, T + o] para o > 0, y se definen las regulariza-
ciones u® = 7). * u como en la demostracion anterior, luego para €, > 0,

(1) = w0 (1), = 2(° (1) = u (), W (1) = w0 (1)) 12y,

Entonces
= ||u5 s) — u6

Hua(t) - (s Hi2(U)

+2 / (w'(7) — u¥'(7),u () — u’ (7)) dr (5:5)

para todo 0 < s,t < T

DIzz0

Ahora sea s € (0,T) elegido tal que u(s) — u(s) en L*(U). Entonces (5.5) implica
que

limsup sup HU t)”f:?(U)

€,0—0 0<t<T

< lim (Huf’m—ué’m 2

60 Jo HH‘l v T lu(7)

7—)H12LI(}(U)> dr =0.

Asi, las funciones suavizadas {u®}o<.<; convergen en C([0,T]; L*(U)) a un limite v €
C([0,T]; L*(U)). Como también sabemos que u®(t) — wu(t) para casi todo ¢, concluimos
que u = v c.t.p.

2.) Andlogamente tenemos que

t
o O, = ) gy 2 | ) wr))

es decir identificando w con la funcién v definida arriba,

t
2 2
Hu(t)HLQ(U) = ||u(s)HL2(U) + 2/3 (u'(7),u(r))dr para0<s,t<T. (5.6)
3.) Para obtener (5.4), integramos (5.6) respecto a s, nos acordamos de la desigualdad
(', w)| < 'l -2l g o)
y realizamos algunas acotaciones.
|

Para la discusion de la teoria de la regularidad para ecuaciones parabdlicas e hiperbdlicas
de segundo orden necesitamos el siguiente teorema.

Teorema 5.3 (Aplicaciones en espacios “mejores”). Sea U C R™ abierto y acotado con una
frontera OU suave, y sea m € Ny. Sea w € L*(0,T; H"2(U)) con uw' € L*(0,T; H™(U)).
Entonces
(i) Después de posiblemente redefinir w sobre un conjunto nulo, w € C([0,T]; H™(U)).
(ii) Ewiste una constante C' dependiente solamente de T, U y m tal que

max [|[w()]| iy < Clulzozmmewy + w20 rmmwy): (5.7)
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Demostracion.

1.) Supongamos primeramente que m = 0. En este caso, w € L*(0,T; H*(U)) y v’ €
L*(0,T; L*(U)). Se elige un conjunto abierto V tal que U CC V, y se construye
una extensiéon u = Eu como en el Teorema 4.7. En virtud de (4.9) obtenemos u €
L?(0,T; H*(V)) y para una constante C' apropiada,

@l 220,752 0v)) < Cllwl|z20,75821)- (5.8)
Ademas, se tiene que w’ € L*(0,T; L*(V)) con la cota
18| 220,52200)) < Cllw|| 220,702 (07))- (5.9)

Las cotas (5.8) y (5.9) pueden ser demostradas si consideramos cuocientes de diferen-
cias en t, nos acordamos de los métodos de la Seccion 4.2.1 y observamos que E es un
operador lineal acotado E : L*(U) — L*(V).
2.) Supongamos por el momento que @ es suave. Entonces
/ Auu' dz
1%
< C(lulfew) + 1w1720)-

=2

% (/V yDanw>

No aparece ningun término de frontera al integrar por partes porque la extension u =
FEu posee soporte compacto en V. Integrando y utilizando (5.8) y (5.9) obtenemos

Du - D' dx
%

i ()| 1) < Cllulzormzw) + 1w l2orzw)): (5.10)

Obtenemos la misma cota si w no es suave, aproximando por u® := 7. *u, como arriba.
Tal como en las demostraciones anteriores sigue que u € C([0,T]; H*(U)).

3.) En el caso general m > 1, sea a un multi-indice del orden |a| < m, y sea v =
D%u. Entonces v € L*(0,T; H*(U)) y v' € L*(0,T; L*>(U)). Aplicando (5.10) con v
reemplazando v y sumando sobre todos los indices || < m obtenemos (5.7).

5.2. Ecuaciones parabdlicas de segundo orden

Las ecuaciones parabdlicas de segundo orden son las generalizaciones naturales de la
ecuacion del calor estudiada en la Seccién 2.3. Aqui estudiaremos la existencia y la unicidad
de soluciones débiles apropiadamente definidas, su suavidad y otras propiedades.

5.2.1. Definiciones. En este capitulo suponemos que U C R" es acotado y abierto, y como
antes definimos Ur := U x (0,T] para algin tiempo fijo 7' > 0. Estudiaremos primeramente
el problema de valores iniciales y de frontera

ur+ Lu= fen Up, wu=0sobredU x [0,T], u= gsobre U x {t =0}, (5.11)

donde las funciones f : Ur — Ry g : U — R son dadas y u : Upr — R es la incognita,
u = u(x,t). Laletra L denota para cada tiempo ¢ un operador diferencial parcial de segundo
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orden, el cual puede poseer la forma de divergencia
Lu=— i (a”(, t)uxi)xj + i V' (x, t)u,, + c(x, t)u (5.12)
ij=1 i=1
o la forma de no divergencia
Lu=— 2”: a” (@, )y, + 2”: Vi (x, t)u,, + c(x,t)u, (5.13)

ij=1 i=1
en ambos casos para coeficientes a”, b* y ¢, i,5 = 1,...,n, dados.

Definicién 5.5 (Operador uniformemente parabdlico). Se dice que el operador diferencial
parcial 0/0t + L es uniformemente parabdlico si existe una constante 0 > 0 tal que
Z a’(x,t)&€5 > 0|€]*  para todo (x,t) € Ur, € € R™

1,j=1

En particular, para cada tiempo fijo 0 < ¢ < T, el operador L es un operador uniforme-
mente eliptico en la variable espacial x.

Un ejemplo obvio viene dado por a”? = d;;, b' = ¢ = f = 0. En este caso, L = —A
y la EDP w; + Lu = 0 se convierte en la ecuacién del calor. Veremos que efectivamente
las soluciones de la EDP parabdlica de segundo orden general son similares (en muchos
respectos) a las soluciones de la ecuacién del calor.

En las aplicaciones fisicas, las ecuaciones parabdlicas de segundo orden generales descri-
ben la evolucion temporal de la densidad u de alguna cantidad, por ejemplo una concentracion
quimica, al interior de la regién U. El término de segundo orden Y77, a”(z, t)uy,,, describe
la difusién, el término de primer orden Y "  b'(x,t)u,, describe el transporte, y el término
de orden cero cu describe la creacion. Las ecuaciones de Fokker-Planck y de Kolmogorov
que aparacen en el estudio probabilistico de procesos de difusién igualmente son ecuaciones
parabdlicas de segundo orden.

Repitiendo el desarrollo de la Seccion 4.3, consideremos primeramente el caso de un ope-
rador L dado en forma de divergencia (5.12) y tratemos de hallar un concepto apropiado
de solucién débil del problema de valores iniciales y de frontera (5.11). Para tal efecto su-
ponemos que a”,b',c € L>®(Ur) para i,j = 1,...,n, f € L*(Ur) y g € L*(U). Igualmente
siempre se supone que a” = o/ para i,j = 1,...,n.

En analogia con la notacién introducida en el Capitulo 4 definimos la siguiente forma
bilineal dependiente del tiempo para u,v € Hy(U) y 0 <t < T c.t.p.:

n n
Blu,v;t] := / (Z a” (-, )y, vy, + Z V(- t)ug,v + c(-,t)uv) de.
U \ij=1 i=1

Para motivar la siguiente definicion de solucién débil, supongamos por el momento que
u = u(x,t) efectivamente es una solucién suave de (5.11). Ahora cambiamos nuestro punto
de vista, asociando a wu una aplicacién w : [0, 7] — H(U) definida por [u(t)](x) := u(x, 1)
para x € U, 0 < t < T. En otras palabras, no se considerarda u como una funciéon de x
y t combinados, sino como una aplicacién u de t en el espacio H}(U) de funciones de x.
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Este punto de vista altamente clarificara la siguiente presentacién. Para el problema (5.11)
definimos en forma similar f : [0,7] — L*(U) mediante [f(¢)](x) := f(x,t) para & € U,
0<t<T.

Asi, fijando una funcién v € H} podemos multiplicar la EDP w; + Lu = f por v e integrar
por partes para obtener

d
(u',v) + Blu,v;t] = (f,v) (’ = E) (5.14)
para cada 0 < t < T, donde (-,-) denota el producto interior en L?(U). Observamos que
ug = g° + Zgij en Ur (5.15)
j=1

para

n

go::f—Zbumi—cu; gj::iaijuzi, j=1,...,n.
i=1 i=1

Concluimos en virtud de (5.15) y de la Definicién 4.12, que el lado derecho de (5.15) pertenece
al espacio de Sobolev H~1(U), donde

" 1/2
Juel| -1 0y < (Z HQJH%Q(U)) < C(lull gz + 1f1lz2wy) -
=0

Esta cota sugiere tratar de buscar una solucién débil tal que v’ € H ' (U) para 0 < t < T
c.t.p. En este caso, el primer término de (5.14) puede ser escrito como (u’,v), donde (-, -) es
el producto de dualidad entre H~*(U) y H}(U).

Las presentes consideraciones motivan la siguiente definicion.

Definicién 5.6. Se dice que una funcién u € L*(0,T; HY(U)) conw’ € L*(0,T; H'(U)) es
una solucién débil del problema de valores iniciales y de frontera (5.11) si

(i) (u/,v) + Blu,v;t] = (f,v) para todo v € H3(U) y casi todo 0 <t < T, y
(i) u(0) = g.
5.2.2. Existencia de soluciones débiles.
5.2.2.1. Aprozimacion de Galerkin. Queremos construir una solucién débil del problema
parabdlico
u + Lu= fen Ur, u=0sobredU x [0,T], wu= gsobreU x {t =0} (5.16)

primeramente construyendo soluciones de ciertas aproximaciones de (5.16) de dimensién
finita y luego pasando a los limites correspondientes. Esto se llama método de Galerkin.
Maés precisamente se supone que las funciones wy = wi(x), k € N, son suaves y que

{wy }ren es una base ortogonal de Hy(U),

{wy }ren es una base ortonormal de L*(U). (5.17)
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Sea ahora m € N fijo. Estaremos buscando una funcién w,, : [0,7] — H} de la forma

Uy (£) = b, (t)wy, (5.18)

donde esperamos poder hallar coeficientes d¥ (t) (0 <t < T, k=1,...,m) de tal forma que
dt(0) = (g,wy), k=1,...,m, (5.19)

Estamos entonces buscando una funcién u, de la forma (5.18) que satisface la “proyeccién”
(5.20) del problema (5.16) sobre el espacio finito-dimensional generado por {wy, ..., wp,}.

Teorema 5.4 (Construccién de soluciones aproximadas). Para cada m € N eziste una y
sélo una funcion w,, de la forma (5.18) que satisface (5.19) y (5.20).

Demostracion. Suponiendo que la funcién w,, posee la forma (5.18), notamos a partir de
(5.17) que (u!,(t), wy) = d%/(t) para k = 1,...,m. Ademas,

Blug, wy; t] =Y e (t)d, (1), k=1,...,m,
=1

donde €*(t) := Blwy,wy;t] para k,l = 1,...,m. Sea ademas f*(t) := (f(t), ws) para k =

1,...,m. Entonces (5.20) se convierte en el sistema lineal de EDOs
di(t)+> e myd, (1) = fft), k=1,....m, (5.21)
I=1

sujeto a las condiciones iniciales (5.19). De acuerdo a la teoria estdndar de existencia de
soluciones para ecuaciones diferenciales ordinarias, existe una solucién tnica absolutamente
continua d,,(t) = (d. (t),...,d™(t)) que satisface (5.19) y (5.21) para casi todo 0 < t < T,
luego w,, definida por (5.18) es una solucién de (5.20) para casi todo 0 < ¢ < T |

5.2.2.2. Estimaciones de energia. En lo siguiente queremos considerar el limite m — oo y
demostrar que una subsucesién de las soluciones u,, de los problemas aproximados (5.19),
(5.20) converge a una solucién débil de (5.16). Para tal efecto necesitamos ciertas cotas
uniformes.

Teorema 5.5 (Estimaciones de energia). Eziste una constante C que depende solamente
de U, T vy los coeficientes de L tal que

Orgtz’g;||um||L2(U) + 1wl 20,012 0y) + N ll 220710y (5.22)

< C(If 2oy + gl 2wy), meN.
Demostracion.
1.) Multiplicando (5.20) por d¥ (t), sumando sobre k = 1,...,m y utilizando (5.18) obte-
nemos

(u),, wm) + By, up;t] = (f,u,) para0<t<T ctp. (5.23)
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En la Seccién 4.3.1 demostramos que existen constantes 6 >0y v >0 tales que
/BHUmHHg(U) < Blup, Un,; t] +7||um||L2(U) para todo 0 <t < T, meN. (5.24)

Ademas,

1 1
|(f um)| < §||f||%2(U) + §||Um||2L2(U) para 0 <t < T c.t.p.,

d /1
(ul,, Up) = e <§||'u,m||%2(U)> para 0 <t < T c.t.p.

En virtud de lo anterior, a partir de (5.23) obtenemos la desigualdad

d
&(HUWH%Q(U)) + 26Hum”§{3(U)

< Cillumlliz@y + Call FII72y para 0 <t <T ctp.

(5.25)

para constantes C y Cy apropiadas.
Ahora escribimos

2 2
Entonces (5.25) implica que
n'(t) < Cin(t) + C2€(t) para casi todo 0 <t < T,

luego la desigualdad de Gronwall en su forma diferencial (Teorema 1.9) entrega la cota
n(t) < exp(Cit) ( + 02/ (s ) 0<t<T. (5.27)
En virtud de (5.19),

7(0) = [[2tn (0|32, < l9ll32 0

luego a partir de (5.26)—(5.27) obtenemos
2
0@t§§||um 2wy < CllalZew) + 11220002 0)- (5.28)

Integrando (5.24) sobre [0, 7] y utilizando (5.28) obtenemos

T
||um||i2(o,T;H3(U)) = /0 ||’Ufm||§{3(y) dt < C(HQH%Q(U) + ”f”%Q(O,T;L?(U)))'

Fijamos cualquier v € Hg(U) con v||g1 1y < 1 escribiendo v = v' + v*, donde v' €
span{wy, ..., w,}ty (v?,w;) =0 para k =1,...,m. Como las funciones {wk}keNO son
ortogonales en H}(U), se tiene que

1.
< T que

vh).

I oy < vl <
Utilizando (5.20) concluimos para casi todo 0 < ¢

(ul,,v') + Blun, v';t] = (f,
Ahora (5.18) implica que

(ty,,0) = (g, 0) = (upy,v') = (F,0") = Bl v'11].
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Entonces, considerando que [|v*|| 1y < 1, obtenemos

[ (ur, 0)| < CUIFllz2w) + tmlli @)

luego

lwr, g1y < C(IFll2w) + 1wml 2 o))
y por lo tanto

T T
/O IIUinlliz—uU)dKC/o (£ ) + Ny o)) it

O(HQH%Q(U) + Hf”%?(O,T;L?(U))))'
[ |

5.2.2.3. FEmistencia y unicidad. En lo siguiente consideramos el limite m — oo para construir
una solucién débil del problema de valores iniciales y de frontera (5.16).

Teorema 5.6 (Existencia de una solucién débil). Eriste una solucion débil del Problema
(5.16).

Demostracion.

1.) De acuerdo a las estimaciones de energia (5.22), la sucesién {w,,}men €s acotada
en L2(0,T; HY(U)), vy la sucesiéon {u, }men es acotada en L2(0,T; H-*(U)). Por lo
tanto, existe una subsucesién {u,,, heny y una funcién w € L*(0,T; H3(U)), con v’ €
L*(0,T; H'(U)), tal que

Uy, — u  débilmente en L*(0,T; Hy (U)),

u/  —u' débilmente en L*(0,T; H ' (U)).

my

)
2.) Ahora fijamos N € N y elegimos una funcién v € C'([0,T]; H}(U)) de la forma

- i d* (t)wy, (5.30)

(5.29)

donde d',...,d" son funciones suaves dadas. Ahora elegimos m > N, multiplicamos
(5.20) por dk( ), sumamos sobre k = 1,..., N e integramos el resultado sobre ¢ para
obtener

[ (G + Blan vyt = [ (70 (5.31)

Ponemos m = m;. En virtud de (5.29) y pasando a limites débiles obtenemos

/OT(<u v) + Blu, v; t]) / (f,v)dt (5.32)

Esta identidad es vdlida para toda funcién v € L*(0,T; H}(U)), considerando que las
funciones de la forma (5.30) son densas en este espacio. Entonces, en particular

(u',v) + Blu,v;t] = (f,v) para cadav € Hy(U) y casi todo 0 <t < 7. (5.33)
A partir del Teorema 5.2 obtenemos, ademds, que uw € C([0,T); L*(U)).
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3.) Para demostrar que u(0) = g, notamos primero que en virtud de (5.32),

/0 (—(v',u) + Blu, v ]) dt = /O (f,v)dt + (u(0), v(0))
para cada v € C([0,T]; Hy(U)) con v(T) = 0.
Similarmente, a partir de (5.31) deducimos que
/0 (—(v', up) + Bluy, v;t]) dt = /0 (f,v)dt + (um(0),v(0)).

Poniendo m = my y utilizando (5.29) una vez méds obtenemos

/0 (—(v',u) + Blu, v;t]) dt:/o (f,v)dt + (g,v(0)), (5.35)

porque w,, (0) = g en L*(U). Como v(0) es arbitrario, comparando (5.34) y (5.35)
concluimos que u(0) = g.

(5.34)

|
Teorema 5.7 (Unicidad de soluciones débiles). Una solucion débil de (5.16) es tnica.

Demostracion. Basta verificar que la tnica solucién débil de (5.16) con f =0y g = 0 es
u = 0. Para demostrar esto ponemos v = w en (5.33) (para f = 0). Utilizando el Teorema 5.2
obtenemos que

% (%HU’H%?(U)) + Blu,u;t] = (v, u) + Blu,u;t] = 0. (5.36)
Como
Blu, u;t] > 5”““%}3@;) —ullfzw) = ~llulZaw),
la desigualdad de Gronwall y (5.36) implican que u = 0. [ |

5.2.3. Regularidad. En lo siguiente discutiremos la regularidad de soluciones débiles u
del problema de valores iniciales y de frontera para problemas parabdlicos de segundo orden.
Nuestra ultima meta es la demostracion que w es suave siempre que los coeficientes de la
EDP, la frontera del dominio y otros ingredientes del problema sean suaves. La siguiente
presentacion es muy similar a la de la Seccién 4.3.2.

Para ganar una idea de qué tipo de resultados de regularidad posiblemente pueden ser
vélidos, supongamos por el momento que u = u(x,t) es una solucién suave del siguiente
problema de valores iniciales y de frontera para la ecuacién del calor:

u—Au=f enR"x (0,7], u=g sobreR" x {t =0}.

Se supone, ademds, que u — 0 cuando |x| — oo suficientemente rapidamente para justificar
los siguientes célculos. En este caso, obtenemos

frdx = / (uy — Au)? dx = / (uj — 2Auu; + (Au)?) do
R™ n n

(5.37)

= / (u; + 2Du - Duy + (Au)?) dee.
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// 2D - Dutd:cds—// (|Duf? da:ds—/ |Du|2d:c‘8t.

Insertando estas dos identidades en (5.37) e integrando sobre ¢ obtenemos

sup / |Du|2daz—|—/ / (v + |D*ul?) de dt

T
<C (/ fAdxdt + |Dg|2d:r;) :
o Jre Rr

Observamos que podemos acotar las normas L? de u; y D?>u en R" x (0,7) en términos de
la norma L? de f sobre R™ x (0,T) y de la norma L? de Dg sobre R™.
Ahora diferenciamos la EDP con respecto a t y definimos @ := u;. Entonces

—Ai=f enR"x(0,T], @=g sobre R" x {t=0}

Ademas,

(5.38)

para f:=f, vy § := u(-,0) = f(-,0) + Ag. Multiplicando por @, integrando por partes y
utilizando la desigualdad de Gronwall obtenemos

T
sup/ ]ut|2d.’1:+/ D, |* dee dt
n 0 Rn

o<t<T

T (5.39)
<C (/ fAdxdt +/ (ID*g]* + f(-,0)%) da:) .
0o Jre Rn
Pero de acuerdo al item (iii) del Teorema 5.1,
()%E?%Hf ||L2(Rn) < C(Ifllr2@nxo.1) + 1 fell2@ex01))
ademas, escribiendo —Awu = f — u; encontramos como en la Seccién 4.3.2 que
D*ulfde < C | (f*+u)dz. (5.40)
R™ R™
Combinando (5.39)—(5.40) obtenemos que
T
sup / (Jue|* 4+ [D?*ul?) dee +/ / |Duy|? dee dt
0<t<T JR? 0 n (5 41)

’ 2 | 42 2 12 )
C’(/O /n(ft—i-f)da:diH— Rn|D g|*dx

para alguna constante C'.

Estos cédlculos formales sugieren que estimaciones similares a (5.38) y (5.41) son vélidas
para la solucién débil de una EDP parabdlica de segundo orden general. Por supuesto estos
célculos aun no constituyen una demostraciéon porque la solucién débil de (5.16) no posee
regularidad suficiente como para justificarlos. Efectivamente, nuestro calculo sera aplicado a
las aproximaciones de Galerkin. Para facilitar la presentacién supongamos ahora que {wy, }ren



160 5. ECUACIONES PARABOLICAS DE SEGUNDO ORDEN

es el conjunto completo de las funciones propias del operador —A sobre Hg(U), donde U es
un conjunto acotado y abierto con una frontera QU suave. Se supone, ademas, que

a’, b, ¢ (i,j =1,...,n) son suaves sobre U e independientes de . (5.42)

Teorema 5.8 (Regularidad mejorada).

(i) Supongamos que g € HY(U), f € L*(0,T; L*(U)), y que uw € L*(0,T; HY(U)), con
u' € L*(0,T; H(U)), es la solucién débil del problema (5.16). Entonces efectivamente
w e L2(0,T; H*(U))NL>®(0,T; HY(U)), v’ € L*(0,T; L*(U)), y existe una constante C
que depende solamente de U, T y los coeficientes de L tal que

/
egitsgquHu(t)HHé(U) + HUHL?(O,T;H?(U)) + [l ||L2(0,T;L2(U))

CIfllzor:e2wy + 9l maw))-

(ii) Si, ademds, g € H*(U) y f' € L*(0,T; L*(U)), entonces u € L=(0,T; H*(U)), u' €
L>(0,T; L*(U))N L*(0,T; HY(U)) yu” € L*(0,T; H*(U)), y existe una constante C
que depende solamente de U, T y los coeficientes de L tal que

egg;l;p(Hu(ﬂllmw) [ ) o)) + 1 oy + I o 10y

< C(Hf”Hl(o,T;L2(U)) + HQHHQ(U))-

Comentamos que los enunciados (i) e (ii) del Teorema 5.8 son versiones precisas de las
ecuaciones formales (5.38) y (5.41), respectivamente, obtenidas para la ecuacién del calor
sobre U = R".

Demostracion del Teorema 5.8.

1.) Fijamos m > 1, multiplicamos (5.20) por d¥'(t) y sumamos sobre k = 1,...,m para
obtener que

(ul,,u,)+ Blun,u,] = (f,u,) paracasitodo0<t<T.
Ahora notamos que Blu,,,u! ] = A+ B, donde
A= / ( A Uy W, ) de, B:= / (Z b U UL, + cumu;n> de.
ij=1 U \i=1

Como a” = a’* para i,j = 1,...,n y estos coeficientes no dependen de ¢, obtenemos
que

d /1
.A - dt <§A[um7um]) )

donde se define la forma bilineal simétrica

A[U,U] = / (Z aijua}ivmj) dw) u,v € H(%(U>
U

3,j=1
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Ademas, para cada € > 0 se tiene que

8 <

C
— Ml o) + elwnlliewy  [(F w)l < Z1F 2w + lwnlizw)-

Combinando las desigualdades anteriores obtenemos que

dr \ 2

Eligiendo € = 1/4 e integrando obtenemos

d /1 C
I+ 55 (A en]) < S (g + 17 + 22l

T
ey sap A (0, (1)
0 0<t<T

T
<C (A[um(O),um(O)} +/0 (el ) + 11 Z2) dt)

< O(HQH?{&(U) + HfH%Q(O,T;L?(U)))
de acuerdo al Teorema 5.5, donde estimamos ||wy,(0)| g2y < |9l 3 (v)- Como
Alu,u] > 49/ |Du|?dx  para cada u € Hy(U),
obtenemos que )
S99 e () [y 0y < C gy + 10 020): (5.43)

Pasando a los limites cuando m = m; — oo, concluimos que w € L>(0,T; Hy(U)) vy
u' € L*(0,T; L*(U)) con las cotas sefialadas.

En particular, para casi todo ¢ tenemos la identidad (u/,v) + Blu,v] = (f,v) para
cada v € H}(U). Esta identidad la escribimos como Blu,v] = (h,v) para h := f —u/.
Como h(t) € L*(U) para casi todo 0 < t < T, deducimos del teorema de regularidad
eliptica (Teorema 4.34) que u(t) € H*(U) para casi todo 0 < t < T, donde

HU’H%I?(U) < C(HhH%?(U) + HU’H%Q(U)) < C(HfHZﬁ(U) + HUIH%%U) + HU’H%?(U))'
Integrando y utilizando las estimaciones del Paso 2 podemos completar la demostracién
de (i).

Ahora demostraremos la regularidad superior para la soluciéon débil. Supongamos aho-
ra que g € HX(U)NHNU) y f € H'(0,T; L*(U)). Fijamos m > 1y derivamos (5.20)
respecto a t. En virtud de (5.42) obtenemos

(ﬁ;n, wk) + B[’&,m, wk] = (f/, wk), k=1,...,m, (544)
donde 4, := u/,. Multiplicando (5.44) por d*'(t) y sumando sobre k = 1,....m
obtenemos (@, Uy,) + Blty, Uy] = (f, @,,). Utilizando la desigualdad de Gronwall,
obtenemos
T
2 2
s [0 )+ [ g

o<t<T

< O[O 320y + 1132 07.207)
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< C(IF B o2y + [wmO)|zw)- (5.45)

5.) Hay que estimar el tltimo término en (5.45). Debido a nuestra seleccion de las funciones
{wg }ren, se tiene que Au,, = 0 sobre U, por lo tanto

[t ()20 < Cll A2 (0)[27) = C (2 (0), A%, (0))

Como A?u,,(0) € span{wy,...,wy,}t v (Un(0),wy) = (g,wy,) para k = 1,...,m, se
tiene que

26 (0) [ 3120y < €9, A*un(0)) = C(Ag, Aw,n(0))

1
< 5l [ + Cllltee),

por lo tanto ||, (0)|| g2y < Cllg||m2w) ¥ (5.45) implica que

T
s Oy + [ Nyt < COF B + lolfeen). (540
6.) Ahora
Bluy,wy] = (f —ul,,wy), k=1,...,m. (5.47)
Sea ) el k-ésimo valor propio de —A sobre H}(U). Multiplicando (5.47) por Apd¥ (¢)
y sumando el resultado sobre k =1, ..., m, obtenemos que para 0 <t < T
Blty, —Au,,] = (f —ul,, —Au,,). (5.48)

Como Awu,, = 0 sobre 9U, obtenemos que Blu,,, —Au,,| = (Lu,,, —Awu,,). Luego
utilizaremos la desigualdad

Bllullfrw) < (Lu, —Au) +3llulli2wy, € H*(U) N Hy (U)

para constantes 5 > 0y« > 0. (Si L fuera simétrico, podriamos haber alternativamen-
te definido {wy }xen como una base de funciones propias de L en Hj(U), asi evitando
esta desigualdad.)

A partir de (5.48) concluimos que

[t | 20y < C(I|Fl 20y + w20y + [l z20))-
Esta desigualdad, (5.46), (5.43), y el Teorema 5.2 implican que
T
, 2 2 2
0 () ot ) + [ g
< O(Hf‘ﬁ{l((),T;L?(U)) + HgHiﬂ(U))-

Pasando a los limites cuando m = m; — 0o obtenemos la misma cota para w.

7.) Queda por demostrar que u” € L*(0,T; H*(U)). Para tal efecto sea v € H}(U), con
[0l gy < 1, y sea v = v' +v® como en la demostracién del Teorema 5.5. Entonces,
en virtud de (5.44),

(u! v) = (u,v) = (u,v') = (f,v") — Blu/ ,v'] para casi todo 0 <t < T,

m? m? m?
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donde uy, = ;,. Por lo tanto, como |[v'|| g1y < 1,

"

[(um, )| < CIF 2wy + 1tz o))
luego
w10y < C1F N 2wy + tmll a2 0r))
y asf u”, es acotado en L?(0,T; H'(U)). Pasando a los limites obtenemos que u” €
L*(0,T; H1(U)), con la cota afirmada.
|

Teorema 5.9 (Regularidad superior). Supongamos que g € H*™1(U) y

k

d
- € L*(0,T; H*"**(U)), k=0,...,m.

Supongamos ademds que las siguientes condiciones de compatibilidad de orden m estan sa-
tisfechas:

dmflf
go:=9g € Hy(U), ¢1:=f(0)—Lgo € Hy(U),...,Gm = W@ — Lgm—1 € Hy(U).
Entonces
d*u 2 2m+2—2k
FeL(o,T;H (U), k=0,....m+1,
y existe una constante C' que depende solamente de m, U, T y los coeficientes de L tal que
m+1 k m k
d"u d" f
P s <C|\ 2|l + gl azmirwy | -
o || AT 20 morremea—2n)) im0 || W o zarem—2r )

Comentamos que considerando el Teorema 5.3, obtenemos que f(0) € H*™~1(U), f(0) €
H>=3(U), ..., f™9(0) € HY(U), luego go € H*™ 1 (U), g1 € H* Y (U), ..., gm € H'(U).
Entonces las condiciones de compatibilidad son requerimientos que exigen que cada una de
estas funciones se anule sobre QU en el sentido de trazas.

Demostracion del Teorema 5.9.
1.) La demostracién procede por induccién sobre m. El caso m = 0 corresponde al item (i)
del Teorema 5.8.
2.) Supongamos que el Teorema 5.9 es valido para algun m € Ny. Supongamos ahora que

k

d
g€ H™U), o € (0T R U)), k=0, m 41,

y que las condiciones de compatibilidad de orden m + 1 estén satisfechas. Sea ahora

o := u'. Diferenciando la EDP con respecto a t verificamos que & es la inica solucién
débil del problema

i+ Li = f en U, @ = 0sobre dU x [0,T], @ = gsobre U x {t =0}

para f:= f, v §:= f(-,0) — Lg. En particular, para m = 0 utilizaremos el enunciado
(ii) del Teorema 5.8 para asegurar que @ € L*(0,T; H}(U)) y @' € L*(0,T; H*(U)).
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Como f y g satisfacen las condiciones de compatibilidad de orden m + 1, las
funciones f y g satisfacen las condiciones de compatibilidad de orden m. Entonces a
partir de la hipotesis de induccion se tiene que

d"a
—— € L*(0, T; H*"*2M(U)), k=0,...,m+1,

dk’

k=0

d*a

d°f
Atk

dt*

+ (|Gl g2+ 1)
0 T H2m+2 Qk(U))

L2(0,T;H2m=2h()

para f := f'. Como @ = ¢’ podemos escribir lo anterior como

dFu .
s €L2(0 T, 2= Qk(U)), k=1,...,m+2,
dtk (]TH2m+4 2k(U))
k=1 2(0,T;H2m+2-2k(U)))
m+1 k
d*f
<O\ X |aF £ gl )
dt ()TH2m+2 Qk(U))

Aqui utlhzamos la siguiente cota que es una consecuencia del Teorema 5.3:
[F O] romsr gy < CUFllz0smrzms2wyy + I F z2,ir2m ) -

3.) Ahora escribimos para casi todo 0 < t < T: Lu = f —u' =: h. De acuerdo al
Teorema 4.35, se tiene que

||u||H2m+4(U) < C(||h||H2m+2(U) + ||u||L2(U))
< C(1f | tzmrzwy + | || zmszy + [Jull 2)-

Integrando con respecto a t sobre [0,7] y sumando la expresion resultante a (5.49)

obtenemos
dtk OTH2m+4 Zk(U))
m—+1 k
d"f
<C Z —5 + gl zremray + 1l 2oz | -
dt OTH2m+2 Qk(U))

Como

lull 20,220y < CU1Fllz0msz2@y + N9l 2@))
obtenemos asi el enunciado del Teorema 5.9 para m + 1.

Aplicando el Teorema 5.9 para m = 0,1,2, ..., podemos demostrar el siguiente teorema.
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Teorema 5.10 (Diferenciabilidad infinita). Supongamos que g € C*(U), f € C>=(Ur), y que
las condiciones de compatibilidad de orden m estan satisfechas param = 0,1,2,.... Entonces
el problema de valores iniciales y de frontera (5.16) posee una solucién unica u € C*(Ur).

Tal como hicimos para operadores elipticos en el Capitulo 4, hemos logrado aplicar esti-
maciones de “energia”’ bastante simples para producir una solucién suave del problema de
valores iniciales y de frontera parabdlico (5.11). Este resultado requiere que las condiciones
de compatibilidad (5.48) esten satisfechas para todo m, y estas condiciones son necesarias
para la existencia de una solucién suave sobre la totalidad de Up. Comentamos que también
se pueden estimaciones interiores analogas a los resultados para EDPs elipticas obtenidos en

los Teoremas 4.31, 4.32 y 4.33. Tales resultados no dependen de las condiciones de compati-
bilidad.

5.2.4. Principios del maximo. En esta seccion desarrollaremos el principio del maximo
y la desigualdad de Harnack para operadores parabdlicos de segundo orden. En lo siguiente
suponemos que el operador L posee la forma de no divergencia (5.13), donde las funciones
a’, b' y ¢ son continuas. Siempre se supone que la condicién de parabolicidad uniforme (ver
Definicién 5.5) estd satisfecha, y que a” = @’ para i,j = 1,...,n. Recordamos también que
la frontera parabdlica de Ur es I'r := UT\UT.

Teorema 5.11 (Principio del maximo débil). Sea u € C*(Ur) N C(Ur) y c =0 en Up.
(i) Si
U + Lu < 0 en UT (550)

(en tal caso, u se llama subsolucién), entonces méaxy,, u = Maxp, u.
(ii) Siu;+ Lu > 0 en Ur (u se llama sobresolucién), entonces ming,. u = minr,, u.

Demostracion.

1.) Supongamos primeramente que la siguiente desigualdad estricta es valida:
u+ Lu <0 en Ur, (5.51)

pero que existe un punto (g, ty) € Uy tal que u(xo, tg) = maxg,, u.

2.) Si0 <ty < T, entonces (xg,ty) pertenece al interior de Uz, por lo tanto u; = 0 en
(o, to) porque u asume su maximo en este punto. Por otro lado, Lu > 0 en (xo, tp),
como explicamos en la demostracion del Teorema 4.37. Por lo tanto, u; + Lu > 0 en
(xo,t0), lo que se contradice con (5.51).

3.) Supongamos ahora que ty = T. Ahora, como u asume su maximo sobre Ur en (xo, to),
obtenemos que u; = 0 en (xg,ty). Como ademéds tenemos la desigualdad Lu > 0 en
(o, to), nuevamente llegamos a la contradiccién causada por u; + Lu > 0 en (xg, to).

4.) En el caso general, cuando (5.50) es vélido, escribimos u®(x,t) := u(x,t) — et para
e > 0. Entonces ui + Lu® = uy + Lu — ¢ < 0 en Uy, luego méxg, u® = maxr, u®.
Tomando € — 0 obtenemos méxg,, u = méxp, u, lo que demuestra (i).

5.) Como —u es una subsolucién siempre cuando u es una sobresolucién, inmediatamente
obtenemos que (ii) igualmente es valido.
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En lo siguiente permitiremos términos de orden cero.
Teorema 5.12 (Principio del maximo débil para ¢ > 0). Sea u € C2(Ur) N C(Ur) yc >0
en Ur.

(i) Sius+ Lu <0 en Up, entonces maxg, u < maxp, u'.
(ii) Sius+ Lu > 0 en Ur, entonces ming,, u > — maxp, u~.

En particular, si uy + Lu =0 en Up, entonces maxg,. |u| = méxr, |ul.

Demostracion.

1.) Supongamos que u satisface
ur+ Lu <0 en Up (5.52)

y que u asume un maximo positivo en un punto (xg,tg) € Ur. Como u(xg,tg) > 0y
¢ > 0, como arriba llegamos a la contradiccién u; + Lu > 0 en (xg, to).

2.) Si en lugar de (5.52) tenemos solamente u; + Lu < 0 en Urp, entonces u®(x,t) =
u(zx,t) — et satisface uf + Lu® < 0 en Upr. Ademads, si u asume un méximo positivo
en algtiin punto de Ur, también u® asume un méaximo positivo en algin punto de Uy,
siempre cuando € > 0 es suficientemente pequeno. Pero tal como en la demostracién
anterior, asi llegamos a una contradiccion.

3.) La demostracién de (ii) es andloga.

La desigualdad de Harnack afirma que si u es una solucién no negativa de la EDP
parabdlica, entonces el maximo de u en alguna region interior en un tiempo positivo puede
ser estimado por el minimo de u en la misma regién en un tiempo posterior.

Teorema 5.13 (Desigualdad de Harnack parabdlica). Sea v € C3(Ur) una solucién de
u+ Lu=0 en Ur, (5.53)

y que uw = 0 en Up. Sea V CC U conexo. Entonces para cada 0 < t; < to < T existe una
constante C', que depende solamente de V', tq, to, y los coeficientes de L, tal que

supu(-,t;) < Cinfu(-,t). (5.54)
% 14

Este enunciado es valido si los coeficientes son continuos, o incluso son solamente acotados
y medibles. En la siguiente demostracién consideraremos solamente el caso b = ¢ = 0, y que
las funciones a” son suaves (i,7 = 1,...,n). Los siguientes cdlculos son elementales, pero
delicados.

Demostracion del Teorema 5.135.

1.) Sea v :=logu en Uy. Utilizando (5.53), calculamos que

vy = Z aijvxixj + aijvﬂvm]. en Ur. (5.55)

3,j=1
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Definiendo
n n
w = Z R Z a7 Vg, Vg, (5.56)
ij=1 ij=1

podemos escribir (5.55) como v; = w + W.
A partir de (5.56) y de vy = w + @ calculamos que

Uzt = Weypay + Z 2aijvxixkxlvxj + 2aijvxixkvxjxl + Ra
ij=1
donde para cada € > 0 el término R satisface una desigualdad del tipo
|R| < e|D*v|? + C(e)|Dv* + C, (5.57)

luego

n
E kl kl
Wy = a kaaf:lt + a/t Ua:kacl

k=1
Kl
= E A" Wy 7, + 2 E a”vx Wy, + 2 E a ™ Vi, V22 + I,
k=1 ij=1 ik l=1

donde R es otro término que satisface (5.57). Por lo tanto, eligiendo £ > 0 suficiente-
mente pequeno y acordandonos de la condiciéon de parabolicidad uniforme obtenemos
que

wy — a"wg, 5 + Zbkwmk > 6°|D*|* — C|Dv]* - C, (5.58)
k=1 k=1
donde
W= —QZaklvxl, k=1,...,n. (5.59)
La desigualdad (5.58) es una desigualdad diferencial para w, y nuestra préxima tarea

consiste en desarrollar una desigualdad similar para . Efectivamente, utilizando (5.56)
y (5.55) calculamos que

n n
~ ij kl
wy — a” wxm =2 g a”vg; | Viz; — " Vg 2y,

k=1 ij=1 k=1

(3
-2 E aa® vxwkvxm—i—R,

i,5,k,l=1

donde R es otro término residual que satisface (5.57) para todo ¢ > 0. Utilizando
(5.55) v (5.59) obtenemos

Uy — Z A"y, 4, + Zbkka > —C|D*v|* — C|Dvf* = C en Ur. (5.60)

k=1



168

5. ECUACIONES PARABOLICAS DE SEGUNDO ORDEN

4.) Ahora ponemos w := w + kw, donde la constante k > 0 serd elegida més adelante.

Combinando (5.58) y (5.60) deducimos que

X & R L 02
Wy — klzl aklwmkrz + ;bkka > 5|D2U|2 . C‘DU|2 o C, (5.61)

siempre que 0 < k < 1/2 ha sido fijado suficientemente pequeno.

5.) Sea ahora V' CC U una bola abierta y 0 < t; < to < T. Sea ¢ € C*°(Ur) una funcién

de corte tal que 0 < ¢ < 1, ( = 0sobre I'r y ¢ = 1 sobre V' x [t1, t5]. Notar que ( se
anula a lo largo de {t = 0}.
Sea ahora p > 0 una constante a ser ajustada mas adelante, y supongamos que

¢ + pt asume un minimo negativo en algin punto (xo,ty) € (0, T]. (5.62)
Entonces
(g, + 4, w =0 en (xg,t), k=1,...,n, (5.63)
ademas

n

0> (¢t + pt)y — Z a" (CPD + pt) gy, €D (00, o).
kl=1

Concluimos que en (xg, ty),

0> o+ C4 (wt - Z akl@@ﬂ) —2 Z akl(c4)$lw$k + R’

k=1 k=1
donde
|R| < O (5.64)
Ahora a partir de (5.61) y (5.63) obtenemos

0 - -
0> p+¢? <5|D2v\2 — C|Dvf* - C — Zbkwwk> + R,
k=1

donde R es otro término residual que satisface (5.64). Utilizando (5.63) y (5.59) con-
cluimos que

0> -
0> pu+c¢! (5|D%|2 — C|Dv]* — C) + R, (5.65)

donde ahora
|R| < CCPw| + CC|Dul|w). (5.66)

Recordemos que las desigualdades (5.65) y (5.66) son vélidas en el punto (o, %)
donde la funcién ¢*@ + pt asume un minimo negativo. En particular, en este punto
W =w+ kW < 0. En virtud de la definicién (5.56) de w y w, concluimos que

IDv|* < C|D?v), (5.67)
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luego || < C|D?v| en (xg, ). En virtud de lo anterior, (5.66) implica que
|R| < CC|D%0| + CC*ID*[*? < e¢* D] + C(e), (5.68)

donde utilizamos la desigualdad de Young con ¢, (1.7). Utilizando (5.65), (5.67) y
(5.68) finalmente llegamos a una contradiccién a (5.62), siempre que p ha sido elegido
suficientemente grande.

6.) En virtud de lo anterior, (*1 + ut > 0 en Up, en particular @ + ut > 0 en V X [ty, o).
Utilizando vy = w 4 w concluimos que existen constantes «, 5 > 0 tales que

v = alDv|? — B en V x [ty, ). (5.69)

7.) La desigualdad diferencial (5.69) para v = logu nos lleva a la desigualdad de Harnack
como describiremos a continuacion. Fijamos x1, 2 € V' y to > t1. Entonces

1

d

v(xe, ty) —v(xy, 1) = / Ev(sz@ + (1= s)@q, sty + (1 — s)t1) ds
0

= /0 (Dv . (CCQ - 5131) + Ut(t2 - tl)) ds

1
> / <—|Dv||:v2 —x1| + (t2 — t1) (a|Dof* — 5)) ds > —,
0

donde 7 depende solamente de «, 3, |x1 — x2| y |t1 — t2|. Por lo tanto, v = logu en
Ur implica que log u(xs,ta) = logu(xy,t1) — 7, es decir u(xq, ta) = exp(—y)u(x,t1).
Esta desigualdad se obtiene para cada @, @2 € V, por lo tanto la desigualdad (5.54)
es valida si V' es una bola. En el caso general se recubre V' CC U con bolas y se aplica
esta cota en forma repetida.

|
Utilizando la desigualdad de Harnack, podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 5.14 (Principio del maximo fuerte). Sea u € C2(Ur) N C(Ur) y ¢ = 0 en Uy.
Ademads, sea U conexo.

(1) Si us + Lu < 0 en Up y u asume su mdzimo sobre Ur en un punto (xg,ty) € Ur,
entonces u es constante en Uy, .

(i) Si ug + Lu = 0 en Up y u asume su minimo sobre Ur en un punto (xo,ty) € Ur,
entonces u es constante en Uy, .

Comentamos que el Teorema 5.14 ilustra que las ecuaciones diferenciales parciales uni-
formemente parabdlicas exhiben el fenémeno de “velocidad de propagacion infinita de per-
turbaciones”.

Para las siguientes demostraciones supondremos que la solucién u y los coeficientes de L
efectivamente son suaves.

Demostracion del Teorema 5.14.

1.) Supongamos que u; + Lu < 0 en Ur, y que w asume su maximo en un punto (&, ty) €
Ur. Sea ahora W un conjunto suave y abierto tal que W CC U, con &y € W, y sea v
la solucion del problema v; + Lv = 0 en Wy, v = u sobre Ap, donde A7 denota la
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frontera parabdlica de Wr. Entonces, en virtud del principio del maximo débil, u < v.
Como u < v < M para M := méxg,. u, concluimos que v = M en (xo, ty).

Sea ahora v := M — v. Como ¢ = 0, sabemos que v, + Lv =0y v > 0 en Wp. Sea V
cualquier conjunto conexo con V. CC W, @y € V. Sea 0 < t < ty. Entonces debido a
la desigualdad de Harnack,

x0(-,t) < Cinf 5(-, to). .
m‘ng( 1) < Clr‘}fv( .to) (5.70)

Pero infy 0(-,t9) < 0(xp,tp) = 0. Como ¢ > 0, (5.70) implica que © = 0 sobre V' x {t}
para cada 0 < t < ty. Esta derivacion es vélida para cualquier conjunto V' como arriba,
por lo tanto v = 0 en Wy, es decir v = M en W,,. Como v = u en Ay, concluimos
que u = M sobre OW x [0, to]. Esta conclusién es vélida para todos los conjuntos W
como arriba, por lo tanto u = M en Uy,.

Teorema 5.15 (Principio del maximo fuerte para ¢ > 0). Sea v € C3(Ur)NC(Ur) yc >0
en Up. Sea U conexo.

(i)
(i)

Siu, + Lu < 0 en Up y u asume un mdrimo no negativo sobre Up en un punto
(o, to) € Ur, entonces u es constante en Uy, .
St ug + Lu = 0 en Upr y u asume un minimo no positivo sobre Ur en un punto
(xo,to) € Ur, entonces u es constante en Uy, .

Demostracion.

1)

2.)

Tal como arriba, sea M := maxp,, u. Supongamos que M > 0, u; + Lu < 0 en Up, y
que u asume este maximo M en algin punto (xg, o) € Ur. Si M = 0, podemos aplicar
la demostracion anterior directamente porque en este caso, v;,+Lv =0y v > 0 en Wrp.
Supongamos ahora que M > 0. Tal como en la demostracion del Teorema 5.14, ele-
gimos un conjunto W CC U suave y abierto tal que xy, € W. Sea v la solucién del
problema v; + Kv = 0 en Wy, v = u" sobre Az, donde Kv := Lv — cv. Notamos
que 0 < v < M. Como u; + Ku < —cu < 0 sobre {u > 0}, concluimos a partir del
principio del maximo débil que u < v. Como en la demostracién del Teorema 5.14 se
tiene que v = M en (@, to).

Sea ahora v := M — v. Como el operador K no posee términos de orden cero, se tiene
que vy + Kv =0y v > 0 en Wy. Sea ahora V' CC W cualquier conjunto conexo con
xo € V. Sea 0 <t < ty. Entonces, tal como en la demostracion del Teorema 5.14, la
desigualdad de Harnack implica que v = u* = M sobre OW x [0,to]. Como M > 0,
concluimos que u = M sobre OW x [0,ty]. Esta discusién es valida para todos los
conjuntos W como arriba, por lo tanto u = M sobre Uy,.



