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Capitulo 1

El espacio de los niimeros complejos

En el Calculo I extendimos el cuerpo Q de los niimeros racionales al cuerpo R de los
niumeros reales porque el cuerpo Q nos parecié insatisfactorio en muchos aspectos. Una de
las motivaciones principales de extender QQ era la existencia de sucesiones de Cauchy en Q
que no poseen limite en Q. No obstante, el cuerpo R atin no satisface todos los deseos,
considerando que una ecuacién tan simple como

2+1=0

no posee solucion en R. Para resolver este problema extenderemos ahora el cuerpo R al cuer-
po C de los nimeros complejos. Al contrario de la extensién de Q a R, la cual esencialmente
es un proceso analitico (asegurando la convergencia de sucesiones de Cauchy), la presente
extension es mucho méas simple y de naturaleza algebraica.

1.1. El cuerpo de los niimeros complejos
Definimos un nimero complejo como par de niimeros reales.

Definicion 1.1.

1. Un nimero complejo z es un par de nimeros z = (x,y), z,y € R, donde x se llama
parte real de z, e y se llama parte imaginaria de z. FEscribimos

r =Re(z), y=Im(2),
donde si no hay confusion omitiremos las paréntesis, escribiendo x = Re z, y = Im z.
2. Dos numeros complejos zy = (x1,y1) y 22 = (x2,y2) se dicen iguales si x7 = xo e

Y1 = Y2.
3. El conjunto de los nimeros complejos es denotado por C.

Esta definicién nos permite visualizar el conjunto C en R2, por lo tanto C también es
denotado plano de numeros de Gauss, ver Figura 1.1.

Hasta ahora hemos definido C sélo como conjunto, donde en forma un poco apresurada
denotamos los elementos como nimeros. Demostraremos ahora que mediante definiciones
apropiadas de la adiciéon y de la multiplicacion el conjunto C efectivamente se convierte en
un cuerpo, donde a continuacién recordamos la definicion de un cuerpo.

Definicién 1.2. Un cuerpo es un conjunto K en el que se han definido dos operaciones, +
Y -, llamadas suma y multiplicacién respectivamente, que cumplen las siguientes propiedades:
1. El conjunto K es cerrado para la adicion y la multiplicacion (o mds formalmente, +
y - son operaciones mateméticas en K ), es decir
paratodoa,be K: a+be Kya-beK.

7
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FIGURA 1.1. Visualizacién del conjunto C en R? (plano de ntimeros de Gauss).

2. Asociatividad de la adicion y la multiplicacion:
para todo a,b,c € K: a+ (b+¢)=(a+b)+c¢
para todo a,b,c € K: a-(b-¢)=(a-b)-c. (1.2)
3. Conmutatividad de la adicion y la multiplicacion:
para todo a,b € K: a+b=0b+a;
para todo a,be K: a-b=0b-a.
4. FExistencia de un elemento neutro para la adicion y la multiplicacion:
existe un elemento 0 € K tal que para todo a € K, a + 0 = a;
existe un elemento 1 € K tal que para todoa € K, 1-a = a.
5. Fxistencia de elemento opuesto y de inversos:
Para todo a € K existe un elemento —a € K tal que a + (—a) = 0; (1.7)
para todo a € K, a # 0 existe un elemento a ™' € K tal que a-a ' = 1.
6. Distributividad de la multiplicacion respecto de la adicion:
para todo a,b,c € K: a-(b+c¢)=(a-b)+ (a-c). (1.9)
Definicién 1.3. Sean z; = (x1,41) € C y 29 = (22, y2) € C.
1. Se define la suma 2, + zo por el nimero complejo
21+ 2o = (21 + T2, Y1 + Y2).
2. Se define el producto z1z5 por el niimero complejo
2129 = (T1%2 — Y1Y2, T1Y2 + Tay1).

Teorema 1.1. El conjunto C conjuntamente con las operaciones de adicion y multiplicacion
definidas en la Definicion 1.8 forma un cuerpo.

Demostracion. Sean ahora z; = (z1,v1), 20 = (%2,¥2) v 23 = (x3,y3) nimeros complejos
arbitrarios. Notamos primeramente que 2z, + 25 € Cy 2129 € C, ya que la suma y el producto
de dos nimeros complejos (es decir, de dos pares de niimeros reales) nuevamente entrega un
nimero complejo (un par de nimeros reales). Por otro lado, calculamos

21+ (22 + 23) = ($1 + (z2 +23), 91 + (Y2 + ys)) = (($1 +12) + w3, (Y1 + 32) + ys)
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= (21 + 22) + 23,

(2122) 23 = (210273 — Y1Y2T3 — T1Y2Y3 — T2Y1Y3, T1T2Y3 — Y1Y2ys + T3y1Y + T3T2y1)
= (12273 — T1Y2Y3 — Y1T2Y3 — Y173Y2, T1T2Y3 + T123Y2 + T2T3Y1 — Yoy3y1)
= 21(2223),

lo que demuestra la asociatividad de la adicién y la multiplicacién, (1.1) y (1.2);
2tz = (Tt 2o,y Hy2) = (224 21,92+ Y1) = 22+ 21,
2122 = (X122 — Y1Ya, T1Yo + Tay1) = (T221 — Yot Y1%2 + Y1) = 2021,

lo que demuestra la conmutatividad de la adicién y la multiplicacién, (1.3) y (1.4); eligiendo
el nimero complejo 0 = (0,0) como elemento neutro de la adicién (elemento nulo), tenemos

21+ 0= (21 +0,51 +0) = (z1,51) = 21
y eligiendo como elemento neutro de la multiplicacién (unidad) en C el nimero complejo
e=(1,0),
ez; = (x1,y1) = 21,

lo que verifica la existencia de un elemento neutro para la adicién y la multiplicacién, (1.5) y
(1.6); eligiendo como elemento inverso de la adicién (elemento opuesto) el nimero complejo
—z1 = (=1, —y1) obtenemos

2+ (—2) = (331 + (—21), 51 + (—yl)) = (0,0),

lo que comprueba (1.7); si z; # 0, entonces z; # 0 0 y; # 0 y por lo tanto 2? + 32 > 0. Si
como elemento inverso de la multiplicacién elegimos

o Zy —Y
' af+yt et +yi)

2 2
—1 Ty Y1 —T1Y 1
z1(2y7) = + , + =(1,0) =e,
=) (l‘%ﬂﬁ v+ 2+l x?+y%> (1.0

entonces

lo que demuestra (1.8), y finalmente,
(21 + 22)23 = (v173 + Ta¥3 — Y1Y3 — YoU3, T1Y3 + T2Y3 + T3y1 + T3Y2)
= (123 — Y1Y3, T1Y3 + T3y1) + (T2Zs — YoUs, TaYs + T3Ya) = 2123 + 2223,
lo que comprueba (1.9), la distributividad de la multiplicacién respecto de la adicion. [ |

A raiz de lo anterior hemos demostrado que C es un cuerpo, por lo tanto se pueden aplicar
todas las reglas para el célculo en un cuerpo general. En particular, para z; = (x1,1,) € C
y 29 = (22, y2) € C las ecuaciones

2+t z=20 zz=2z (21#0)
poseen soluciones unicas dadas por

z=z20+(—21) = 20— 21 = (T2 — 1, Y2 — V1)
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2= (Y = 22 (€2, )< T —U > - ($1$2 T YiYe —Tay1 + $1y2)
— <2 - - 2, Y2 ) - ) )
L v+t ol +uf i + i i + i

respectivamente.

Enfatizamos que al contrario del cuerpo R, no podemos definir un orden sobre C. Al
respecto recordamos los siguientes conceptos.

Definicién 1.4. Sea X un conjunto y < una relacion binaria sobre X . Entonces esta relacion
se dice orden sobre X si satisface lo siguiente para todo a,b,c € X :

1. Sia € X, entonces a < a (reflexividad).

2. Sia<byb<c entonces a < ¢ (transitividad).

3. Sia<byb<a, entonces a ="b (antisimetria).

4. Para todo a,b € X, a <b ob< a (totalidad o completitud).

Notamos que un orden sobre un conjunto X también se llama orden total, donde notamos
que la condicién de totalidad implica reflexividad, esto es, a < a para todo a € X, por lo
tanto, un orden total es también un orden parcial, esto es, una relacion binaria reflexiva,
antisimétrica, y transitiva. Un orden total, entonces, puede también definirse como un orden
parcial que sea “total”, es decir que cumpla con la condicién de totalidad.

Definicién 1.5. Sea K un cuerpo con las operaciones de adicion y multiplicacion denotadas

por “+7 y “7 respectivamente, y sea < un orden (u orden total) sobre K. Entonces se dice
que (K, <) es un cuerpo ordenado si se verifican los siguientes axiomas:
para todo a,b,c € K: sia <b, entonces a+c<b+c. (1.10)
para todo a,b € K: sia>0yb>0, entonces ab > 0. (1.11)

Teorema 1.2. Ningun orden total sobre C le puede dar estructura de cuerpo ordenado.

Demostracion. Supongamos que C fuera un cuerpo ordenado con el orden <. Como e # 0,
tenemos € > 0 0 e < 0. En el primer caso (e > 0) tenemos e* = e¢-e > 0 (por (1.11)), y como
e#0,e-e=e > 0. Pero para el nimero complejo z = (0, 1), que es diferente del elemento
nulo de la adiciéon obtendriamos

0<2z=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —e,

lo que implica e < 0, una contradicciéon, la cual implica que es imposible definir un orden
sobre C. [ |

Concluimos que C es un cuerpo, pero no es un cuerpo ordenado. Es decir, las relaciones
“mayor que” o “menor que” no tienen sentido para nimeros complejos.

1.2. Inmersion de R en C

El cuerpo C consiste en pares de nimeros reales. Nos interesa ahora si C efectivamente
es una extensiéon de R, es decir si podemos ‘“recuperar” los numeros reales dentro de los
nimeros complejos. Para discusion el concepto del isomorfismo serd muy importante.
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Definicién 1.6. Se dice que dos cuerpos Ky y Ky son isomorfos si existe una aplicacion
biyectiva

F: D(F) =K, >a— F(z) € K, = B(F)
(donde D(F) y B(F') denotan el dominio y la imagen de F', respectivamente) tal que para
todo x,y € Ky se verifica
Flx+y)=F(z)+F(y), F(z-y)=F(@) F(y).

Teorema 1.3. El conjunto Cg := {z € C| z = (2,0)} forma un cuerpo con respecto a las
operaciones de C.

Demostracion. Tarea. [ |
Teorema 1.4. Los cuerpos R y Cr son isomorfos.

Demostracion. Consideremos la aplicaciéon F' : R — Cg definida por F(z) = (2,0) con
D(F) =R.

1. Evidentemente, la aplicacion F' es biyectiva con B(F') = Cg.

2. Para todo x,y € R tenemos

Fle+y)=(r+y,0) = (2,0)+ (y,0) = F(z) + F(y),
Flz-y) = (z-y,0) = (2,0) - (y,0) = F(z) - F(y).
Concluimos que R y Cg son isomorfos. [ |

De acuerdo a lo anterior, no importa si calculamos en R de acuerdo a las reglas del
calculo de R o en Cg con las reglas del calculo en C. Por tal razén identificamos los niimeros
reales con los nimeros real-complejos y escribimos (z,0) = x, en particular 0 = (0,0) =0y
e =(1,0) = 1. Ademés, usualmente se denota el nimero complejo

i:=(0,1)
como unidad imaginaria. Para el cuadrado de i obtenemos
i =(0,1)(0,1) = (=1,0) = —1,
es decir i es una solucién de la ecuacién 22 + 1 = 0. Como
2= (z,y) = (2,0) + (0,1)(y, 0),
podemos escribir la representacién normal
z =1+ 1y.

Indicamos a continuacion las representaciones normales de sumas, productos y cocientes de
nimeros complejos.

Teorema 1.5. Sean z; = x1 + iy1, 20 = o + iy € C. Entonces
21+ 290 =21 + X9 +1(y1 +y2),

229 = 122 — Y1Y2 + 1(z1y2 + 241),
A Tite +y1y2 . —T1Y2 + Tay1
2 x5+ ys x5+ Y3
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(a) (b)
y

Zl+22
z=x+1iy —
________ | 22 /

|

|

|
— -1 () 1 .y
1 T 2 0 1 2

FIGURA 1.2. (a) Visualizacion de los niimeros complejos por vectores del es-
pacio V2, (b) visualizacién de la adicién de dos niimeros complejos.

Demostracion. Trivial. ]

1.3. C como espacio vectorial bi-dimensional

Demostraremos ahora que C también es un espacio vectorial bi-dimensional si definimos
la adiciéon de dos vectores en el espacio vectorial por la adicion en C y la multiplicacién
escalar en el espacio vectorial por la multiplicaciéon en C por un niimero complejo real.

Teorema 1.6. El cuerpo C conjuntamente con la adicion en C y la multiplicacion escalar
Az =N 0)(z,y) = (Az, Ay), AER, (1.12)
forma un espacio vectorial bi-dimensional sobre R con la base {1,1}.

Demostracion. Como la adicion es idéntica a la adicién en C y la multiplicaciéon escalar es
definida por (1.12) como caso particular de la multiplicacién en C las propiedades de un cuer-
po (ver Definicién 1.2) y la representacién normal inmediatamente implican las propiedades
de un espacio vectorial. [ |

En lo siguiente visualizaremos los ntimeros complejos tanto por puntos en R? (ver Fi-
gura 1.1) como por vectors en V2 (ver Figura 1.2 (a)). Mediante la representacién vectorial
también podemos visualizar la adicién de dos numeros complejos (Figura 1.2 (b)), la cual
exactamente corresponde a la adicién vectorial en V2.

1.4. Niumeros complejos conjugados, valores absolutos

Para el calculo de los niimeros complejos definiremos ahora el conjugado de un ntimero
complejo.

Definicién 1.7. Para z = x + iy € C el nimero
Z=x—1y
se llama conjugado de z.

Para las operaciones de niimeros complejos conjugados se tienen las siguientes reglas.
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Teorema 1.7. Para z, 21, 29 € C se tienen las siguientes reglas:

21+ 29 :214-22; (113)
21+ Rg = 21 . 22; (].].4)
Z1 21
— | == 0); 1.15
(2)=2 zo (1.15)
(2) = = (1.16)
1 B 1 _
Rez=-(2+2), Imz=—(z—2). (1.17)
2 2i
Demostracion. Tarea. [ |

Para el estudio de nimeros complejos el concepto del valor absoluto o modulo de un
nimero complejo es muy importante.

Definicién 1.8. Para z = x + iy € C el numero real
|z| = /2% +y?
se llama valor absoluto o moédulo de z.

Teorema 1.8. Para z, 21,25 € C tenemos las siguientes reglas:

|z =0y |z| =0siysdlosiz=0; (1.18)
2| = |2l y 2] = V2% (1.19)
|2122| = |Zl||22| (120)

Demostracion. La demostracién de (1.18) es trivial. Para demostrar (1.19), notamos que si

z = x + iy, entonces
o = Va4 = |2

y ademas,
22 = (¢ +iy)(z —iy) = 2* +4° = |2*

Finalmente, de acuerdo a (1.19) y el Teorema 1.7,

|2122| = \/ (2122)(2122) = \/2122(5152) =221 -V 2Z = |2 - |2l

lo que demuestra (1.20). |

Tal como en el caso real tenemos la desigualdad triangular.
Teorema 1.9. Para z1, 2o € C se tienen las siguientes desigualdades:
|21 + 22| < |21 + |22f;
|21 + 29| = Hzl\ — |z2\|.

Demostracion. Tarea. [ ]
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FI1GURA 1.3. Representacion en coordenadas polares z = r(cos ¢ +isen ¢) de
un numero complejo z = = + iy.

)
7 —— ‘z:x+iy
||
®Y |
0 % : >z
—Y q------------ ‘sz—ly

F1GURA 1.4. Representacion en coordenadas polares de z y Z.

1.5. Representacion de nimeros complejos en forma polar

A parte del sistema de coordenadas cartesianas frecuentemente utilizaremos un sistema
de coordenadas polares (r, @) para describir puntos en C. Si z = (x,y) # 0, entonces existen
re Ry R tales que

T =TCcosp, Y =rseny,
donde
r=+z2+y> =z

y ¢ denota el dngulo, determinado hasta un multiple de 27, formado entre el eje x positivo
y el vector z, ver Figura 1.3.

Definicién 1.9.

1. Una representacion
z=r(cosp+isenp) (z#0)

se llama representacion en coordenadas polares del nimero z.
2. Para 0 < ¢ < 271 definimos ¢ = arg, z, el argumento de z.

Teorema 1.10. Si z = r(cosp +iseny), entonces z = r(cos(—p) + isen(—¢)).
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Yy
I 02129
| 2122
Ay
® 29
B
Y1 © ’Zl‘ P AL
~
A
X‘Pl !
0 ¢ > T
0 1

FiGuraA 1.5. Construccion geométrica de z1 2.

Demostracion. Obtenemos

Z =r(cosp + isenyp) = r(cos — isen p) = r(cos(—¢) + isen(—y))
(ver Figura 1.4). |

Ya vimos que la representacion vectorial nos permite visualizar la suma y la diferencia de
dos niimeros complejos. Demostraremos ahora que mediante la representacién en coordena-
das polares también podemos visualizar el producto y el cociente de dos niimeros complejos.

Teorema 1.11. Sean z; = ri(cosp; +isen) y zo = ra(cos g + isen q), entonces
2129 = T1T9 (COS(SOI + o) +isen(p; + 902)).
Demostracion. Utilizando los teoremas de adicion
sen(z £ y) =senxcosy + coswseny, cos(x+y) = coszcosy F senxseny
(vélidos para todo x,y € R) obtenemos
2129 = 1172(C08 1 + isen ¢1)(cos ps + isen o)
= 7Ty (cos (01 COS Yo — Sen Y1 sen Yo + i(sen (1 COS 2 + Sen o COS @1))
=77y (cos(gpl + ¢2) +isen(p; + 902)).
|

A partir del Teorema 1.11 resulta una construccién geométrica simple de 2,25, ver Figu-
ra 1.5. Nos podemos limitar al caso z; # 0y 23 # 0. Debido a la ecuacién

2122 _ |7

B
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Yy
I 22
|22
A,
022/2:1
—p1 22/2] |21 » 21
‘\ ©2
A
X‘Pl !
0 ¥ > X
0 1

F1GURA 1.6. Construcciéon geométrica de z3/z;.

los tridngulos Ay (con vértices 0, 1y 2z1) y Ag (con vértices 0, zo ¥ 2129) son similares. Es
decir, para z; y 2o dados podemos facilmente determinar z;z; mediante la construccién del
triangulo A,.
Teorema 1.12. Sean z; = r1(cos¢y +isen ) # 0 y 2o = ra(cos o +isen o), entonces

Z2 T2 .

= = —(Cos(cpg — 1) +isen(py — 501)).

<1 ™
Demostracion. En este caso calculamos

zy  Ta(cospy +iseny) 1o (cospy +isen py)(cos o —isen )

21 ri(cospy +isenyy) g cos? @1 + sen?
= T— (cos (2 COS (p1 + sen o sen 1 + i(sen gy Cos P — sen py cos o))
7,
= (cos P2 — 1) +isen(ps — ¢1)).

Tal como en el caso de la multiplicacién resulta nuevamente una construccién geométrica
simple de zy/z1, ver Figura 1.6. Nos podemos limitar al caso zo # 0 (y, por supuesto, z; # 0).
Debido a la ecuacién

los tridngulos A; (con vértices 0, 1y 1) y A, (con vértices 0, z5/21 y 29) son similares. Es
decir, para 21 y 22 dados podemos determinar facilmente 2z, /z1 (mediante la construccion del
tridngulo A,).
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1.6. Potencias y raices de nimeros complejos

Como C es un cuerpo, para todo z € C y n € Ny la potencia 2" es definida por
n
2 =1, z”:Hz (n € N).
v=1

Queremos calcular la representacion de z" en coordenadas polares.
Teorema 1.13. Sean z = r(cosp +iseny) y n € Ny, entonces
2" = 1" (cos(ny) + isen(ng)).

Demostracion. Demostraremos el enunciado por induccién sobre n.

1. El enunciado es trivial para n = 0.
2. Sea 2" = r™(cos(ny) + isen(ny)) para algin n € Ny. Entonces

= = (r” (cos(nep) + isen(mp))) (r(cos ¢ +isenp))
cos(np) cos ¢ — sen(ny) sen ¢ + i(sen(nyp) cos ¢ + cos(ny) sen @))

(
= pntl (cos((n + 1)90) + isen((n + 1)90>>‘

|
Para z # 0 y n € N definimos, tal como en el caso de niimeros reales,
1
2= —,
Zn
luego tenemos el resultado general
Teorema 1.14. Sea z = r(cosp +iseny) # 0 y m € Z, entonces
2™ = 1™ (cos(mep) + isen(myp)).
Demostracion. Tarea. [ ]
Comentario 1.1. Si z € C con el valor absoluto |z| = 1, es decir z = cosp + isenp, y
n € Z, entonces el Teorema 1.14 implica la férmula de De Moivre
(cosp +isen )™ = cos(np) + isen(ngy).
Queremos ahora estudiar la solucién de la ecuacién
2"=( 2z (eC, neN. (1.21)

Definicién 1.10. Una solucion z de z"™ = ( se llama n-ésima raiz de (.
En el caso ¢ = 0 la tnica solucién es, obviamente, z = 0. Si ¢ # 0, entonces el planteo
¢ = p(costp +isent), =z =r(cosy+isenp)
y el Teorema 1.13 entregan

r’ (cos(mp) + isen(mp)) = p(cosy) +isen)),
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lo que implica " = p y ngp = ¢ + 2kn (k € Z), es decir

v 2%k
T:{L/ﬁ, @:g—i-;’ﬂ'

Entonces una solucién de la ecuacién considerada posee la forma

2k 2k
2p = W(cos(%—i- —7T) —i—isen(% +—7T>), ke Z.
no n no o n

Pero entre estos nimeros, solamente z, ..., z,_1 son diferentes a pares, ya que si ponemos
k=rn+vceconkeZyr=0,1,...,n— 1, entonces

2k 2 2 2
cos (f + —7T) = cos(ﬁ + m—“w) = COoS (% + —Vﬂ'),
n n n n n n

2k 2 2 2
sen(% + —7T) = sen (% + m—”ﬁ) = sen(g + —V7T>
n n n n n n

A su vez, los numeros complejos zg, ..., 2,1 también son soluciones de 2" = (. Hemos
demostrado el siguiente teorema.

Teorema 1.15. Paran € N, ( # 0 la ecuacion
2" = ( = p(cosy) +isen))

posee exactamente n raices diferentes dadas por

2 2
2y = W(COS<%+—V7T> +isen(%+—yﬂ>), v=0,1,...,n—1
n n n n

Observamos que las raices de z" = ( forman los vértices de una poligono regular de
n vértices, localizadas sobre la circunferencia |z| = {/p (ver Figura 1.7). En el caso particular
(=1 (p=1, 1 =0) obtenemos como soluciones de z" = 1 las llamadas raices n-ésimas de

la unidad:
2v ) 2v
2z, =cos| —m | +isen| —7m |, vr=0,1,...,n—1
n n

(ver Figura 1.8 para el caso n = 5).

1.7. C como espacio métrico

En la Seccion 1.4 definimos el valor absoluto de un niimero complejo. Tal como en el caso
real, este valor absoluto inmediatamente define una métrica. Para tal efecto sélo tenemos
que definir la distancia de dos puntos z; = (z1,91) y 22 = (22, y2):

d(z1,22) = |21 — 2| = \/(xl — 22)? + (Y1 — y2)*

Esto efectivamente es una métrica; la distancia de los niimeros complejos z; y 25 es idéntica
a la distancia euclidiana de los puntos (z1,y1) y (72, y2) en R%

Teorema 1.16. El conjunto C conjuntamente con la métrica d(z1, z2) = |21 — 22| es idéntico
al espacio euclidiano R2.
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Y ¢

)
‘(
\

U/

~
]

yd \
<
'n—1

., Zn—1 de la ecuacién 2™ = (. (En esta figura,

F1GURA 1.7. Soluciones 2z, z1,
(=14+3iyn="1.)
Y

<

21

=¥

<

F1curA 1.8. Raices n-ésimas de la unidad, ilustradas para el caso n = 5.

n—1

En virtud de lo anterior, todas definiciones, propiedades y teoremas establecidas en el
Calculo I, IT y III para espacios métricos en general y para R™ en particular siguen validos.
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Comentamos que ahora la e-vecindad de un punto zy € C es dada por
U(z0) = {2z | d(z,20) < e} ={z| |z — 2| < e}

y representa un disco abierto con centro zy y radio €. Un conjunto S C C se dice acotado
si existe una constante M € R tal que |z| < M para todo z € S. Finalmente, los conjun-
tos abiertos, cerrados y compactos en C son idénticos a los conjuntos abiertos, cerrados y
compactos en R.

1.8. Sucesiones de nimeros en C

Queremos estudiar sucesiones de numeros en C. El concepto de convergencia sigue siendo
el concepto de la convergencia en espacios métricos generales.

Definicién 1.11. Una sucesion {z,}nen en C se dice convergente al limite z € C si para
cada € > 0 existe un N. € N tal que para todo n > Ng,

d(zn,2) = |20 — 2| < e.
En este caso escribimos

lim z, = 2
n—oo

0 2z, — 2 cuando n — oco. Una sucesion que no converge se llama divergente.

Debido a la equivalencia de esta distancia con la métrica euclidiana del espacio R? ob-
tenemos inmediatamente a partir del teorema de la convergencia de coordenadas que una
sucesion converge si y sélo si las sucesiones de las partes reales e imaginarias convergen
independientemente.

Teorema 1.17. Una sucesion {z, tnen en C converge al limite z € C si y solo si

lim Re(z,) =Rez, lim Im(z,) =Imz.
n—oo n—oo

También el concepto de una sucesion de Cauchy se aplica sin modificaciones.

Definiciéon 1.12. Una sucesion {z,}nen en C se llama sucesién de Cauchy si para cada
e > 0 existe N. € N tal que para todo n,m > N,

d(zn, 2m) = |20 — 2m| < €.
A partir del Teorema 1.17 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.18 (Criterio de convergencia de Cauchy). Una sucesion de nimeros complejos
converge si y solo si es una sucesion de Cauchy.

Como un espacio métrico M se dice completo si cada sucesion de Cauchy converge en M,
el Teorema 1.18 afirma que que C es un espacio métrico completo.
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¢

z=x+1y

FI1GURA 1.9. La esfera de Riemann

1.9. La esfera de Riemann y el plano complejo extendido C

Discutiremos en esta seccion otra visualizacion de los niimeros complejos estableciendo
una relacién biyectiva entre los puntos del plano complejo de Gauss y los puntos de una
esfera mediante una proyeccién estereografica. Para tal efecto insertamos el espacio C en
el espacio tridimensional R? en el cual definimos un sistema de coordenadas (£,7,¢) en tal
forma que el eje & coincide con el eje x y el eje n coincide con el eje y. En R? consideramos
ahora la esfera con centro (0,0,1/2) y el radio 1/2. La esfera (es decir, la superficia de la
bola correspondiente) es dada por la ecuacién

2
1 1
E+n+ (C——> =1
2
o equivalentemente,
FHnt+-(=0
El punto N = (0,0, 1) sobre la esfera es denominado polo norte. Ahora proyectamos el plano
complejo C en forma estereografica sobre la esfera. Para tal efecto determinamos la recta
que conecta un punto z € C dado con N. Esta recta intersecta la esfera en exactamente un
punto denominado por P(z) (ver Figura 1.9). De esta manera se genera una biyeccién entre
los puntos de C con los puntos de la esfera, con la excepcion del polo norte N.
Teorema 1.19.
1. Para z = x + iy dado se tiene

P(z):( v y sl )

L+a2 4y 1422+ y? 14 22 + 32

2. Para (&,m,¢) # N dado,

2= PEn Q) = i
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Demostracién. Consideramos en R? la recta g por los puntos (0,0,1) y (z,y,0). Entonces
(&,m,¢) € g siy solo si existe A € R tal que

E=Xx, n=Xy, (=1-A\ (1.22)
1. Para z = x 4+ iy dado obtenemos a partir de (1.22)
§=x(1-¢), n=yl-J7),
y como P(z) pertenece a la esfera, tenemos, ademas,
E+n'+¢—¢=2"1-¢"+y’(1-)* = ¢(1-¢) =0
Como (¢ # 1, esto inmediatamente implica

22 442
ST
ademads,
E=r(l-O =17 1=v0-0=10
2. Para P(z) = (&¢,7n,() # N dado obtenemos a partir de (1.22) que A = 1 —( # 0, luego
S
1= 1-¢

La proyeccién estereografica sugiere extender el plano complejo C agregandole un punto
separado que formalmente puede ser identificado por el polo norte. Este elemento lo llama-
remos “punto 0o.”

Definicién 1.13. El conjunto C := C U {o0} se dice plano complejo extendido.

Comentario 1.2. El conjunto C corresponde a los puntos sobre la esfera de niumeros, in-
cluyendo el polo norte. Esta esfera, entonces, se llama esfera de Riemann. El punto co no
es un numero complejo; no obstante se acuerdan las siguientes reglas de cdlculo:

zto00=00 (2€C); z-o0=00 (z€C,z#0);
=0 (zEC);g:oo (z€C,z#0).

8 |

)

Las expresiones “0/07, 0-00” e “co/o0” siguen indefinidas.

1.10. C como espacio topoldgico

Ya constatamos que C conjuntamente con la métrica d(z1, 22) = |21 — 22| es un espacio
métrico. Esta métrica no se aplica a C, ya que no se puede reemplazar z; o 22 por co. No
obstante, es importante tener a disposicion también en C los conceptos de la convergencia de
sucesiones y de la continuidad de funciones. Esto se puede lograr mediante el concepto del
espacio topoldgico que es una generalizacion del concepto del espacio métrico. En los cursos
Calculo T a III definimos para espacios métricos las vecindades, los puntos interiores y los
conjuntos abiertos mediante el concepto de las e-vecindades definidas por una métrica. Como
resultado més importante se demostro que la unién de un nimero arbitrario de conjuntos y
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la interseccién de un ntimero finito de conjuntos abiertos forman, en cada caso, nuevamente
un conjunto abierto. Utilizaremos esta propiedad de conjuntos abiertos en espacios métricos
para definir un espacio topoldgico.

Definicién 1.14. Sea X un conjunto arbitrario y sea T un sistema de subconjuntos de X.

Si T satisface:

l.oeTyXeT,

2. la union de cualquier numero arbitrario de elementos de T nuevamente es un elemento
de T,

3. la interseccion de cualquier numero finito de elementos de T nuevamente es un ele-
mento de T,

entonces se dice que el conjunto X conjuntamente con el sistema de conjuntos T es un
espacio topoldgico, denotado por X = (X, T).

De acuerdo a los comentarios al inicio de esta seccion podemos constatar lo siguiente.
Teorema 1.20. Cada espacio métrico es un espacio topoldgico.

Comentario 1.3. El inverso de este teorema es falso: no todas las topologias son generadas
por una métrica, por lo tanto existen espacios topoldgicos que no son espacios MeEtricos.

Ahora podemos transferir literalmente los conceptos de un conjunto cerrado, de un recu-
brimiento abierto, y de la compacidad desde un espacio métrico hacia un espacio topologico,
dado que para sus respectivas definiciones solamente se utiliza el concepto de un conjunto
abierto.

La distincién de ciertos subconjuntos de X como conjuntos abiertos (aquellos que perte-
necen a la topologia 7)) nos permite inmediatamente introducir los conceptos de la vecindad
de un punto y de un punto interior.

Definicién 1.15. Sea X = (X, T) un espacio topoldgico y x € X. Entonces un conjunto
U C X se llama vecindad de x si existe un conjunto abierto Xog € T tal que x € Xy C U.
En este caso x se llama punto interior de U.

Esta definiciéon nos permite directamente transferir el concepto de un punto de acumu-
lacion de un conjunto. Analogamente podemos definir el concepto de la convergencia de
sucesiones de puntos en espacios topoldgicos.

Definicién 1.16. Sea X = (X, T) un espacio topoldgico. Se dice que una sucesion {xn}nen
de elementos de X converge a x € X si para cada vecindad Xy de x existe un Ny € N tal
que x,, € Xy para todo n > Njy.

Por supuesto, esta definicion se reduce a la definiciéon habitual de la convergencia si se
trata de un espacio métrico. ~ 3
Ahora, para definir una topologia sobre C, basta definir los conjuntos abiertos en C.

Definicién 1.17. Sea Z C C.

1. Sioco & Z, entonces Z se dice abierto si Z es abierto con respecto a C.



24 1. EL ESPACIO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS
2. Sioco € Z, entonces Z se dice abierto si el complemento
Cz(2) =C\Z
es compacto con respecto a C.

Teorema 1.21. Los conjuntos abiertos definidos en la Definicion 1.17 forman una topologia
sobre C.

Demostracion. Tarea. [ |
Queremos aclarar cuales son las vecindades de oo.

Teorema 1.22. Un conjunto Z C C con oo € Z es una vecindad de 0o si y sélo si Z
contiene el exterior de una circunferencia con centro 0, es decir existe r = 0 tal que Z D
{z[lz[ >} U {o0}.

Demostracion.

1. Si Z es una vecindad de oo, entonces existe un conjunto abierto U con oo € U C Z
para la cual Cz(U) es compacto. Como Ca(U) es compacto, existe una constante r tal
que

Ce(U) C {2 12| <7},
es decir
Z2oUD{z||z| >r}u{oc}.

2. El enunciado inverso es una consecuencia de la definicién de una vecindad, y que
evidentemente cada conjunto {oo} U{z | |z| > r} es un conjunto abierto de C.

|
A partir del Teorema 1.22 obtenemos la siguiente interpretacién del enunciado “z,, — 00.”

Teorema 1.23. Se tiene z, — 0o st y solo si para cada r existe N, € N tal que para todo
n > N, se tiene |z,| > r.

El espacio C no es compacto (recordemos que los conjuntos compactos en C son los
conjuntos acotados y cerrados, y C no es acotado). No obstante tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.24. El plano complejo extendido C es compacto.

Demostracién. Supongamos que una familia F de conjuntos abiertos de C forma un recubri-
miento de C. Entonces existe por lo menos un conjunto Z,, € F con 0o € Z,,. De acuerdo al
Teorema 1.22 existe un r > 0 tal que {z | |2| > r} C Z (ver Figura 1.10). Para el conjunto
compacto {z | |z| < r} existe un recubrimiento parcial finito Zi, ..., Z, de conjuntos en

Fo={2\{0} | Z € F}:

UZZ' > {z ]|zl <r}.
i=1
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F1icurA 1.10. Tlustracién de la demostracion del Teorema 1.24.

De acuerdo a lo anterior,
U Z.|uZ, oC,

es decir los conjuntos 7, ..., Z,, Z,, forman un recubrimiento finito de @, por lo tanto C es
compacto. ]

Con respecto a la existencia de puntos de acumulacion de un subconjunto de C demos-
traremos el siguiente teorema.

Teorema 1.25 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Sea M C C un conjunto de un nimero
infinito de elementos. Entonces M posee por lo menos un punto de acumulacion en C.
Ademas, se tiene:

1. St M NC es acotado en C, entonces todos sus puntos de acumulacion son finitos.
2. 51 M NC no es acotado en C, entonces oo es un punto de acumulacion de M.

Demostracion. Definimos M* := M N C.

1. Sea M* acotado en C, y sea |z| < K para todo z € M*.

a) En este caso existe una sucesion {z,}nen de elementos de M* con z; # z; para
i#7,1,7€N.8Siz, =x,+1iy, con z,, € R, y, € R, entonces {x, }nen € {Un}nen
son sucesiones reales acotadas. Entonces, de acuerdo a resultados conocidos de
sucesiones de nimeros reales (cada sucesién real y acotada posee una subsucesién
convergente) existen una subsucesion {z,, tren v o € R tales que z,,, — o cuan-
do k — 00. Como la sucesién {y, }nen también es acotada, existe una subsucesion
{ynkl}leN e Yo € R tales que Ynr, — Yo cuando [ — oo. Concluimos que

T, +1Yp, = 2n, — 20 = To+1yp cuando [ — oo,
l 1 l

y este zp € C debe ser un punto de acumulacion en M. Por lo tanto, M posee
por lo menos un punto de acumulacién en C.

b) Si Zy es un punto de acumulacién de M, entonces queda claro que necesariamente
|Z0] < K.
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Ficura 1.11. Trazado poligonal (Ejemplo 1.1).

2. Sea M* no acotado en C. Entonces para cada n € N existe z, € M} tal que |z,| > n.
Para esta sucesién {z, }nen se tiene z, — oo cuando n — 00, luego oo es un punto de
acumulacion de M.

|
Finalmente definiremos los conceptos de un punto exterior y de un punto de frontera (o
punto de borde) de un conjunto M C C.
Definicién 1.18. Sea M C C. Entonces un punto zg € C se dice

1. punto exterior de M si z es un punto interior de Cz(M);
2. punto de frontera de M si cada vecindad de zy contiene tanto puntos de M como

puntos de Cz(M). El conjunto de todos los puntos de frontera de M se llama frontera
de M, denotada por OM.

1.11. Curvas y regiones en C

Una curva en C es una curva en R? y es definida de acuerdo a los conceptos del Célculo III.
Aqui revisaremos la definicién utilizando notacién compleja.

Definicién 1.19. Sea z = (z,y) : R — C y sea z continua sobre [, 5] C R.
1. El conjunto de puntos

K= {z]z=z(t) = (2(t),y(t), t € [ov, 8]}

se llama curva en C; el par (z, [a, B]) se llama representacién paramétrica o parame-
trizacion de K.

2. El punto z(«) se llama punto inicial de K, y el punto z(/3), punto final de K.

3. Si z(a) = z(B), entonces la curva se dice cerrada.

4. Si z(t1) = z(ta) para o < t1 <ty < B sélo sity =ty 0t =, ty = 3, entonces K se
dice curva de Jordan.

Ejemplo 1.1.
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1. La curva K mds simple es un segmento recto que conecta dos puntos zy y z1. Una
parametrizacion con zy como punto inicial y z; como punto final es dada por z(t) =
(1 —t)zo +tz1, t €]0,1].

2. 81 29,21, ...,2, € C, entonces las ecuaciones

v vr+1
2,(t)=v+1—nt)z, + (nt —v)z,11, t€ [—, i }
n.on
representan para v =0,1,...,n—1 los segmentos lineales entre z, y z,+1. La funcion

z = z(t) definida sobre [0,1] por

+1
z(t) = z,(t) pamte[z,y ), O<v<n—1; z(1)=z,
non
representa el trazado poligonal que conecta los puntos zy, z1, .. ., z, (ver Figura 1.11).

Formularemos también otros conceptos conocidos a partir del Calculo III.

Definicién 1.20. Sea K una curva en C representada por (z, [, 5]).
1. Si eziste 2/'(t) = {2/(t),y'(t)} y Z/(t) # 0, entonces

Z(t)
O =)
se dice vector tangencial en el punto z(t) con respecto a la representacion (z, [, 5]).
2. Larecta T = {z | z = z(t) + \Z'(t), A € R} se llama tangente a la curva K en el
punto z(t).

Definicién 1.21. Sea K una curva en C representada por (z, [, 5]).

1. La curva K se dice suave si T,(t) existe sobre [, 5] y alli las componentes de z'(t) son
continuas.

2. La curva K se dice suave a trozos si eziste una particion P = {tg,... ,t,,} de [a, f]
tal que K es suave sobre cada subintervalo [ty_1,1tx].

Definicién 1.22. Sea K una curva en C con la parametrizacion (z, [, f]).

1. La curva K se dice rectificable si existe una constante M tal que para todas las parti-
ciones P = {to,...,t,} de [a, ],

Lp(K) = Z‘z(ti) — z(ti1)] < M.

2. Si K es rectificable, entonces la cantidad
L(K) :==sup Lp(K)
P
se llama longitud de arco (o brevemente, longitud) de K.
Tal como en el Calculo III obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.26. Sea K una curva representada por (z = (x,y), [, B]). La curva K es recti-
ficable si y sdlo si ambas funciones x e y son de variacidn acotada sobre [, 3].
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(a) (b)

Im Im

Re Re

F1Gura 1.12. (a) Regién G simplemente conexa, (b) regiéon G conexa, pero
no simplemente conexa.

Si K es una curva suave representada por (z = (z,y), [a, f]), entonces K es rectificable
y su longitud L(K) es dada por

B B
LK) = [ V0P R = [ |20

A parte de curvas trataremos frecuentemente con regiones. Tal como en R? un subcon-
junto de C se dice region si es abierto y conexo. De gran importancia son los conjuntos
simplemente conexos (ver Figura 1.12).

Definicién 1.23. Una region G se dice simplemente conexa si cada trazado poligonal, sim-
plemente cerrado en G incluye solamente puntos de G.

Teorema 1.27 (Teorema de la curva de Jordan). Sea K una curva de Jordan cerrada.
Entonces el complemento de K con respecto a C consiste en dos conjuntos abiertos distin-
tos I(K) y A(K). El conjunto I(K) es una region acotada y simplemente conexa en C y
A(K)\{oo} es una region en C que es no acotada en C. Las regiones I(K) y A(K) se dicen
region interior y regién exterior con respecto a K, respectivamente.

El Teorema de la curva de Jordan es plausible, pero la demostraciéon es, sorprendente-
mente, muy complicada.

Se dice que una curva de Jordan cerrada K posee orientacion positiva si al transcurrir K
la regién interior /(K') siempre se ubica a la izquierda. Para circunferencias orientadas posi-
tivamente se utiliza la notaciéon

K, (z0) = {z | 2= 2(t) = 29 + r(cost +isent); t € [0, 27]}.
1.12. Ejercicios
Problema 1.1. Demostrar el Teorema 1.3.
Problema 1.2. Demostrar el Teorema 1.7.
Problema 1.3. Demostrar el Teorema 1.9.

Problema 1.4. Demostrar el Teorema 1.14.
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Problema 1.5. Demostrar el Teorema 1.21.
Problema 1.6 (Tarea 1, curso 2023).

3
a) Sean z; =241, 20 =3 — 2i, 23 = —3 + 71. Calcular las expresiones:

(i) 321 — 42, .
(ii) 23 — 322 4 dz; — 8, (iv

(iii) (z3)%,
b) Escribir los siguientes niimeros complejos en forma polar:

(1) 2+ 2v/3i, (iii) —v6 — v/2i,
(ii) —5 + 5i, (iv) —3i.

222+21—5—i2
221—22+3—i

Solucion sugerida.
a) (i)
321 — 42g| = [3(2+1) — 4(3 — 2i)| = |6 + 3i — 12 + 8i
= | — 6+ 11i| = /(—6)! + 112 = V157 ~ 12,5300.

— 322 442 —8=(2+1) -3(2+1)* +4(2+i) -8
= (29 4+3-2% 43212 +i%) — 34 +4i+i*) +8+4i -8
=8+ 12 —6—i—12— 121 +3+8+4i — 8= —7+3i.

(iii)

(5 ) - (59 - (59
:G \/; +§12> :<_%+%§i)2=}l—§l+il2z—%—§l

222+21—5—i
221—22+3—i

2_‘2(3—21)+(2+i)—5—i2
2241 - (3-2)+3—i

C|3—4i]? 3-4i? (VBT (—4)2)?
Cl4+3i] 44312 (V232

b) (i) El valor absoluto r y el dngulo polar € en la representacién polar z = r(cosf +
isen ) estan dados por

2/3
r:‘2+2\/§i’:\/4+1 =4, @ = arcsin V3

= arcsin 5 = /3.
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(ii) El valor absoluto r y el dngulo polar 6 estan dados por
r=|—54+5i =v25+25=5V2, 6=3r1/4
(iii) El valor absoluto r y el angulo polar 6 estan dados por
r=|-v6-V2i|=v6+2=2v2, 0="Tn/6.

(iv) El valor absoluto r y el angulo polar 6 estén dados por
r=|-=3i=0-3i=v0+9=3, 6=23n/2.

Problema 1.7 (Tarea 1, curso 2023). Demostrar que C es isomorfo al espacio de todas las
matrices reales de la forma

r Yy
[—y x} , x,yeR. (1.23)
Solucién sugerida. Denotamos por M C R?*? el espacio de todas las matrices M de la
forma (1.23). Se consideran los cuerpos (C; +,-) de los niimeros complejos con la adicién y
la multiplicacién de ntimeros complejos, y el conjunto (M;+,-) de las matrices de la forma
indicada con la suma y el producto habitual de matrices 2 x 2. Consideremos la aplicacion

p: Coz=x+iy— {az ‘z} = M (z,y) € M C R¥?

Para demostrar que ¢ es un isorfismo hay que demostrar que ¢ es una aplicaciéon biyectiva
y luego que ¢ es compatible con las operaciones “+” y “” en C y M, respectivamente.

1. Para demostrar que ¢ es biyectiva, demostramos que es inyectiva y sobreyectiva.
(i) Sean z1, 29 € C con zp = xg + iyg, T, Yy € R (k= 1,2). Si 27 # 25, entonces

p(21) = M(21,01) = {_ﬁjl fﬂ 7 [_‘”;2 g} = M (12,52) = 0(z2).

es decir 21 # 29 = ¢(2z1) # @(22), por lo tanto ¢ es inyectiva.
(ii) Sea M € M arbitraria, entonces necesariamente esta matriz es de la forma

M — [930 yo}
—Yo o

para o, yo € R; por lo tanto podemos escribir M = ¢(zg) con zy = g + iyy € C.
Concluimos que ¢ es sobreyectiva y en virtud del {tem (i), biyectiva.
2. Para demostrar que ¢ define un isomorfismo, hay que demostrar que

V21,220 € C: (21 + 22) = @(21) + ¢(29), (1.24)
V21,20 € C: o (21 29) = @(21) - p(22). (1.25)
(i) Sean zi, 23 € C con z = xy + iyk, xk, yx € R (k = 1,2). Entonces

T1+ 2o y1+y2}:[x1 y1]+|:$2 Y2

plar+2) = —(y1 +y2) 71+ Y T Y2 12

} = olz1) + ()

con la adicién habitual de matrices en R**2, Esto demuestra (1.24).
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(ii) Sean z1, 29,23 € C con zx = x + Yk, Tk, yr € R (k = 1,2,3). Segin definicién, si
23 = 21 - 2o, entonces x3 = T1Ts — Y1Y2, Y3 = T1Y2 + T2y;. Por otro lado,

Ty Y| | T2 Y2 _ | Ti%2 —Y1Y2  TiYe + T2y
-y T —Y2 T —(T1y2 + 2211) 172 — Y1Y2|’

donde utilizamos la multiplicacién habitual de matrices en R**2, es decir

—Ys T3 —(T1y2 + T2v1) T1T2 — 1Yo

:[m yH y?]zso(zl)-so(@).

-1 1 —Y2 T2

v L1T2 — T1Ye + T
@(21 - 22) = p(23) = [ 3 y?’} = { 12 — Y1Y2 1Y2 23/1}

Esto demuestra (1.25), y concluimos que ¢ efectivamente es un isomorfismo.

Problema 1.8 (Tarea 1, curso 2023).

a) Demostrar las siguientes identidades:
(i) cos(50) = 16 cos® @ — 20 cos® § + 5 cos b,

(i) sen(50)/senf = 16 cos* @ — 12 cos? 6 + 1 (6 # 0, £, +27,...),

(iii) cos? @ = écos(él@) + %COS(Q@) + g

b) Calcular ((1+ v/3i)/(1 — +/3i))*.

Solucion sugerida.
a) (i) De acuerdo a la férmula de De Moivre,

5
cos(50) +isen(50) = (cosf +isen )’ = Z (2) cos” 0 + (isen §)>~*

L =0 (1.26)
= cos® 0 — 10 cos® @ sen? O + 5 cos @ sen* §

+1i(5cos* @ sen @ — 10 cos? @ sen® O + sen® 6),
luego, comparando las partes reales,
cos(56) = cos® § — 10 cos® fsen? 6 + 5 cos f sen 6
= cos’ § — 10 cos® (1 — cos® 0) + 5 cos H(1 — cos® 0)?
= 16 cos” § — 20 cos” O + 5 cos 6.
(ii) Comparando las partes imaginarias en (1.26), obtenemos
sen(56) = 5cos’ @ sen § — 10 cos” § sen® 6 + sen” 0

o dividiendo por sen @, lo que es posible si 6 # 0, +7, +27, ...,

sen 6
= 5cos§ — 10cos® O(1 — cos® 0) + (1 — cos®6)?

=16cos*f — 12cos? 6 + 1.

= 5cos* @ — 10 cos® Asen? 6 + sen* 0
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Y v
i
y N %
AN
23 r/4 x
. | \ x
2,
9
AN
%
23

Ficura 1.13. Ilustracién de la solucién del Problema 1.9 (a) parte (a), (b)
parte (b), item (i), (c) parte (b), item (ii).

(ili) Aqui obtenemos

i0 —ig\ 4
W 1 . .
cost 6 = (_e ¢ > = —(ele + e_‘9)4

2 16
_ E(<e19)4 + 4(610)36716‘ + 6(619)2(6710)2 + 4610(6719)3 + (6719>4)
1 ) ) . .
= E(em + 450 1 6 + 4070 4 ¢7110)
 1etl e N 160 4 7210 N 3 cos(40) cos(26) 3
3 9 2 2 8 8 2 8

b) Utilizando las representaciones en forma polar 1 £ v/3i = 2¢*™/3 obtenemos

.\ 10 i 10
1+ /3 _ [ 2e /3 = (e271/3)10 — o20mi/3 _ (Brigkni/3 _ o2mi/3
1— \/gl 2e*7"i/3

2 2 1 3
= cosg +isen§ =3 + gi.
Problema 1.9 (Tarea 1, curso 2023).
a) Determinar todas las soluciones de 2° = —32 y representarlas en el plano complejo.

b) Calcular todas las siguientes raices y representarlas en el plano complejo:

(i) (=141)"3, (i) (—2v/3 — 2i)Y4.

Solucion sugerida.

a) En forma polar tenemos —32 = 32(cos(m + 2k7) + isen(mw + 2km)), k € Z. Sea z =
r(cosf + isen @), entonces de acuerdo a la férmula de De Moivre,

2% = 1°(cos(50) +isen(50)) = 32(cos(m + 2km) + isen(m + 2kn)), k € Z,
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por lo tanto 75 = 32 y 50 = m + 2kw, lo que implica r = 2 y § = (7 + 2k7/5),
=0,1,...,4. Por lo tanto las soluciones de 2> = —32 son los ntimeros

2k 2k
zz?(cosﬂTﬂ—i—isenﬂTﬂ), k=0,1,...,4.

Especificamente, si denotamos las soluciones por zi, ..., z5, correspondientes a k =
0,1,...,4, obtenemos una figura similar a la Figura 1.13 (a).
b) (i) A partir de

3 3
—1+i= \/5(003(%+2k7r) +isen(zﬂ+2k7r)), keZ

obtenemos
‘%ﬂ + 2km

kE=0,1,2.
3 ) P

+ isen

3T
(—1+ 1)1/3 — 9l/6 (COS ﬂ)

Si denotamos por 27, 2o ¥ 23 la solucién correspondiente a k =0, k =1y k = 2,
respectivamente, obtenemos una figura similar a la Figura 1.13 (b).
(ii) A partir de

7 7
—2V/3 —2i = 4<COS<§ + 2k:7r) +isen<€7r + 2k7r)>, kelZ
obtenemos
™42k
(—2v/3 — 21)1/4 = 41/ <cos i

k=0,...,3.
4 ’ 07 73

_ %+2k7r)
+i1sen ——

Si denotamos por z1, 29, 23 ¥ 24 la solucién correspondiente a k =0, k=1, k =2
y k = 3, respectivamente, obtenemos una figura similar a la Figura 1.13 (c).

Problema 1.10 (Evaluacién 1, curso 2023). Determinar y visualizar todas las soluciones
de las ecuaciones

a) 2% = 3+ 4i, b) et = 1.

Solucion sugerida.

a) Notando que
4
3+ 4i =5(cosf +isend), 6 = arcsin g & 0,9273

y que 5% & 1,3797 obtenemos las soluciones
1 4 2 1 4 2
z, = 5/° (cos(g arcsing + Eyw) + isen(E arcsing + Eyn)), v=20,...,4,

es decir 29 ~ 1,3561 + 0,2544i, z; ~ 0,1771 + 1,3683i, 2o ~ —1,2466 + 0,5912i, 23 ~
—0,9475 — 1,0029i, 24 ~ 0,6610 — 1,2111i. Ver Figura 1.14.
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Y C=3+4i

Ly

Q
N

2
] - S
7\\ \2/ = arcsin 0,8

/5 /i\

N/

V]

FI1GURA 1.14. Tlustracién de la solucién del Problema 1.10 (a).

b) Consideremos primeramente la ecuacién e? = 1, para luego resolver 2? + 1 = p. Es
sabido que las soluciones de e” = 1 son los numeros py = 27ik, k € Z (tomando en
cuenta que una solucién es p = 0 y la funcién z — e* es 27i-periédica). Consideremos
ahora la ecuacién zi +1 = py, (k € Z), la cual para cada valor de k posee dos soluciones,
denotadas por zo v 2;,1. Para resolver esta ecuacion, es decir

Z=p—1, kcZ,
notamos primeramente que py — 1 = 74 (cos 0y + isen ), donde

re = |pp — 1) = |27k — 1] = V1 + 4n2k2,

2k
7r—3urcsinL para k=0,1,2,...,
Tk
O = arg(p, — 1) = 2r(—k)
7 -+ arcsin para k= —1,-2,...

Tk
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Yy
A
k=3
23,0 23,0
» ) [
—2,0 O 2,0
[ ] [ ]
©—1,0 5 21,0
[] Z [ ]
20,0
.
1
T
-4 -3 -2 -1 1 2 4
20,1
.
1
211 Z-1,1
[ ] 2 [ ]
221 221
[ ] [ ]
Z3.1 3 Z-3.1
® L
A
=T

Ficura 1.15. Tlustracion de la solucién del Problema 1.10 (b).

21k
= — arcsin — para k € Z.
T

Con estas constantes obtenemos todas las soluciones:

0 2 0 2
21,0 :ri/2(008<§+0-§> —|—isen(§k+0-§))

0 0
:ri/Q(cosEk%—isengk),

=2 (eos( 241 2 Lien (P41 2T
Zp1 =T (cos<2 +1 2>+1sen(2 +1 5
0 0
:7”,1/2<COS(§+7T) +isen<§+ﬂ>), keZ.

Obtenemos para k = 0, +1, +2, £3:

200 =1, 201 = —1

Z_10~ —1,6374 +1,9186i, =2_;; ~ 1,6374 — 1,9186i;
210~ 1,6374 4 1,91861, 21 ~ —1,6374 — 1,9186i;

Z_90 R —2,4090 42,6083, 2_5; =~ 2,4090 — 2,6083i;
Zo0 ~ 2,4090 4 2,60831, 297 ~ —2,4090 — 2,6083i;

Z_30~ —2,9897 + 3,15251, z_3; ~ 2,9897 — 3,1525i;
230~ 2,9897 4 3,15251, 237 ~ —2,9897 — 3,1525i,
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ver Figura 1.15.
Problema 1.11 (Tarea 1, curso 2023). Para z, 2’ € C definimos

( [z =2

para z,z' € C,

VI + 2L+ [2P)

= €eC, ¢
e ara z , 2/ = oo,

8(z,2") =< 1+ |22 P

1 !/
_— para z = oo, 2’ € C,
V14|22
L0 para z = 2/ = 0.

Demostrar que (C, d) es un espacio métrico.

Solucién sugerida. Hay que verificar que la funcién § define una métrica sobre C.
1. La funcién 4 es no negativa y d(z1,29) = 0 sdlo si 2y = 29 € C 0 21 = 29 = 0.
2. Para 21, 29 € C se tiene obviamente d(z1,29) = 0(22, 21).
3. Para verificar la desigualdad triangular

(21, 22) < 6(21,23) 4+ 6(22, 23) para todo 21, 2, 23 € C

basta considerar el caso z; # z; para i # j (los demds casos son triviales).
(i) Sean z1, 29, 23 € C, entonces

(21 — 22) (1 + 23%3) = 21 — 22 + 212373 — 222373
=21 — 23+ 23 — 22 + 212223 — 212223 + 212323 — 222323
= (21 — 23)(1 + 2223) + (23 — 22)(1 + 21 23)
implica
|21 — 20| (1 + |23]%) < |21 — 231 + 2225] + |25 — 22||1 + 21 25). (1.27)
Ahora notamos que para todo u,v € C, |z — v[*> > 0 o equivalentemente,
du—u0 —ww +v0 >0 < ww+av < |ul® + |v)?
& 1+w+av+uavd < 14+ [ul + |v* + |ul?|v|?
& (1+w)(l4+av) < (T+uf)(1+ o). (1.28)
Aplicando (1.28) para u = zy, v = Z3 obtenemos
114 2023)° = (14 2223) (1 + 2223) < (1 + [22]%) (L + |23]°)
y analogamente
14+ 212" = (14 2123) (1 + Z123) < (L + [21%) (L + |25)%)
A partir de (1.27) obtenemos ahora
|21 — 2| (L4 |23]%) < |21 — z3|V/1 + |22/ 1 + | 23]
+ 23 = 22| V14 212V 1+ |z)?
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o equivalentemente,
21 — 2| |21 — 2| i |23 — 2o
V14 2121+ |2 h VIHa2/T+ 22 1+ [22/1+ 2]
es decir la desigualdad triangular.

(ii) El segundo caso por considerar es z; = 00, 29,23 € C, donde basta tomar en
cuenta que para z; = |z1]€'¥!, p1 € Ry 25 € C tenemos

(1.29)

52, 29) = |21 — 22  |ale =2/
1,#~2) — 5 5 - 1
VAR ENRVARS Y 21| /—| 5t 1+ |2
21
|ei<p1 - Z2/|Zl|| |z1|—00 1

= ————— = 0(00, 22)
V1/|zP+ 11+ 2] V14 |2)?
Coémo para z; fijo, i = 2,3, tenemos 6(00, 2;) = lim,, |00 0(21, 2;), €s decir consi-
derando el limite |z;| — oo en (1.29) llegamos a d(oo, 22) < §(00, 23) + (22, 23).
(iii) Por simetria la discusién anterior también cubre el caso zo = 00, 21, 23 € C.
(iv) Por argumentos andlogos el enunciado sigue también para z3 = 00, z1, 29 € C.

Problema 1.12 (Tarea 2, curso 2023).
a) Para a,b > 0 sea la curva K definida por

K ={z]z=acost+ibsent, t € [-m, 7}

Demostrar que K es rectificable.
b) Sea la curva K definida por

K ={z| 2(t) = t(cos(1/t) +isen(1/t)), 0 < t < 1, z(0) = 0}.

Demostrar que K es una curva de Jordan.
c¢) iLa curva K de la parte (b) es rectificable?

Solucion sugerida.

a) Podemos utilizar el Teorema 1.26. En nuestro caso, la variacién total de las funciones
x:|—m 7w St acostyy:|—m 7] >t bsent es 2a y 2b, respectivamente, por lo
tanto ambas funciones son de variacion acotada y K efectivamente es rectificable.

b) Para demostrar que K es una curva de Jordan, hay que verificar que (1) si 2(t) = z(t)+
iy(t), entonces z,y son funciones continuas sobre [0, 1], v (2) si z(t1) = z(t2), entonces
ty =ty 0ty € {0,1}, to = 1 — ¢1. En nuestro caso, z(t) = tcos(1/t), y(t) = tsen(1/t).

1. Las funciones x(t) e y(t) son continuas sobre (0, 1], ademés se verifica facilmente
que z(t),y(t) — 0 cuando t — 0, t > 0, asi que ambas funciones son continuas
sobre [0, 1].

2. Como z(1) =cosl+isenl # 0= 2(0) y 2(t) # 0 para t > 0, hay que demostrar
que z(t1) = z(t9) implica t; =t para 0 < t1,ty < 1. Aqui basta notar que

Z(tl) = Z(tQ) = |Z(t1)‘ = |Z(t2)‘ <~ |t1’ = |t2‘,

lo que para 0 < t1,ty < 1 implica t; = t5. Concluimos que K efectivamente es
una curva de Jordan.
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¢) La curva K no es rectificable. Para demostrar esto consideremos la particién P™ =
{to,...,tp,t de [0,1]] contg =0y t, :=1/(n—k)n+1), k=1,...,n, n €N, luego

2(ty) — 2(tx)|”

t ! t ! 2 + |t ! t ! 2
= cos| — ) —ty_jcos| — sen| — | —tp_1sen| —
k 0 k—1 e k i k—1 e
9 9 1 1 1 1
=t +t,_ — 2tg_1| cos| — ) cos| — | —sen| — | sen| —
tk lk—1 tk tk—1

— Y k—1 klk—1 COS —
ty Tp—1
= ti + tifl — 264tk COS<_7T) = (tk + tk_1)2

y por lo tanto

Lpw(K) = Z|Z(tk) - Z(tk—1)| 2 Z‘Z(W - Z(tk—1)|

n

S (et o)

k=2

n n—1

2 2
> =
/kz:;(n—(k:—l))ﬂ—i-l kz:;kﬂr—l—l

1
k
1

>—H(n—-1), H(n)=

3 | =

o

Como H(n) es la suma parcial de la serie armoénica y es sabido que H(n) — oo cuando
n — 00, vemos que Lpwm) (K) — 0o cuando n — oo, por lo tanto K no es rectificable.



Capitulo 2

Funciones de una variable compleja

2.1. Introduccién

Consideraremos ahora aplicaciones f : C — C. La continuidad de una funcién de este
tipo es un caso especial de la continuidad de una aplicacién de un espacio topoldgico en otro.

Definicién 2.1. Sean X e Y espacios topologicos y f : X = Y.

1. La aplicacion f se dice continua en xy € D(f) si para cada vecindad V- C 'Y con
Yo = f(xo) € V existe una vecindad U C X de xq tal que para todo x € U N D(f) se
tiene f(z) € V.

2. La aplicacion f se dice continua sobre Xy C D(f) si f es continua en todos los puntos
o € Xp.

Comentamos que si X e Y son espacios métricos, esta definicion recupera la definicién
habitual de la continuidad (expresada en términos de € y 9, etc.).

Para las aplicaciones es muy 1til el siguiente teorema que expresa la equivalencia de la
definicion de la continuidad en términos de vecindades con el concepto de la continuidad
basada en sucesiones.

Teorema 2.1. Sea f : C — C. Entonces f es continua en zy € D(f) (en el sentido de la
Definicion 2.1) si y solo si para cada sucesion {z, tnen en D(f) con z, — zy cuando n — oo
se tiene que f(z,) — f(20) cuando n — oc.

Demostracion.

1. Sea f continua en z(, entonces para una vecindad V(f(zp)) de f(zp) existe una ve-
cindad U(zp) de zo tal que f(z) € V(f(20)) para todo z € U(zy) N D(f). Sea ahora
{2n }nen una sucesién arbitraria en D(f) con z, — zy cuando n — oo. Entonces existe
N € N tal que z, € U(z) para todo n > N. Para estos valores de n se tiene entonces
f(zn) € V(f(20)), lo que implica que f(z,) = f(z) cuando n — oo.

2. Supongamos ahora que f(z,) — f(z0) para cada sucesién {z,},en en D(f) tal que
2z, — 29 cuando n — oo. Supongamos que f no fuera continua en zy. Entonces
para cierta vecindad V'(f(zp)) no existe ninguna vecindad U(zy) tal que para todo
z € U(z) N D(f) se tiene f(z) € V(f(z0)). Si para n € N definimos

UM (z9) = Uin(20) = {2z € C ||z — 20| <1/n} siz €C,
0 {z ] |z] > n} sl zg = 00,

entonces para cada n € N existe z, € U™(z) con f(z,) € V(f(20)). En tal caso,
zZn — 2o cuando n — oo, pero por otro lado, f(z,) 4 f(z), lo que se contradice con
la hipétesis.

39
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Yy )

D(f) B(f)

FIGURA 2.1. Parte real u y parte imaginaria v de una funcién f : C D D(f) —
B(f) CcC, f(z,y) = u(z,y) +iv(z,y) (ver Definicién 2.3).

Ejemplo 2.1. La funcién f(z) = 1/z con D(f) = C\{0} es continua sobre D(f). Para
comprobar esto, consideremos z € C\{0}, entonces para cada sucesion {z, }nen en D(f) con
Zn — 2o Se tiene que
1 1 . 1 :
fe) =t L= fa) snton fla) = 0=(0) sia=co

n n

Definiremos ahora limites de funciones.
Definicién 2.2. Sea f: C — C y 2z € C un punto de acumulacién de D(f). Definimos
lim f(z) =c¢ (ceC)
Z—20
si para cada sucesion {zpnen en D(f)\{z0} con lim,,_,o 2, = 2o se tiene que
lim f(z,) =c.
n—oo
El siguiente teorema es andlogo al resultado establecido para el R" y establece la conexién
entre la existencia de limites y la continuidad.

Teorema 2.2. Sea f : C — C. Si 2y € D(f) es un punto de acumulacion de D(f), entonces
f es continua en zy si y solo si

lim f(2) = f(z0).

Z—20

Incluimos el punto oo principalmente por el motivo de la discusion de las llamadas trans-
formaciones fraccionarias lineales (ver Seccién 2.4). Queremos ahora estudiar las aplicaciones
f: C — C. Tal aplicacién, evidentemente, es una aplicaciéon de R? en R2.

Definicién 2.3. Sea f: C — C. Escribimos
f(2) = u(z,y) +iv(z,y),
donde u se llama parte real y v parte imaginaria de la funcion f, ver Figura 2.1.
De acuerdo a la discusion en el Célculo I tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3. Sea f =u+iv: C — C. Entonces f es continua en zy = (xo,y0) € D(f) si
y solo si ambas funciones u y v son continuas en (o, Yo)-
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2.2. Series infinitas de niimeros complejos

Queremos ahora estudiar series infinitas de nimeros complejos. Las definiciones y los
teoremas decisivos son analogos al caso real.

Definicién 2.4. Sea {z,},en una sucesion en C. Entonces la sucesion {s,}nen definida por
n
Sp = Z 2y
v=1

o0
se dice serie infinita, denotada por Y z,. La suma s, se llama n-ésima suma parcial de la
v=1

serie.
o
Definicién 2.5. Se dice que la serie Y z, converge a la suma s si lim,, .o S, = s. En este
v=1
caso escribimos
o
Z Z, = S.
v=1

Una serie que no converge se llama divergente.

o0
Comentamos que frecuentemente estudiaremos series de la forma ) z,, donde la suma
v=ng
comienza por un indice ng € Z.

El teorema sobre la convergencia por coordenadas de sucesiones puede ser aplicado a
series en la siguiente forma.

oo
Teorema 2.4. Sea z, = x, + iy, para v € N. La serie Y z, converge si y solo si ambas

v=1
[eS) 0

series y. x, y Y.y, convergen. En este caso,

v=1 v=1
00 00 [e'e
g Z,,:E xl,—kig Yy -
v=1 v=1 v=1

Demostracion.

1. De acuerdo al Teorema 1.17 la sucesién

n
Sp = E Zy
v=1

converge si y sélo si ambas sucesiones

n

Resn:Re<Zzu> :zn:ary y Imsnzlm(zn:zu) :zn:yu
v=1 v=1

v=1 v=1

o0 oo
convergen, es decir si ambas series Y z, y > y, convergen.
v=1 v=1
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2. De acuerdo al Teorema 1.17,

(o] n n o0 [o¢]

E z, = lim s, = lim E r, +1lim E Yy = E r, +1lim E Yy
n—o00 n—o00 n—o00 n—o0

v=1 v=1 v=1 v=1 v=1

|
o0
Teorema 2.5 (Criterio de convergencia de Cauchy). La serie Y z, converge si y solo si
v=1
para cada € > 0 existe N tal que para todo n,m € N con n > m > N,
n
E 2| <e.
v=m+1
Demostracion. El enunciado es una consecuencia inmediata de
n m n
Sn_stE ZV_E 2y = E Zy
v=1 v=1 v=m+1
y del criterio de convergencia de Cauchy para sucesiones (Teorema 1.18). [ |

Tal como en el caso real, el criterio de convergencia de Cauchy implica que los miembros
de una serie convergente necesariamente forman una sucesion nula.

o
Definicién 2.6. La serie Y z, se dice
v=1

o0
1. absolutamente convergente si > |z,| converge, y
v=1
2. condicionalmente convergente si es convergente pero mo absolutamente convergente.

Ademas, tal como en el caso real tenemos el siguiente resultado.

o0
Teorema 2.6. Si la serie Y z, es absolutamente convergente, tambien es convergente.

v=1

Demostracion. En virtud de

n n

dooal< Y lal

v=m+1 v=m-+1

el enunciado es una consecuencia inmediata del criterio de convergencia de Cauchy. [ |

Con respecto a las partes real e imaginaria tenemos el siguiente teorema.

[e.e]

Teorema 2.7. Sea z, = x, +iy,, v € N. Entonces la serie Y z, es absolutamente conver-
v=1

oo o0
gente si y sélo si ambas series >, x, y Y.y, son absolutamente convergentes.
v=1 v=1

Demostracion.
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o0 9]
1. Si Y |z, es convergente, entonces debido a |z,| < |z,] e |y, | < |2,| también > |z,|y
v=1 v=1

o0
>~ |y, | son convergentes.
v=1

o oo
2. Si ambas series Y |z,| y > |y, | son convergentes, entonces debido a |z,| < |z, | + |y,
v=1 v=1

o
también la serie Y |z,| es convergente.
v=1

oo

Comentamos que para decidir sobre la convergencia absoluta de ) z, cualquier criterio
v=1

para series reales con sumandos no negativos puede ser utilizado. En particular se pueden

aplicar el criterio de la raiz y el criterio del cociente, tal como ilustran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.2. Consideremos la serie
(o9} ZV
> - (2.1)
v=0

Esta serie converge trivialmente para z = 0. Para z # 0 tenemos

1/+1|

A I P
v+ |z¢] v+1
por lo tanto de acuerdo al criterio del cociente la serie (2.1) es absolutamente convergente
para todo z € C.

Y

Ejemplo 2.3. Consideremos la serie
e 22)
—~ (v+1! '

Esta serie converge trivialmente para z = 0. Para z # 0 podemos nuevamente aplicar el
criterio del cociente para demostrar que la serie (2.2) es absolutamente convergente para
todo z € C.

Ejemplo 2.4. Consideremos la serie
e (_1)1/221/
VA (2.3)
VZZO (2v)!
Esta serie converge trivialmente para z = 0. Para z # 0 podemos nuevamente aplicar el

criterio del cociente para demostrar que la serie (2.2) es absolutamente convergente para
todo z € C.

Para la multiplicacién de series tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.8 (Teorema de Mertens para series complejas). Sea la serie

oo
S = E Zy
v=0
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absolutamente convergente y

o0
s’ = E 2
v=0

convergente, entonces para el producto de Cauchy se tiene

(o) 14
E ¢, =s-s, donde ¢, := g ZV—MZ;L'
v=0 pn=0

La demostraciéon del Teorema 2.8 esté basada en el teorema analogo para series reales.

o0 o0

Teorema 2.9 (Teorema de Mertens para series reales). Sean Y a, y Y b, series conver-
v=0 v=0

gentes reales, es decir a,,b, € R para todo v € Ny. Sea

A= ia,,, B = iby.
v=0 v=0

Ademds consideramos el producto de Cauchy de ambas series definido por la serie

idn, donde d, ::Zn:an_yby = ) aiby.
n=0 v=0

i+j=n

[o¢]

Si una de las series es incluso absolutamente convergente, entonces la serie Y, d,, converge,
n=0

Y se tiene que

n=0

Demostracion del Teorema 2.9. Supongamos sin pérdida de generalidad que > a, es abso-

v=0
lutamente convergente. Sea
An = Z Ay, B, = Z bl/7 dy = Z b, = Z aubnfuv
v=0 v=0 v=0 v=0
entonces
> " dy = agby + (arbo + aghy) + -+ + (aoby + arbu_1 + -+ + anbo)
v=0
=ayB, +a1B,_1+ - +a,By = Z an-—v(B, — B)+ B ZCLV~
v=0 v=0
Como
a, = A,

v=0
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basta demostrar que
7}1_)12102% »(B,—B)=0. (2.4)

Para tal efecto consideremos € > 0. Entonces existe N € N tal que |B, — B| < ¢ para todo
v > N. Ahora, si n > N, entonces

n

N
<Z|an—V|’BV_B’+ Z |an—|| B, — B
v=0

v=N+1

(B, — B)

n

< éx |B, B\Zmn e Y lans

v=N+1
< méx |B, B|Z|an V|+5Z|au|
o<v<N
Si fijamos N, entonces a partir de a,, — 0 para n — oo obtenemos
o
<e) lal.
v=0

Como ¢ > 0 ha sido elegido arbitrario, obtenemos (2.4), lo que concluye la demostracién del
teorema. |

n

Z an—y(Bu - B)

v=0

lim sup
n— oo

Demostracion del Teorema 2.8. Para v € Ny sea 2z, =z, + 1y, y 2, = z,, + iy,,. Entonces de
(e.9] o

acuerdo al Teorema 2.7, ambas series > z, y Y v, son ambas absolutamente convergentes
v=0 v=0

o o
y de acuerdo al Teorema 2.4, ambas series »_ 2/, y >y son ambas convergentes; ademads,
v=0 v=0

_Z‘rV .U‘r Zyu uyu—i_lzxy #yﬂ‘i‘lzyy “l’

A partir del Teorema 2.9 y del Teorema 2.4 obtenemos a partir de esta identidad la conver-

gencia de la serie > ¢, a la suma s - s’ |
v=0

2.3. Las funciones e?, cosz y sen z

Los ejemplos 2.2, 2.3 y 2.4 coinciden para x € R con las series para e*, senx, y cosx,
respectivamente. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.7. Para z € C definimos

=Y % (2.5)

v=0
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Y .
cosa +isena = €@

v
&

F1GurA 2.2. Iustraciéon del Teorema 2.11.

V21/

COS 2 = Z : (2.6)

o0
-1 1/221/+1
sen z = E (2)—“ (27)
—~ (2v+1)!
Para la funcién exponencial e* = exp(z) podemos, mediante la multiplicacién de series,
verificar la ecuacion funcional caracteristica también para argumentos complejos.
Teorema 2.10. Para todo z1, 2, € C se tiene e172 = *1 . 22,

Demostracion. De acuerdo al Teorema 2.8,

o= (53) (£3) -2 (555)

v=0 v=0 v=0 \pu=0
N V! (21 + 29)
_ V= _ _ LR1tz2
> () - o e e
2 (u:O (v — p)lu! e V!
|
Las expresiones de interés particular son e¢'®, o € R.
Teorema 2.11. Para todo a € R se tiene e = cosa + isena (ver Figura 2.2).
Demostracion. En virtud de
L) (=D siv=2p, p € N,
1] =
(=1 siv=2u+1, peNy
obtenemos
o N 10)” o a? .
e —Z o —Z( Z 2M+1) = cosa +isena.
v=0 pn=0 =0
|

A partir de lo anterior obtenemos inmediatamente una representaciéon muy simple de e?.

Teorema 2.12. Si z =z + iy, entonces e* = e*(cosy +iseny).
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(a) (b)

Re exp(x+iy)

Im exp(x+iy)

Ficura 2.3. (a, b) Parte real y (c, d) parte imaginaria de la funcién e* =
e” Y = e%(cosy + iseny).

Demostracion. A partir de los Teoremas 2.10 y 2.11 obtenemos
e” =" = %Y = e“(cosy +iseny).

Comentamos que los Teoremas 2.10 y 2.11 inmediatamente implican que la funcién e* es
periddica con el periodo 27i, ya que

e* T2 = %e®™ = e (cos(2m) + isen(2m)) = 7,

ver Figura 2.3.
Las funciones e, cos z y sen z aparentemente no estan relacionadas entre si para z € R,

pero para z € C satisfacen las identidades formuladas en el siguiente teorema.

Teorema 2.13. Para todo z € C se tiene

1 . .
cosz = i(elz +e7 %), (2.8)



48 2. FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA

(a) (b)

|sin(x+iy)|
FN
o
8
|sin(x-+iy)|
N

n
(=]
o
o

6000

|cos(x+iy)|
S
o
o
o
nN
)

n
o
o
o

|cos(x+iy)|

FIGURA 2.4. Valores absolutos (a, b) de la funcién sen z = sen(x + iy), (c, d)
de la funcién cos z = cos(z + iy).

1

sen z = i(eiz —e ). (2.9)
Demostracion. Para demostrar (2.8) calculamos
b (i)Y (=) =, o 2 L (= 1)k
e’ +e :Z( o + o :Z(l +(—1))ﬁ:2ZW:20082.
v=0 v=0 pn=0
La demostracién de (2.9) es anéloga. |

Comentario 2.1. Notamos que en el plano complejo, las funciones senz y cosz son no
acotadas, lo que evidencia la discusion de las formulas (2.8) y (2.9) para Imz — oo o
Im z — —o0, ver también Figura 2.4. Esta propiedad, conjuntamente con la periodicidad de

la funcion €*, representa comportamientos muy diferentes de las funciones sen z, cos z y €*
de lo que se conoce para el caso z € R.

A partir de este resultado obtenemos los teoremas de adicion para cos z y sen z.
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Teorema 2.14. Para todo z,z5 € C se tiene

cos(21 + 22) = COS 21 COS 29 — Sen 21 Sen 2y, (2.10)
sen(z1 + z2) = sen z CoS 2o + sen 2y COS 21. (2.11)
Demostracion. Tarea. [ |

El Teorema 2.14 implica que las funciones cos z y sen z son periddicas con el periodo 27
porque

cos(z + 2m) = cos z cos(27) — sen z sen(27) = cos z,

sen(z + 27m) = sen z cos(2m) + sen(2m) cos z = sen z.
Teorema 2.15. Para todo z € C se tiene
cos® z +sen’z = 1.
Demostracion.
1. A partir de las definiciones de cos z y sen z obtenemos inmediatamente
cos(—z) =cosz, sen(—z)= —senz.
2. Se tiene

1 =cos0 = cos(z — z) = cos z cos(—z) — sen zsen(—z) = cos® z + sen z.

Finalmente demostramos la continuidad de las funciones consideradas.
Teorema 2.16. Las funciones e*, sen z y cos z son continuas sobre C.

Demostracion.

1. De acuerdo al Teorema 2.12,
e* =e"cosy +1ie” seny = u(z,y) + iv(z,y).

Como u y v son continuas sobre R2, el Teorema 2.3 implica la continuidad de e*
sobre C.

2. En virtud del Teorema 2.13 la continuidad de las funciones e* y e™** implica la conti-
nuidad de cos z y sen z sobre C.

2.4. Transformaciones fraccionarias lineales

Las transformaciones fraccionarias lineales, conocidas también como transformaciones
de Mobius, forman una clase particular de funciones y representan un buen ejemplo intro-
ductorio de las aplicaciones de C ya que su teoria es cerrada y sus resultados pueden ser
visualizados geométricamente.
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2.4.1. Definicion de las transformaciones fraccionarias lineales.

Definicién 2.8. Para a,b,c,d € C con

“ Z‘ = ad — be # 0 (2.12)
la aplicacion
[: @:D(f)BZHl(z):aZ+bE@

cz+d
se llama transformacién fraccionaria lineal.
Comentario 2.2. De acuerdo a nuestro convenio, ponemos en el caso ¢ # 0
—d b
l(—djc) = % — 0, I(00) =
y en el caso ¢ =0, l(c0) = 0.

Comentario 2.3. El requerimiento (2.12), es decir la no singularidad de la matriz de co-
eficientes

_|a b 2x2
M._L d}e@ ,

asequra que
az+b

w=1(z) = P (2.13)

efectivamente define una aplicacion no trivial, ya que esta condicion no solo excluye que a y
b, o ¢ yd se anulen simultdneamente, sino que también excluye que w = I(z) sea igual una
constante. Tenemos que considerar también que la matriz M asociada a una transformacion
fraccionaria lineal | dada es definida en forma unica sélo hasta la multiplicacion de los cuatro
coeficientes por un factor A # 0 comin, ya que para todo A # 0,

az+b  Aaz+ Ab
cz+d  Aez+ M
Esta observacion puede ser aprovechada para normalizar la matriz M en tal forma que

det M = 1. En tal caso la matriz de coeficientes de la transformacion fraccionaria lineal es
determinada en forma unica hasta un factor +1.

Teorema 2.17. Una transformacion fraccionaria lineal (2.13) describe una aplicacion bi-
jectiva C — C. La aplicacién inversa z = 1~ (w) nuevamente es una transformacién frac-

ctonarta lineal dada por
—d b
z=1"1(w) = w—+ (2.14)

cCw — a

Demostracion.
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1. Sea ¢ # 0. Para la aplicacién inversa definimos [7!(a/c) = oo y I7}(c0) = —d/c. Para
todo z # —d/c la identidad
az+0b
w =
cz+d
implica que z(wc — a) = —dw + b, luego para w # a/c,
—dw +b
2= —.
cw—a

Es decir, z es determinado en forma tnica para todo w # a/c.
2. Sea ¢ = 0. Definimos [~!(c0) = oo. Para todo z € C,

a n b
w=—z+ -
d d
inmediatamente implica que
dw —b
z = ;
a

como a # 0, el valor de z es determinado en forma tunica.

En ambos casos, z es determinado por w en forma tnica y ! posee la forma (2.14). [ |
Teorema 2.18. Una transformacion fraccionaria lineal es continua sobre C.

Demostracion. Sea zy € C 'y {2, }nen una sucesién con z, — 2o cuando n — oo.

1. Si ¢ = 0, es decir la transformacién fraccionaria lineal es de la forma (z) = a’z + ¥V
con a =a/dyl =b/d, entonces

a'zg+ b sizg # o0,

I(z,) =% _
00 si zg = oo.
2. En el caso ¢ # 0 obtenemos

azo+0b .
——— §izg # —d/c, 29 # 0,

; _azp b oo czo+d 0 # —dfe. 70 #

(z0) = cz, +d 7 o si zg = —d/e,
a/c si zg = o0.

Esto implica el enunciado. [ |

2.4.2. Traslaciones, rotaciones, homotecias, y la inversiéon. Consideremos ahora cua-
tro transformaciones fraccionarias lineales faciles de analizar.

1. La traslacion w = z + b efectia una traslaciéon del plano. Notamos que la traslacién
asigna a cada punto z € C un punto z + b € C que posee la distancia |b| de z; el
punto oo es asignado a si mismo.

2. Una rotacidn corresponde a w = az con a € C con |a| = 1, es decir a = € =
cosa +isena con a € R. Esta aplicacion efectiia una rotacion por el angulo a.

3. Una homotecia es una aplicaciéon w = az con a € Ry. En el caso a > 1 se habla de
una dilatacion; si 0 < a < 1, se denomina contraccion.
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FicuraA 2.5. Ilustracion de la inversién de z.

4. La inversién w = 1/z corresponde para z = rel¢ a

1 .
w=—e Y= —(cosp—iseny).
r r

Para la construccion de este nimero hay que ejecutar una inversion respecto a la
circunferencia unitaria y luego una inversion respecto al eje real, ver Figura 2.5.

Teorema 2.19. Cada transformacion fraccionaria lineal es una composicion de rotaciones,
homotecias, traslaciones y una inversion.

Demostracion. Consideremos primeramente el caso ¢ # 0, donde podemos escribir

az+0b ad — bc 1 a
cz+d c cz+d ¢
para ¢ = 0 tenemos
a +b
w=-z+ —.
d

2.4.3. La representaciéon compleja de rectas y circunferencias.

Teorema 2.20. Las rectas y circunferencias en C son precisamente los conjuntos de puntos
que satisfacen una ecuacion

Azz+ Bz+Bz+C =0, (2.15)
donde A,C € R y AC < |B|*. Aqui se trata de rectas para A = 0 y de circunferencias para
A#0.

Demostracion.

1. Partimos de la ecuacién (2.15).
a) Si A # 0, podemos dividir (2.15) por A para obtener

BB e B (e B C B
CrATTAT AT Ta)\"Ta) AT e
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Esta ultima ecuacién es equivalente con la ecuacion

B
Z —— —_——
A
la cual representa una circunferencia con centro —B/A y el radio
1
R - W\/ ‘BP - AC

b) Si A =0, entonces para z = x + iy obtenemos a partir de Bz + Bz+ C =0:
2(B+ B)+iy(B—B)+C =0 < 2(ReB)z —2(ImB)y + C = 0.

2

1
- (R - AC),

Esta ecuacién representa una recta.
2. a) Consideremos la circunferencia Kgr(z9) = {# € C | |z — 29| = R}, entonces
z € Kgr(20) & |2 — 20| = R o equivalentemente,
(Z — Zo)(z — 20) = R2 & 22— 2Zg — 20Z + 2020 = R2,

es decir obtenemos una ecuacion del tipo (2.15) con A = 1, B = —%,, C =
|20 — R? y AC = |2]* — R% < |2|* = |BJ*.
b) Sea una recta dada por la ecuacién
ar+by+c=0, (a,bceR),
donde a # 0 o b # 0. Para z = x 4 iy podemos escribir equivalentemente
2+zZ L 2—Z
a

1 1
5 —1ib 5 +c:0<:)§(a—ib)z+§(a+ib)2+c:0,

es decir obtenemos una ecuacioén del tipo (2.15) con

1 1
A=0, B:§(a—ib), C=c, AC:O<Z(a2+b2):|B]2.
|

En lo siguiente consideraremos también rectas como circunferencias (es decir como circun-
ferencias degeneradas que pasan por oo). Demostraremos ahora una propiedad importante
de transformaciones fraccionarias lineales.

Teorema 2.21. Cada transformacion fraccionaria lineal

I(z) = ij__z, donde |“ Z‘ #0,
convierte circunferencias en circunferencias.
Demostracion. Sea
AzzZ+Bz+Bz+C=0 (2.16)

la ecuacién de una circunferencia o de una recta en el plano z.
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1. En el caso de una aplicaciéon w = az + b obtenemos al insertar z = (w — b)/a en (2.16)
la ecuacion

Aw—bw_—b+Bw—b B b—i—C:O
a a a a
o equivalentemente,

A B A B A b -b
—wi+ [ ——=blw+ = —=b|w+C+ —— |W B— —B-=0.
|al? a laf? a |af? [a]? a a

Definiendo
A= i, B’ :ZE—iB, ' C’+—\bl2 BQ—BQ
|al? a |af? |al? a a

esta ecuacién se convierte en
Awiw + Bw+ Bw+C' =0 (2.17)
donde A’ € R; ademés C’ € R porque

C'=C+ |b|2—2Re Bb
[af? a

Ademas,
2 B _
A= ﬁ] o ot
luego
|B'|> — AC" = —(|B|* — AC) >0,

||2

por lo tanto (2.16) representa una circunferencia o una recta en el plano w.

2. En el caso de la aplicacién w = 1/z obtenemos al insertar z = 1/w en (2.16) la

ecuacion

Aii+Bl+Bi+C:0

w W w w
o equivalentemente,
A+ Bw + Bw + Cww = 0.

Definiendo

A=C, B =B, (C:=A4
podemos escribir esta ecuacién como

A'ww + B'w + B'w+ C' =0, (2.18)
donde A",C" € Ry

|B'|* - A'C' = |B|* — AC > 0.
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Concluimos que nuevamente (2.18) representa una circunferencia o una recta en el
plano w.

Como de acuerdo al Teorema 2.19, cada transformacion fraccionaria lineal es compuesta por
las aplicaciones discutidas en los puntos 1. y 2., el teorema estd demostrado. [ |

2.4.4. La invarianza de la razén doble. Una propiedad importante de las transforma-
ciones fraccionarias lineales es el hecho de que no cambian la llamada razén doble de cuatro
puntos.

Definicién 2.9. Sean z1, 22, 23, 24 cuatro puntos diferentes a pares de C. Entonces la cantidad

(23 — 21 24 — 2
3 1 4 2 .
: S1 21, %2, 23,24 € C?

23 —R9 R4 — 21
24 — 22 .
Em— Sl z1 = 00,
Z3 — %2
23 — 21 .

(21, 22, 23, 24) = P S1 29 = 00,

4 — 21

Z4 — 22 .
E— Sl zg = 00O,
24 — 21
23— 21 .
E— Sl 24 = OQ
\ 23 — 22

se llama razon doble de los puntos z1, 29, 23, 24.

Comentario 2.4. Evidentemente, los casos z; = 0o (i = 1,2,3,4) surgen a partir del limite
correspondiente del primer caso.

Teorema 2.22 (Invarianza de la razén doble bajo transformaciones fraccionarias lineales).
Sea | una transformacion fraccionaria lineal arbitraria y sean zy, 2o, 23,24 cuatro puntos
diferentes a pares de C. Entonces

(1(21),5(22)71@3)7[(24)) = (21, 22, 23, 24).
Demostracion. Sea w; = [(z;) (i = 1,2,3,4). Debido a la biyectividad de [ los nimeros w;
son diferentes a pares.
1. Consideremos primeramente la aplicacién w = az + b.

a) Sean z1, 29, 23, 24 7 00. Entonces

wz—wiwg —wy a2z —z1)alz — )
(w17w27w37w4) — — - (217227237’24)‘
w3z —wowy —wy  a(zz — 22) alzg — 21)

b) Sea z4 = oo. Entonces wy = 0o, luego

wy —wy;  a(zz — 21)
(wl,wg,wg,oo) - - == (2172:2723700)'
ws —we  alzz — 29)

¢) Las demostraciones de los casos z; = 00, 25 = 00 y 23 = 00 son andalogas.
2. Consideremos ahora la inversion w = 1/z.
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a) Sean zi, 29, 23, 24 # 0, 00. Entonces

_Z3 21 24 Zog Rl T R3Z2— 24
(w17w27w3aw4)_ 1 11 1~ 3 ez Z
2 T 2321 —

= (21, 22, 23, 24).

b) Sean 2z, 29, 23 # 00, z4 = 0. Entonces wy = 0oy

1 1
23 1 R2R1 T R3 z3—210— 29 o
<w17w27w3700) - 1 1 - - - (2172272370)'
- 21 R9 — Z3 23—220—21
<3 22
c) Sean z1, 29,23 # 0, z4 = co. Entonces wy =0y
1 1 1
wy— w1 0—wy 24 2z 29 21— 23
(w17w2aw370) - = 1 1 1 = = (21722723700)'
”LUg—lUQO—QUl - Z9 — 23
Z3 22 2
d) Sean z3 = 00 y z4 = 0. Entonces wy = 0, wy = 00, y
1
0—U}1 _Z_ 0—=z
_ _ 1 _ 2 _
(wl,wg,O,oo) - - 1 - - (21722,00,()).
O—U)Q - O—Zl
)

e) Las demostraciones de los demds casos donde otros nimeros z; son iguales a 0
0 0o son analogas.

Como cada transformacion fraccionaria lineal es compuesta por las aplicaciones discutidas
en los puntos 1. y 2., el teorema estda demostrado. [ |

Teorema 2.23. Sean z1, 2o, 23, 24 cuatro puntos diferentes a pares de C. Entonces su razon
doble (z1, 22, 23, 24) es real si y sélo si los cualro puntos estan localizados sobre una misma
recta (es decir, estdan alineados) o sobre una misma circunferencia (es decir, son conciclicos ).

Demostracion.

1. Sea (21, 22, 23, 24) € R.

a) Sean zi, 29, 23, 24 € C. Consideremos la aplicacion
23 — RZ1 R — %9

w=1(z) = )
() 23 — 29 %2 — 21

Sea w; = l(z), 7 =1,...,4, entonces w; = 00, we = 0y wy = 1. Entonces en
virtud de

Wy — 0
1-0
y del hecho de que también (wy,ws, ws,w,) € R (de acuerdo al Teorema 2.22),

concluimos que wy € R, es decir los cuatro puntos estan localizados sobre el eje
real del plano w. Entonces, de acuerdo a los Teoremas 2.17 y 2.21 la imagen

<w17w27w37w4> = (O0,0, ].,11}4) = = Wy
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inversa de esta recta es una circunferencia o una recta. Sobre esta circunferencia
o recta también estan localizados los puntos z1, 29, 23, 24.
b) Sea 21, 29,24 € Cy 23 = 00. Consideremos ahora la aplicacion

Z — 29

w=1(z) = .
zZ— Zz1
Ahora tenemos w; = 0o, wy = 0y w3 = 1. El resto de la demostracién sigue como
en la parte (a).
c¢) Las demostraciones de los casos donde z; = 00, 23 = 00 0 24 = 00 son andlogas.
2. Supongamos ahora que los cuatro puntos estan alineados o son conciclicos. Sean, por
ejemplo, z1, 29, 23 € C, y consideremos
23 —R1 % — 29

w = .
23 — R Z — 21

Evidentemente w; = 00, we = 0y wy = 1. En virtud del Teorema 2.21 también w,
debe pertenecer al eje real. En este caso concluimos que

(21722,23,Z4> = <w17w27w37w4> = (00707 1,11)4) = Wy
es real.

2.4.5. El grupo de las transformaciones fraccionarias lineales (grupo de Mdobius).
Recordemos el concepto de un grupo.

Definicién 2.10. Sea G # @ un conjunto dotado de una operacion interna o tal que para
cada a,b € G se tiene aob € G. El par (G;0), o simplemente G, se dice grupo si se cumple:

1. La operacion o es asociativa:
para todo a,b,c € G: (aob)oc=ao (boc); (2.19)
2. FExistencia de un elemento neutro:
existe e € G tal que para todoa € G: aoe=eoa=q; (2.20)
3. Emistencia del elemento inverso:
para todo a € G existe a™' € G tal que aoca '=a'oa=e. (2.21)
El grupo se llama conmutativo o abeliano si

para todo a,b € G: aob=0boa. (2.22)

Comentario 2.5. Si (K;+,) es un cuerpo arbitrario, entonces (K;+) es un grupo conmu-
tativo y (K\{0};-) es un grupo conmutativo.

Comentario 2.6. Cualquier espacio vectorial V' con la operacion de adicion de vectores
forma un grupo conmutativo.

Teorema 2.24. El conjunto L de las transformaciones fraccionarias lineales (o transforma-
ciones de Mébius) | : C — C con la composicion como operacion forma un grupo L = (L;o0).
Este grupo también es conocido como grupo de Mobius.
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Demostracion.

1. Definimos la composicion Iy o l; para li,l, € L como operacion sobre L, es decir para
todo z € C, (I 0 l1)(2) = ly(l1(2)). Por lo tanto hay que demostrar si ly,l, € L,
entonces efectivamente también Iy ol € L. Sean entonces dadas las transformaciones
fraccionarias lineales

a1z + by a; by azz + by as by
I 0, Iy(z)= 22" 0.
1(z p—— con o dy #0, Iy(2) p—— con e do =+
Obtenemos entonces la composicion
b
_ _ 1 1
I3(2) = l3(l1(2)) = a1z £ by N
C —_—
2612’ + d1 2

(CLQCLl + bgCl)Z + (CLle + bzdl) . asz + b3

(CQCLl + dgCl)Z + (Cgbl + dzdl) . C3Z + dg.

Queda por demostrar que

as bg
C3 d3 %O
Pero
asz bs _ a2 ba| a1 bl_ asz bs _ @2 ba| lar by
{03 d?l B {Cz dJ [01 d | T e ds| T e df|a d 70

2. La asociatividad (2.19) es una consecuencia inmediata del hecho de que es valida para
la composicién de aplicaciones arbitrarias (ver Calculo I).
3. Evidentemente, el elemento neutro (ver (2.20)) viene dado por la aplicacién idéntica

l(z)=2= ﬂ
0-z+1
4. Sea un elemento arbitrario [ € L dado por
_az+b
?) = cz+d
entonces su inverso [~ (ver (2.21)) est4 dado por
1 —dz+b
[ (2) = o

Comentario 2.7. Hemos demostrado que (L;0) es un grupo, pero este grupo no es conmau-
tativo (abeliano). Por ejemplo, eligiendo

1
li(2) = > lo(z) =2z+1

obtenemos

1 1

(hol)(z) = ==, (boh)(z) =7 +1#(Lok)()
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2.4.6. Puntos fijos y representacién normal.

Definicién 2.11. Para una transformacion fraccionaria lineal w = l(z) un elemento ¢ € C
se llama punto fijo de [ si [(¢) = C.

El siguiente teorema es evidente.
Teorema 2.25. Para la aplicacion idéntica l(z) = z cada ¢ € C es un punto fijo.

Teorema 2.26. Cada transformacion fraccionaria lineal diferente de la aplicacion idéntica
posee a lo mds dos puntos fijos.

Demostracion.
1. Sea l(z) = az + b con (a,b) # (1,0).
a) Observamos que ¢ = oo es un punto fijo de esta aplicacién.
b) Un punto ¢ € C es un punto fijo de [ si y sélo si ¢ = a + b o equivalentemente,
((1 —a) = b. Es decir, solamente para a # 1 obtenemos un segundo punto fijo
¢(=0b/(1—-a).
2. Sea ahora
az+0b
I(z) = i d (c #0).
a) Como [(0c0) = a/c podemos asegurar que oo no es un punto fijo de I; como
[(—d/c) = oo, el nimero —d/c no es un punto fijo de | tampoco.
b) Un punto —d/c # ¢ € C es un punto fijo de [ si y sélo si

= aC+0b
o +d
Esta ecuacién cuadratica entrega los puntos fijos

—d 1 —d 1
Clza +2_V(a—d)2+4bc, sza — 5V (a—d)? + 4be,
c

2c 2c 2c
los cuales coinciden en el caso (a — d)? = —4bc.

s+ (d-a)—-b=0.

Comentario 2.8.
1. El punto oo es punto fijo de l si y sdlo sil posee la forma l(z) = az + b.
2. La aplicacion I(z) = az, a # 1, es la unica transformacion fraccionaria lineal que
posee los puntos fijos 0 e co.
3. La aplicacion 1(z) = z+ b, b # 0, es la unica transformacion fraccionaria lineal que
posee solamente el punto fijo oo.

Utilizando el Teorema 2.26 podemos demostrar ahora que existe exactamente una trans-
formacién fraccionaria lineal que asigna tres puntos dados a tres puntos dados.

Teorema 2.27. Sean dados tres puntos diferentes a pares z1, z9, z3 y tres puntos diferentes
a pares wi, wy, ws. Entonces existe exactamente una transformacion fraccionaria lineal w =
I(z) conw; =1(z) parai=1,2,3.

Demostracion.
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1. Para la transformacion fraccionaria lineal

h(g) o 23 — 21 % — Z9

tenemos l4(z1) = 00, l1(22) = 0y l1(23) = 1. Por otro lado, para

ZQ(U)) =

se tiene lo(wq) = 00, ly(wq) = 0y ly(ws) = 1. Formando la transformacion fraccionaria
lineal [ segtin

23 — R 2 — 21

W3 — W1 W — Wo

W3 — W2 W — Wy

w=1(z) =y (l(2)),
entonces [(z1) = wy, I(22) = wy vy I(23) = ws.

2. Sea [ una transformacion fraccionaria lineal arbitraria con [(z;) = w;, i = 1,2, 3, enton-
ces [71(I(2)) posee los puntos fijos z1, 22 ¥ 23. Entonces, de acuerdo al Teorema 2.26,
[71(1(2)) = 2, y por lo tanto I(z) = I(2).

|
Ejemplo 2.5. Queremos determinar la transformacion fraccionaria lineal w = 1(z) (deter-
minada en forma unica segun el Teorema 2.27) con w; = l(z;), i = 1,2, 3, para
21 :2, Zzzi, 2’3:—2; W :1, ’LUQZi, w3:—1.
Utilizando el Teorema 2.22 obtenemos para zy = z, wy = w = (2):

—1—-1w-1 Ws — WL W — Wy 23 — 21 2 — 29 —2—-2z—1

—1—iw—-1 wy—wyw—w; 23—292—2 —2—iz—2

Despejando w a partir de esta ecuacion obtenemos
3z + 21
w=1(z) = - .
iz+46
2.4.7. Representacion normal de transformaciones fraccionarias lineales. Conclui-
mos la discusion de transformaciones fraccionarias lineales en este capitulo demostrando que

una transformacién fraccionaria lineal es determinada hasta una constante por sus puntos
fijos, empezando por el caso de que co es un punto fijo.

Teorema 2.28. Sea co un punto fijo de la transformacion fraccionaria lineal w = 1(2)
diferente de la identidad.

1. Si no eziste otro punto fijo, entonces con una constante k # 0 se tiene que
w=z+k.
2. 5i ¢ € C es otro punto fijo, entonces con alguna constante k # 0,1,
w—C(=k(z—().
Demostracion.

1. Si no existe otro punto fijo, entonces de acuerdo al item 3. del Comentario 2.8 la
aplicacion [ posee la forma w = z + b (b # 0). El enunciado sigue para k = b.
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2. Si ¢ € C es otro punto fijo, entonces de acuerdo al item 1. del Comentario 2.8 la
aplicaciéon [ posee la forma w = az + b, donde a # 0 y a # 1. Para el punto fijo ¢ se
tiene ¢ = a( + b y por lo tanto

w—C(=az+b— (al+0b) =a(z— ().

El enunciado sigue para k = a.

Trataremos ahora el caso de que co no es un punto fijo.

Teorema 2.29. Supongamos que co no es punto fijo de la transformacion fraccionaria lineal
w=1(2).
1. Si € es el punto fijo unico, entonces existe una constante k # 0 tal que

1 1
= + k.
w—¢ z—¢
2. 51 ¢, y G son puntos fijos, entonces existe una constante k # 0 tal que
w— G _ kZ -G
w— G z—Cy

Demostracion.
1. Sea ( el punto fijo tnico. Consideremos las sustituciones

1 1
“o—¢ ZTi¢
las que convierten el punto fijo ¢ en co. La relacion entre Z y W es
AZ+B

W=LZ)=—= —, donde AD — BC #0.

CZ+D
Esta transformacion fraccionaria lineal posee solamente el punto fijo oo, por lo tanto
debe existir k # 0 tal que L(Z) = Z + k, es decir

1 1
= k.
w—( z—C +
2. Sean (1, (2 € C los puntos fijos. Las sustituciones
W:w—Q, Z:Z—Cl
w— Gy =G

convierten los puntos fijos (; y (2 en 0 e 0o, respectivamente. Como las transforma-
ciones fraccionarias lineales forman un grupo, se tiene

AZ+B

CZ+D’
Esta aplicacion posee los puntos fijos 0 e oo; entonces de acuerdo al item 2. del Co-
mentario 2.8 la aplicacién L posee la forma L(Z) = kZ con k # 0, es decir

w‘@_kz—ﬁ

UJ—C2— Z—C2‘

W =1L(2) donde AD — BC # 0.
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2.5. Ejercicios
Problema 2.1. Demostrar el Teorema 2.14.
Problema 2.2 (Tarea 2, curso 2023).
a) Se consideran las siguientes funciones definidas para z # 0:
_ Rez z z-Rez

hz)=— f)=7, fz)=

z KN

||

Analizar los limites cuando z — 0.
b) Analizar si la funcién f(z) = e~/ es continua sobre 0 < |z| < 1. ;La funcién f es
uniformemente continua sobre este conjunto?

Solucion sugerida.

a) Sean {Z, }nen, {Yn}nen sucesiones reales con z,,y, # 0y Z,, y, — 0 cuando n — co.
1. Tenemos

Rex, =z, ,
filz,) = . = E =1 = 7}1_{20 fi(z,) =1, (2.23)
. Re(iy,, 0 , .
filiy,) = (ig) =—=0 = lim fi(iy,) = 0. (2.24)
yn y,n n—oo

Como ambos limites son diferentes, no existe el limite de fi(z) cuando z — 0.
2. Consideremos una sucesion {x; },en ({2, }nen) de elementos positivos (negativos)
e Yy, = 0, donde zF := z¥ + iy, — 0 cuando n — oo, entonces

fg(z:{) =1 = lim fg(z:{) =1, falz,)=—-1 = lim fo(z,) =—1,

por lo tanto tal como en el caso (1), ambos limites son diferentes, y no existe el
limite de f2(z) cuando z — 0.

3. Aqui
e - +
| fs(zn)] N Vi 442 1\/I%+y%

4 2242 1/2 2 1/2
- 2 - st = nynz < xi + yz 2
G ST s T4 1+ ya/ap

< (@ + Y)Y = Jan + iya| = |2,
lo que implica que si z, — 0, entonces f3(z,) — 0, luego
lim f3(2) = 0.

b) Notamos primeramente que la funcién z — |z| es continua sobre C, ya que de acuerdo
al segundo item del Teorema 1.9, ||z1| — |22|| < |21 — 22]; por lo tanto, para cada € > 0
dado, se tiene ||z1] — |22|] < € si |21 — 22| < 0. = €. De acuerdo a lo anterior, basta
demostrar que la funcién f(r) = e™'/" es continua sobre (—1,1)\{0}. Esto es el caso
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considerando que f(r) = e~'/" es una composicién de funciones continuas para estos
valores de r.
Una funcién g es uniformemente continua sobre R = {z € C|0 < |z] < 1} si

Ve>0:36.>0:Vz1,20 € R: |21 — 29| <0 = ‘9(21)_9(22)|<€,

es decir al contrario de la definicion de la continuidad, d. debe ser independiente de z;

0 29. En nuestro caso,
1 1
z1) — f(z2)| = |exp| —— | —exp| ——
‘f( 1) — f( 2)| p< \21\) P( |22’)‘

1 1 1
=exp| —— ||l —exp| — — —
|21] EARE
1 1
1—exp( — —— ).
‘”‘p(w |z2|)'

Basta considerar |z;| < |22] (sino intercambiamos z; y 23), luego

1 1 1 1
l—expl ——— ||=exp| —— — | -1 (2.25)
|21] | 22| |21] | 22|

1 1
(|ZQ| — |Zl|)(1 — |Zl||22|) < 0 = m — @ < |ZQ| — |le = |ZQ — Zl|. (226)

y

Como expa > 1 + « o equivalentemente, expa — 1 > « para todo a € R, concluimos

que (combinando (2.25) y (2.26))
|f(21)—f(Z2)| éexp(L 1 ) —1geleal g,

|21 |22
Sabemos que para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si |y| < 0, entonces |e¥ — 1] < ¢,
por lo tanto si |zo — 21| < §, entonces |f(z1) — f(22)| < &, lo que demuestra que f es
uniformemente continua sobre R.
Problema 2.3 (Tarea 2, curso 2023).

a) Analizar la convergencia de las siguientes series:

> 1 = vmwo . v > 1 vmwo . vT
;(1"‘—1)1" VZO<COSZ+ISGHZ), ;(1+1)V(COSZ+ISGDZ).

b) Demostrar que la siguiente serie converge para todo z con |z| =1, z # —1:

o0 _1V+IZV
$ o

v=1
Solucion sugerida.
a) Sea en cada caso la serie denotada por

ial,. (2.27)
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1. La serie es absolutamente convergente, ya que

1 > 1 > 1 =1
|au|—(\/§)y = VXZ;—(l—i‘I)V g;‘(l—f—l)” —;(ﬂ)yv

o0
la tltima serie converge porque es una serie geométrica > ¢” con |g| = 1/v/2 < 1.
v=0
2. Una condicién necesaria para que la serie (2.27) converja es a, — 0 cuando
v — o0. Pero aqui tenemos, por ejemplo, agy = 1 v agpio =1 para k € Ny, luego
a, # 0 cuando v — oo y la serie no converge.
3. Notamos que
17/ 28
cos — +1sen

4 4

0| 1 1
a,| = ——— = —
(V2) (V2)
por lo tanto la serie es absolutamente convergente tal como se demostré en en

primer caso.
b) Consideremos las series

o)
E { . V+1 V § .

al/a al/ T bl/7 I/ T 7
r=1

asi la serie dada puede ser escrita como

o0

> ab,. (2.28)

v=1

Notamos primeramente que

. S ()
2 a —Z e R e

v=0

esta suma es bien definida para z # —1. Obtenemos, ademads, utilizando que |z| = 1,

S, o (2

—~ 1+=2

- R 2l Y el ok 2

E a,| = |z = .
= 1+ 2 1+ 2 L+ 2]

Para demostrar que la serie dada (2.28) converge, consideremos la férmula

z;n (za,,)b_z{<zak> >}

v=m

(sumacién por partes, facil de verificar). Aqui obtenemos

Zay 2{(; ) byﬂ—by)}‘

n

Z a,b,

v=m

< b, +

v=m
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n—1

2 2 2b 2
< b, + b, —b,11) = Al )
11+ 2| |1+z|uZ< +) I1+z  mll+z]

=m

Cémo b,, — 0 cuando m — oo, podemos para ¢ > 0 elegir N. = 2/(¢|1 + z|) para
asegurar que si m,n > N, entonces

n
5 a,b,
rv=m

Esto demuestra que la sucesion de sumas parciales de (2.28) es una sucesién de Cauchy,
por lo tanto la serie (2.28) converge de acuerdo al criterio de Cauchy.

Problema 2.4 (Evaluacion 1, curso 2023).
a) Determinar la transformacién fraccionaria lineal que asigna a los puntos z; = —2i,
29 =0y 23 = 2i los puntos w; = —1, we =1y w3 = 1, respectivamente.
b) /Cuél es la imagen del eje imaginario bajo la aplicacién de la parte (a)?

< €.

Aviso: se sabe que para una transformacion fraccionaria lineal

az+b
2) =~ @bedeC ad=be#0
y cuatro puntos diferentes a pares z1, z9, 23, 24 € C, se conserva la invarianza de la razon
doble, es decir si

23 T 21 R4 — 22

<217227Z37Z4) = )
23 T k24 — 21

entonces (1(21),1(22),1(23),1(z4)) = (21, 22, 23, 24)-
Solucion sugerida.

a) Seguimos el procedimiento del Ejemplo 2.5 y utilizando el aviso obtenemos para z;, = z,
wy = w = [(z) a partir de

23 —R1 % — %9 W3 — W1 W — Wy

23— 292 — 2 W3 — WyW — Wy
la ecuacion
21 — (—2i) z 1= (=1) w—i
2 z— (=2  1—-i w-—(-1)
4z 2 w-—i
Tozta 1-iwtl
Despejando w a partir de esta ecuacién obtenemos

_ z—=2  iz—21 2i—iz

S P s s

b) (Alternativa 1) Sabemos que la imagen de una recta o circunferencia bajo una trans-
formacién fraccionaria lineal es una recta o circunferencia. Dado que los tres puntos
21, 2o Y 23 pertenecen al eje imaginario, la imagen del eje imaginario es la recta o

circunferencia que pasa por wp, wy v ws. Estos puntos no son colineales, por lo tanto
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la imagen es una circunferencia. Como |wi| = |ws| = |ws| = 1, la imagen del eje
imaginario es la circunferencia unitaria K7(0) :={z € C | |z| = 1}.
b) (Alternativa 2) El eje imaginario esté representado por Rez = 0 < z+z = 0. Ademas,
2 -2 2w +2
iz 42 o l—iw’
Insertando esto en z 4 zZ = 0 obtenemos
2w + 2 =21w + 2
— + — =20
1—1iw 1+1w
Multiplicando por (1 — iw)(1 + iw) obtenemos
(21w + 2)(1 + iw) + (—2iw + 2)(1 —iw) =0

Después de cancelaciones obtenemos 4ww = 4 o equivalentemente, |w|*> = 1 (y el
mismo resultado).




Capitulo 3

La diferenciabilidad de funciones complejas

3.1. Definicién de la derivada y regularidad

Definicién 3.1. Se considera una funcion f: C — C.
1. La funcion f se dice diferenciable en zy si zg es un punto interior de D(f) y el siguiente
limite existe y es finito:

lim f(z) = f(=0) — ﬂ(zo).

22— 20 Z— 2 dz

2. La funcion f se dice diferenciable sobre el conjunto M si f es diferenciable en cada
punto zg € M.
3. La funcion f': C — C con

D) = {20

se dice derivada de f.

3¢

/ 2p) existe y es ﬁnito}, f(20) = —Z(zo)

Tal como en el caso real las derivadas de orden mayor se definen en forma recursiva:
f// — (f/>/, o 7f(n) — (f(nfl))/.
La funcién f misma también es denotada por f = f(©). Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.1.

1. Para a € C la funcion f con f(z) = a, es decir f = a, es diferenciable sobre C con
f'(2) =0, es decir f'=0.

2. Paran € N la funcién f con f(z) = 2™ es diferenciable sobre C con f'(z) = nz""1.
Demostracion. Tarea. [ |

Consideremos ahora dos ejemplos de funciones que son continuas sobre C, pero no son
diferenciables.
Teorema 3.2.

1. La funcion f definida por f(z) = Rez sobre D(f) = C no es diferenciable en ningin
punto zy € C.

2. La funcion f definida por f(z) = |z|? sobre D(f) = C es diferenciable solamente en
20 = 0.

Demostracion.
1. Sea zy = z¢ +iyo € C.
67
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Y
Yo % Zo + h
T
Zo

Ficgura 3.1. Aproximaciones horizontal y vertical de z, (demostracién del
Teorema 3.2).

a) Para h € R, h > 0 definimos z = zy + h = 29 + h + iyy (aproximacién horizontal
de zp; ver Figura 3.1). Obtenemos

f(z) = f(z0) _ o+ h =0

=1
zZ— 2 h

b) Para k € R, k > 0 definimos z = 2o + ik = x¢ + i(yo + k) (aproximacién vertical
de zp). Obtenemos ahora
f(z) = f20) _ @0 — 2o

= = 0.
zZ— 2y ik

A partir de (a) y (b) concluimos que f no es diferenciable en z.
2. a) Para zy = 0 tenemos

o ) = 10)

|
2—0 z2—0 z—0 2 20 2 z—0

b) Sea zg = xg+iyg # 0. Para z = zo+h = xo+ h+iyy con h € R, h > 0 obtenemos
cuando h — 0

f(z) = f(20) _ 20 + b+ iyo|* — |xo + iyo|?
zZ— 2z h

= 2x0+h—> 2330.

Considerando z = zy + ik = z9 + i(yo + k) con k € R, k > 0 obtenemos cuando

k—0
— i E)|? — g2 2 k
f(z) = f(=0) _ |20 +i(yo + )| |20 + o _ yo‘+ S i,
zZ— 2 ik i
Si f fuera diferenciable en zy tendriamos que 2xy = —2iyg, lo que es imposible

porque zg # 0.
|

Los dos teoremas siguientes son andlogos a sus contrapartes en el caso real.
Teorema 3.3. Si f es diferenciable en zy, entonces f es continua en zg.

Demostracion. Tarea. [ ]
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Teorema 3.4. Una funcion f es diferenciable en zy € C si y solo si existen un nimero
c € C y una funcion fy definida sobre una vecindad U(zy) de zy con U(zy) C D(f) tal que
para todo z € U(zp),

o) = Iim fof=) =0,
F(2) = £(z0) + el = 20) + |2 = 20l fo(2).

Se tiene ¢ = f'(z).

Demostracion. Tarea. [ |

Resulta que en la teoria de funciones (complejas) la diferenciabilidad de una funcién en
un sélo punto no es una propiedad muy interesante. El concepto que realmente importa es
la reqularidad.

Definicién 3.2. Se considera una funcion f: C — C.

1. La funcion f se dice regular en zo € D(f) si f es diferenciable en una vecindad de z.
2. La funcion f se dice regular sobre un conjunto M C D(f) si f es regular en cada
punto de M.

3.2. Reglas de diferenciacién

Las siguientes reglas de la diferenciaciéon de sumas, productos y cocientes de funciones
son idénticas con las reglas correspondientes de funciones reales. Las demostraciones de los
siguientes dos teoremas son analogas al caso real.

Teorema 3.5. Sean las funciones f y g diferenciables en zy. Entonces

1. f+g es diferenciable en z con
(f +9)'(20) = f'(20) + 9'(20);
2. g es diferenciable en =z con
(f - 9) (20) = ['(20)9(20) + f(20)9'(20);

3. si g(z0) # 0, también f/qg es diferenciable en zy con

f , o) — f'(20)9(20) — f(20)g'(%0)
() o = P

Teorema 3.6. Sea la funcion h = go f definida sobre un conjunto M C C. Si f es dife-
renciable en zy € M y g es diferenciable en wy = f(zy), entonces h = go f es diferenciable
en zg con

W(z0) = (go f)(20) = ¢ (f(20))f(20)-
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3.3. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann

La definicién de la derivada en C es completamente anédloga a la definicion de la derivada
de una funcion de una variable real. Pero también podemos interpretar una funciéon f : C — C
como aplicacién f : R? — R2. Para tal efecto escribimos

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)

y consideramos la aplicacién

f=wv): (2,y) = (ulz,y), v(z,y)).
Queremos analizar ahora como la diferenciabilidad de f se expresa en términos de la parte
real u y la parte imaginaria v.

Teorema 3.7 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann). Sea f = u + iv diferenciable en zy =
(x0,Y0). Entonces en (x9,yo) existen las derivadas parciales g, Wy, Uy Y y.

1. Se tiene

uz(To, Yo) = vy(To, o), (3.1a)
uy(To, Yo) = —v(Z0, Yo)- (3.1b)

Estas ecuaciones diferenciales parciales se dicen ecuaciones de Cauchy-Riemann.
2. Se tiene

f(20) = ua(wo, yo) + 102 (w0, Y0) = vy(20, Y0) — ity (20, Yo)- (3.2)
Demostracion.
1. a)Seaz=2z+h=umx9+h+iyy con h € R, h # 0. Entonces para todo h suficiente-
mente pequeno,
f(z) = f(z0)  w(wo+ h,yo) +iv(zo + h,yo) — (u(zo, Yo) + iv(20, Y0))

zZ— 2 N h
~u(@o + hyyo) — w(wo, o) | . v(wo + h,yo) — v(@0, Yo)
= +1 .
h h
Como el lado izquiero converge a f’(z9) cuando h — 0, en el lado derecho las
partes real e imaginaria deben converger. De acuerdo a la definicién de la derivada

parcial tenemos

f'(20) = uz(20, Y0) + vz (w0, Y0),
lo que demuestra la primera identidad en (3.2).
b) Considerando z = 2y + ik = zo +i(yo + k) con k € R, k # 0 podemos demostrar
la segunda férmula de (3.2) en forma anéloga.
2. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann siguen a partir de una comparacion de las partes
real e imaginaria de ambas representaciones de f’(zp).

Ejemplo 3.1. Sea la funcion f real en una vecindad U(zy) de zy y diferenciable en z.
Entonces

f'(20) = uz(xo, yo) + ivz(xo,y0) = 0,
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ya que vy(To, Yo) = 0 y us(zo, Yo) = vy(wo, yo) = 0.

Ejemplo 3.2. La funcion f(z) = Rez, D(f) = C no es diferenciable para ningin z € C,
ya que con u(x,y) = x, v(z,y) = 0 se tiene u, = 1, v, = 0, es decir f no satisface las
ecuaciones de Cauchy-Riemann (3.1); por lo tanto [ no puede ser diferenciable en ningin
punto.

Ejemplo 3.3. La funcion f(z) = z, D(f) = C no es diferenciable para ningin z € C, ya
que con u(z,y) = x, v(x,y) = —y se tiene u, = 1, v, = —1, es decir f no satisface las
ecuaciones de Cauchy-Riemann (3.1); por lo tanto f no puede ser diferenciable en ningin
punto.

3.4. La conexion con la diferenciabilidad real

Ya enfatizamos en algunas instancias que una aplicacion f : C — C también puede
ser entendida como aplicacién f = (u,v) : R?> — R?. Para una aplicacién de este tipo ya
especificamos el concepto de la diferenciabilidad (Célculo I1T). Aqui reiteramos esta definicién
para el caso particular presente.

Definicién 3.3. Sean f = (u,v) : R? = R? y (z9, o) un punto interior de D(f). La funcion
f = (u,v) se dice diferenciable en (zo,v0) si en (xg,yo) las derivadas parciales de u y v
existen y sobre una vecindad U(xg,yo) de (xo,y0) existen dos funciones uy y vy tales que

lim UO(x7y> = Uo(l’oa’yo) =0, lim Uo(l‘a y) = Uo(ﬂﬁmyo) =0
(m,y)ﬁ(mo,yo) (x,y)%(azo,yo)

y sobre U(xo,yo) se tiene
u<x7 y) = U(SCO, yO) + uz<x0> yO)(m - ;Co) + uy<x07 yO)(y - yO) + d((ﬂ?, y)? (.To, yo))uo(a:, y)7
v(@,y) = v(wo, Yo) + va(wo, Y0) (¥ — 20) + vy(0, Y0) (¥ — o) + d((2, ). (z0, yo)) vo (2, ).

Evidentemente, esta definicion no incluye ningiin otro tipo de hipétesis sobre la conexién
entre u y v. Pero como la satisfaccion de las ecuaciones de Cauchy-Riemann es una condicion
necesaria para la diferenciabilidad de f en zy = (xg, 30), la diferenciabilidad real de u y v no
implica la diferenciabilidad compleja de f. No obstante tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.8. Sean f = (u,v) : R? — R? y 29 = (wo,y0) un punto interior de D(f).
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
1. La funcion f es diferenciable en el sentido complejo (segun la Definicion 3.1) en z.
2. La aplicacion (u,v) es diferenciable en el sentido real en (xq,yo) con
Ux(l"o,?/o) = 'Uy(I'Oa yO)a uy(wOa yO) = _Ux($07y0)~ (33)

Demostracion.
1. Sea f diferenciable en el sentido complejo en zy. Entonces de acuerdo al Teorema 3.4,

f(2) = f(z0) + f'(20) (2 = 20) + |2 — 20 fo(2)
sobre una vecindad U(zp) de zo. Si ponemos fo(2) = ug(x,y) + ive(z, y), entonces

lim  wp(z,y) =0, lim  vy(z,y) =0, (3.4)

(#,y)=(20,0) (@,y)=(20,y0)
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y en virtud de f'(2q) = uz(x0, yo) + ivz(x0, yo) tenemos
u(z,y) +iv(z, y) = u(zo, yo) + iv(zo, Yo)
+ (uz(z0, yo) + vz (w0, o)) ((z — m0) +i(y — vo))
+d((z,y), (0, %0)) (uo(@,y) + ivo(x,y)),
luego utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann obtenemos

u(z,y) = u(xo, Yo) + w0, Yo)(x — 7o)

+ 1y (20, Y0) (¥ — vo) + d((2, ), (0, Yo)) uo(, 1), (3.5)
v(z,y) = v(xo, Yo) + va(To, Yo) (T — o)
+ vy (0, ¥0) (¥ — wo) + d((2,y), (o, y0))vo(x, ). (3.6)

2. Si la aplicacién (u,v) es diferenciable en el sentido real en (xg,¥o), es decir si las
ecuaciones (3.4), (3.5) y (3.6) son validas sobre una vecindad U ((xg, y0)) de (xo,yo) v
si admas las ecuaciones de Cauchy-Riemann (3.3) son vélidas, entonces

) — Fleo)
ray) + s9) — s gn) + 0(z0, )
_ufz,y) — u(w, yo)z+_i(i?(fv, y) — v(wo, o))
a0 — 1) + 030}y — ) + (), o go),)

4 e(@0,90) (@ = 70) 4 vy (@0, 90) (y = 90) + d((z,9), (0, 30) o v)

T — 29 +1i(y — . r—x9+1(y —
= Uy (70, Yo) OZ iy o) + 1, (20, Yo) OZ iy o)
— 20 — 20

d((z,y), (%JJO))(

Z— 20

+

uo(z,y) + ivo(x,y)).

Como

xr — Xo+ i(y - yO) -1 d((l’,y), ('TOvyO)) -1

Z— 20 Z — 20

esto implica la existencia de

o 12— £()

= Uz (0, Yo) + 10 (0, Yo)-
ST 2 -2 (0, Yo) (0, Yo)
3.5. La regularidad y las ecuaciones de Cauchy-Riemann

La definicién de la regularidad y el Teorema 3.7 inmediatamente implican el siguiente
teorema.
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Teorema 3.9. Si f = u+iv es regular en zy, entonces las ecuaciones de Cauchy-Riemann
son vdlidas sobre una vecindad abierta U(zy) de zp.

Bajo una hipoétesis adicional también la inversién del Teorema 3.9 es valida.

Teorema 3.10. Si sobre una vecindad abierta U(zy) de 2o las ecuaciones de Cauchy-Riemann
son vdlidas para funciones u y v y estas funciones poseen derivadas parciales continuas ,,
Uy, Uy Y Uy (es decir, w y v son continuamente parcialmente derivables), entonces f = u+iv
es reqular en 2.

Demostracion. Como w y v son continuamente parcialmente derivables sobre U(z), la fun-
cién f = (u,v) es diferenciable sobre este mismo conjunto (resultado del Célculo III) en el
sentido de la Definicién 3.3. Como ademas las ecuaciones de Cauchy-Riemann son validas,
el Teorema 3.8 implica la diferenciabilidad compleja de f en cada punto de U(z), la cual de
acuerdo a la Definicion 3.2 implica la regularidad de f en x. [ |

El siguiente teorema formula una aplicacién importante del Teorema 3.10.
Teorema 3.11. Las funciones €, sen z y cos z son requlares sobre C 1y se tiene
(e*) =¢e*, (senz) =cosz, (cosz) = —senz.
Demostracion.

1. Sabemos que e* = e*cosy + ie*seny = u(z,y) + iv(z,y). Las funciones u y v son
continuamente parcialmente derivables sobre R?, y obtenemos

u, =e“cosy, u,=—e"seny, v, =e"seny, u, =e"cosy,

es decir las ecuaciones de Cauchy-Riemann estan satisfechas, luego e* es regular sobre C
de acuerdo al Teorema 3.10. Ademas, de acuerdo al Teorema 3.7,

(€*) = u, +iv, = e” cosy + ie” seny = €.

2. De acuerdo al Teorema 2.13,

1, . . 1 . ,
senz = §(e1Z —e %), cosz= 5(61'2 +e77),
i
luego
1 1 .
(senz) = — (i€ +ie77) = = (e + e7%) = cos 2,
2i 2
1 ' 1 .
(cosz) = §(ielz ie™”) = —E(ew e ¥) = —senz.

3.6. Preservaciéon de angulos y aplicaciones localmente conformes

En lo siguiente consideramos una funcién f : C — C continua y estudiaremos prime-
ramente el concepto de preservaciéon de dngulos en un punto zy € D(f). Para tal efecto
consideremos dos curvas en D(f) con las parametrizaciones z1(t) y 22(t) para t € [—1, 1] con
21(0) = 22(0) = zp. Consideremos, ademés, las curvas

wy (t) = f(Z1(t))7 wo(t) = f(Zz(t))a te[-1,1]
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Yy v

FIGURA 3.2. Preservacion de angulos.

que ahora pasan por el punto f(zg). Si estos pares de curvas poseen tangentes en zg vy f(20),
respectivamente, entonces podemos comparar los angulos incluidos por los pares de tangentes
respectivos. El caso en el cual estos dngulos coinciden es de interés particular (ver Figura 3.2).

Definicién 3.4. Se considera una funcion f : C — C. Sea zy un punto interior de D(f) y
sea f continua sobre una vecindad de zy. Se dice que la funcion f preserva angulos si para
todo par de curvas z(t), z2(t) con z1(0) = 25(0) = 2o que posean tangentes en zy también
las curvas wy(t) = f(z1(t)) y wa(t) = f(22(t)) poseen tangentes en f(zy) y los dngulos entre
ambos pares de tangentes coinciden en tamano y orientacion.

Definicién 3.5. Una funcion f se dice localmente conforme en un punto interior z, de
D(f) st la funcion f preserva dngulos en zy y

f(z) = f(20)

Z— 20

existe un nimero v > 0 tal que 1lim = 7. (3.7)

Z— 20

Comentario 3.1. La condicién (3.7) se pronuncia sobre el comportamiento de la distorsion
de los valores absolutos bajo la aplicacion f. Efectivamente, si f verifica (3.7) en un punto 2o,
entonces para cada € > 0 existe una vecindad U(zy) C D(f) de zy tal que para todo z € U(z),

(v =)z — 2| < [f(2) = f(20)] < (v + )|z — 2.

Ejemplo 3.4. Se considera la funcion f(z) = Z, la cual satisface (3.7) para todo zy =
xo +1yo € C ya que
f(z) = f(20)

Z— 20

. 12— 20
= lim |——

Z—rZ20

lim =1>0.

Z—rZ0

Z— 20
No obstante, esta funcion no preserva dngulos para ningin zy € C, por ejemplo si conside-
ramos las curvas

Zl(t) :Zo+t, Zg(t) :Zo+it, t e [—1,1],
las cuales incluyen el angulo w/2, obtenemos las curvas w;(t) = f(2i(t)), i = 1,2 dadas por

wl(t):z0+t:20+t, WQ(t):Zo—Flt:fo—lt,
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Yy 2(t) v
A
E
2
P > z1(t)
s / u
A )
37: > wl(t)
2
ywa(t)

F1cura 3.3. La funcién f(z) = z no preserva angulos (Ejemplo 3.4).

las cuales incluyen el dngulo 3 /2 (ver Figura 3.3).

El siguiente teorema importante establece la relacion entre la regularidad y la conformi-
dad local.

Teorema 3.12. Si la funcion f es reqgular en zo y f'(20) # 0, entonces f es localmente
conforme en z.

Demostracion.

1. Para t € [—1,1] consideremos dos curvas z;(t) y 2a(t) con z1(0) = 22(0) = 25 que
posean tangentes en 2. Esto significa que 21(0) y 25(0) existen y

2(0) #0,  2(0) #0. (3.8)
Consideremos las curvas wy(t) = f(z1(t)) y wa(t) = f(22(t)). En virtud de (3.8) y
wi(0) = f'(20)21(0),  w5(0) = f'(20)25(0)
las curvas wy (t) y ws(t) poseen tangentes para t =0, y

wy(0) _ 24(0)
w(0) ~ %0 39

Si ponemos

2(0) = | wl(0) = [w,(O)]e*, v=12,

v

entonces obtenemos a partir de (3.9)

23(0)

#(0)

w3(0)

el(¥2—=¢1)
wi(0) 7

epllp2—p1) ‘

es decir
ellpz—e1) ei(wzﬂh)’
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y a partir de la periodicidad de la funcién exponencial para un ntmero entero k,
concluimos que
o — b1 = 2 — 1 + 2k,

es decir los angulos entre ambos pares de tangentes coinciden en tamano y orientacién.
Es decir, la funcién f preserva angulos.
2. La funcién f satisface (3.7) porque

F2) = (=)

zZ— 20

lim
Z—20

= |f/(20)| =7 >0.

Comentario 3.2. Si f es reqular en zy y f'(z0) = 0, entonces f no es localmente conforme
en zy ya que

Fz) = 1 (=)

zZ— 20

lim
Z—20

Ademds, se puede demostrar que f no preserva dngulos en z.

Ejemplo 3.5. La funcién f(z) = e* es reqular sobre C. Como f'(z9) = €* # 0 la funcion f
es localmente conforme en cada punto zy € C.

Ejemplo 3.6. Consideremos una transformacion fraccionaria lineal

az+0b
l p—
(2) cz+d
con ad — be # 0.
1. Sic =0, entonces
a b
l(Z) = (_ZZ + E’

y en virtud de l'(z) = a/d # 0 la funcion | es localmente conforme en cada 2z, € C.

2. Sic#0, entonces | es reqular sobre C con la excepcion de —d/c. Como
l,(g):a(cz—i-d)—c(az—l—b): ad — be 40
(cz+ d)? (cz+ d)?

la aplicacion 1 es localmente conforme en cada punto zy € C\{—d/c}.

3.7. Biyectividad local

Deseamos demostrar ahora que una funcién f que es regular en zy € D(f) con f'(z9) # 0
es localmente biyectiva en zg, es decir posee una inversa sobre una vecindad de z,. Para tal
efecto utilizaremos el siguiente teorema cuya demostracion se postergard ya que nuestros
presentes conocimientos aun no son suficientes.

Teorema 3.13. Si la funcion f = u+iv es reqular en zy, entonces las funciones Uy, Uy, Uy
Y vy son continuas sobre una vecindad Uy de z.
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Yy f v
D(f) s - ?55,))
Uo f(.zo)

F1curaA 3.4. Ilustracién de la biyectividad local (Teorema 3.14).

Comentario 3.3. Segun la Definicion 3.2, la reqularidad de f en zy implica que f es dife-
renciable sobre una vecindad Uy de zy. A su vez, de acuerdo al Teorema 3.7, podemos deducir
a partir de la diferenciabilidad la existencia de las derivadas parciales ug, u,, vy y vy. No
obstante hasta ahora no hemos podido deducir la continuidad de estas derivadas parciales.

Comentario 3.4. El Teorema 3.13 inmediatamente implica que f' es continua sobre una
vecindad de zg. Mas adelante demostraremos que [’ incluso es reqular en z.

Podemos ahora demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.14. Si f es reqular en zy y f'(z0) # 0, entonces f es biyectiva en zy, es decir
f mapea un vecindad Uy de zy en forma biyectiva a f(Uy). La funcién inversa f~1(w) es
reqular en wo = f(20) con

(3.10)

Demostracion.

1. De acuerdo al Teorema 3.13 la regularidad de f en 2 implica la existencia de una
vecindad Uy de zj sobre la cual u,, u,, v, y v, son continuas. Posiblemente achicando Uy
y tomando en cuenta que f’(z9) # 0 podemos lograr que

s (2, ) uy(@,y)| _ o 2 N :
=uy(z,y) +vi(r,y) = |f (2 0 sobre Uy.
Ux(l‘,y) Uy(x,y) ;c( ?J) ( ?/) |f ( )‘ # 0

Pero en este caso podemos aplicar el teorema principal de funciones inversas |2, Teo-
rema 3.3] para concluir que f = (u,v) mapea una vecindad Uy de 2y con Uy C U en
forma biyectiva sobre f(Up).

2. Sean w = f(z) y w = f(Z), entonces la diferenciabilidad de f~! para todo w € f(Up)
es una consecuencia inmediata de

() _ -1
W—w W —w oz f(2) = f(2)  f1(2)
5 —

z

lo cual implica (3.10).
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3.8. Aplicaciones conformes

Consideremos nuevamente aplicaciones f : C — C. A parte de la conformidad local el
concepto de la conformidad (global) es muy importante.

Definicién 3.6. Sea f : C — C. Se dice que f mapea una region G, C D(f) en forma
(globalmente) conforme a una region G, = f(G,) si

1. la funcion f es localmente conforme en cada punto zy € G, y

2. la aplicacion f : G, — Gy, es biyectiva.

Comentario 3.5. La conformidad local de una funcion en cada punto zy € D(f) no implica
la conformidad global. Por ejemplo, la funcion f(z) = e* es localmente conforme en cada
29 € C, pero como ¢* = e**?™  lg funcién f no es biyectiva.

El siguiente teorema, el teorema de la aplicaciéon de Riemann, también llamado teorema
del mapeo de Riemann o teorema de representacion conforme de Riemann, nos informa qué
tipo de regiones pueden ser mapeadas una a otra en forma conforme.

Teorema 3.15 (Teorema de la aplicacién de Riemann). Sean G, C C y G,, C C regiones
simplemente conezxas y G, # C, G,, # C. Entonces existe una aplicacion conforme f : G, —

G-

Demostracion. La demostracion del teorema es bastante complicada y no puede ser llevada
a cabo utilizando las herramientas desarrolladas hasta ahora. [ |

3.9. “Funciones multivaluadas” y superficies de Riemann

Vimos que una funcién f regular en zy con f’(z9) # 0 es localmente biyectiva, es decir
localmente posee una funcién inversa f~!. Discutiremos ahora la biyectividad global de
funciones. Para tal efecto consideremos la funciéon w = f(z) = 2™ para algin n € N que es
regular sobre C con f/(z) = nz""' # 0 para z # 0, es decir esta funcién f es localmente
biyectiva en cada punto z # 0. Pero si consideramos la “funcién inversa”, es decir si tratamos
despejar z a partir de la ecuacion

Zt=w

para w = |w|e® (0 < 9 < 2) fijo, entonces obtenemos n valores z, a saber:

20 = [w|'" exp(iy)
n
1
z2 = |w|1/"exp(i<% +—- 27T>),
non

-1
Zp—1 = |w|1/"exp<i<%+n -27T)>.
n n

De acuerdo a lo anterior, la “funcién inversa” {/w asigna a cada valor w # 0 un nimero
total de n valores z, es decir la “funcion inversa” no es univaluada, sino que multivaluada;
precisamente, es n-valuada.
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Y

A

T

FicUuraA 3.5. Tlustracion de una o-raya.

Comentario 3.6. Fscribimos la palabra “funcion inversa” en comillas dado que de acuerdo
a nuestra definicion de una funcion, ésta debe ser univaluada.

Para poder describir esta y otras “funciones multivaluadas” analiticamente, utilizaremos
la representacion en coordenadas polares. El hecho de que la “funcién” Yw es multivaluada
es estrechamente ligado a la ambigiiedad de la representacion en coordenadas polares.

Sea ahora ¢ un dngulo arbitrario con —27 < ¢ < 0. Este angulo define en el plano z una
raya en forma unica, la o-raya (ver Figura 3.5). Ahora cada punto z puede ser representado
en forma tunica en coordenadas polares por r = |z| y el dngulo ¢, donde 0 < ¢ < o + 27.

Definicién 3.7. Sea o dado, —27 < o < 0. En la representacion z = re'?, donde o < p <
o + 27, definimos

Y =!arg, z.
Ademas denotamos el espacio angular definido en esta forma por
WU:{z€C|z:rei‘p,0§<p<0+27r,0<7”<oo}.
Comentario 3.7. Para cada o se asigna al punto z =1 el dngulo ¢ = 0.
Comentario 3.8. También se dice que hemos cortado el plano a lo largo de la o-raya.
Estos conceptos nos permiten describir las “funciones multivaluadas” méds importantes.

3.9.1. Potencia y raiz. Consideremos la aplicacion w = z". Cada espacio angular

Wy(o, k) = {z = re'?

2 2
z+k3—7r<90<z+(k+1)—7r,0<r<oo}, k=01,....n—1
n n n n

es mapeado sobre el plano w cortado a lo largo de la o-raya, denotado por W,, ver Figura 3.6
(para el ejemplo del caso n = 6). Entonces obtenemos n aplicaciones inversas, o tal como
también se dice, n ramas de la funcién inversa, denotadas por

1 2
(wl/”)(avk) = |w|/" exp(i(— arg, w + ki>), k=0,1,...,n—1,
n n

donde la rama, (w'/ ")(e,k) Mapea el plano cortado a lo largo de la o-raya, denotado por Wy,
sobre el espacio angular W, (o, k). Para k = 0 definimos

(wl/n>(070) _ w(l/n _ \w\l/” exp <iarga w)
n
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Rew

FIGURA 3.6. Aplicacién w = 2" para n = 6 y espacios angulares Ws(o, k),
k=0,...,5, y W, ilustrados para ¢ = —27/5.

Im 2z Imw
w = (Zl/n)(O,O) ’,/’.
m ,’/
Wo .

’ ’ Wn(()? O)

,,',27'('

_______________ R ,,’ T

s Rew

F1icUurA 3.7. Rama principal (wl/")(ayo) paran =8y o = 0.

y hablamos de la rama principal de la funcién raiz con respecto a o.
Ejemplo 3.7. Sea 0 = 0. La Figura 3.7 ilustra los conjuntos Wy—o y W,(0,0) para n = 8.

Ejemplo 3.8. Sea 0 = —7. La Figura 3.8 ilustra los conjuntos Wy—_, y W, (—m,0) para
n =_8.

Para la descripciéon de la aplicaciéon w = 2™ definiremos ahora las llamadas superficies
de Riemann en la siguiente forma. Utilizamos n ejemplares del w-plano, llamados hojas,
denotados FEy, ..., E,_1, cortadas a lo largo de la o-raya. Sea ahora S una raya que atraviesa el
espacio angular W, (o, 0), entonces la raya imagen f(.S) atraviesa el primer w-plano (hoja) Ej.
Ahora si S entra al segundo espacio W, (o, 1), entonces hacemos entrar la raya imagen f(.5)
en el segundo plano (la segunda hoja) E;. De esta manera pegamos el borde punteado
del corte de Ej al borde sélido del corte de E;. Continuamos de esta forma y finalmente
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Im =z Imw
/—\
W X'Wn( 7,0)
-~ w/n
3 Rew
—m/n
“““““““ Rez

\ v" --------------- L3
’I S e m e E2
N e eeemeao E,
N e eeemeao E,

Ficura 3.9. Composicién de la superficie de Riemann asociada con w = z"
por hojas Fy, ... E,_1, ilustrada para n = 4.

nos imaginamos el borde punteado de E, _; pegado al borde sélido de Fj. Esto entrega la
situacién ilustrada en la Figura 3.9 para n = 4.

Nos imaginamos todas las n hojas fusionadas en el origen y el punto co. Ahora, sobre esta
superficie de Riemann, la funcién inversa z = f~'(w) = w/™ es definida en forma univoca.
Cada hoja corresponde a una rama de la funcién y sobre cada hoja la funcién es univoca.

El concepto de superficies de Riemann tiene la ventaja de que los valores multiples de
las “funciones multivaluadas” se obtienen de una manera continua.

Comentario 3.9. Para la construccion de la presente superficie de Riemann, que depende
de o, los puntos de los planos w sobre las o-rayas aparecen como una especie de puntos
“singulares” ya que en estos se “cambia” desde una hoja a la siguiente. Para otro valor de o
tales puntos de la superficie de Riemann nueva serdn puntos “normales”. Por otro lado,
la conexion de la ultima hoja a través de las otras hojas es bastante ficticia. Por tal motivo
utilizaremos esta construccion de una superficie de Riemann solamente como ilustracion util.

3.9.2. Funcién exponencial y logaritmo. Como segundo ejemplo consideremos la apli-
caciéon w = e*. Aqui cada franja

S(ok) ={z=z+iy|—co<z<oo,0+k2n<y<o+(k+1)2r}, keZ

es mapeada al plano W, (cortada a lo largo de la o-raya), ver Figura 3.10. Entonces obte-
nemos una infinidad de aplicaciones inversas, denotadas por

log(y k) w = In |w| +i(arg, w + 2k7), k€ Z.
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Imz Imw
—————————————— o+An=———=— w=2¢"
/\
S(o,1)
We
—————————————— 0+ 2n ===
S(0,0) 0 R 0 R
ez > ew
______________ J ==—=—=—=—=—=—==—=-= ,/’,
8(0_7_1) ,/’, O_
—————————————— 0 — 21 =======

Ficura 3.10. Aplicacién w = €* y franjas S(o,—1), S(0,0) y S(o,1), ilus-
tradas para 0 = —37/4.

Imw Im z
/\
e |2m
Wo S(0,0)
0 0
————————— Rew Rez

FicurA 3.11. Aplicacién z = Log,w y franja S(0,0) (Ejemplo 3.9).

Para k = 0 escribimos
log(, o) = Log, 2 (3.11)

(donde escribimos “Log,” para evitar confusién con “log,”, lo que significa “logaritmo con

respecto a la base ¢”) y nos referimos al valor principal del logaritmo con respecto a o. Este
ha sido definido en tal forma que para todo z = x > 0,

Log, z =Inuz.
Ejemplo 3.9. Consideremos o = 0. Aqui al plano w cortado a lo largo del eje real positivo
le corresponde la franja fundamental S(0,0) dibujada en la Figura 3.11.

Ejemplo 3.10. Consideremos 0 = —x. Aqui al plano w cortado a lo largo del eje real
positivo le corresponde la franja fundamental S(—m,0) dibujada en la Figura 3.12.
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z=Log__w

Imw Im z
/\
w. ™o
0 0
Rew Rez
S(_ﬂ-7 0)
—7i

FicuraA 3.13. Composicién de la superficie de Riemann asociada con w = €.

Para la diferenciaciéon del logaritmo consideremos wy # 0. Consideremos un valor o
arbitrario tal que la raya definida por ¢ no pasa por wy. Entonces para una rama arbitraria
fija obtenemos, poniendo zo = log, ;) wo:

(10 w)/‘ = —1 = i = i
g(o,k) w=wq (ez>/‘zzzo o e%0 o wO.

Para la descripcién global de la aplicacién w = e* podemos proceder tal como para la raiz,
pero necesitaremos ahora un ntimero infinito de planos y obtenemos la situacién dibujada
en la Figura 3.13.

3.9.3. Potencia general. En el caso real definimos la potencia x® para x > 0y a € R.
Extendemos esta definicién al caso complejo mediante

a alog z

2t =e = exp(alog z).

Debido a la presencia de log z esta funcion obviamente es otra funcion infinitamente multi-
valuada. Si nuevamente elegimos o € (—2, 0] obtenemos una rama univoca

(2%)(ok) = €XP (a 108 5. 1) z) )
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Como rama principal nuevamente identificamos la rama con k& = 0. Esta es definida en tal
forma que para z =x > 0y a € R se tiene

2* = exp(a 108 5.0 z) = exp(aLog,z) = exp(alnz) = 2,

es decir la rama principal entrega la definicién real para z real. Para la diferenciacion obte-
nemos para z # 0 arbitrario, y eligiendo ¢ en forma adecuada,

((2“)(0,@), - (exp (a l0g(, 1) Z))

Comentario 3.10. Como caso especial importante obtenemos para a = 1/n, n € N, nueva-
mente la n-ésima raiz

! a a—
= exp(a log(a,k) Z) : ; = CL(Z 1>(U,k)-

. 1
(") o) = exp (g 10g (5.1 Z)

3.10. Ejercicios

Problema 3.1. Demostrar el Teorema 3.1.
Problema 3.2. Demostrar el Teorema 3.3.
Problema 3.3. Demostrar el Teorema 3.4.

Problema 3.4 (Evaluacion 1, curso 2023).

a) Sean f(z) =2y D == {2 € C| |2] < 1}. ;La funcién f es uniformemente continua
sobre D? ; Es diferenciable sobre D7 ;Es regular en alguna vecindad de z = 07

b) Sea g(z) = 1/z%. {La funcién f es uniformemente continua sobre D\{0}?

c) Analizar si existe el limite de las siguientes funciones (definidas para z € C\{0})
cuando z — 0. En los casos donde este limite existe, jcémo hay que definir la funcién
en z = 0 para que sea continua?

1Rez—Imz | 22| |z|? Re 2

() = s———, fal2) = E f3(2) =

2 z z

Solucion sugerida.

a) (i) La funcién si es uniformemente continua sobre D. Para demostrar esto hay que
demostrar que para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que |2* — 23| < & siempre que
|z— 20| < d, donde § depende solamente de e, pero no depende del punto z, elegido

en la regién. Si z, zg € D, entonces
2% = 25| = [2% + 5|2* — 2] = |2 + 252 + 0] |2 = 20
< (]2 + 1201?) (2] + |20]) |z — 20| < 4]z — 2o].

Concluimos que si |z — 2| < J, entonces |z* — z3| < 44. Si elegimos § = £/4,

entonces |z* — 23| < & cuando |z — 2| < §, donde § depende solamente de €, pero

no de zg.
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(ii) Para verificar la diferenciabilidad podemos utilizar, por ejemplo, que si z = z +1y,
entonces 2! = x? + 4ixdy — 62%y? — dixy® + y?, es decir 2! = u(x,y) +iv(x,y) con
u(z,y) = ot — 6227 +yt, v(x,y) = 42’y — day’.
Ambas funciones u y v son claramente diferenciables como funciones reales en
cada punto (z,y) € R? ademas,
u, = 42° — 12297, Uy = —122%y + 49,
vy = 122%y — 493, Uy = 43 — 12292,
es decir las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = v,, u, = —v, estan satisfechas.
Por lo tanto f es diferenciable en todo C. En particular es diferenciable en D.
(iii) De acuerdo a lo anterior, la funcién f es regular en cualquier vecindad de z = 0.

b) La funcién no es uniformemente continua sobre D. Para ver esto, sean zg # 0y
2o + ¢ # 0 dos puntos en D tales que |zg + ¢ — 29| = |¢| = ¢. Entonces la cantidad

1 1
19(20) — g(20 + Q)| = A FAOE
- 1220¢ + (7| S q _ 0

fzolPlao + ¢ 7 fzolPlz0 +C12 20120 + ]

puede ser arbitrariamente grande si elegimos 2, suficientemente cerca de 0. Por lo
tanto la funcion g no puede ser uniformemente continua en D.

c)
1. Consideremos sucesiones {z,}nec con z, — 0 cuando n — oo, 2, # 0. Para
Zn = T € R con z, — 0 cuando n — oo, x, # 0 tenemos

n) = n) = —<-— = = —_— —.

Flen) = lan) = 528 = 35

Por otro lado, para z, =iy, € R con y, — 0 cuando n — oo, y,, # 0 tenemos
. 1 Yn 1 1 n—00 1 1

Como ambos limites son diferentes, la funcién no puede ser definida en z = 0 por
ningin valor para que sea continua.
2. Notamos primeramente que si z = x + iy, z # 0, entonces

e+ 2wy — P (22— y?)? 4 da?y?

z
Fa(z) 72 + 92 72 + 92
\/x4—2x2y2—|—y4+4x2y2 B \/x4+2x2y2—|—y4
o 2 + 32 B z2 + 12
/(x2+y2)2
== 2., -1
ety

por lo tanto el limite existe y es igual a uno. Obviamente, definiendo f»(0) = 1
resulta una funcién continua (efectivamente, constante).
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3. Sea {z, }nec con z, — 0 cuando n — oo, z, # 0. Entonces

[falza)| =

luego | f5(2,)| — 0 cuando n — oo, es decir f3(2,) — 0 cuando n — oo. Por lo
tanto podemos convertie f3 en una funcién continua definiendo f3(0) = 0.

z |2Re z
Bl Rezul 1o i Re 2] < J2al?,

|2n]

Problema 3.5 (Tarea 3, curso 2023). Determinar todos los z = x + iy para los cuales las
siguientes funciones son diferenciables:

a) f(z) = 2% + 3y* + 2ixy, b) f(z) = (& —iy)(2 — 2* — y?).

Solucion sugerida.
a) La funcién es de la forma f(z,y) = u(x,y) +iv(z,y) con u(z,y) = 2? + 3y?, v(z,y) =
2xy. Ambas funciones poseen derivadas parciales; a saber:
Uy, = 2x, wuy, =0y, v,=2y, wv,=2.

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = v,, v, = —v, estn satisfechas para aquellos
puntos (x,y) donde 2z = 2z y 6y = —2y, es decir para todo x € R e y = 0. Por lo
tanto, concluimos que f es diferenciable sobre

D={z=x+iyeC|y=0}

b) La funcién es de la forma f(z,y) = u(z,y) + iv(z,y) con u(x,y) = (2 — 22 — y?),
v(z,y) = —y(2 — 2% — y?). Ambas funciones poseen derivadas parciales; a saber:
Uy =2 — 2% —y? — 2% =2 — 322 — o, Uy = =22y, U, = 21y,
vy=—-2+2>+y* —y-(-2y) = -2+ 2% + 3y°.
Las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = vy, u, = —v, estan satisfechas para aquellos
puntos (x,y) donde 2 — 322 — y?> = —2 + 2% + 3y? y —22y = —2wy. La segunda
de estas ecuaciones no impone ninguna restriccién. La primera esta satisfecha para

42 + 4y? = 4 & 22 + y? = 1, es decir sobre la circunferencia unitaria. Por lo tanto,
concluimos que f es diferenciable sobre

D={z=z+iyeC|z*+y*=1}.
Problema 3.6 (Tarea 3, curso 2023). Sea z = z+iy y f(z) = v/|zy|, D(f) = C. Demostrar
que
a) la funcién f no es diferenciable en ninguna parte,
b) en zy = 0 las ecuaciones de Cauchy-Riemann estén satisfechas.

Solucion sugerida.

a) Consideremos primero la funcién sobre DT := {2z = =z + iy € C | zy > 0}. Para
(z,y) € DT, f(a,y) = u(z,y) + iv(z,y) con

Ue(,y) = == £ 0, uy(z,y) =

2\/xy

T

2\/xy

#0, v, =v,=0,
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asi que las ecuaciones de Cauchy-Riemann no estdn satisfechas en ninguna parte de

D™ y por lo tanto f no es diferenciable en ninguna parte de DT. Sobre D™ := {z =
r+iy e C|xzy <0}, f(z,y) = u(z,y) + iv(z,y) con
Y x
um<$’y):_2\/_—my7é07 uy(x’y):_%/—_xy?éo’ U:C:Uyzo,

asi que las ecuaciones de Cauchy-Riemann no estan satisfechas en ninguna parte de D~
tampoco. Sobre Dy := {z = 2 + iy € C | zy = 0}\{0}, basta considerar el caso = # 0,
y =0 (el caso x = 0, y # 0 es andlogo). Para z = (z,y) € Do, f(z,y) = f(x,0) = 0.
Sea z, = x + h, + ih2, donde h,, € R para todo n y h, — 0 cuando n — oo, asi que
Z, — x cuando n — oo.

Sea h, > 0 para todo n € N, entonces

lim f(2n) — f(2,0) \V |z + hy|R2 — lm || \/ |7 + B _ \/m;

— lfm YT Balfa

pero si h, < 0 para todo n € N,

- V hn h2 n| 'V hn

como x # 0, los limites son diferentes; concluimos que f tampoco es diferenciable
sobre Dy.

Queda por inspeccionar el punto z = 0. Para tal efecto supongamos que z,, — 0,
Yo — 0,y 22 + 92 # 0. Supongamos que T, = y, = w,, con w, — 0, w, # 0, entonces

_ 2 2
D (CO e 1) NV IRV, R A O

Si w,, > 0, este limite es igual a 1/(1 4 1); si w,, < 0, este limite es igual a —1/(1 +1).
Por lo tanto, el limite depende de la eleccién de w,, luego f no es diferenciable en
z = 0. Esto concluye la demostracion de que f no es diferenciable en ninguna parte.
Escribimos f(z,y) = u(z,y) + iv(x,y). Como la funcién f(z,y) = +/|zy| es real,
obtenemos v = 0 y por lo tanto v, = 0, v, = 0, y u(z,y) = /|zry|. Calculamos,
ademas, para h € R

7,0) — u(0,0 0, 1) — u(0,0
ux(O,O)—}fEéu( : )hu(’ ), uy(o,o)—flgé“(’ )h“(a )

:()7

por lo tanto verificamos que las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = v,, u, = —v, si
estan satisfechas en z = 0.

Problema 3.7 (Tarea 3, curso 2023). Determinar todas las funciones f diferenciables so-
bre C de la forma f(z) = u(z) + iv(y).

Solucion sugerida. Se buscan funciones del tipo f(z,y) = U(x,y) + iV (z,y) con U(z,y) =
u(z), V(z,y) = v(y). Aqui

Up(z,y) =u(x), Uylz,y) =0, Vi(z,y) =0, Vy(z,y)=1(y).
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Las ecuaciones de Cauchy-Riemann U, = V,, U, = —V, estdn satisfechas si y sélo si

u'(z) =v'(y).
Dado que el lado izquierdo de esta igualdad es una funcién de z y el lado derecho es una
funcién de y y la identidad debe ser valida para (z,y) € R?, concluimos que existe una
constante ¢ € R tal que

u'(w) =v'(y) = ¢,

es decir u(z) = cx+a, v(y) = cy+ 6, a, f € R, lo que implica que f(x,y) = c(x+iy)+a+is,
es decir si C 3 a := a +if, la funciéon f debe ser de la forma

f(z)=cz4+a, ceR, aecC.

Problema 3.8 (Tarea 3, curso 2023). Sean las funciones f y g regulares en zp; f(z) =
9(z0) = 0;y ¢'(20) # 0. Demostrar que
/
i 1) _ TG
=20 g(2)  g'(20)

Solucion sugerida. Como f(z9) = g(z0) = 0 podemos escribir el limite como

f(z) = f(=0)
lim f(z) = h’mM: lim 2= %0
=z g(z) 2=z g(2) — g(20) =z g(2) — Q(ZO).

Como ambas funciones son regulares en 2 y

i 22 =90 _ iy 2

Z—20 Z — ZO

concluimos que




Capitulo 4

Integraciéon compleja

Existen diversos planteos de la construccion de la teoria de integracion compleja. Aqui
se opt6 por desarrollar la teoria de la integral de Riemann-Stieltjes (RS) basada en sumas
de Riemann-Stieltjes. Este planteo también incluye la integral de RS real, la cual es de
importancia para muchas aplicaciones. Una presentacién de la teoria de la integral de RS
tambien se encuentra en [7, Capitulo 6].

4.1. Médulo de continuidad y funciones de variaciéon acotada

Para discutir la integral de RS consideremos primero el concepto del modulo de conti-
nuidad.

Definicién 4.1. Si la funcion f es acotada sobre el conjunto B C C, entonces definimos
para 6 >0

np(0, )= sup |f(z1)— f(22)]-

|21 —29|<é
z1,29€B

La funcion 6 — pg(d, f) se llama médulo de continuidad de f con respecto al conjunto B.

Mediante el teorema sobre la continuidad uniforme (ver Célculo I) obtenemos inmedia-
tamente el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Sea f: C — C continua sobre el conjunto compacto B C C. Entonces
Ii o, f)=0.
Jim 5(6, f)

En lo siguiente desarrollaremos la teoria de funciones complejas de variacién acotada.
Esta teoria es completamente andloga a la teoria de funciones reales de variacién acotada,
ya que a parte del valor absoluto solamente se utiliza la desigualdad triangular.

Definicién 4.2. Sea f: R — C definida sobre [a,b].

1. Si existe una constante M > 0 tal que para todas particiones P = {tg,t1,... ,t,}
de la,b] se tiene que

Ve(f) = | f(te) — f(tsor)| < M,

entonces la funcion f se dice de variaciéon acotada sobre [a,b]. También se escribe
f € BV]a,b].
89
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2. Si f € BV]|a,b|, entonces

sup Vy(f) = V(7)
se dice variacion total de f sobre [a, b].

Tal como en el caso real tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.2. Sea f € BV|a,b]. Entonces [ es acotada sobre [a, b].

Demostracion. Ver la demostracién de [2, Teorema 6.2]. |
Teorema 4.3. Sean f € BV|[a,b] yg € BV|[a,b|. Entonces f£g € BV]a,b| y f-g € BV|[a,].
Demostracion. Tarea. [ |

Tenemos, ademas, el siguiente teorema importante acerca de la aditividad de la variacién
total.

Teorema 4.4. Sean f € BV]a,b| y c € (a,b), entonces
1. f € BVia,c|l y f € BV][e,b],
b c b
2. V(/) = V() + V().
Demostracion. Ver la demostracion de [2, Teorema 6.4]. |

El siguiente teorema demuestra que una funciéon f : R — C es de variaciéon acotada si y
sOlo si sus partes real e imaginaria son de variacién acotada.

Teorema 4.5. Sea f =u+iv:R — C, u,v : R — R. Entonces f € BV|a,b] si y sdlo si
u € BV|[a,b] y v € BV]a,b.

Demostracion. Ver la demostracion de [2, Teorema 6.7]. [ |

4.2. La definicién de la integral de Riemann-Stieltjes (RS)

Definicién 4.3. Sean las funciones [ y g acotadas sobre [a, b]. Sea, ademds, P = {to,t1,...,tn}
una particion de [a,b] y sea T, un nidmero arbitrario de [ty_1,tx] (k = 1,...,n). Sea T =
(T1,...,Tn). Entonces la cantidad

p(f 9T Zfrk g(tr) — glt—1)) Zm g(tr) — g(ti-1))

suma de Riemann—StleltJes (RS) de f con respecto a g relatlva a la particiéon P.

La siguiente es la definicion de la convergencia de sumas de RS y por lo tanto de la
integral de RS (ver [2]).

Definicién 4.4. Para una particion P = {to,t1,...,t,} de un intervalo |a,b] con
a=to<t1 <tyg<...<th_1 <t,=0b
definimos la norma de P por

HPH ‘= ImAax |tk — tk_1|.
1<k<n
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Definicién 4.5. Si existen un nimero I € C y para cada € > 0 un 0. > 0 tal que para
| P|| < 0c y bajo eleccion arbitraria de los Ty se tiene que

‘S<f7ga7-) _I‘ <g,
entonces ponemos

I:H}}Hm S 7).

zz/fw@@

se dice integral de RS de f con respecto a g sobre [a, b].

El nimero

Comentario 4.1. Para una funcion f : R — R y la funcién g(t) = t las sumas de RS
entregan las sumas de Riemann conocidas y la integral de RS se reduce a la integral de
Riemann conocida. Es decir el concepto de la integral de RS efectivamente representa una
generalizacion de la integral de Riemann.

4.3. La existencia de la integral de RS
Teorema 4.6. Si f € Cla,b] y g € BVa,b], entonces existe la integral

I _/ F(t) dg(t) (4.1)

Demostracion. En lo siguiente utilizaremos que una particiéon P = {t(,t},...,t,} de un
intervalo [a,b] es un refinamiento de la particion P = {to,t1,...,t,} de [a,b] si P' D P (es
decir, cada punto de P también pertenece a P’).
1. Sea P = {to,t1,...,t,} una particién con ||P|| < ¢ y sea P' = {t{,t},...,t,} un
refinamiento de P.
a) Para cada k (k =1,...,n) denotamos los puntos de la particién P’ que pertenez-
can al intervalo [t,_1,tx] por

o =te1, ety =t
A partir de
Jk
gte) —gltm) = > (9(t;) —g(t) )
J=Jk—1+1
obtenemos, con eleccién arbitraria de los puntos intermedios 7, (kK =1,...,n)y

. (k=1,...,n), la identidad

| Z FED (9t = g(t;1)) — F(m) (9(tk) — g(te1))

= X (F@) = F@) (98) — ol )-
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b) Sumando sobre k obtenemos

|Spi(f,9;7") = Sp(f, 95 7)]

Z( > (f(n’-)—f(m))(g(t})—g(t;O))‘

k=1 \j=jr_1+1

b
< Wy (0, ) \a/(g)-

2. Sean P'y P" dos particiones de [a,b] con ||P'|| < dy ||P"|| < §, entonces considere-
mos su refinamiento comin P = P"U P”. Para una eleccién arbitraria de los puntos
intermedios con respecto a P’, P y P tendremos entonces

|Spr(f,9:7) = Spr(f, 97"
<|Se(f,9:7) = Self.g: )]+ |Se(f, g:7) = Ser(f,9:7")] (4.2)

< a6, NV (9)

3. Sea ahora dado £ > 0, entonces existe 6 > 0 tal que

b
2#[a,b]<57 f) \(1/(9> <€
a) Sea ahora P(™) una sucesién de particiones de [a, b] con

lim || P ]| =0,

m—r0o0

y sea para cada particion P un conjunto de puntos intermedios arbitrarios
dado por 7(™ = {Tl(m), . 7‘7(1:)}.

b) Ahora para cada § > 0 ex1ste Njs tal que ||P™)| < § para todo m > Nj;. Esto
significa que para todo m, k con m > N5 v k > Nj,

(9) <e

De acuerdo a lo anterior, la sucesién {Spw) (f,9; 7™)}men es una sucesion de
Cauchy, por lo tanto existe un nimero I € C tal que

I=lim Spen(f,g;7"™).
m—00

‘SP f7g’ )_SP(W>(fag;T(m)>‘\ ab]((s f)

@<c—

c¢) Si en (4.2) ponemos P"” = P™) entonces obtenemos para m — oo para todas
las particiones P’ con || P'|| < § bajo eleccién arbitraria de los puntos intermedios

T ={r,..., 7}
1Spi(fogi ) —1I| <e,

lo cual implica la existencia de la integral (4.1).
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Comentario 4.2. Ambas funciones f y g pueden ser reales; por otro lado, tambien para una
funcion compleja la integral
b
[ s
a

4.4. Propiedades de la integral de Riemann-Stieltjes

es definida.

A partir de la definicion de la integral de RS y con la ayuda de las sumas de RS obtenemos
inmediatamente las siguientes reglas de célculo importantes.

Teorema 4.7. Sean f1, f» € Cla,b] y g € BV]a,b], entonces para c1,ce € C arbitrarios,

/ (L fu(t) + cafu(t)) dg(t) = / £1(0) dg(t) + ¢ / fa(t) dg(2). (4.3)

Demostracion.

1. Como ¢y f1 + caf2 € Cla, bl, la integral del lado izquierdo de (4.3) existe.
2. Ahora el enunciado sigue a partir de

SP(C1f1 +caf2, 9; 7') = C1SP(f179; 7') + C2SP(f2ag§ 7')

en el caso limite ||P|| — 0.

Teorema 4.8. Sean f € Cla,b| y g1, 92 € BVa,b|, entonces para ¢y, cy € C arbitrarios,

/f (c101(t) + caga(t) /f ) dai(t +02/ f(t) dga(?) (4.4)

Demostracion.

1. Como c¢19; + cage € BV [a,b], la integral del lado izquierdo de (4.4) existe.
2. Ahora el enunciado sigue a partir de

Sp(f,c101 + c2g2; ) = c1Sp(f,91;T7) + c2Sp(f, g2; T)

en el caso limite ||P|| — 0.

|
La siguiente estimacion se utiliza frecuentemente.
Teorema 4.9. Si f € Cla,b] y g € BV|a,b|, entonces
b
/ £(t) dg(t ' x| (0)] V(o) (4.5)

Demostracion. La desigualdad (4.5) sigue cuando ||P|| — 0 a partir de la estimacién

5000,:7)] = [ 1000 00 ~ 00
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< Sl latt) = ftn-0] < x| 0 )| V(9).

[a,b a
|
t
Si g € BV]a,b], también t — V(g) € BV]a,b], por lo tanto también existe la integral

¢
de RS f: f(t)dV(g). Efectivamente, definimos lo siguiente.
Definicién 4.6. Si f € Cla,b] y g € BV]a,b], entonces definimos

/f /f}@

Utilizando esta abreviatura podemos formular el siguiente teorema.

Teorema 4.10. Si f € Cla,b] y g € BV[a,b], entonces

[ rwao] < [ sl asto

Demostracion. El enunciado sigue cuando ||P|| — 0 a partir de

1Sp(f,9:7)| =

9(tk—1) ’ Z‘kaHgtk 9(te—1)|

Emn ARSIV )~ V'(@):

Tenemos para la integral de RS la aditividad con respecto al intervalo de integracién.

Teorema 4.11. Si f € Cla,b|, g € BV[a,b] y ¢ € (a,b), entonces
/ f(t)dg(t) / f(t)dg(t) / f(t)dg(t) (4.6)

1. De acuerdo al Teorema 4.4, g € BV [a,c| y g € BV|c,b], por lo tanto ambas integrales
del lado derecho de (4.6) existen.

2. Sea ahora P una particién arbitraria de [a, b] con ¢ € P. Si denotamos las particiones
parciales sobre [a,c] y [c,b] por PS¢y Pb respectivamente, entonces el enunciado es
una consecuencia inmediata (cuando HP H —0) de

SP(fag;T) - SP;(fag;T) + SPé’(fagaT)

Demostracion.
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4.5. La computacion de integrales de Riemann-Stieltjes

En la seccién 4.3 demostramos que la integral de RS (4.1) existe siempre que f € Cla, b]
y g € BV][a,b]. Esto es solamente un enunciado de existencia. Demostraremos ahora que si

g € Cla,b], la computacién de una integral de RS puede ser reducida a la computacién de
cuatro integrales de Riemann reales.

Teorema 4.12. Sean f € Cla,b] y g € C'[a,b], entonces
[ rwasor = [ s

1. Supongamos primeramente que las funciones f y g asumen valores reales. Entonces, si
P ={to,t1,...,t,} es una particién de [a, b], de acuerdo al teorema del valor intermedio
para todo k = 1,...,n existe 7 € (t;_1,1x) tal que

9(tk) — 9(te—1) = g'(7) (te — tr—1).

Para esta eleccion 7 = (7’1, e Tn) de los puntos intermedios,

Sp(f. 9T Zf k) g(te-1) Zf Tk)g (th — tr—1).

Demostracion.

Esta udltima expresion es una suma de Riemann para el producto (continuo) fg'.
Entonces el enunciado sigue si consideramos el limite || P|| — 0.

2. 51 f =u+ivy g=x+iy, entonces a partir de los Teoremas 4.7 y 4.8, el item 1. y
del hecho de que g € C'[a,b] siy s6lo si x € C'{a,b] e y € C'[a,b] tenemos que

b b b b
:/ u(t)x'(t)dt—/ v(t)y'(t)dt+i/ u(t)y’(t)dt+i/ v(t)a'(t) dt

~ [ g0

4.6. Integrales de linea complejas

La teoria de integracion compleja se enfoca en las integrales de linea complejas, aplicando
la teoria de las integrales de Riemann-Stieltjes complejos. Sea

K={z|z=2(t)=x(t) +iy@t), t € [a, ]} (4.7)
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una curva rectificable, entonces x,y € BV|«, 5]. Si, ademds, f es continua sobre K, entonces
también f oz € Cla, §]. Esto permite la definicién de una integral de linea compleja.

Definicién 4.7. Sea la curva K dada por (4.7) rectificable y sea f continua sobre K, entonces
definimos

[ sz = [ pem) ast

Esta integral se llama integral de linea compleja de f a lo largo de la curva K.

B
a

Comentario 4.3. Si P = {to,t1,...,t,} es una particion de [o, 5] y 1w € [tr_1,tx] para
k=1,...,n, entonces esto induce una particion de la curva K y una eleccion de “puntos
intermedios” sobre K. Si ponemos z(ty) =: zy para k =0,...,n y z(1) = (&, obtenemos las
siguientes sumas de RS para la funcion f o z:

Sp(fozzT)= Z f(z(m) (2(tk) — 2(te—1)) = Z J(Ce) (2 — 26—1).

Esto corresponde exactamente a la formacion de una suma de Riemann en el caso real.

Las propiedades de la integral de RS también seran vélidos para las integrales de Rie-
mann. A partir del Teorema 4.6 obtenemos inmediatamente el siguiente teorema.

Teorema 4.13. Sean K wuna curva rectificable y f continua sobre K, entonces existe la

integral
K

El siguiente teorema es una aplicacion de este teorema de existencia.

Teorema 4.14. Sea K wuna curva rectificable con el punto inicial a y el punto final b.

Entonces
/ dz=b—a, (4.8)
K

Lo o
/szz:é(b —a”). (4.9)

Demostracion. De acuerdo al Teorema 4.13, ambas integrales existen. Sea la curva K dada
por z(t), t € o, B] y sea P = {tg,11,...,t,} una particién de [a, §].
1. Se tiene
B
dz:/ dz(t) = lim z(ty) — 2(tp—1)) = lim (z(t,) — 2(ty)) = b — a.
Jde= [ as0= i S0 2(0)) = i () <(00)
2. Como la integral [, x 2 dz existe, podemos utilizar sumas de RS para su computaciéon

donde podemos elegir los puntos intermedios 75, € [t;_1, ;] en forma particular. Eli-
giendo 7, = t,_1 obtenemos

B
/szz:/ 2(t)dz(t) = lim 2(th-1) (2(tk) — 2(te-1)),

I1Pll—0 45
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y para T = t; obtenemos igualmente

B
/szz_/ 2y da(t) = dm 3 2t (=(te) — 2(ts ).

P[0

Esto implica

2 /szz = lim Z(z(tk) + 2(ty—1)) (2(tw) — 2(tr-1))

1Pl=0
=i, S G0)" - (lu-0)) = (o) - (1))

= (Z(ﬁ))2 — (z(a))2 =b* — %
[ |

Comentario 4.4. El Teorema 4.1/ implica que para curvas K rectificables cerradas (a =b),

/dz:O, /zdz:().
K K

A partir del Teorema 4.7 obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.15. Sea K una curva rectificable y sean f1 y fo continuas sobre K, entonces
para todo c1, ¢y € C,

/K (cfi(z) + cafo(2)) dz =1 /K fi(2)dz + o /K fo(2) dz.

Si tomamos en cuenta que la longitud L(K) de una curva rectificable K es dada por
B
V(z) =sup » |2(ty) — 2(tp—1)| = L(K),
a P
P

entonces el Teorema 4.9 inmediatamente implica el siguiente resultado.

Teorema 4.16. Sea K una curva rectificable y sea f continua sobre K, entonces

‘ /K f(2)dz

A su vez, a partir del Teorema 4.10 podemos deducir el suguiente resultado.

< mlz(ix‘f(z)‘L(K).

Teorema 4.17. Sea K = {z | z = z(t), t € [a, 5]} una curva rectificable y sea f continua

sobre K, entonces
‘/Kf(z) dz| < /j{f(z(t))“dz(m

El siguiente teorema es una consecuencia del Teorema 4.12. La ecuacién (4.10) es la
formula mas importante para la computacion de integrales de linea.
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Teorema 4.18. Sea K = {z | z = 2(t), t € [, B]} una curva, sea 2'(t) continua sobre [, [5]

y sea [ continua sobre K, entonces
B
/ f(z)dz :/ f ()2 () dt.
K «
Una aplicacién del Teorema 4.18 es el siguiente resultado.

Teorema 4.19. Sea m € 7Z, entonces para todo zy € C y todo R > 0,

i —1
/ (2 — z0)™ dz = 0‘ s%msé ,
Kr(z0) 2w sim = —1.

Demostracion. La circunferencia Kg(zp) es una curva suave parametrizada por
2(t) = 20 + Re' = 2y + R(cost +isent), t € [0,27].
En virtud de
Z/(t) = —Rsent +iRcost = iRe"

obtenemos a partir del Teorema 4.18
2 2w
/ (z —2)"dz = / R™e™ iR . el dt = iR™T! / (Dt gy
Kr(20) 0 0

= iR™*! /027r (cos((m + 1)t) + isen((m + 1)t)) dt.

A partir de lo anterior obtenemos para m # —1

/KR(ZO)(Z )™ dz — iR (sen(r(nm—i_—i-ll)t) B iCOS(:nm++11)t)>

y para m = —1
27
/ (z—zo)_ldz:i/ 1dt = 2.
KR(Z(]) 0

t=2m

=0

t=0

(4.10)

Para la descomposicién de una curva en dos curvas parciales obtenemos a partir del

Teorema 4.11 el siguiente teorema.

Teorema 4.20. Si una curva rectificable K es descompuesta en dos curvas parciales K

y Ky, entonces

/Kf(z)dz: i f(z)dz+ ; f(z)dz.

Un resultado andlogo en el sentido de que la curva K es descompuesta en un nimero

finito de curvas parciales K, ..., K,.

Para curvas transcurridas en el sentido retréogrado obtenemos el siguiente teorema.
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(a) (b)

Zp—2 Zpn—2

<3 P2

Zn— Zn—
n—1 n—1 Sl Pl

22
Y Yy

20 = Zn 21 20 = Zn 21
x x

F1GURA 4.1. Tustracién del Teorema 4.22: (a) poligono P simplemente cerra-
do, (b) poligono P cerrado, pero no simplemente cerrado.

Teorema 4.21. Sea K una curva rectificable, entonces

/_K F(2)ds = —/Kf(z) dz.

4.7. El teorema integral de Cauchy

Em esta seccion demostraremos un de los teoremas mas importantes del céalculo, el teore-
ma integral de Cauchy. Este teorema manifiesta que bajo ciertas presuposiciones, la integral
sobre una curva cerrada siempre es igual a cero,

/K (=) dz =0,

Demostraremos este teorema en dos pasos, comenzando por el caso donde K es un
poligono cerrado, y luego para el caso general mediante la aproximacién de la curva por
un poligono.

Para la formulacién del teorema de Cauchy para poligonos necesitamos un teorema sobre
la triangulacién de poligonos.

Teorema 4.22. Sean G una region simplemente conexa y P un poligono cerrado que ente-
ramente corre por G (P C G).

1. Si P es simplemente cerrado (ver Figura 4.1 (a)), entonces P puede ser descompues-
to mediante diagonales en un numero finito de tridangulos Aq, ..., A, que pertenecen
enteramente a G, es decir A; C G parat1=1,...,n.

2. En el caso general (ver Figura 4.1 (b)) existe un nimero finito de poligonos simple-
mente cerrados Py, ..., Py y un numero finito de segmentos lineales transcurridos en
ambos sentidos Si, ..., Sy tales que

- (@0)- (0
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Aj Aj G
LS

FiGURA 4.2. Ilustracién de la demostracién del Teorema 4.23: poligono
(tridngulo) P = A (verde) y tridngulos congruentes Aj, Al Al y A} ob-
tenidos por subdivisién (Af, Al y A} en color rojo, y Al en color azul).

No presentamos la demostracién sorprendentemente complicada de este teorema (ver, por
ejemplo, [5, Appendix B|) cuyo enunciado es muy plausible. Con la ayuda del Teorema 4.22
podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.23 (Teorema integral de Cauchy para poligonos). Sea G C C una region sim-
plemente conexa y sea f reqular sobre G. Entonces para cada poligono cerrado P que ente-

ramente corre en G,
/ f(z)dz=0.
P

Demostracion.

1. Demostraremos el teorema primeramente para el caso que P = A es un tridngulo.

Definimos
JRCE
A
y denotamos por L(A) su perimetro.
a) A partir de A generamos cuatro tridngulos congruentes Af, Al Al y Al conec-
tando los puntos medios de los tres lados de A. En este caso

/A f(=)dz = Z /A )

ya que cada uno de los segmentos lineales (que conectando los puntos medios
de A) es transcurrido dos veces en sentidos opuestos, por lo tanto se cancelan las
integrales sobre estos segmentos lineales. Obtenemos

/Af(z)dz <§/A}cf(z)dz

De acuerdo a lo anterior podemos elegir entre los tridngulos A}, Al Al y A} un
triangulo, denotado por Ay, para el cual

f(z)dz

I =

I =

1
211.

A
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Por otro lado, para el perimetro de A; se tiene L(A;) = L(A)/2%.

En el siguiente paso generamos cuatro tridangulos congruentes A2, ... A% a partir
de A1, nuevamente conectando los puntos medios de los lados de A;. Entre estos
tridngulos podemos elegir un triangulo, denotado A,, para el cual

1 1

> —1.
4

> > 5

f(z)dz
Ao

f(z)dz
Ay

Para el perimetro de Ay se tiene L(Ay) = L(A)/2%
Continuando de esta forma obtenemos una sucesién {A, },en de tridngulos ani-
dados A,,. Todos los tridngulos corren en G y se tiene

/A n £(2)dz !

1
> 5l D) = 5 L(A)
Ahora para cada n € N elegimos z, en el interior de A,. Entonces la sucesién
{2Zn}nen converge a un elemento zy que para cada n € N pertenece a A, o su
interior. Como G es simplemente conexo, sabemos que zg € G.
Sea ahora £ > 0 dado. Como f es regular en zy, para este € existe una vecindad
Us(zo) de 2o tal que

}f(z)—f(zo) —f,(zo)(Z—Zo)‘ < elz — 2. (4.11)

Para todo n suficientemente grande cada triangulo A, conjuntamente con su
interior estd contenido en Us(zp). A partir del Teorema 4.14 obtenemos

/An f(z)dz

<

[ 06~ ) = (e - )

s [ a: [ e
/An (f(2) = f(20) = f'(20)(z — 20)) d2|.

+ | (20)]

Para todo z € A, y considerando que zy pertenece al interior o a la frontera
de A, tenemos |z — 29| < L(A,), y obtenemos a partir de (4.11)

< /Anf(z)dz

1
—I < <
4n

[ 16 = ftan) = ez — 20)
(L))
(A)*

Esto significa que para cualquier ¢ > 0,

I <e(L(A)),

<e(L(A)* =

lo que implica que I = 0.

2. Demostraremos el teorema ahora para el caso que P es un poligono simplemente
cerrado. De acuerdo al item 1. del Teorema 4.22, P puede ser descompuesto en un
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nimero finito de tridngulos A® ..., AW los que todos corren en G. Ademas,
N
f(z)dz = f(z)dz,

ya que las diagonales son transcurridas dos veces en sentidos opuestos durante la
integracién y las integrales sobre éstas se cancelan. A partir de 1. obtenemos entonces

/Pf(z) dz = 0.

3. Queda por discutir el caso donde P es un poligono arbitrario cerrado. De acuerdo al
item 2. del Teorema 4.22,

- (U)o (U)o (Ues)

y utilizando el item 2. de la presente demostracién,
N M
/f(z)dz: Z/ f(z)dz+z</ f(z)dz+/ f(z)dz) —0.
P n=1"Pn m=1 Sm —Sm

Ahora podemos demostrar el teorema integral de Cauchy general.

Teorema 4.24 (Teorema integral de Cauchy). Sea G C C una region simplemente conezxa
y sea [ reqular sobre G. Entonces para cada curva K cerrada y rectificable que enteramente
corre por G,

/K f(z)dz =0. (4.12)

Demostracion. Sea K = {z | z = z(t), t € |«, 8]}. Demostraremos el teorema aproximando
la curva K por un poligono cerrado.

1. Como el conjunto K es compacto, K posee una distancia positiva desde la frontera 0G.
Por lo tanto, existen un conjunto compacto B y un numero r > 0 tal que

Uz) C BCG paratodo z € K.

2. Sea € > 0 dado.
a) Entonces, existe 6 con 0 < § < r tal que

5
4, f) < :
b) Existe, ademds, una particién {t,...,t,} de [a, (] tal que las siguientes relaciones
son vélidas simultdneamente (donde zj, == z(tx), k =0,1,...,n):

|z — 21| <0, k=1,... n;

[ £ =Y pa) - wo)| < 5
K k=1
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c) Si P es el poligono cerrado que pasa por zg, 21, . . . , 2, entonces
z) dz—Zf(zk)(zk—zk 1 Z/ — flzr-1)) dz
k=1 Zk—1,%k
< (8, LK) < 5= LK) =

d) Combinando b) y ¢) obtenemos

@)z [ Feas

z)dz — Z f(ze) (26 — 26-1)
k=1

+

S Fle) (2 — 2 1) — / £(2)dz

k=1

<€+€—€
2 2

Concluimos que, mediante el Teorema 4.23,

z)dz| < e.

Como € > 0 fue elegido arbitrario, llegamos a (4.12); esto concluye la demostracién
del Teorema 4.24.

|
Comentario 4.5. En la demostracion cldsica de Cauchy (1789-1857) habia que presuponer,
a parte de la reqularidad (holomorfia) de f en g, la continuidad de f'. Goursat (1858-1936)

reconocio que la presuposicion de la continuidad de f era prescindible. Solo después de los
trabajos de Goursat (alrededor del ano 1900) pudo empezar el andlisis complejo.

Comentario 4.6. El enunciado del Teorema 4.24 ya no es valido si G no es simplemente
conexo. Por ejemplo, la funcion f(z) = 1/z es reqular sobre G == {z | 1/2 < |z| < 2}, pero
de acuerdo al Teorema 4.19,

1
/ —dz = 27i.
K1(0) 7

Comentario 4.7. Las presuposiciones del teorema integral de Cauchy (Teorema 4.24) son
suficientes, pero no necesarias. Por ejemplo, la funcion definida sobre G = Us(0)

)0 para z = 0,
f(z)_{l/,z2 para z # 0

no es reqular sobre G, pero nuevamente acuerdo al Teorema 4.19,

1
K1(0) #
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ztl/\_[(i/' <2

Y . %
L.

FicuraA 4.3. Ilustracion de la demostraciéon del Teorema 4.26.

El siguiente teorema, demostrado por ejemplo en [1, p. 119], es una generalizacién del
teorema integral de Cauchy que constata que bajo hipdtesis apropiadas sobre f y G la
integral puede ser tomada sobre la frontera de G.

Teorema 4.25. Sea K una curva de Jordan cerrada y rectificable y sea G es interior de K,
G = I(K). Sea f regular sobre G y continua sobre G U K. Entonces

/Kf(z) dz = 0.

En lo siguiente estudiaremos una formulacién equivalente del teorema integral de Cauchy.
Para tal efecto definimos primeramente la independencia del camino de integrales de linea
(ver [2, Def. 6.13)):

Definicién 4.8. Sea f continua en la region G C C. Si 21,20 € G y supongamos que la

integral
[ e
K(zl,zz)

posee el mismo valor para todas las curvas K(z1, z2) que corren en G y conecten los puntos z;
Y 22, entonces la integral sobre f en G se dice independiente del camino, y la denotamos por

/z () dz.

Teorema 4.26. Sea G C C una region simplemente conexa y sea f reqular sobre G. Entonces
la integral sobre f en G es independiente del camino.

Demostracion. Sean z1, 2o € G. Si K7 y Ky son curvas rectificables que conectan z; con 2z
(ver Figura 4.3), y si K = K; U (—K3), entonces

0= /K feaz= [ f@de [ pe

y obtenemos

f(z)dz = — f(z)dz = f(z)dz.
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FicurA 4.4. Tlustracion del Teorema 4.27 y su demostracion.

Ejemplo 4.1. La funcion €* es reqular sobre C. Sea K la curva con la representacion
paramétrica

z(t) =t+iv1—1t2, te[-1,1].

Entonces de acuerdo al Teorema 4.26,

1
/ezdz:/ ezdz:/ e dr=e—e¢ ! =2sinhl.
K —11 -1

4.8. El teorema de Cauchy en regiones mas generales

Demostraremos ahora algunos resultados que son consecuencias del teorema integral de
Cauchy y que seran aplicados mas adelante. En particular consideraremos funciones regulares
(holomorfas) en regiones no necesariamente simplemente conexos.

Teorema 4.27. Sean K; y Ky dos curvas de Jordan cerradas, rectificables, y orientadas
positivas con Ky C I(K3), las que corren enteramente en una region G (ver Figura 4.4 (a)).
Supongamos que la region “anular” R(Ky, Ks) es completamente contenida en G. Sea la
funcion f regular en G. Entonces

f(z)dz = f(z)dz.
K K>

Demostracion.

1. Sea zp un punto arbitrario con zy € I(K;); como [(K;) C I(Ks), también zg € I(Ky).
Sea S la recta por z, paralela al eje real. Sean St y S~ las mitades de S a derecha
y a izquierda de zg, respectivamente. La raya ST interseca con K; por lo menos una
vez. Como ST y K son cerrados, existe una tltima interseccién 2z de ST con K.
Anélogamente, ST interseca con K, por lo menos una vez; se denota por z; el primer

punto de interseccion de S con K,. El segmento lineal
K" =2 25

pertenece enteramente a R(Kj, Ks), con la excepcién de los extremos z; y z5 (ver
Figura 4.4 (b)).
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Andlogamente sean z; el ultimo punto de interseccion de S~ con K y 2z, el primer
punto de interseccién de S~ con K,. El segmento lineal

K™ =21, 2,

pertenece enteramente a R(K7, K»), con la excepcién de los extremos 27 y 2, .

2. Sea K la curva parcial de K con punto inicial 2; y punto final 2, que posea la misma
orientacién que K;. Ademds, sea K| la curva parcial de K; con punto inicial 2z; y
punto final 2" que igualmente posea la misma orientacién que K;. Por otro lado, sea
K3 la curva parcial de K, con punto inicial z; y punto final 2, que posea la misma
orientaciéon que Ko, y sea K, la curva parcial de K con punto inicial z; y punto

nal zo° que igualmen misma orientacién que K.
final 25" que igualmente posea la misma orientacié e K.
. nsiderem T urv:
3. Consideremos ahora la curva

M=K /UK )U(-K{)UK™.

Esta es una curva de Jordan cerrada y rectificable (ver Figura 4.4 (c)). La funcién f
es regular en I(I'") UT™ y por lo tanto existe una regién simplemente conexa G con
't € G* C G. De acuerdo al teorema integral de Cauchy (Teorema 4.24),

+f(z) dz = 0.

Considerando la curva
" =K, U(~K")U(-K;)UK"~

obtenemos andlogamente

f(z)dz=

Concluimos que (omitiendo el mtegrando por brevedad)

R A R R R R

1

/K +/K /K;‘/—: LS OIS

1

es decir
fe)de = [ f(z)de
K1 Ko

lo que concluye la demostracion del teorema.

|

El siguiente teorema es una generalizacién del Teorema 4.27.
Teorema 4.28. Sean K, Ky,..., K, curvas de Jordan cerradas, rectificables, y orientadas
positivamente que corren enteramente en una region G. Sea K, C I(K) parav=1,....,ny

K, C A(K,) para v # p. Supongamos que la region “anular”
R:=IE\I(K)U---UI(K,))
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G
Kk, R =

FIGURA 4.5. Situacién descrita en el Teorema 4.28 (ilustrada aqui para n = 3).

Y

K
R KR(Z())

20

FiGUuRrA 4.6. Ilustracion de la demostracién del Teorema 4.29.

completamente contenida en G (ver Figura 4.5). Si la funcion [ regular en G, entonces

/Kf(z)dZ—Z i f(z)dz.

Demostracion. La demostracion es analoga a la del Teorema 4.27. [ |
El siguiente teorema es una aplicacion de estos 1ltimos teoremas.

Teorema 4.29. Sea K una curva de Jordan cerrada, rectificable y orientada positivamente

con zy € 1(K), entonces
1
/ dz = 2mi.
K%~ %0

Demostracion. Sea R > 0 elegido suficientemente grande tal que la circunferencia Kg(z)
contiene la curva K en su interior (ver Figura 4.6). Entonces de acuerdo al Teorema 4.19,

1 1
/ dz = / dz = 2mi.
K ? %0 Kr(zo) # — ~0

4.9. Foérmula integral de Cauchy

Una de las consecuencias mas importantes del teorema integral de Cauchy es el hecho de
que una funcién regular (holomorfa) puede ser representada en el interior de una regién G
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mediante sus valores sobre la frontera de G. Esto significa que los valores de f en el interior
de G ya estan determinados completamente por los valores de f sobre la frontera de G.

Teorema 4.30 (Férmula integral de Cauchy). Sea la funcion f regular en la region G. Sea
K una curva de Jordan cerrada, rectificable y orientada positivamente contenida conjunta-
mente con su interior 1(K) enteramente en G. Entonces

1 f(2) &y — {f(zo) para todo zy € I(K),

0 para todo zy € A(K).

4.13
21 Ji 2 — 20 ( )

Demostracion.

1. a) Sea zy € I(K). Entonces la funcién z — f(z)/(z — zg) es regular sobre G\{zo}.
Sea ahora py > 0 suficientemente pequefio tal que la circunferencia K,(zy) es
contenida en I(K') para todo p € (0, py), entonces de acuerdo al Teorema 4.27,

Mdz = / =) dz para todo p € (0, po).
Kp(20)

K ? — X0 zZ— 20
b) Como f es continua en zy, para € > 0 existe p. € (0, pg) tal que
£
| f(2) = f(20)| < 5. bara todo z con |z — zo| < pe.
T

Ahora para
2. Ahora para todo p € (0, p.),

f(2) P f(2) B dz
/K"(ZU) ZT % dmamit) /Kp(zo) TR0 de = f{=) /K (20) # 7 0

_/ Mdz‘<ilzng_
KP(ZO)

B zZ— 2 21 p

Como € > 0 es arbitrario, obtenemos el enunciado (4.13) para el caso zy € I(K).

3. Si zg € A(K), entonces la funcién z — f(z)/(z — z9) es regular sobre I(K), por lo
tanto se obtiene el enunciado (4.13) para el caso zy € A(K).

El siguiente teorema formula una consecuencia inmediata de la férmula integral de
Cauchy.

Teorema 4.31. Sea f reqular sobre la region G y sea zy € G. Sea ademdas la circunferencia
K,(29) elegida tal que K,(z0) y su interior pertenezcan a G. Entonces

27
feo) =5 [ S+ petyt

Demostracion. Podemos parametrizar K,(z) por z(t) = zo + pe'’, t € [0, 27], luego a partir
de la férmula integral de Cauchy y el Teorema 4.18,
1 1 2 it ) 1 27 ]
flz0) = —./ S g L [T IR gy - _/ fzo + pet) dt.
271 J i () 7 — 20 2mi J, pelt 21 J
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Comentario 4.8. El Teorema 4.31 expresa una propiedad del promedio de funciones requla-
res: el valor de una funcion regular en el centro de una circunferencia es igual al “promedio
aritmético” de los valores de f sobre esta circunferencia.

4.10. Integrales de Cauchy y la existencia de derivadas de orden superior

El propdsito de esta seccién es demostrar que una funcién regular (holomorfa) en una
region es diferenciable un nimero arbitrario de veces, y por lo tanto también sus derivadas
nuevamente son funciones regulares. Para tal efecto consideremos una generalizacién de la
integral discutida en el Teorema 4.30.

Definicién 4.9. Sea K una curva no necesariamente cerrada y rectificable y sea f una
funcion continua sobre K. Entonces para z € K la integral

Queremos estudiar ahora las propiedades de estas integrales de Cauchy.

se dice integral de Cauchy.

Teorema 4.32. Sea la funcion F' definida por una integral de Cauchy:

F(2) :/[(g:f(—C)z dc.

Entonces sobre cada region G que no contiene ningin punto de K (GNK = &) la funcion
F' es diferenciable un nimero arbitrario de veces, y

F™(z) =nl /K % dz para todo n € Ny.

Comentario 4.9. En virtud de

d" 1 B n!
i (=) -

el Teorema 4.32 constata que la derivacion y la integracion pueden ser intercambiadas.

Demostracion del Teorema 4.32. Sea G un dominio con GN K = &. Procedemos por induc-
cién sobre n.
1. Como F(z) = F(z), el teorema es obviamente correcto para n = 0.
2. Sea n > 0 y supongamos que la funcién F' es (n — 1) veces diferenciable sobre G.
Supongamos que

FY(2) = (n— 1)!/ &dc para todo z € G.
Kk (C—2)"
a) Sea zp € G un punto arbitrario pero fijo. Entonces existe p > 0 tal que

Uy(20) = {2z | |z — 20| < p} C G.

Sid > 0 es la distancia entre U,(zp) y K, entonces |( —z| > ¢ para todo z € U,(z)
y todo ¢ € K. En particular, |( — 29| > 9.
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b) Ahora obtenemos para todo z € U,(zy) con z # 2:

_FOIG) — FO () (n—1)! B
Diz) = E— R /Kf(o(@—z)n <<—ZD>") ac

_ (n—=1)! ((—z4+z—2)"—(C—2)"
-t [ = ©
Ahora
C=stemaf === 2 (1) € - )~ (C -

= n_(C — z)nfl(z — Zo) + n(z - ZO)2P(Z7 C)?

donde P(z, () es un polinomio adecuado que es uniformemente acotado para todo
z € Upy(z) y todo ¢ € K:

|[P(z, Q)] < M.
Obtenemos entonces D(z) = D;(z) + Da(z), donde
_ f(©)
D)=t ey

Dy(z) = n!(z—zo)/K = 2)(C = 2]

c) Para D;(z) obtenemos

- 1/Kf(C)<<<_Z)(1C_ZO)n_(g—io)"“)dcl

J(QO)(z — 20)
/K €= 2)™(C—2)

=nl

ont2 L(K>’

lo que implica
) f(©)
lim D =nl ——=——dc(.
Jim Di(z) =n /K (= 2y 9
d) Por otro lado para Ds(z) obtenemos
/ F(OP(z,Q)

(¢ —2)*(¢ = 20)"
Esto implica que lim,_,,, Ds(2) = 0, entonces obtenemos
, f(©)
lim D(z) = n!/ —— (.
2—20 ( ) K (C — Zo)"Jrl C

Como zy € G es arbitrario resulta el enunciado.

) M
< nllz — zﬂm}z{xx‘f({)‘ﬁL(K).

|Da(2)| = nl|z — 2

d¢
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Con la ayuda del Teorema 4.32 podemos facilmente demostrar la existencia de derivadas
de orden superior de una funcién regular.

Teorema 4.33 (Férmula integral de Cauchy extendida). Sea la funcion f regular sobre la
region G. Entonces:

1. Todas las derivadas f™(z) (n € N) existen sobre G y son funciones regulares sobre G.

2. Sea K una curva de Jordan cerrada, rectificable, y orientada positivamente contenida
en G conjuntamente con su interior 1(K). Entonces la féormula integral de Cauchy
extendida es valida:

(n) _L! f(<)
! (Z)‘zm/m—z)"ﬂ “
Demostracion.

1. Sea zy un punto arbitrario de G. Entonces existe p > 0 tal que la circunferencia K ,(z)
conjuntamente con su interior /(K ,(z)) esté contenida en G. Entonces de acuerdo al
Teorema 4.30 tenemos para todo z € I(K,(z))

1 f(Q)
T =om /pr -2

Ahora, con la ayuda del Teorema 4.32 podemos concluir, en particular, que f es
diferenciable en zy un nimero arbitrario de veces, y que

.y b f(Q)
) =5 /Kp(zo) (¢ — z0)"*! ac

2. Si zp € I(K), entonces a partir del Teorema 4.27 obtenemos para todo p suficiente-
mente pequeno

n! n!
— f(g)n+1 d = — f(C)n+1 dC — f(n)(ZO)
27 Ji (¢ = 20) 2mi Ko (20) (€ — 20)
Como zy ha sido elegido arbitrariamente el teorema estd demostrado. [ |

El hecho de que todas las derivadas de una funcién f regular (holomorfa) son, a su
vez, funciones regulares (holomorfas) tiene una consecuencia interesante con respecto a las
funciones Re f e Im f. Para tal efecto recordemos la definicion de una funcién armoénica.

Definicién 4.10. Sea G C C una region. Una funcion ¢ = p(z,y) : C — R se dice arménica
sobre G si p € C*(Q) y

A = gy + Py = 0.
El simbolo Ap se dice laplaciano de .

Las funciones arménicas juegan un rol importante en muchas areas de la fisica matemati-
ca. Con respecto a la Definicion 4.10 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.34. Sea la funcion f(z) = u(z,y) + iv(z,y) regular sobre una region G C C.
Entonces u y v son armdnicas sobre G.
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Demostracion. De acuerdo al Teorema 3.7,
f'(2) = up(z,y) +ive(x,y) = vy(z,y) — iu,(x,y) paratodo z=2x+1iy € G.

Como todas las derivadas de f son regulares resulta que u y v poseen derivadas parciales
continuas de orden arbitrario sobre G. En particular, se tiene de acuerdo al teorema de
Schwarz

Upy = Uyg, Uzy = Uyz.

A partir de las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = v, y u, = —v, concluimos que
Uy = Vyg = Ugy = —Uyy, Ugz = —Uygy = —Ugy = —VUyy,
es decir Au =0y Av = 0 sobre G. [ |

Podemos, ademés, demostrar el siguiente teorema importante.

Teorema 4.35. Sea la funcion f reqular en la region G. Entonces [ es constante (f = const.)
si y solo si f'(z) =0 para todo z € G.
Demostracion.

1. Si f es constante en G, entonces f'(z) = 0 para todo z € G.

2. Sea f(z) = u(x,y) +iv(x,y) y f'(2) = uz(x,y) + ivy(z,y) = 0 sobre G. Con la ayuda
de las ecuaciones de Cauchy-Riemann obtenemos entonces Vu = Vo = 0. Como u y v
poseen derivadas parciales continuas de orden arbitrario, a partir de [2, Teorema 2.16]
concluimos que u y v son constantes, por lo tanto también f es constante.

A partir de la férmula integral de Cauchy obtenemos, ademds, una cota de |f™(z)|
siempre que se conozca una cota de |f(2)|.

Teorema 4.36 (Desigualdad de Cauchy). Sea la funcion f reqular sobre la region G. Sea la
circunferencia K,(zo) contenida en G conjuntamente con su interior, y sea

m(p) := méx |f(2)|.
|z—z0|=p
Entonces

|
‘f(")(zo)‘ < Em(/)) para n € N.
pn

Demostracion. De acuerdo al Teorema 4.33,

‘f(”)(zo)‘ —

n! f(0) n! 1 _n!
31 o T s 44| € 300 20 = o),
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4.11. Primitivas y el teorema de Morera

Definicién 4.11. Sea G una region. Sean las funciones f y F definidas sobre G, y sea F
diferenciable sobre G. St

F'(2) = f(2) para todo z € G,
entonces F' se dice primitiva de f sobre G.

El siguiente teorema es analogo al resultado conocido del célculo de funciones reales de
una variable e informa sobre la totalidad de primitivas que una funcién f dada puede poseer.

Teorema 4.37. Sean Fy y Fs primitivas de f sobre G. Entonces con una constante ¢ apro-
piada se tiene Fy(z) = Fy(z) + ¢ sobre G.

Demostracion. La funcion ®(z) = Fi(z) — F»(z) satisface ®'(z) = 0 sobre G. Entonces de
acuerdo al Teorema 4.35, ¢ es constante sobre G. [ |

En lo siguiente queremos analizar el problema de condiciones suficientes para la existencia
de primitivas. Para tal efecto supongamos que la funciéon f es continua sobre la regién Gy
que la integral sobre f en G es independiente del camino. Para zy € G fijo y 2 € GG variable
obtenemos la funcién

- [ o (4.14)

cuyas propiedades deseamos estudiar.

Teorema 4.38. Sea G una region, sea la funcion f continua sobre G y sea la integral sobre f
en G independiente del camino. Entonces para zo € G fijo la funcion F = F(z) definida por
(4.14) para z € G es una primitiva de f.

Demostracion. Sean z € Gy € > 0 dados. Como G es abierto y f es continua en z existe
d. > 0 tal que para todo ¢ con |[( — z| < 6. se tiene ( € Gy |f({) — f(2)| < e. Para h € C,
h # 0 consideremos el cociente de diferencias

by = FEER=ED ([ jgac- [0 ac).

Si |h| < d. y considerando la curva de integracién desde zg a z + h via z, eligiendo entre z
y z + h el segmento lineal ((t) = z + th (¢t € [0,1]),

/ £(¢ %/0 f(z+th)hdt:/01f(z+th)dt

|D(h) — f(z)] = /0 (f(z+th) — f(2)) dt‘ <e-l,

lo que implica que F' es diferenciable en z, y F'(z) = f(2). [ |

luego

Tal como en el caso real podemos en el andlisis complejo utilizar primitivas para la
determinacion de integrales definidas.
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Teorema 4.39. Sea G una region simplemente conexa. Sea f reqular sobre G y sea F' una
primitiva de f sobre G. Entonces

/22 f(Q)d¢ = F(z9) — F(z) para todo z1,2 € G.

Demostracion. De acuerdo a los Teoremas 4.38 y 4.26 también
P = [ Q)
21

es una primitiva de f sobre G, entonces de acuerdo al Teorema 4.37, F'(z) = F(z) + ¢ con
cierta constante c. Para z = z; obtenemos F'(z;) = 0 = F(21) + ¢, luego para z = zy,

/”ﬂ@«=F@»m=Fvn—ﬂm>

Ejemplo 4.2. Queremos calcular la integral

dz

1,i

Como la funcion f(z) = 1/2* es regular en la regién simplemente coneza
G=C\{z=x+iy|z<0,y=0}
y 1,1 C G, se tiene

z=i 1 ‘
:——+1:1+l
1

Queremos estudiar una inversién del teorema integral de Cauchy (Teorema 4.24). Recor-
demos que este teorema constata a partir de la regularidad (holomorfia) de f que la integral
sobre cualquier curva K en G cerrada y rectificable se anula:

/ f(z)dz =0. (4.15)
K
El siguiente teorema deduce la regularidad a partir de esta ultima condicion.

Teorema 4.40 (Teorema de Morera). Sea G una region, sea f continua sobre G, y sea
(4.15) wdlido para toda curva cerrada y rectificable K C G. Entonces [ es reqular sobre G.

Demostracion. A partir de la hipétesis (4.15) se deduce la independencia del camino de
la integral en G, por lo tanto para algin zy € G la funcién F(z) definida por (4.14) es
una primitiva de f, luego F' es regular sobre G' con F'(z) = f(z). Pero como de acuerdo
al Teorema 4.33, la funcion F' es diferenciable un nimero arbitrario de veces sobre G, en
particular se tiene F(z) = f/(z), es decir f es regular sobre G. [ |
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4.12. El teorema de Liouville y el teorema fundamental del algebra
Definicién 4.12. Una funcion f: C — C que es reqular sobre C se dice entera.

La funciones e*, sen z, cos z y todos los polinomios son funciones enteras. El siguiente
teorema formula el primer resultado importante sobre funciones enteras.

Teorema 4.41 (Teorema de Liouville). Una funcion entera acotada es constante.

Demostracion. Sea f una funcién entera con |f(z)|] < M sobre C. Si zp es un numero
complejo arbitrario y € > 0 es arbitrario, entonces para R = M /e la desigualdad de Cauchy
(ver Teorema 4.36)

1 M
! < = mé < — <e.
o) < 5 |Z{I;O|§R|f(2)\ 7
Esto implica que f’(z9) = 0 para todo zg € C, luego f es constante. [ |

Comentario 4.10. Si f es una funcion entera que no es constante, entonces existe una
sucesion {zg bren tal que |zx] — o0 y f(zx) — oc.

Ejemplo 4.3. Consideremos f(z) = e*. Para z, = k tenemos

lim e* = oo.
k—o00

Ejemplo 4.4. Consideremos f(z) = senz. Para z, = ki se tiene
’ ’ 1 iz —izp ’ —k k
lim sen z;, = lim — (e —e ) = lim —(e™" —¢e") = 0.
—00 k—o0 21 k—o0 21
Para polinomios P(z) incluso podemos demostrar que para cada sucesion {z }ren tal que
2, — 00 se tiene P(z;) — 00. Esto es una consecuencia del siguiente teorema.

Teorema 4.42. Seann € N y

n

P(z) =) a,z" (4.16)

v=0
un polinomio del grado n (es decir con a, # 0). Entonces

P
im L)

2—00 Ay, 2"

= 1.

Demostracion. Para z # 0 tenemos
P(z < a, 2" " py 1 " b Uy
O Y- =N o I
apz" — ap AL — an Ad ad Gy,
Para e > 0 existe § > 0 tal que para todo ¢ con |(| < § se tiene

PRI
v=1

<E&.
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Esto implica que para todo z con |z| > 1/§

P(z) " b,
—1| = — | <e,
Ay 2™ ' ; ad
lo cual concluye la demostracién del teorema. [ |

Comentario 4.11. Este resultado constata que un polinomio P(z) del grado n dado por
(4.16) se comporta para valores grandes de |z| como a,z"™, donde enfatizamos que el Teore-
ma 4.42 implica que para cada € > 0 existe R. tal que para todo z con |z| > R,

P(z)

an 2"

- 1‘ <e€
o equivalentemente,
(1= )lan"] < [P(2)] < (1+€)[an=".

La aplicacion de los Teoremas 4.41 y 4.42 nos permite demostrar el siguiente teorema
importante.

Teorema 4.43 (Teorema fundamental del algebra). Cada polinomio P(z) del grado n > 1
posee por lo menos una raiz.

Demostracion. Sea P(z) el polinomio dado por (4.16) del grado n > 1. Supongamos que
P(z) no posee raiz, es decir P(z) # 0 para todo z € C, entonces 1/P(z) es una funcién
entera. De acuerdo al Comentario 4.11 existe para ¢ = 1/2 un nimero Ry, > 0 tal que

1
|P(2)| > §|an||z|” para todo z con |z| > Rys.

Esto significa que para una constante M; apropiada,
1 - 2 - 2 B
[P()| - lanll2l™  lan| Ry

M, para todo z con |z| > Ry/s. (4.17)

Por otro lado, como 1/P(z) es regular en {z | |2| < Ry}, existe una constante M, tal que

1
0] < M, para todo z con |z| < Ry/s. (4.18)
Combinando (4.17) y (4.18) llegamos a la conclusién de que 1/P es una funcién acotada
entera, lo que de acuerdo al teorema de Liouville (Teorema 4.41), 1/P(z) y por lo tanto P(z)
es una constante, lo que se contradice con el hecho de que el grado de P(z) es por lo menos

uno. Por lo tanto, P(z) debe poseer por lo menos una raiz. [ |

Comentario 4.12. El teorema fundamental del dlgebra (Teorema 4.43) inmediatamente
implica que cada polinomio P,(z) del grado n > 1 puede ser representado en la forma

P.(z)=a,(z—C)(z—CG) - (2 — () (4.19)

y por lo tanto posee exactamente n raices (las cuales pueden ser maltiples). En el cason = 1
la representacion en la forma (4.19) es trivial. De acuerdo al Teorema 4.43, para n > 1 un
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. G

20 !

K

Ficura 4.7. Ilustracion de la demostraciéon del Teorema 4.44.

polinomio P,(z) del grado n posee por lo menos una raiz, denotada (,, y andlogamente al
caso real tenemos

Bu(z) = (2 = ) Paa (2)

con un polinomio P,_q del grado n — 1 cuyo coeficiente que acompana la potencia mayor
de z, es decir 2", es a,. Asi llegamos al enunciado en forma inductiva.

4.13. El principio del maximo

Si la funcién f(z) = u(z,y) + iv(z,y) es regular sobre una regién G, entonces

[f(2)] = V(e y) + v (2,y)

es continua sobre G. Analizaremos ahora los extremos de |f(2)].

Teorema 4.44. Sea f reqular sobre una region G y supongamos que existe zy € G tal que
para todo z € G, |f(z0)| = | f(2)| para todo z € G. Entonces f es constante sobre G.

Comentario 4.13. El Teorema 4.44 también puede ser formulado en la siguiente forma:
Sea f una funcion no constante, entonces la funcion |f| no puede asumir un mdzimo en
ningun punto interior de la region G.

Demostracion del Teorema 4.44.

1. Demostraremos primeramente que |f| es constante sobre GG. Para tal efecto suponga-
mos que |f| no fuera constante.
a) En este caso existe z; € G tal que |f(z1)| < |f(20)]- Sea

K={z]|z=2),t€ap]}

una curva contenida en G con el punto inicial zy = z(«) y el punto final z; = z(5).
Sea

T :=sup{t |t € [, B), | f(2(s))] = | f(20)|sobre [a,t].}
Entonces 7 € [a, 3), y debido a la continuidad de la funcién |f(z(t))| se tiene

/(O] = [f(z0)| para ¢ = z(7).
b) Sea ahora 6 > 0 elegido tal que Us(() C G (ver Figura 4.7). De acuerdo al
Teorema 4.31,

1 2w .
FO) =5 / F(C+pe¥)dp para todo p € (0,5),
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entonces como | f(¢ + pe?)| < |f(20)],

£l = 151 < 52 [ 17+ pe)]do < -l G| -2,

por lo tanto

1 2w :
o | (7o) = [l dio =0, (4:20)
T Jo
Como el integrando en (4.20) es una funcién continua y no positiva, se debe tener

[F(C+pe?)| = | f(20)|  para todo ¢ € [0, 27]

Como p € (0,6) ha sido elegido arbitrario, concluimos que |f(z)| = |f(zo)| para
todo z € Us(¢). Sin embargo esto se contradice con la construccién de ¢, por lo
tanto concluimos que |f| es constante sobre G.
2. Demostraremos ahora que si | f| es constante sobre GG, entonces también f es constante
sobre G. Para tal efecto sea f(z) = u(z,y) + iv(z,y).
a) Si |f(z)] = 0 sobre G, entonces f(z) = 0 sobre G.
b) Sea |f(z)] = ¢ # 0 sobre G, entonces ¢* = (u(z,y))? + (v(z,y))* y
ou ov ou Jv
0= QU% + 20%, 0= 2u@_y + QUa—y.

Como u y v no pueden anularse simultaneamente, el determinante de este sistema
lineal debe anularse:

Oudv Ovou

Combinando esto con las ecuaciones de Cauchy-Riemann (3.1) obtenemos

@ 2_|_ @ 2—0
Ox oy)

lo cual implica Vu(x,y) = 0 y en virtud de las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
también Vo (z,y) = 0 De acuerdo a [2, Teorema 2.16], las funciones u y v, y por
lo tanto también f son constantes sobre G.

|
Con la ayuda de este teorema podemos ahora demostrar el principio del maximo.

Teorema 4.45 (Principio del méximo). Sea G una region acotada con la frontera OG; y sea
la funcion f reqular sobre G y continua sobre G = G U OG. Entonces existe zg € G con

|f(20)| = sup|f(2)]-
zeG

Demostracion. Como G es compacto, existe zg € G con

|/ (20)] = sup|f(2)].
zeG

Si f es constante sobre G, podemos elegir cualquier 2, € 9G. Si f no es constante sobre G,
entonces el Teorema 4.44 implica que necesariamente zy € 0G. [ |
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Un teorema andlogo puede ser demostrado para inf . | f(2)], pero necesitamos la hipéte-
sis adicional de que f no se anula sobre G.

Teorema 4.46 (Principio del minimo). Sea G' una region acotada con la frontera OG; y sea
la funcion f regular sobre G y continua sobre G = G UG y f(z) # 0 sobre G. Entonces
existe zg € OG con

| #(e0)| = fnf|£(:)]

Demostracion.

1. Si f(z0) = 0 para algin z, € 0G, entonces el enunciado es trivial.
2. Si f(z) # 0 para todo z € G, entonces 1/f(z) es regular sobre G y continua sobre G.
Entonces de acuerdo al Teorema 4.45 existe zg € G con
1 1 1
= sup

fGo| e If()] ifea|f(2)]

Comentario 4.14. Con la ayuda del principio del minimo (Teorema 4.46) podemos pre-
sentar otra demostracion (muy simple) del teorema fundamental del dlgebra (Teorema 4.43).
Para tal efecto supongamos que el polinomio P(z) dado por (4.16) del grado n € N no posee
ninguna raiz en C. De acuerdo al Teorema 4.42 existe R > 0 tal que

1
in|P > —|a,|R" > .
gi%\ (2)| > 5 lan| |ao|

No obstante, a partir del principio del minimo (Teorema 4.46) obtenemos la contradiccion

lag| = |P(O)| > lgﬁlirélp(zﬂ = |rzr|1ir]1%‘P(z)’ > |ag.

4.14. Ejercicios

Problema 4.1. Sea la funciéon f regular sobre la regién G y no constante. Sea zg € G y
sea d la distancia entre 2y y 0G. Demostrar que

m(r) = mix |1(2)

es una funcién continua y estrictamente creciente sobre [0, d).

Problema 4.2. Determinar

a) max|z? — 1|, b) méx | cos z|, ¢) max
|z|<1 |z]<1 |2]<1

e32—|—1
242

Problema 4.3. Sea f una funciéon entera. Supongamos que existen una constante M y
n € N tales que

|f(2)] < M|z|" para todo z con |z| > 1.

Demostrar que f es un polinomio del grado menor o igual n.
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Problema 4.4 (Tarea 4, curso 2023). Sea g € BV[a, b]. Demostrar o refutar:

| datt) = g(b) - t0) (4:21)

Solucion sugerida. Sea P = {a = to,t1,...,t,_1,t, = b}, t; < t; para ¢ < j, una particién
arbitraria de [a,b]. La suma de Riemann-Stieltjes de la funcién constante 1 con respecto
a la funcién g relativa a la particion P con cualquier vector de puntos intermedios 7 =
(Tl,TQ, . ,Tn) es

n

Sp(L,g:m) = (9(ts) — g(ts-1)) =D (9(tr) = g(ts-1)) = gtn) — g(to) = g(b) — g(a),

P k=1

independientemente de P o 7, por lo tanto también

H]lDlHrgO Sp(1,g;7) = g(b) — g(a).

Por otro lado, el hecho de que g € BV [a, b] asegura que efectivamente

b
1fm Sp(l,g;T)Z/ dg(t)

1P]=0

(aplicar el Teorema 4.6 a f = 1y g € BV]a,b]). Combinando las tltimas dos identidades
obtenemos (4.21).

Problema 4.5 (Tarea 4, curso 2023). Sea la funcién f Riemann-integrable sobre [a,b] y
supongamos que g es Lipschitz continua, es decir existe una constante M tal que

lg(t1) — g(t2)| < M|t; — t5] para todo t1,t; € [a, b].
Demostrar la existencia de la integral

b
I = / F(t)dg(t). (4.22)

Solucion sugerida. Sean f(t) = u(t) +iv(t) y g(t) = z(t) +1iy(t), entonces las funciones u y v

son Riemann-integrables y z e y son funciones Lipschitz continuas. Sean P = {tq,t1,...,t,}
una particién de [a,b] y T = (71,72, ...,T,) una eleccién arbitraria de puntos intermedios,
entonces

Sp(f.g:7) = Sp(u, ;1) — Sp(v,y; 7) +1Sp(v, 2 7) +iSp(u, y; T). (4.23)

Demostraremos que cada suma de Riemann-Stieltjes en la derecha de (4.23) converge a la
integral correspondiente. Para tal efecto consideraremos solamente el primer término; los
tres demds términos pueden ser analizados en forma analoga.

Sean P’y P” dos particiones de [a,b] y sea P un refinamiento comin. Sean 7/, 7"y 7
los vectores de puntos intermedios correspondientes, entonces

|Spr(w, 5 7') = Spr(u, x5 7")| < |Spr(u,;7') — Sp(u, ;1) | + | Spr(u, 25 7") — Spu, ;7).
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Si P ={ty,t),....th,} v P={to,t1,...,t,}, entonces sean los indices j), tales que t;, = t.
Con esto

Spr(u,x;7") — Sp(u, z; 1) = Z( Z (u(ty) —u(ty)) (z(t;) — :L‘(tj_l))>. (4.24)

k=1 \j=jk-1+1
Como u es Riemann-integrable sobre [a, b], es acotada sobre este intervalo, luego
sup |u(91) —u(bs)| = My —my,, M= sup wu(f), my:= inf u(d),

01,02€[tr_1,t1] 0C€[tr1,ts] O€tr—1,tk]
luego

Jk
< D [ulty) —ulty)]|a(t;) — x(t;))|

J=jr—1+1

S (ulty) - ulty)) (2(t;) — x(t;1)

J=gr—1+1

Jk
< M(Mk — mk) Z (tj - tj—l) = M<Mk - mk)(t;c - t;f—l)a
J=jk-1+1

por lo tanto a partir de (4.24),

n
|Spr(u, 2 7) = Spu, a3 7)| < MDY (Mg — ma) (b, — th ).
k=1
Esto es la diferenca entre una suma de Riemann superior y una suma de Riemann inferior.
Como u es Riemann-integrable, sabemos que para todo ¢ > 0 existe 6. > 0 tal que si
| P'|| < de, entonces independientemente de la eleccion de 7y 7/,

|Spr(u,2;7') — Sp(u, z;7)| < /2.

Considerando P” en lugar de P’ sabemos que para todo ¢ > 0 existe . > 0 tal que si
|P"|| < 0., entonces independientemente de la eleccion de 7y 77,

|Spr(u, z;7") — Sp(u, x;7)| < /2.
Concluimos que para todo € > 0 existe 0. > 0 tal que si || P'||, ||P”|| < ., entonces
|Sp/ (u, x;7") — Spn(u, z; 7‘”)|

. (4.25)

S, 05 7') = Sp(u, 237)| + [Spo(u, 55 7) = Splu,a37)| < e

Sea ahora {P'};cy una sucesion de particiones tal que ||[PY| — 0 cuando | — oo. A partir
de (4.25) la sucesién correspondiente de sumas de Riemann-Stieltjes {Spw (1, z; 7®) }1en con
puntos intermedios arbitrarios es una sucesién de Cauchy que converge a un limite S € R.

Hay que demostrar que este limite es el miso para cualquier sucesiéon de particiones
{P"} e tal que [|[PY]| — 0 cuando [ — oco. Sea & > 0, entonces (4.25) implica que existen
d: > 0y m € N tales que si || P|| < d., entonces para todo [ > m,

’SP(U7$§T) - SPU)(Uax;T(Z))‘ <&

luego para [ — oo obtenemos |Sp(u, x; 7) — L| < . Esto demuestra que la suma de Riemann-
Stieltjes con respecto a x converge a la integral. Analogamente podemos demostrar que todas
las sumas de Riemann-Stieltjes reales en el lado derecho de (4.23) convergen, lo que implica
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que la suma de Riemann-Stieltjes compleja igualmente converge, o equivalentemente, que la
integral (4.22) existe.

Problema 4.6 (Tarea 4, curso 2023). Sean

0 parate |—1,0|, 0 parate|—1,0),
£(t) = L0 g - —
1 parate (0,1], 1 parate€|[0,1].

Demostrar que ambas integrales

/fdg /fdg

/ 1) dg(t) (4.26)

existen, pero que la integral

no existe.

Solucion sugerida. Para la primera integral consideremos una particiéon arbitraria P del
intervalo [—1, 0]. Independientemente de la particién P y del vector T,

Sp(f, g7 Zf ) (9(tk) — g(ts-1)) = 0,

JRCLTE

Andlogamente, si P es una particién arbitraria P del intervalo [0, 1] obtenemos para puntos
intermedios arbitrarios T

luego cuando ||P|| — 0, obtenemos

p(fgiT Zf 7) —g(t-1)) =0,

/O £() dg(t) =

Para demostrar que la tercera integral no existe consideremos una sucesién de particio-
nes P(™ del intervalo [—1, 1] que no incluye el punto t = 0, por ejemplo

luego cuando ||P|| — 0, obtenemos

PO = ™ ™) e b Y = 142

2m >

k=0,...,2 1.
2m+17 ) 7m+

Si la integral existe, entonces las sumas de Riemann

Spe (f,9;T Z f( 7Y = g(t™)) =0

deben tender a un limite cuando m — oo independientemente de la eleccién de los puntos

T(m) = (Tl(m)7 TQ(m)v cee 77-2(772)7 Téﬁl—l) .
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Sea el indice ] ) e {0,...,2m} tal que tim) <0 <1jmq, entonces
3
Spon (f,0:7 Z FEM) (9™ = 9(t) + (om0 (9850 ) = 9(t50))
2m+1
+ Y F@E ) = g(tm)-
k=j(m)42

A raiz del comportamento de f y g en los diferentes intervalos, Spw) (f, g; 70™) = f (Tjomr41)5
es decir el valor de la suma de Riemann-Stieltjes depende solamente de f(7;mm) ). Es decir,
si definimos 7(m) 11 = tj(m) 41, entonces Spm) (f,9; T(m)) = 1; y para la eleccion 7; (m>+1 tjom)
obtenemos Spem (f, g; 7™) = 0. Concluimos que no existe un limite de Spwm (f, g; 70™) para
m — oo si |P™|| — 0, por lo tanto la integral (4.26) no existe.

Problema 4.7 (Tarea 4, curso 2023). Supongamos que la integral

b
| #wa (1.27)

existe. Demostrar que también existe la integral

b
[ awaso. (4.28)

y demostrar la siguiente féormula de la integracién por partes:

b b
/f(t)dg(t)+ / g(t)df(t) = f(b)g(b) — f(a)g(a). (4.29)

Solucion sugerida. Como la integral (4.27) existe, sea P = {to,t1,...,t,} una particién
arbitraria de [a,b] y sea T = (7,...,7,) el vector de los puntos intermedios. Ahora
plg, f;7) = ZQTk fti)) Zng Zng f(te-1)
n+1

:Zg(Tk—l f(tk-1) Zg (7k) f (tk-1)
k=2

Conmp=ay T, =0,
n+1

Sp(g, ;1) = F(0)g(b) — fla)g(a) = f(tx-1)(9(7) — 9(76-1)),

donde en el lado derecho aparece una suma de Riemann-Stieltjes con respecto a la particién

={10,.- s Tur1} y T = (to,...,tn). Como || P'|| = 0siysdlosi||P| — 0y f es integrable
con respecto a g relativo al intervalo [a, b], sabemos que para cada ¢ > 0 existe J. > 0 tal
que si || P|| < 6., entonces

el £i) = F0g0) + S@lgta) — [ 0 dg<t>' _

Sw(o5:7) - [ 10 (o) <
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Esto es equivalente a la existencia de la integral (4.28) conjuntamente con la identidad (4.29).

Problema 4.8 (Tarea 4, curso 2023). Calcular las integrales de Riemann-Stieltjes

1 w/2
a) / (t* +it) d(® +it?), b) / (t +isent)dcost.
0 0

Solucién sugerida. En ambos casos la funcién g es de clase C!, luego tenemos para las
integrales mencionadas

1 1 1
/ (t +it) d(t® + it?) = / (t? + it) (3t* 4 2it) dt = / (3t* — 2t 4 5it?) dt
0 0 0

! 4 2 ! 3 1 5
= 3t* — 2t°)dt +1 5t°dt = —— —1]
/0 ( ) +1/0 .

y

w/2 w/2 w/2 /2
/ (t+isent)dcost:—/ (tsent—isenzt)dt:—/ tsentdt—i/ sen’t dt
0 0 0 0

i [/ ™
:_1_5/0 (1—cos(2t))dt:—1—zi.

Problema 4.9 (Tarea 4, curso 2023). Sea
0 parat = —1,
g(t)=41 parate (—1,2),
—1 parat € [2,3].

[asw v [ s

Solucion sugerida. Para la primera integral consideremos alguna particién P = {to, t1,...,t,}
del intervalo [—1, 3] con || P|| < 1. En forma similar a la solucién del Problema 4.6 supongamos
que —1 =% <t < - <t; <2<t <+ <t, =3, luego la suma de Riemann-Stieltjes
que aproxima la primera integral puede ser descompuesta como

Calcular

> (90 = g(te1)) = 3 (9(te) = 9(tsn)) + 9(ti1) = 9(t5) + > (9(te) = 9(tin).

En virtud de la constancia de g sobre los intervalos (—1,2) y [2, 3] obtenemos

> (9(tx) = glten)) = g(t) — g(to) + g(tj41) — g(t;) = —1.

k=1
Este es el valor de la suma de Riemann-Stieltjes para cualquier particién P, en particular se
mantiene este valor cuando || P|| — 0, luego

/_31 dg(t) = —1.
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Para la segunda integral consideremos la misma particion que para la primera, ademas los

puntos intermedios 7 = (71, ..., 7,). Ahora, para f(t) =t tenemos
Z(Q(tk) —g(tr)) = ZTk (9(tr) = g(trr)) + 41 (9(ti41) — 9(ty))
k=1 k=1
+ Z 7 (g(tk) — 9(tr-1))
k=j+1

=71 (g(t1) = g(t0)) + 741 (9(tj1) — g(t;)) = 71 — 27551
Cuando ||P|| =0, 71 — =1y 7j11 — 2, luego

/j tdg(t) = —5.

Problema 4.10 (Evaluacién de recuperacién, curso 2023).

a) Determinar todos los z = x + iy € C donde las siguientes funciones son (1) diferencia-
bles, (2) regulares:

(i) f(2) = 2% + 4y® + 2izy, (i) f(2) = (z —iy)(16 — 22 — y?).

b) Sea K = {z € C| |z| = 4}. Calcular en cada caso la integral de linea

/K f()dz,

donde la curva K es orientada positivamente.

Solucion sugerida.
a) (i) La funcién es de la forma f(x,y) = u(z,y) + iv(z,y) con u(z,y) = 2 + 4y,
v(x,y) = 2xy. Ambas funciones poseen derivadas parciales; a saber:
Uy = 2T, Uy =8y, v, =2y, v,=21.

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = v,, u, = —v, estan satisfechas para
aquellos puntos (z,y) donde 2z = 2z y 8y = —2y, es decir para todo z € R e
y = 0. Por lo tanto, concluimos que f es diferenciable sobre

D={:=2+iyeC|y=0}
No obstante, f no es regular en ningin punto ya que para ningin 2z, € D existe
una vecindad U(zy) C D.
(ii) La funcién es de la forma f(z,y) = u(z,y)+iv(z,y) con u(x,y) = (16 —a? —y?),

v(z,y) = —y(16 — 2? — y?). Ambas funciones poseen derivadas parciales; a saber:

Uy = 16 — 2% — y? — 222 = 16 — 32% — 1%, Uy = =21y, v, =21y,

vy =—16+ 22 +y*> —y- (—2y) = —16 + 2% + 3y°.
Las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = v,, u, = —v, estan satisfechas para
aquellos puntos (z,y) donde 16 — 32? — y? = —16 + 2> + 3y* y —2xy = —2zy.
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La segunda de estas ecuaciones no impone ninguna restriccion. La primera esta
satisfecha para 422 +4y? = 32 < 2? +y* = 8, es decir sobre la circunferencia con
centro cero y radio v/8. Por lo tanto, concluimos que f es diferenciable sobre

D={z=z+iyeC|a*+y* =8}

No obstante, f no es regular en ningin punto ya que para ningin 2z, € D existe
una vecindad U(zy) C D.

(i) Como la funcién f no es regular sobre una regiéon que incluya a K y su interior
debemos calcular la integral parametrizando K como z(t) = 4e*, t € [0, 27],
luego 2/(t) = —4sent + 4icost. Reemplazando x por 4cost, y por 4sent y dz =
(—4sent + 4icost)dt obtenemos

/ f(z)dz = / (2% + 4y* + 2izy) dz
K K
2m
= 64/ (cos®t + 4sen®t + 2icostsent)(—sent +icost)dt
0

2m
:64/ (—sentcos®t — 4sen’t — 2isen®t cost
0

+icos®t + 4isen®tcost — 2sent cos®t) dt

2T
= 64(/ (—3sentcos®t — 4sen’t) dt
0

2T
+1i / (cos®t + 2isen®t cost) dt)
0

2

=64 ([cos3 t]or — 4 {i (cos(3t) — 9 cos t)]

12 .

1 2
+ i<ﬁ(9 sent + sen(3t)) + g[sen?’ t]g”)) =0.

(ii) Como f(z) = 0 sobre K,

/K f(z)dz = 0.

Problema 4.11 (Tarea 5, curso 2023). Utilizando el método de descomposicién en fracciones
simples, calcular las siguientes integrales sobre las curvas cerradas en cada caso:

1 1
) /{zﬂ,l} CEECEN 9 /{} CECES R

1 1
b) /{z—1|:1} (z =12z +1) 4 I /[4:2} (z =12z +1) 4
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Solucion sugerida. Primeramente calculamos la descomposicién en fracciones simples. A par-
tir del planteo
1 A N B N C  (A+B)+2(—24+C)+A-B+C
(z—=12(z4+1) 2z4+1 2—-1 (z2-12 (z—1)2(z4+1)
y la solucion del sistema lineal
A+B=0, -2A4+C=0, A—-B+C=1
obtenemos A =1/4, B=—1/4, C' =1/2, es decir
1 1 _ 1
4

(2_1)2(Z+1):Z+1+Z—1+(z—21)2' (4.30)

=

a) Como —1 € Uy(—1), 1 € Uy(—1), el segundo y el tercer sumando de (4.30) son regu-
lares en el interior de {|z + 1| = 1}, luego de acuerdo al teorema integral de Cauchy

(Teorema 4.24)
_1 1
1_dz = / —2 _dz=0.
/|z+1|:1 z—1 |z+1|=1 (2 —1)°

Por otro lado, aplicando el Teorema 4.24 a la funcién constante f(z) = 1/4, obtenemos

1 1 1 1/4
R I
4 2m1 |z—(—1)|=1 Z — (—1) 27 |z+1|=1 z+1
1/4
= / dz = z1
zt1j=1 2+ 1 2
Combinando los resultados llegamos a
1 T s
dz=—-i+04+0= —i.
/{|z+1|1} (2 —1)2(=+1) 2 2

(Se llega al mismo resultado aplicando el Teorema 4.24 a la funcién f(z) = 1/(z—1)%.)
b) Como —1 ¢ Uy(1), 1 € Uy(1), obtenemos

1
/ I _dz=0.
|z—1]=1 z+1

Por otro lado, aplicando el Teorema 4.33 a las funciones constantes f(z) = —1/4 y
g(z) = 1/2 obtenemos

271"_ T

_1
4_dz =2rif(l) = ——i= —=i
4—112—1 z =2mif(1) i 5

1 .
5 2mi
2 d j—— / 1 pu— .
/Izl|=1 (z—1) : 1! =0

Combinando los resultados obtenemos

1 T T
dz=0—=14+0=—=1i.
/{z—1|1} (z—1)2(z+1) 2 2
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c) Como 1,—1 & U;(i), es decir el integrando es regular en el interior de {|z —i| = 1} (v
sobre la curva misma), podemos directamente aplicar el Teorema 4.24 para obtener

1
dz =0.
/{|z—z‘|1} (z—1)2(z+1)

d) Como 1,—1 € Uy(0), aplicamos la férmula integral de Cauchy extendida (Teore-
ma 4.33) a las funciones constantes f(z) = 1/4, g(z) = 1/4 y h(z) = 1/2 para
obtener

/ VA o = omif(-1) = i = T
|

2t 1 12"
—1/4 21 T
dz = 27ig(1) = — =i = — 7
/lez_l z mig(1) 41 21,
1/2 o
—t——dz=—n(1)=0.
/|Z2 CE ) ERR TR

Combinando estos resultados obtenemos

1 T T
dz=—-1i—=i40=0.
/{z|2} (z—1)2(z+1) 22

Problema 4.12 (Tarea 5, curso 2023). Calcular las siguientes integrales sobre las curvas
cerradas en cada caso:

1 1
) / _ 4 ) / g
(l=—1j=1/23 (2% + 1) (z—il=1/2} (2% + 1)

1 1
b / L d / SR
) (lzj=1/2y 2(22 + 1) ) (lzj=2y 2(2% + 1)

Solucion sugerida.
a) Consideremos la funcién

1 1
C\{—i,0,1i > = = .
M0 522 /() = o5y = s
Como la funcién f es regular sobre Uy (1), de acuerdo al teorema integral de Cauchy
(Teorema 4.24)

1
———dz =0.
/{|z—1|1/2} z(22+1)

b) Podemos utilizar la férmula integral de Cauchy (Teorema 4.30) para funciones regu-

lares,
flz) = L/ 1) dc¢, (4.31)
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Ficura 4.8. Curvas C} y Cs de la solucién del Problema 4.12.

valida si f es regular en la regién G, la curva K C G es una curva de Jordan rectificable,
cerrada y orientada positivamente y z € I(K). En este caso, considerando la funcién
f(¢Q)=1/((C+1)(¢ —1)) = 1/(¢* + 1) obtenemos para la integral solicitada y 29 = 0

: e e
2mi Jyjoz1jey 2(22 + 1) 2mi Jyjo=1/2y 7 — % 241

y por lo tanto

1
—————dz = 2mi.
/{|z|_1/2} z(22 4+ 1)

El valor de la integral solicitado se calcula en forma similar a la parte b). En este caso,
considerando la funcién f(¢) = 1/(¢(¢ + i)) obtenemos para la integral solicitada y
20 = i

1
1 1 1 ) 1 1
— ———de= — CH) Qe = flzg) = = = —=

211 Jyacimrygy 2(22 1) 27 Jqyymy gy 2 — i(21) 2

1 1
/ —— _dr=2mi- (—-) — i
(le—il=1/2} 2(22 + 1) 2

y por lo tanto
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d) Aqui utilizamos la Figura 4.12. Notamos primeramente que considerando la funcién
F(Q)=1/(C(C—1)) y 20 = —i
1

1 1 1 2D 1 1
— ——dz = — ~dz = f(20) = —— = —,
271 Jqgijz1 2y 2(22 + 1) 271 Jyaqij=1/0y # +1 i(2i) 2

1 1
/ 2—d22271'1(——> = —7rl.
{|2+i|=1/2} z(22+1) 2

Sean C) y C, las curvas cerradas marcadas en las figuras. La funcién 1/(z(2% + 1)) es
regular en el interior de cada una de ellas, luego

1 1
= =0
/cl A2 +1) /c A2+10)

Por otro lado, de acuerdo a la figura,

/ ;dz—i—/ ;dz
o 2(22+1) o, 2(22+1)
1 1
= ——dz + / ————dz
/z+i|1/2 z(22+1) |z|=1/2 z(22+1)

1 1
+ / ———dz — / ———dz
omij=1/2 2(22 + 1) =2 (2% + 1)

(donde la integral sobre una circunferencia se entiende con orientacién positiva), por
lo tanto

1 1 1
——dz= / ————dz + / ——dz
/|z|:2 z(22+1) |z+i|=1/2 z(22+1) |z|=1/2 z(z2+1)

1
_|_/ Q—dz:—wi+27ri—7ri:O.
o—ij=1/2 2(22 + 1)

y por lo tanto

Problema 4.13 (Tarea 5, curso 2023). Sea la funcién g continua en una vecindad de un
conjunto abierto U con frontera OU continua a trozos.

a) Demostrar que en este caso, la funcién
1 9(¢
16 =5m [ L
mi Jou ¢ — 2

es regular en U.
b) Demostrar que la funcién f no necesariamente posee una continuacién continua sobre
la frontera U que coincida con g. Aviso: considere g(z) = 1/2, U ={z € C| |z] < 1}.

Solucion sugerida.

a) Sea a € U con a # z, entonces parcialmente siguiendo la demostracién del Teore-
ma 4.32 tenemos para todo z € U

P o oo )
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1 (—a—(C=2)
- 27 z—a/aUg(O (C—2)(¢(—a) 4

11 z—a _ 1 9(¢)
o e O Ly e
luego

fO—f@) 1 [ g0 1 L
Y @—avd“%ﬂéU“O(«—wxc—@ @—av)dc

R AN
=2 S M i ap

Ci—a 4(0)
= o AU@—aP@—@dg

Como

i 2@ / 9(¢)

im - 5

==a 2w Jor (C—a)*(C — 2)
obtenemos que f efectivamente es regular en U.

b) Consideremos U :={z € C | |z] < 1} y g(z) = 1/z. Entonces
1

R N L S :
T& =5 =% /|zl C=a

Para el punto 1 € OU = {|z| = 1} tenemos g(1) = 1, pero la expresién

1 1
0=55 ). a1

no esta definida, ya que la funcién 1/(¢(¢ — 1)) es regular sobre C\{0, 1}, pero oU ¢
C\{0,1}. Por lo tanto, las funciones f y g no coinciden sobre OU.

d¢ =0

Problema 4.14 (Tarea 5, curso 2023). Queremos aprovechar el teorema integral y la férmula
integral de Cauchy para calcular la integral (real)

*° 1
/ dr = c.
N

Para tal efecto sea f(z) = ﬁ para z € C. Calcular la integral de linea de f

a) a lo largo de una circunferencia con centro i y radio € > 0 pequeno,

b) a lo largo del camino cerrado formado por el segmento lineal desde —R a R y el arco
I'r del radio R que conecta R con —R (que pasa por el semiplano superior) recorrido
en sentido antihorario, para R > 0.

c¢) Demostrar que

/ f(z)dz iy
I'r
y utilize los resultados ya obtenidos para determinar c.

Solucion sugerida.
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-

F1GURA 4.9. Curvas C] y (5 de la solucion del Problema 4.14.

Sea z(t) = i+ e*™ ¢ € [0,1], una parametrizacién de la circunferencia K. (i) en
cuestién, entonces la funcién ¢ — 1/(¢ +1) es regular sobre el disco U.(i) y podemos
aplicar la férmula integral de Cauchy para obtener

1
¢+

1
d¢ = = 271 - ( ) =7
K:(i) C - C +1 ¢=i

f(¢)d¢

Sea ahora K la curva de integracwn mencionada en la formulacién del problema, y
sean (' y O las curvas cerradas indicadas en la Figura 4.9. Como f es regular en el
interior de C7 y Cy,

fQd¢= [ f(Od¢=0.
Cq Cs

Por otro lado, considerando la cancelacién de las integrales sobre los segmentos con
Rez =0,

1o+ [ s —— [ e+ Q=0

Cl Ks

lo cual implica
/f ac= [ s©ac=n
Tenemos
) 1/2 2ﬂ_iReQ7rit o 1 1/2 e27r1t
}%l_r};o FRf(C)dC_I%l—{I;o . mdt:?/ﬂ]%g%o—/o mdt
1 (12 .
=27 lim — / e 2mMt qt = 0,
R—oo R 0

luego

o= im ([ r@ac— [ soac) -
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Problema 4.15 (Tarea 5, curso 2023). Sea f una funcién regular sobre la regién G y sea f
no constante. Sea zy € G'y sea d la distancia entre zy y la frontera dG. Demostrar que

m(r) = méx |f(2)]
|z—zo|=r
es una funcién continua sobre [0, d) y estrictamente creciente.

Solucion sugerida.

1. Sea 0 < r < dy consideremos las vecindades Us(z9) C G. Segun hipdtesis, la funcién f
no es constante sobre . Esto implica que f tampoco es constante sobre ninguna
vecindad Us(zp) C G: si existiera 7 € (0,d) tal que f(z) = ¢, ¢ € C sobre Uz(zp),
entonces existirfa una sucesion {z, }nen en Uz(zg) con z, — zg cuandon — 0y 2, # 2o
para todo n tal que f(z,) = ¢ para todo n, luego de acuerdo al Teorema 5.15, f(z) = ¢
para todo z € G. Esto se contradice con la hipdétesis de que f no es constante sobre G.
Concluimos entonces que efectivamente f es no constante sobre todas las vecindades
Ur(z) CG,0<r<d.

2. Como f es no constante sobre cada vecindad U,.(z9) C G, 0 < r < d, sabemos que de
acuerdo al principio del maximo para cada r existe z, € U, (2p) tal que

swp_|f(2)] = |f(z)| = méx |£(z)] =mi(r); (4.32)

2€Ur(20)

Esta identidad también es (trivialmente) véalida para r = 0.
3. Sea ahora 0 < r; < ry < d. Como U,,(zy) C Up,(20),

sup |[f(2)| < sup [f(z)] & m(r) <m(r). (4.33)
2€Ur; (20) 2€Ur, (20)

4. Efectivamente, la igualdad en la desigualdad (4.33) no puede ser valida: si fuera valida,
tendriamos

m(r1) = [f(z)] = |f(z)] = méx [f(2)] = méx [f(2)]

|z—z0|=r2 2€Ur, (20)

es decir el maximo de |f(2)| sobre U,,(zp) seria igualmente asumido en el punto z,,.
Pero debido a r < 75 este punto es un punto interior de U,,(2o). Esto es imposible (en
virtud del Teorema 4.44 o del Comentario 4.13) porque f es regular sobre U,,(zy) (esta
vecindad juega el rol de G en el Teorema 4.44 y el Comentario 4.13) y no constante.
Por lo tanto, concluimos que

0<ri<rg<d = m(r) <m(ry), (4.34)

lo que demuestra que m(r) es estrictamente mondtona.
5. Para demostrar que m(r) es continua, sean 0 < 71 < 1o < d y consideremos la clausura
de la regiéon anular R, ,,, es decir

Ry = {zE(C | r1 < |z — 2] < 1o}

El conjunto R, ,, es compacto, por lo tanto la funcién continua |f(z)| es uniforme-
mente continua sobre R, ,,, es decir para cada € > 0 existe 6. > 0 tal que para cada
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par 21,22 € Ry y:
|21 — 20| < 0. = “f(zl)’ - |f(22>|‘ <Eé.

Fijemos r € [0,d) y sea g > 1y tal que 0 < ro < dy ry —r; < d.. Sea 2; € K,.(2)
tal que m(r;) = |f(2:)], i = 1,2. Ya sabemos que m(ry) > m(ry). Sea 21 € K, (z) tal
que zp, 21 v 22 sean colineales, entonces

Im(ra) — m(r1)| = m(ra) —m(r) = | f(Z)| = | f(2)| < [F(Z)| = |f(z1))
< |G = 1f(2)]] <e,

lo que implica que m es una funcién continua de r.



Capitulo 5

Series de potencias y series de Taylor

5.1. Sucesiones de funciones

Sean las funciones f, (n € N) definidas sobre un conjunto M C C y consideremos la
sucesion de funciones {f,},en. Para cada z € M fijo esto entrega una sucesién de nime-
ros {fn}nen habitual cuya convergencia puede ser analizada. La sucesién puede converger
para ciertos puntos de M y divergir para otros. La siguiente definicién es completamente
analoga al caso real.

Definicién 5.1. Sea M C C.

1. La sucesion de funciones {f,}nen se dice convergente puntualmente en z € M si la
sucesion de nimeros {fn(z)}nen converge. El conjunto

M, = {z € M | {fu(2)}nen converge}

se dice conjunto de convergencia de {f, }nen.
2. La funcion f con D(f) = M. y

f(z) = lm fo(2)
se dice funcién limite de {f, }nen-
La siguiente definicion es la misma del caso real.

Definicién 5.2. Se dice que la sucesion de funciones { f,, }nen converge uniformemente sobre
el conjunto M a una funcién limite f si para cada € > 0 existe un numero N, tal que para
todo n > N. y todo z € M se tiene

|fu(2) = f(2)] <&
Para denota lo anterior escribimos
M
fn(2) = f(2).
La demostracion del siguiente teorema ya es conocida a partir del calculo real.

Teorema 5.1 (Criterio de convergencia de Cauchy). Una sucesion de funciones {fn}nen
converge uniformemente sobre el conjunto M a una funcion limite f si y solo si para cada
e > 0 existe un numero N, tal que para todo m,n > N. y todo z € M se tiene

|fa(2) = fu(2)] <e.

A parte de la convergencia uniforme, para el calculo complejo el concepto de la conver-
gencia compacta es muy importante.

135
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Definicién 5.3. Se dice que la sucesion de funciones {f,}nen converge compactamente
sobre la regiéon G a una funcién limite f si {f, }nen converge uniformemente a f sobre cada
subconjunto compacto de G. En este caso escribimos

fal2) = £(2).

En el caso real discutimos detalladamente las hipétesis bajo las cuales las propiedades
de los elementos de la sucesién (continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad) también son
validas de la funcion limite. La pregunta es la misma en el caso complejo, donde por cierto
principalmente nos interesan sucesiones { f,, }nen de funciones regulares. La informacién més
importante sobre la regularidad de la funcién limite y el intercambio del paso al limite y la
diferenciacion y la integracién es proporcionada por el siguiente teorema.

Teorema 5.2. Sea cada una de las funciones f, (n € N) regular sobre la region G, y
supongamos que

fu(2) é f(z) cuando n — oo. (5.1)

Entonces:

1. La funcion limite f es regular sobre G.
2. Para cada curva rectificable K C G se tiene

/ f(z)dz = lim [ f,(2)d=.

n—o0

3. Para cada k € N,

¢
fB () = f®(2) cuando n — oco.

Demostracion.

1. Demostraremos primeramente que funcién limite f es continua sobre G. Sean zy € GG
y € > 0 dados.
a) Escogemos primeramente § > 0 en tal forma que Us(z9) C G. Debido a la con-
vergencia compacta existe N, tal que

|fu(2) — f(2)| <€/3 paratodon>N.yz¢€ Us(z0).
b) Sea ahora n > N, fijoy 0. € (0,0) tal que
| fa(2) = fa(20)| <€/3 paratodon > Ny z € Us(2).
c¢) Entonces para todo z € Us_(z20),

f(2) = f(20)] < |f(2) = fa(2)| + | fa(2) = ful20)| + | fa(20) = f(20)]
<3 g =g,

luego f es continua en zp- Como 2y € G es arbitrario, f es continua sobre G.
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FicuraA 5.1. Ilustracion de la demostracion del Teorema 5.2.

2. Como la funcién limite f es continua, existe la integral

/K £(2)d=.

Como K es compacto y la sucesién { f, }nen converge compactamente sobre G, para
e > 0 existe un nimero N, tal que

|f(2) = fa(2)] < _c para todo n > N, y todo z € K.

L(K)

Esto implica que

‘/Kf(z)dz—/Kfn(z)dz

lo que demuestra el enunciado 2. del Teorema 5.2.

3. Demostraremos ahora que f es regular sobre G. Sea zy € G. Elegimos § > 0 tal que
Us(z) C G. Entonces, como f,, es regular, para cada curva Ky C Us(z) rectificable y
cerrada se tiene que

<ﬁ-L(K):5,

/K (F(2) = ful2)) dz

f(z)dz=lim [ fu(z)dz=0.

n—o0 KO

De acuerdo al teorema de Morera (Teorema 4.40) esto implica que f es regular sobre
Us(zp). Como zj es arbitrario obtenemos el enunciado 1. del Teorema 5.2.
4. Sean ahora dados un conjunto compacto M C G y un € > 0.
a) Si denotamos por § la distancia entre M y la frontera 0G de G, entonces los
conjuntos Uso(2) (2 € M) forman un recubrimiento abierto de M. Como M es
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compacto existe un subrecubrimiento finito

l
M C U U5/2(Z)\>.

A=1

Para A =1,...,[ definimos K = {2z | |z — 2)| = 30/4} (ver Figura 5.1).
Para A € {1,...,1} fijo se tiene para todo z € Us/a(2y)

k! £(O) L (O
f®(z) = %/KA mdca fP(z) = 27r1/ (C 2 )k dg,

lo que implica que con una constante C'y > 0 apropiada tenemos para todo
A Ué‘/?(ZA)

(8)(z) — ) AR E1(9)
190 = 10| = | [ DA g
5 ’“*” 30
< — = . -
o <4) gela;(XIf — falQ] 27 5
= Cams| (O~ 12(0)]
donde utilizamos que para z € Usja(2)) y ¢ € Ky, [ —2| = 0/4. Como K) C G es

un conjunto compacto, obtenemos a partir de (5.1) que existe un N.(\) tal que
para todo n > N.(\) y todo ¢ € K,

’f )‘ < 6/0)\
Esto implica que
’f(k)(z) — fT(Lk)(Z)} < e paratodo z € Usja(2y).

Sea ahora N. = max{N.(1),..., N.(])}, entonces

!
!f(k)(z) - f,gk)(z)‘ < e paratodon > N.ytodoze M C U Us2(2r),
A=1

lo que demuestra el enunciado 3. del Teorema 5.2.

5.2. Series de funciones

La discusion de series de funciones es completamente analoga al caso real. Las definiciones
de la convergencia y de la suma de una serie son las mismas que en el caso real.

Definicién 5.4. Sea M C C.
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[ee]
1. La serie de funciones Y a, se dice puntualmente convergente en z € M si converge

v=1

o0
la serie de nimeros Y a,(z). El conjunto
v=1

M. =<zeM

oo
Z a,(z) converge
v=1

o
se dice conjunto de convergencia de ) a,.

v=1
2. La funcion A con D(A) = M. y

Az) =) a(z)
v=1
se llama suma de la serie de funciones.

[e.e]
La convergencia puntual de la serie de funciones » a, en el punto z nuevamente es
v=1
equivalente a la convergencia de la serie de sumas parciales

n

An(2) = ay(2).

v=1

o

Definicién 5.5. La serie de funciones Y a, se dice uniformemente convergente sobre un
v=1

conjunto M a la funcién suma A si

An(2) 2L A(2).

En este caso escribimos
Z a,(z) Y A(z).
v=1

Los siguientes dos teoremas se pueden demostrar aplicando la demostracion del resultado
correspondiente de la convergencia de series de funciones reales.

o
Teorema 5.3 (Criterio de convergencia de Cauchy). La serie de funciones _ a, es unifor-
v=1

memente convergente sobre el conjunto M a la funcion suma A si y solo si para cada € > 0
existe N. tal que para todon >m > N, y todo z € M se tiene

n

Z ay(2)| = |ams1(2) + -+ + an(2)| <e.

v=m+1

Teorema 5.4 (Criterio de convergencia de Weierstrass). Sean las funciones a, (v € N)
definidas sobre M C C, y supongamos que

‘al,(z)‘ < ¢, paratodo z € M, para cada v € N.
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o0 o0
Si la serie Y ¢, converge, entonces la serie ) a, converge uniformemente sobre M.
v=1 v=1

El concepto de la convergencia compacta (ver Definicién 5.3) también es importante para
series.

o0

Definicién 5.6. Se dice que la serie de funciones ) a, converge compactamente sobre la
v=1

(0.)
region G a la funcién suma A si > a, converge uniformemente a A sobre cada subconjunto
v=1
compacto M C G. En este caso escribimos
o0
G

a,(z) A(z).

Aplicando el Teorema 5.2 a la sucesién de sumas parciales

Au(2) = ay(2)

podemos demostrar el siguiente teorema.
Teorema 5.5. Sea cada una de las funciones a, (v € N) reqular sobre la region G y sea

G

D ay(z) = A(2).

Entonces:

1. La suma A = A(z) es reqular sobre G.
2. Para cada curva rectificable K C G se tiene

/KA(z)dz:ViO;/Kal,(z)dz.

3. Para cada k € N,

i a®(2) o AW ().

v=1

5.3. Series de potencias

A partir del cédlculo real ya sabemos de la importancia de series de potencias. Para el
calculo complejo la importancia de la teoria de series de potencias es aiin mayor, ya que
cada funcién puede ser representada en la vecindad de un punto de regularidad por una serie
de potencias, por lo tanto el andlisis de funciones regulares se reduce al estudio de series
de potencias. A continuacién listamos algunos teoremas de convergencia sin demostracién.
Estos resultados son conocidos para el caso real, y como las series de potencias (complejas)
convergen absolutamente sobre su disco de convergencia, pueden ser tratadas por métodos
reales.
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- - — =
(S N - -
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ry . Y ¢, convergencla
/ /’ convergencla 7 \
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\ N / ’ \ /
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divergencia divergencia
z x

F1GuraA 5.2. Ilustracién (a) del Teorema 5.6, (b) del Teorema 5.7.

Definicién 5.7. Si {a,},en, €s una sucesion de nimeros complejos y zo € C, entonces la
serie

oo
Z a,(z — z0)"”
v=0

se dice serie de potencias en torno a zg.

Teorema 5.6. Para una serie de potencias Y, a,(z — z9)” se tiene (ver Figura 5.2 (a)):
v=0

1. Si la serie converge en un punto z = z1 # 2y, entonces converge absolutamente para
todo z con |z — 2| < |21 — 20|

2. Si la serie diverge en un punto z = zy # zy, entonces diverge para todo z con |z — zo| >
‘Zl - ZQ|.

oo

Teorema 5.7. Para una serie de potencias >, a,(z — zy)” existe un R inico, 0 < R < oo,
v=0

llamado su radio de convergencia, para el cual se tiene:

1. St R =0, entonces la serie converge solamente en zg.
2. Si0 < R < oo (ver Figura 5.2 (b)), entonces la serie converge absolutamente sobre el
disco de convergencia

Ur(z) = {2 € C ||z — 2| < R}

y diverge sobre el conjunto {z € C | |z — z| > R}.
3. 51 R = o0, entonces la serie converge absolutamente sobre el disco de convergencia

UOO(Z()) =C.
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Teorema 5.8 (Teorema de Cauchy-Hadamard). El radio de convergencia R de una serie de

oo
potencias Yy a,(z — z9)" es dado por

v=0

(0 si limsup |a,|Y" = oo,

1 V—r00
) —— s 0<lmsup|a,|’ < o0
R= 9 lfm sup |a, | o0 | ’ (5.2)
vV—00
00 si limsup |a, | = 0.
\ V—00

Podemos resumir estos casos por la siguiente formula (que es simbdlica para el primer y el
tercer caso de (5.2)):
1
lim sup |a, |*/*
V—r00

En el contexto complejo también sigue valido el teorema sobre la convergencia uniforme
de series de potencia reales. Utilizando el concepto de la convergencia compacta lo podemos
formular como sigue.

o0

Teorema 5.9. Sea > a,(z — 29)” una serie de potencias con el radio de convergencia R,
v=0
donde 0 < R < oo. Entonces la serie converge compactamente sobre Ug(2p).

o
En virtud de lo anterior se reconfirma que una serie de potencias Y a,(z — zp)” define
v=0
sobre su disco de convergencia Ug(2p) una funcién unicamente definida

A(z) =) an(z = 2)". (5.3)

En virtud del Teorema 5.5 tenemos el siguiente resultado.

o0

Teorema 5.10. Sea > a,(z — z)” una serie de potencias con el radio de convergencia R,
v=0
donde 0 < R < oo. Entonces la funcion A = A(z) definida por (5.3) es reqular sobre Ug(z).

Ademas, aplicando el Teorema 5.5 y diferenciando, obtenemos que una serie de potencias
es la serie de Taylor de la funcién que representa:

Teorema 5.11. Sea ) a,(z — 29)” una serie de potencias con el radio de convergencia R,
v=0
donde 0 < R < o0, y sea la funcion A = A(z) definida por (5.3) sobre Ugr(zy). Entonces
AW
a, = ﬂ para todo v € Ny,
V!

es decir
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Y

[

FicuraA 5.3. Ilustracion de la demostraciéon del Teorema 5.13.

También sigue valido el siguiente teorema (demostrado para el caso real).

Teorema 5.12 (Teorema de la identidad para series de potencias). Si dos series de potencias

o o
A(z) =) a,(z—2)" v B(z)= Z by(z — z0)”
v=0 v=0
poseen el mismo valor en una cantidad infinita de puntos z,, v € N, diferentes a pares (es
decir z, # z, si v # p) tales que z, — zy cuando n — oo, es decir A(z,) = B(z,) para
n € N, entonces a, = b, para todo v € Ny.

5.4. Expansién en serie de Taylor de una funcién regular

De acuerdo al Teorema 5.10 cada serie de potencias representa sobre su disco de conver-
gencia una funcién regular. Demostraremos ahora que la inversion de este teorema igualmente
es valida.

Teorema 5.13. Sea [ regular sobre una region G. Si zg € G, entonces sobre el mayor disco
con centro zy que enteramente cabe en G la funcion f puede ser expandida en forma unica
en una serie de Taylor:

) (4,
f) = )

Demostracion.

1. Sea R la distancia entre zy y G, luego Ug(z9) C G (ver Figura 5.3). Sea p € (0, R)
elegido fijo, entonces para cada z € U,(%) fijo y ¢ € K,(z) arbitrario,

I 1 1 1 _ 1 (A
(—z (—2—(2—20) (-2 12" C_zOZ(C_ZO).

=0
C—Zo !

Como |z — 2| < |¢ — 20| = p, esta serie converge uniformemente para ¢ € K,(z).
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2. De acuerdo la férmula integral de Cauchy (4.13) (ver Teorema 4.30), y como podemos
integrar por términos debido a la convergencia uniforme, tenemos

Gl SO,
£(2) ./KP(ZO) i

2mi ¢ —
1 = Q) )
27 S e (nzo(z ) (¢ — zp)"t1 d

Rayal NG ) o
S )

3. La unicidad de la representaciéon es una conscuencia inmediata del Teorema 5.12.
|

Para aplicaciones posteriores definimos el concepto de una raiz multiple de una funcién
regular.

Definicién 5.8. Sea la funcion f regular en zy, y sea

f(z) = Z a,(z — z,)"

la serie de Taylor de f. Siag=a; =---=ax_1 =0 ya, # 0, entonces zy se dice raiz simple
(en el caso k = 1) o raiz multiple (en el caso k > 2) de f. El nimero k se dice multiplicidad
u orden de la raiz zg.

Teorema 5.14. La funcion [ posee una raiz del orden k en zy st y solo si existe una funcion g
reqular en zo con g(zo) # 0 tal que en una vecindad de z,

F(2) = (2 — 20)"g(2).

Demostracion. Tarea. [ |

5.5. Continuacién analitica y teorema de la identidad

En el Teorema 5.13 demostramos que una funcién puede ser representada por una serie de
potencias en la vecindad de cualquier punto de regularidad. Veremos que este hecho implica
el fundamental teorema de la identidad de funciones complejas. Para tal efecto primeramente
discutiremos el concepto de la continuacion analitica. Recordemos que desde un principio
hemos incluido el dominio en la definiciéon de una funcién. En lo siguiente enfatizaremos este
aspecto denotando una funcién por (f,G) si G = D(f) es el dominio de f.

Definicién 5.9. Sean (f1,G1) y (f2, G2) dos funciones regulares. Si

1. G1 N G2 7A Iy
2. fi(z) = fa(z) sobre Gy NGy,

entonces (fi1,G1) se dice continuacién analitica de (fa, G2) (y vice versa).
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F1curA 5.4. Ilustracién de la desigualdad (5.4) con “>” en lugar de “>”.

Ejemplo 5.1. Consideremos

fl(z):%z, Gi={zeC|z+1} fg(z):iz”, Gy={z€C||2| <1}

Como f1(z) = fa(2) sobre Gy N G, la funcion fi es una continuacién analitica de fs.

En la mayoria de casos se parte de una serie de potencias (5.3) con un radio de conver-
gencia positivo. Entonces nos interesa saber si esta funcién posee una continuaciéon analitica
mas alla del disco de convergencia correspondiente. Ahora esto puede ser decidido facilmente
si expandimos la serie de potencias en serie de Taylor en torno a otro punto z; # zy. Si Ry es
el radio de convergencia de A(z) y 21 # 20, 21 € Ug,(20), entonces sobre una circunferencia
en torno a z; con un radio R; tenemos

A(”)(zl)

' para v € Nj.
v!

Ai(z) = Za,(,l)(z —2z), donde alt) =
v=0

La serie de potencias nueva convergerd a lo menos en el interior del disco mayor contenido
enteramente en Ug,(zp), es decir

Rl 2 R() — |Zl — Zol. (54)

Si el signo “>" es valido, entonces la serie de potencias nueva efectivamente es una conti-
nuacién analitica de la serie original (ver Figura 5.4).

Ejemplo 5.2. Consideremos la serie de potencias

A(z) = Z 4

en torno a zo = 0 con el radio de convergencia Ry = 1. Sea ahora zy = 1/2. Entonces la serie
2 AW(i/2) i\"”
e =2 (a5

converge en el mayor disco en torno a z; =1/2 que no contiene el punto z = 1, considerando
que ambas series son series de Taylor de la funcion z — 1/(1 — z) en torno a zy = 0
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FicuraA 5.5. Ilustracion del Ejemplo 5.2.

y z1 =1/2, respectivamente. En este caso (ver Figura 5.5),

1 V5
R1:\/1+Z:\/7_z1,1180.

Ejemplo 5.3. Como ejemplo de una serie de potencias que no puede ser continuada analiti-

camente consideremos
oo
!
A(z) = E 2¥.
v=0

Para el radio de convergencia tenemos evidentemente Ry = 1. Supongamos que esta funcion
pueda ser continuada analiticamente mas alld de la frontera del disco unitario hacia una
region Gy. Entonces para cada punto exp(ip) € Gy existe el limite

lim A(rexp(iy)). (5.5)
r—1-
En particular este limite existe para todo ¢ = 2wl/k (I,k € N) con
27l
exp(ip) = exp (%) € Gy
(estos puntos estan “densos” sobre {z | |z| = 1}). Para ¢ = 27l/k fijo tenemos entonces

ol Pl ol > ol
(o)) = X () e ()

v=0 v=k

Ahora

<k para todo r € (0,1).




5.5. CONTINUACION ANALITICA Y TEOREMA DE LA IDENTIDAD 147

Como
2rli
exp TV' =1 paratodorv >k

tenemos

Zkr”' exp (%y!) Zr”' Zr”' para todo m > k,
luego

h’mianr e 27Thz/' > lim inf Y ™=m-k+1 (5.6)

xp| — > =m — . .
r—1- P r—1- ok
Resumiendo, tenemos
. 00 . k—1 . m
2l 2wl 2wl
‘A<T eXP(%)) ‘ 2 Zc'r”! exp(%u!) - ;r”' exp (%1/’) > Z;r”! — k,

es decir, en virtud de (5.6),

lim inf
r—1-

ol
A(rexp(%))‘2m—k+1—k:m+1—2k,

pero como m es arbitrario,

lim
r—1-

ol;
A(rexp(%))‘ = 00,

lo que se contradice con (5.5).

Demostraremos ahora el teorema de la identidad para funciones regulares.

Teorema 5.15 (Teorema de la identidad). Sean las funciones f y g regulares sobre la
region G y sea zg € G. Si para una sucesion {z, }nen con z, # zo para todon € N y z, — 2z
cuando n — oo se tiene que f(z,) = g(z,) para todo n € N, entonces f(z) = g(z) para todo
z €.

Demostracion.

1.

Ambas funciones f y g pueden ser expandidas en series de potencias convergentes en
un disco Ug(zo):

= flz=a), 92 =) ol - =)

De acuerdo al teorema de la identidad para series de potencias (Teorema 5.12) con-
cluimos que f(z) = g(z) sobre Ug(zp).

. Consideremos un punto arbitrario dado Z € G. Consideremos una curva de Jordan K

que conecte zy con Z y que corra enteramente en GG. Si 0G N C # &, entonces sea d
la distancia entre K y 9G; si 0G N C = &, entonces sea d = 1. Escogemos sobre K
puntos Zy = zo, 21, 29, - - -, 2n = 2 tales que |Z; — Z;41| < d parai =10,...,n— 1 (ver
Figura 5.6).



148 5. SERIES DE POTENCIAS Y SERIES DE TAYLOR

FicurA 5.6. Ilustracion de la demostraciéon del Teorema 5.15.

3. a) Sobre Ug(Zy) tenemos f(z) = g(2).
b) Como ambas funciones f y g pueden ser representadas sobre Uy(Z;) por series de
potencias en torno a Zj, éstas son idénticas sobre Ugr(Zg) N Uy(21) v (en virtud de
R > d) z € Ur(Z)) NUq4(Z1), entonces de acuerdo al teorema de la identidad para
series de potencias (Teorema 5.12), f(z) = g(z) para todo z € Uy(Z1).
¢) Por induccién obtenemos f(z) = g(z) para todo z € Uy(Z,-1) y como Z €
Ui(Zn-1), finalmente f(2) = g(2).
|

Ejemplo 5.4. En general enunciado de este teorema ya no es valido si zg es un punto de
frontera de G. Para ilustrar esto consideremos sobre G = C\{0} las funciones

1
f(z)=sen—, g¢g(z)=0
z
yzo=0¢& G. Para z, = 1/(mn) se tiene lim, oo 2, = 20 = 0 y f(2n) = g(zn) = 0 y
f(zn) = g(2zn) =0, pero las funciones f y g no son idénticas.

5.6. El teorema de Casorati-Welerstrass

Con respecto a las funciones enteras ya conocimos el famoso teorema de Liouville (Teore-
ma 4.41) que constata que una funcién entera no constante no puede ser acotada. El siguiente
teorema profundiza esta conclusion.

Definicién 5.10. Una funcion entera que no es un polinomio se dice trascendente.

Teorema 5.16 (Teorema de Casorati-Weierstrass). Afuera de cualquier disco una funcion
trascendente f es arbitrariamente cercana a cualquier complejo ¢ € C. Es decir, para cada
ceC,e>0yR>0existezeC conl|z|>Ryl|f(z)—c| <e.

Demostracion.

1. Sea ¢ € C dado. Supongamos que existieran ¢ > 0y R > 0 tales que |f(z) —c| > ¢
para todo z con |z| > R.
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2. Existe a lo mds un nimero finito n de puntos diferentes a pares zy,...,z, € Ug(0)
tales que f(z,) = c. Entonces, para cada v € {1,...,n} existe k, € N tal que

f(Z) —Cc= (z - ZV)ngV(Z>7

donde g, es una funcién entera con g,(z,) # 0.
3. Consideremos luego la funciéon entera

f(z) ¢

(z—z)kt e (2= z,)hn”

h(z) =

Como h(z) # 0 para todo z € C, también H(z) := 1/h(z) es una funcién entera sin
raices, luego la expansion en serie de Taylor

H(z) =Y H?
=0

converge para todo z € C. Ahora tenemos para todo |z| > R y una constante apro-

piada M
(1 21>k1_”(1 Zn)kn
z z

‘H(Z)‘ < ’Z_lekl"'|z_zn’kn _ |Z‘kl|z‘kn
€ €

M
< —|2|Y, donde N =k + -+ k,.
£

Por otro lado tenemos para p > R

L CH

2mi zm+l1

11
[ Honl = S 9p ﬁl‘i};}H(z)‘ H27p S

M N—m
=7

|z|=p

Para p — oo esto implica que H,,, = 0 para m > N, es decir H es un polinomio. Como
no posee raices, incluso H(z) = Hy # 0. Pero esto significa
1

J) =+ ge—a)f (e =),

lo que se contradice con la hipdtesis de que f es trascendente.

5.7. Teorema del limite de Abel

En lo siguiente demostraremos una generalizacién del teorema del limite de Abel (ya
conocido para series de potencias reales). Para tal efecto necesitamos el concepto del espacio
angular de Stolz.

Definicién 5.11. Se consideran tres puntos diferentes a pares zy, z3 y z3 con |z| < 1,
|2a] < 1 y |z3| = 1. Entonces el interior del tridngulo con los vértices z1, zo y z3 se llama
espacio angular de Stolz S(z1, 29, z3) con respecto a 2z (ver Figura 5.7 (a)).
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Yy Yy
1 1
<1 29
Len e — L ¢
_--/" <3 Voo~
\S(Zl 22,23)/, g ROV
\\ 47 \ S .
T X v = T
; -
—1 1 0 1 -1 . 0 - 1
; ! p
\\ 3 ,/z
[ e
<2 <1
—1 —1

FIGurA 5.7. (a) Espacio angular de Stolz S(z1, 29, 23) con respecto a z3, (b)
espacio angular de Stolz S(z1, 29, 1).

Teorema 5.17. Para cada espacio angular de Stolz S = S(z1,22,1) (ver Figura 5.7 (b))
existe una constante M = M(S) tal que
L
1 =[]

< M paratodo z € S.

Demostracion. Tarea. [ ]

Teorema 5.18 (Teorema del limite de Abel). Sea > a,z” una serie de potencias del radio
v=0

de convergencia 1. Si la serie converge también para z3 = 1, es decir si converge la serie de
oo

nimeros Y a,, entonces para cada espacio angular de Stolz S = S(z1, 22,1) se tiene

v=0
o0 o
7 v
lim a,z’ = g a,.
z—1
v=0

zeS py=0

Demostracion. Sean

n [e.o]

Sy = E a,z’, s_1:=0, g a, = lim s, = s.
n—oo
v=0 v=0
1. A partir de
n n n—1
a,z’ = (s —sp,-1)2" = (1 — 2) 5 5,20 4 5,2"

v=0 v=0 v=0
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obtenemos para |z| < 1 en virtud de s,2" — 0

oo oo
= Z%ZV =(1-2) Zs,,z”.
v=0 v=0

Ademds para |z| < 1 tenemos
o
s=s(1- z)Zz”.
v=0

2. Para ¢ > 0 dado existe N tal que |s, — s| < € para todo n > N. Por otro lado, de
acuerdo al Teorema 5.17 existe una constante M tal que |1 — z| < M(1 — |z|) para
todo z € S. Entonces para todo z € Syn > N,

|f(2) —s| = (1—2)2:3”2 —s(l—=z2 Zz”

S —2| Z sy = sl[2"] + |1 = 2[e Z 2]

v=N+1
N 1
=1 =2 sy — sll2"] + |1 = 2lelz| VT ——
v=0 1- | ’
N

<=2 Isy = sl|2"| +eM.

v=0

Esta desigualdad implica que

z—1
ze8 zes v=0

N
limsup|f(z) — s| < hmsup (!1—z[2|s,,—s\|z”\+5M> eM.

Como ¢ > 0 ha sido elegido arbitrario llegamos al enunciado.
|

Comentario 5.1. Una sustitucion simple demuestra que el enunciado del Teorema 5.18 es
vdlido también para otros puntos zz con |z3] = 1.

Ejemplo 5.5. La serie

V+1

Z (5.7)

v=1
posee el radio de convergencia 1 y para z = x € (0,1) representa la funcion In(1 + x). De

acuerdo al teorema de la identidad,

OO —1)v+!
Z Lz” = Log_, (1+ z)
1%

v=1
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(ver (3.11) en la Seccion 3.9.2). Ya sabemos (Tarea) que la serie (5.7) converge para todo
z = e # —1. De acuerdo al Teorema 5.18 obtenemos para cada S = S(z1,22,23) con
z # —1, es decir para —m < p < T,

/ ) oo (_1)l/+1 '
= 1Y) — AL g

Zlir% Log_ . (1+2) =Log__(1+¢e"¥) g - e

ze v=

2 (=1l cos(pr) o= (—1)"TLsen(pv
S nter) | 5 () )

14

v=1 v=1

Para —m < ¢ < m tenemos
Log_, (1+€%) =In|l+e¥| +iarg_.(1+€¥)

=1In

e%’ (e_%& + e%)‘ +iarg . (e%’ (e_%@ + e%o)>

(2 . ip Y2 Y2 L@
+ -2 — ] =In{2 = | +i=
larg_ . (62 COS 2) ( COS 2> 12,

—Inle% -2cos £
n|e COS2

luego para —m < @ < 7 obtenemos las relaciones interesantes

Z % cos(pr) =In <2 cos g) : Z % sen(pv) = g

v=1 v=1

El teorema del limite de Abel (Teorema 5.18) no posee inversa, es decir la existencia del
limite

oo
¢ v
lim > a2
zeS p=0
oo
no necesariamente implica la convergencia de ) a,. Por ejemplo, consideremos la serie
v=0
1 oo
z) = = —1)"z"
F2) = s = D1,
v=0
donde siempre
- 1
’ v Vv __ _ =
lim (1) = (1) = 5
[z]<1 v=0

oo
mientras que, por supuesto, la serie > (—1)” diverge.
v=0
No obstante, podemos demostrar que bajo una presuposicion adicional si podemos dedu-
o0

cir la convergencia de ) a,.
v=0

Teorema 5.19 (Teorema de Tauber). Supongamos que la serie de potencias

[e.9]

f(z) =) a2

v=0
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posee el radio de convergencia 1 y que

lim va, = 0.
V—r00

o0
Si eziste el limite lim,_,1- f(x), entonces la serie >, a, converge y

v=0
Zayz lim f(z).
=0 =1~

Antes de demostrar el Teorema 5.19 mencionamos el siguiente resultado.

Teorema 5.20. Para una sucesion {z, }nen sea la sucesion {0, tnen definida por

n
1
Op = E E Zy-
v=1

En este caso, lim,,_, 2z, = ¢ € C implica lim,, o, 0, = (.
Demostracion. Tarea.

Demostracion del Teorema 5.19. Sea

lim f(z) = s.

r—1—

153

1. Sea € > 0 dado. Entonces existe V. tal que para todo n > N. las siguientes desigual-

dades son validas simultaneamente:

donde la desigualdad (5.10) es una consecuencia del Teorema 5.20.
2. Para 0 < x < 1 tenemos para v € N

v—1

1—$”:(1—x)2x”<y(1—x),

u=0

por lo tanto

3. Sea ahora

3

(5.9)

(5.10)

(5.11)
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entonces obtenemos

|5n — s

_ gaﬂrf(l—%)—f(l—%)—s
DB El)

v=0 v=n+1
Con la ayuda de (5.9), (5.10) y (5.11) obtenemos ahora

o002 (1—-)”
-

e 1< > € > 1\”
<z - v v 1——
alels 3 el(-0) <5 g 2 0)

2€+ € 1 -
= — €
3 3n+1)1—-(1-1/n) ’

lo cual implica que

|Sn_3|

3

<
3+

oo
lim s, = g a, = S.
n—oo

v=0

Comentario 5.2. Las hipotesis del Teorema 5.19 pueden ser relajadas fuertemente. En lugar
de (5.8) basta exigir que la sucesion {va,},en sea acotada (teorema de Hardy y Littlewood).

5.8. Ejercicios

Problema 5.1 (Tarea 7, curso 2023). Calcular los radios de convergencia de la expansién
en serie de potencias de las siguientes funciones en torno al punto 2, indicado en cada caso:

1 :
a) T o=k 0 1 =0 e) 242, 2 =3;
) cosh z
b = 0; i
)cosz’ 0= d) Logz, zo=1+2i f) z 1, 20 = 2i.
23—z

Solucion sugerida. No se piden los coeficientes de la expansion en serie de Taylor, solamente
el radio de convergencia. Conviene aplicar el Teorema 5.13 y determinar para la funcién f(z)
en cada caso R = sup{p > 0| f(z) es regular en U,(2)}.

a) La funcién f(z) = 1/(z — 1) es regular sobre C\{1}, por lo tanto

R=|1—z|=1-i=v2
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b) Se sabe que cosz = 0 siy sélo si z = w(k + 1/2), k € Z, por lo tanto f(z) = 1/cosz
es regular sobre C\{(k+ 1/2)7 | k € Z}. Como
nf — 2| =10 —7/2| = 7/2
ze{(k+ir/l2)7r|k6Z} |z = 2| =] /2l =m/2
tenemos R = /2.
c¢) Se sabe que cosh z = 0 siy sélosi z =in(k+1/2), k € Z, por lo tanto f(z) = 1/cosh z
es regular sobre C\{(k + 1/2)ir | k € Z}. Como
nf — 2| = |0 —in/2| = 7/2
zE{(k—l—ll;lQ)iw\kEZ} |z = 2| = [0 —im/2| = 7/2,
tenemos R = 7/2.
d) La funcién z — Log z es regular para z # 0, por lo tanto R = |z — 2| = /5.
e) La funcién z +— 2%?2 es regular para z # 0, por lo tanto R = |z — 2| = 3.
f) Podemos escribir

1@ ===

Esta funcién posee polos en z = —1, 2 = 0y z = 1 de las cuales el més cercano a
2o = 2i es 0, por lo tanto R = 2.

Problema 5.2 (Tarea 7, curso 2023).
a) Desarrollar f(z) = sen z en une serie de Taylor en torno a zq = 7/4.
b) Determinar el radio de convergencia de esta serie.

Solucion sugerida.

a) Es sabido que para todo k € Ny,

fU(2) = senz, fUHD(2) =cosz, fHHD(2) = —senz, fH*H)(2) = —cosz,
luego
F ) = 2, pi(s) - V2 ki) V2 ki) V2
y por lo tanto
Fe = £+ e -+ D e py DDy

o
5

DO
&~

R

o

=0

b) Esta serie converge para todo z € C (luego R = o0) porque la funcién sen z es entera.

Problema 5.3 (Tarea 7, curso 2023).

a) Demostrar que la funcién definida por fi(z) = z — 22 + 2% — 24 4+ ... es regular sobre
el disco |z| < 1, y determinar una funcién que representa todas las continuaciones
analiticas de fi.
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b) Demostrar que la funcién definida por

fi(z) = /000 tle* dt

es regular para todo z con Rez > 0, y determinar una funcion que representa la
continuacion analitica de f; hacia el semiplano a izquierda Re z < 0.

Solucion sugerida.

a) De acuerdo al criterio del cociente, una serie ag+ ay +as +az+ - - - converge absoluta-
mente si 1im,, o |ani1/a,| = L satisface L < 1. En el presente caso, a, = (—1)"2"",
luego |an41/a,| = |z| para todo n € N. Por lo tanto la serie

(o]
fiz) =) (=1t
n=0

representa una funcién regular sobre {z € C | |z| < 1}. Consideremos, ademads, que

- z
AE) =21 = = )
La funcién f; es regular en todos los puntos con la excepcion de z = —1. Como

f2(2) = f1(z) en el interior de |z| = 1, la funcién f, representa todas las continuaciones
analiticas de fi.
b) Utilizando integracién por partes obtenemos

M efzt efzt efzt efzt t=M
fi(z) = lim e dt = lim |['—— —3t°— + 6t—; — 6—;
M—o00 0 M—o00 —Z z —Z Z =0
i 6  M3e Mz 3M2e Mz GMe Mz GMe M=z
= 1m — — — — — = —
Moo \ 24 z 22 23 24 247

siempre que Re z > 0. La funcién fy(z) := 6/z* es regular en todos los puntos con la
excepcién de z = 0. Como f5(2) = fi1(z) para Rez > 0, obtenemos que fo(z) = 6/2%
debe ser la continuacién analitica solicitada.



Capitulo 6

Series de Laurent y singularidades aisladas

La series de Laurent son una generalizacién importante de las series de potencias. Ellas
juegan un rol importante para el estudio de singularidades aisladas de funciones.

6.1. Series de Laurent

Definicién 6.1. Sea {a,},ez = {a,}ven, U {a—. }oen una serie de nimeros complejos, en-
tonces la serie

(o ¢]
E a,(z — 29)" E a,(z — 2p) +E a_,(z—20)""
v=—00

se dice serie de Laurent alrededor de zy. La serie

o0

Z a,(z — 29)"”

v=0

se llama parte regular o parte analitica de la serie de Laurent, y la serie

Ea (z—20)7"

se llama parte principal o parte singular de la serie de Laurent.

Comentario 6.1. La serie de Laurent no es definida en z = zy y 2 = 00.

Definicién 6.2. Sean 0 < R; < Ry < o0, entonces el conjunto
RRl,R2<ZO) = {Z eC | R < |Z — Zo| < RQ}
se llama region anular definida por zg, Ry v Rs, ver Figura 6.1.

Demostraremos que en general una serie de Laurent converge sobre una regién anular de
este tipo.

Teorema 6.1. Una serie de Laurent

e}

Z a,(z — z9)”

V=—00
converge

1. o en minguna parte,
2. 0 sobre un subconjunto de una circunferencia en torno a zy

157
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FIGURA 6.1. Regién anular Rg, g,(20) (ver Definicién 6.2).

3. o compactamente sobre una region anular y eventualmente en ciertos puntos de fron-
tera de esta region anular.

Demostracion. Sean

1
Ry = . Ry = limsup |a_,|"".
> lmsup,_, |an|/" ' n%oop‘ o

1. Si Ry = 0, es decir la parte regular converge solamente en zj, entonces la serie de

Laurent diverge en todas partes.
2. Si Ry = oo, entonces la parte principal diverge para todo z € C.
3. Supongamos que 0 < Ry < ooy 0 < Ry < oo. Entonces la parte regular converge

sobre

Ug,(20) = {z € C ||z — 20| < Ro}
y la parte principal converge sobre
Ug,(00) = {2 € C||z— 2| > R }.

a) Si Ry > Ry, entonces no existe ningin z para el cual ambas series converjan
simultaneamente.

b) Si Ry = Ry, entonces ambas series convergen a lo més en ciertos puntos de la
circunferencia

Kg,(20) = {z € C| |z — 20| = R1}.

c) Si Ry < R, entonces ambas series convergen sobre Rp, g,(20). La parte regular
converge compactamente sobre {z € C | |z — 2| < Ry} y la parte principal
converge compactamente sobre {z € C | |z — 29| > R;}. Por lo tanto, sobre la
interseccién de ambos conjuntos, es decir sobre la regién anular Ry, g,(20), ambas
series convergen compactamente.

También para las series de Laurent tenemos que los coeficientes son definidos en forma
Unica a través de la funcién representada.
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Yy B

o / RR1,R2(ZO) \\‘\

FicurA 6.2. Ilustracion del enunciado del Teorema 6.3.

Teorema 6.2. 57 las series de Laurent
oo

A(z) = Z an(z —20)" 'y B(z) = Z bn(z — 20)"
convergen sobre una region anular Rg, g,(z0) y si alli A(z) = B(z), entonces a, = b, para
todo v € 7.

Demostracion. Sea k € 7. Consideremos una curva cerrada, rectificable y orientada posi-
tivamente K C Rg, r,(20) cuyo interior contenga la circunferencia Kg, (zp). Debido a la
convergencia compacta sobre Rp, g,(20),

1 A(Q) 1 s i
B e T e 7 iy | 2 (e
- Z n <% /K(C_Zo)nkldC) = Q-

Insertando B(¢) = A(() obtenemos andlogamente

0 AQ
21 J (¢ — zg)ktt

luego a;, = by para k € Z. [ |

d¢ = by,

6.2. Expansion de Laurent de una funcién regular

Anélogamente a la expansién de una funcién en una serie de potencias consideraremos
ahora la expansién de una funcion en una serie de Laurent.
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(b)

FiaurA 6.3. Ilustracién de la demostracién del Teorema 6.3: (a) regién an-
gular mds pequeiia Ry  (20) y circunferencias K; (i = 1,2), (b) curvas de
Jordan cerradas I'y y I's.

Teorema 6.3. Sea la funcion f regular sobre la region anular Rg, g,(20) (ver Figura 6.2).
Entonces:

1. La funcion f puede ser expandida en una serie de Laurent:

o)

f(z) RRy Ry (20) Z an(z _ 20>n_

n=—0o0

2. Si K es una curva de Jordan cerrada, orientada positivamente y rectificable que corre
enteramente en Ry, r,(20) y que contiene zy en su interior, entonces

1 f(Q)

=5 KWd( para todo n € Z.

Demostracion.

1. Como K posee una distancia positiva de ORg, r,(20), existen nimeros }?1 y RQ con
R, < Rl < Rg < Ry tales que K corre enteramente en la regiéon anular mas pequena
Rp, #,(20) (ver Figura 6.3 (a)). Denotaremos ahora las circunferencias K (29) por K;
(1=1,2).

2. Sea ahora z € Rp p (%) un punto fijo. Cortamos ahora el anillo Rz 7, (20) a lo
largo de dos segmentos rectos D y E que no contienen z. Esto genera dos curvas de
Jordan cerradas, orientadas positivamente y rectificables I'; y I'y compuestas por los
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segmentos rectos D y E y los arcos parciales de K; y K- correspondientes, y donde
se supone que z pertenece a la regién interior de I'; (ver Figura 6.3 (b)). De acuerdo
a la formula integral de Cauchy,

LA, LR
o L S ac=ge. o [ Hac=o,

luego considerando que los segmentos D y E son recorridos una vez en sentido positivo
y otra vez en sentido negativo, obtenemos sumando las dos integrales

16) =5 [ &dui/ SO 40— ey - 1e),

21 Jp, C—z 27 Jp, ¢ — 2

donde

L(z) = — / SO g e :—i/ 1O 4

" omi i C— 2 oM g (=2
a) Para ¢ € K, tenemos
1 1 1 1 1 =/z—2\"
CZCZO(ZZO)CZM%CZO;O(H>’
— %

donde la tltima serie converge uniformemente para z fijo para ¢ € K, debido a

Z— 20

¢ — 2o

— |Zfzo| < 1.
Ry

Obtenemos entonces

o= g [ 2 (3 (222) )
S f e = Bt

n=0 K n=0

En virtud del Teorema 4.27 tenemos

1 Q) [ J©

" om Ji, (C— ) 2w i (C— 2

dc.
b) Para ¢ € K, tenemos

1 1 -1 1 1 i (—2\"
C_Z_C_ZO_(Z—ZO)_Z—Zol_c_zo_ Z— 2 2=z )

n=0
Z— 20

donde la tltima serie converge uniformemente para z fijo para ¢ € K; debido a

S| SN R
z— 2y |z — 2|




162 6. SERIES DE LAURENT Y SINGULARIDADES AISLADAS

Obtenemos entonces

“L(2) = % A ngo (nécizy) d¢
_ i(%” /K %dg) (2 — 2) ") = nf;a_n(z )™

En virtud del Teorema 4.27 tenemos

o QL £
= o /K €)1 T om /K € z) 1¢

o0 ~
4. Laserie Y a,(z—z)"™ converge compactamente sobre el disco {z € C | |z — z| < Ra},
n=0

oo ~

y laserie > a_,(z—29)”" converge compactamente sobre {z € C | |z—z| > R;}. Co-
n=1

mo R; y Ry pueden ser elegidos arbitrariamente cercanos a Ry y R, respectivamente,

o0
la serie > a,(z — 2)" converge compactamente sobre Rg, r,(20). Esto concluye la
n=-—oo
demostracion del teorema.

6.3. Singularidades aisladas

En lo siguiente consideramos funciones definidas sobre un conjunto
Up(z0) = {z € C| 0 < |z — 20| < R} = Ug(20)\{20}

denominado vecindad perforada (o vecindad reducida) de un punto zg, donde no se sabe nada
sobre el valor de f en zy. Entonces con respecto al dominio de f el punto zy es un punto
singular.

Definicién 6.3. Si la funcion f es reqular sobre U%(2q), entonces zy se dice singularidad
aislada de f.

Sea la funcién f regular sobre Ug(2), entonces de acuerdo al Teorema 6.3 esta funcién
puede ser expandida en una serie de Laurent compactamente convergente sobre Ug(zp).
Deseamos ahora analizar las posibles singularidades aisladas de f en 2z, mediante la parte
principal de la serie de Laurent.

Definicién 6.4. Sea la funcion f regular sobre U%(z), y sea

o0

h(z) = Z a_,(z—29)7"

v=1

la parte principal de la expansion de Laurent de f alrededor de zy. En este caso el punto z
se dice

1. singularidad evitable st a_, = 0 para v € N,
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2. polo del orden p € N si h(z) es de la forma
p

h(z) = Z a—,(z—2))"" cona_,#0,

v=1

3. singularidad esencial si h(z) contiene un nimero infinito de sumandos.

De acuerdo a lo anterior, una singularidad aislada zy de una funcién f es definida por la
forma de la parte principal de la expansién en serie de Laurent de f en torno a z.

Ejemplo 6.1. Sea la funcion f para z # 0 dada por

sen z
f(z) = :
Para la expansion de Laurent en torno a zo = 0 tenemos
1 e (_1)uz2u+1 o (_1)1/Z21/
R et
iz v+ 1) —~ (2v+1)!

es decir la funcion f posee una singularidad evitable en zg = 0. Definiendo f(0) = 1 podemos
extender el dominio de f en tal forma que f es regqular sobre C.

Ejemplo 6.2. La funcion

1
es reqular para z # +i. Para la expansion en serie de Laurent en torno a zg =1 obtenemos
i1 1 i1 /i) o
=g o = 2 (3) G
1——(z—1) v=0
2
i1 =i\ -
=3 T (5) (=)
v=0
Aqui
i 1
h(z)=—=" )
(2) 2 z—1i
por lo tanto la funcion f posee en zyg = 1 un polo del orden 1. Andlogamente se demuestra
que la funcion f posee también en zy = —i un polo del orden 1.

Ejemplo 6.3. La funcion f(z) = e'/* es regular para z # 0. Como
1 /1\"
z) = —| -
=3 5(3)
en este caso la parte principal h(z) posee un nimero infinito de sumandos diferentes de cero,
por lo tanto f posee una singularidad esencial en zy = 0.

A continuacion caracterizaremos los diferentes tipos de singularidades mediante el com-
portamiento de la funciéon f en una vecindad de zj.
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6.4. Singularidades evitables

Empezamos por el caso mas simple de una singularidad evitable. En este caso la funciéon f
posee sobre U2 (z0) una expansién en serie de Laurent de la forma

f(2) =) a(z =),

es decir si definimos f(z9) = ao, la funcién f serd regular también en zy, por lo tanto hemos
“evitado” la singularidad en z.

El siguiente teoreme proporciona condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales una
funcién f posee una singularidad evitable en z.

Teorema 6.4 (Teorema de la singularidad evitable de Riemann). Sea zy una singularidad
aislada de f. El punto zg es una singularidad evitable si y solo si existe una vecindad perforada
U(z) de 2 tal que la funcién f es acotada sobre UP(z)

Demostracion. De acuerdo a la definicién de una singularidad aislada y el Teorema 6.3 existe
un R > 0 tal que
flz) = Z an(z — 2)" para todo z € Uh(2p).

1. Si zp es una singularidad evitable, incluso tenemos
f(z) = Z an(z — 20)" para todo z € Up(z),
n=0

lo que directamente implica el enunciado para toda vecindad perforada U°(z) con
0<r <R
2. Supongamos que |f(z)] < M con una constante M sobre U°(z) con 0 < r < R.
Entonces para cada p con 0 < p < ry todo n € Z se tiene
1 / f(2) &l < 1 M M
1<p(20

— I g < o=
i ) (2 — 2zt 27 prtl P o

|an| =

Si n < 0, entonces obtenemos considerando p — 0 que necesariamente a,, = 0.

6.5. Polos

Consideremos ahora el caso de que la funcién f posee en zy un polo del orden p. A partir
de la forma de la serie de Laurent obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.5. La funcion f posee en zq un polo del orden p si y solo si existe una funcion g
reqular en zy con g(z9) # 0 tal que sobre una vecindad de zy,

f(2) = (2 —20)"g(z) (2 # 20)
Demostracion. Tarea. [ |

El siguiente teorema establece la conexién entre polos y raices.
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Teorema 6.6. La funcion f posee en zg € C un polo del orden p si y sdlo si la funcion 1/ f
posee en zo una raiz del orden p.
Demostracion.

1. Si f posee en zy un polo del orden p, entonces de acuerdo al Teorema 6.5 existe una
funcién g regular en zy con g(zp) # 0 tal que sobre una vecindad de z,

f(z) = (2= 2)"9(2) (2 # =)

Esto implica que

1 1
= (2 - 20)’ =,
f(z) 9(2)
por lo tanto de acuerdo al Teorema 5.14, la funcién 1/f posee en z; una raiz del

orden p.
2. Supongamos que la funcién 1/f posee en zy una raiz del orden p. Entonces existe una
funcién h regular en zy con h(zp) # 0 tal que sobre una vecindad de z,

1 Ph(s
m:(Z—ZO) h(z).
Entonces para z # z,
p 1
f(z) = (2 — %) hiz)

por lo tanto f posee en z; un polo del orden p.

|
Mediante este resultado llegamos a la caracterizacién decisiva de un polo.
Teorema 6.7. Sea zy una singularidad aislada de f. Entonces zy es un polo si y solo si
lim |f(z)} = 00. (6.1)

Z—20

Demostracion.

1. Si f posee un polo en zj, entonces (6.1) sigue a partir del Teorema 6.5.
2. Sea (6.1) valido. Entonces f es regular sobre una vecindad perforada U?(z) de z, y
alli f(z) # 0. La funcién

g(z) = {(l)/f(Z) Zi i i (z]; (20),

es regular en 2y (de acuerdo al Teorema 6.4) posee alli una raiz, por ejemplo del
orden p. A partir del Teorema 6.6 la funciéon f posee en zy un polo del orden p.

Para las aplicaciones el siguiente teorema es ttil. Informa la “rapidez” con la cual f(z)
tiende a oo cuando z aproxima un polo.
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Teorema 6.8. Si f posee en zy un polo del orden p, entonces existen M > 0 y r > 0 tales
que

para todo z € U(z).

G2 —
(2) P
Demostracion. Sabemos que existe una funcién g regular en 2, tal que sobre una regién
perforada de zg,

f(z) = _9(2) (6.2)

(2 — 20)?’

donde ¢(zp) # 0. Elegimos r > 0 en tal forma que sobre U,(zj) se tiene

j9()] > 95—y

El enunciado sigue en virtud de (6.2). [ |

6.6. Singularidades esenciales

Una funcién f posee en zy una singularidad evitable si y sélo si | f(z)] es acotado cuando
z — z. Ella posee un polo en zy si y sélo si |f(z)] — oo cuando z — zp. Si f posee
una singularidad esencial en zy, entonces ni f puede ser acotada en la vecindad de zy, ni
|f(z)| = oo cuando z — zy. En este caso obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.9 (Teorema de Casorati-Weierstrass). Sea zo una singularidad aislada de la
funcion f. Entonces zy es una singularidad esencial si y solo si para cada w € C existe una
sucesion {z, }nen tal que

lim 2z, =2 y lim f(z,) =w
n—oo n—oo

(es decir, en cualquier vecindad de zy la funcion f es arbitrariamente cercana a cualquier
complejo w € C).

Demostracion.

1. Si para cada w € C existe una sucesién de este tipo, entonces en zy la funcién f ni
puede poseer una singularidad evitable (de acuerdo al Teorema 6.4), ni puede poseer
un polo (de acuerdo al Teorema 6.6). Concluimos que z, debe ser una singularidad
esencial de f.

2. Sea zp una singularidad esencial de f.

a) Como zp no puede ser una singularidad evitable, |f(z)| no es acotado cuando
z — 2zp, es decir existe una sucesién {z,}nen tal que z, — 20y f(z,) — 0
cuando n — oo.

b) Supongamos que para un w € C no existiera una sucesiéon con la propiedad
mencionada en el teorema. Entonces existen € > 0y r > 0 tales que |f(z)—w| > ¢
para todo z con 0 < |z — zg| < r. Consideremos la funcién g definida por
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Esta funcién es regular en 0 < |z — zo| <71y

m | =

9(2)] <

De acuerdo al Teorema 6.4 z; es una singularidad evitable de g. Definiendo el
valor apropiado g(zp) de g en zg la funcién g se convierte en una funcién regular
sobre todo el disco |z — zy| < 7.

Si g(z0) # 0, entonces en virtud de

f(z) —w=— (6.3)

la funcion f posee una singularidad evitable en zj, pero esto no es posible segin
hipétesis. Si g posee una raiz en 2z (por ejemplo del orden n), entonces la funcién
(6.3) posee en zy un polo del orden n; esto tampoco es posible segiin hipétesis.
Con estas contradicciones llegamos al enunciado.

El enunciado del teorema de Casorati-Weierstrass puede ser fortalecido sustancialmente
(sin demostracion; ver por ejemplo [4]) .

Teorema 6.10 (Gran teorema de Picard). Sea zy una singularidad esencial de f. Entonces
para cada € > 0 la funcion f asume en 0 < |z — 29| < € cada valor w € C con lo mds una
ETCEPCION.

Ejemplo 6.4. Verificaremos el resultado demostrado en el Teorema 6.9 para la funcion
f(2) = e'*, la cual posee una singularidad esencial en zy = 0.

1. Para la sucesion z, = 1/n tenemos z, — 0 y f(z,) = €" — 00 cuando n — 0.

2. Para la sucesion z, = —1/n tenemos z, — 0 y f(z,) = e ™ — 0 cuando n — cc.
3. Seaw € C, w# 0. Sea w =re¥ conr >0y €|0,2n). Consideremos la sucesion
1
Zn = - , mne N,
Inr +i(p + 2nm)

entonces z, — 0 cuando n — o0 y

f(Zn) _ elnr+1(<p+2n7r) _ ,r,el(@+2n7r) — re? — .

Con respecto al Teorema 6.10 este ejemplo ilustra que para cada € > 0 la funcion asume en
0 < |z| < e cada calor w € C un nimero infinito de veces con la excepcion del valor w = 0.

6.7. Ejercicios

Problema 6.1. Demostrar el Teorema 6.5.

Problema 6.2. Sea
z
f(z) = exp(z — 2).

a) Expandir f en serie de Laurent alrededor de zy = 2.
b) {Donde converge esta serie?
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c) Clasificar las singularidades de f(z).

Problema 6.3. Sea
1

R EENEEE)

Expandir f en serie de Laurent alrededor de zg = 0 en las regiones
a) {z€C||z| <1}, b) {zeC|1< |z <2}, c) {zeC||z| > 2}.

Problema 6.4 (Tarea 7, curso 2023).
a) Hallar la serie de Laurent en torno a zy y el residuo en 2z, (ver Comentario 7.2 del
Capitulo 7) de la funcién

23 4 22
f(Z) = m, 20 = 1.

b) Proceder como en a) para f(z) = (senz)/2% y 2o = 0.
c¢) Hallar los primeros cinco términos de la serie de Laurent de g(z) = cot z = cos z/ sen z
en torno a zo = 0.

Solucion sugerida.
a) Expandiendo z3 + 2% en potencias de z — 1 obtenemos

B =245(z—1)+4(z— 1)+ (2 - 1)3,
luego dividiendo por (z —1)? obtenemos la representacién de f como serie de Laurent:

2 5
R P e ML Canlt)

De acuerdo a lo anterior, el coeficiente de (z — 1) es 5, es decir Res (f,1) = 5.
b) Utilizando la expansién de sen z en torno a zy = 0 y dividiendo por z* obtenemos

senz 1 — z2k+1 > z2k—2
1) == = 5 200 5 %;( N GT

De acuerdo a lo anterior, el coeficiente de 271 es 0, es decir Res (f,1) = 0.

c¢) La funcién sen z tiene un polo de primer orden en zy = 0, y cos0 = 1, por lo tanto
g posee un polo de orden 1 en el origen. Esto significa que la serie de Laurent de g es
de la forma

a_
g(z):71+a0+a1z+a2z2+~~.

Para hallar los coeficientes escribimos (sen z)g(z) = cos z, multiplicamos las series
resultantes, juntamos potencias de z iguales, e igualamos coeficientes. Esto entrega

(sen z)g(2)
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23 25 a_q 9
=|lz—5 +=— — +ap+ a1z + agz” +---
RIE.Y z
_ _ 81 e _ 0,3 L Rl P
—a1+aoz+(a1 3,)2 —|—(a2 3!)2 —|—(a3 3|+ 5')z+
! 2 4
:coszzl—a—i-g—k----
Igualando coeficientes de potencias iguales de z obtenemos las ecuaciones
a_y 1 ao a;  a_g 1
a1 =1, apy=0, a1 ——=—%, a——=0, a3— = +— =—
| S T B TR TR
con la solucién
1 0 L 0 !
a_1 = an = a1 = —— Ao = Aq = ——
1 ) 0 ) 1 37 2 ) 3 457
luego
. 2 z3+
cotz=—-———-— —+---
z 3 45

Problema 6.5 (Evaluacion 2, curso 2023).

a) Hallar la serie de Laurent en torno a 2y y el residuo en zy (ver Comentario 7.2 del
Capitulo 7) de la funcién
23— 22

f(z):m,

b) Proceder como en a) para f(z) = (cosz)/z° y 29 = 0.
c) Para cada una de las funciones dadas a continuacién y puntos zy indicados, determinar
la serie de Laurent, el tipo de singularidad en zg, y la regién donde la serie converge.

3
20 = —1.

eQz
Zo = 1; Z —senz

(i) (z —1)% (iii) 5 = 0;

(ii) (2 — 3)sen

%= =2 (iv) °

GiDery 7Y

242’

Solucion sugerida.

3

a) Podemos expresar z® — 2% en potencias de z + 1 como

(
= ( )
=(z4+1)?% —4(z+1)2+82+4-32—1
=(z4+1P —4(z+1)*+52+3
=(z+1)°—4(z+1)*+5(z+1)—-5+3
=(z+1)? -4z +1)*+5(z+1) -2
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Dividiendo esto por (z + 1)? obtenemos la serie de Laurent para f:

—2 5
= —4 1).
/) (z+1)2+z+1 S
El coeficiente de (2 +1)"' es a_; = Res (f, —1) = 5.
b) Tomando en cuenta que

z z z z z
S N V. A
cos= nz; (2n)! > " T T

e (_1)n 2n 2 4 6 8

obtenemos la serie de Laurent

oSz = (=120 ] 1 1 z 23
IO= =2 Gy "F wtw e

y el residuo en zp =0 es a_; = Res (f,0) = 1/24.

c)

(i) Conviene definir z — 1 =t u, luego z =14 uy

e e @ o2 & (2u)
G W WS Tw R
e 2e? 202 4e?  2e?
:$+§++7+?+?u+'”
e? 2¢? 2e?  4e?  2¢?
= -t bt (= 1) e

(z—1)

luego zo = 1 es un polo del orden 3 (o polo triple). Como la funcién f es regular
sobre C\{zp}, la serie de Laurent converge para todo z # zo = 1.
(ii) Conviene definir z + 2 = u, luego z =u — 2y

(z—1)2 z—1 3 3

(z—3)senz+2

1 > —1)F
= (u—5) sena = (u—D5) Z 2k _({_ 1)?u2k+1

k=0
o~ (-DF 1 5
_2;@k+1ﬂ(ﬁ__u%ﬂ)
IR S 1 5
w 3?2 3w 5lut Sl
_ 1 5 1 5 1 5

TI2 3127 3Gt2P TR+t Bt2p

Como la parte principal de la serie de Laurent tiene un nimero infinito de su-
mandos se trata de una singularidad esencial. Como la funcién f es regular sobre
C\{z0}, la serie de Laurent converge para todo z # zg = —2.
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(ili) Aqui obtenemos

z—senz 1( i (—1)Fz2t) 1 i (—1)kz2ktt
B B\ & T@ )T B 2kt )

B 1 i (_1)k22k+3 B 0 (_1)]622]6 B 1 i (_1)kz2k

A (2k+3) & (2k+3) 6 & (2k+3))

La serie de Laurent posee, entonces, una parte principal nula. Por lo tanto, zop = 0
es una singularidad evitable, y la serie converge para todo z € C (ya que si
definimos f(0) = 1/6, entonces la funcién f serd regular sobre C).

(iv) Conviene el planteo con coeficientes A y B por determinar

A B A(z+2)+B(z+1) =z(A+B)+2A+B
z4+1 z+2 (z+DE+2) 0 2+ D(z+2)

C(z+D(z+2)
el cual entrega A = —1, B = 2, por lo tanto

1 2 1 1
0= ATt T T T

S g(—n’fzk + g(—%)kz’f = i(—l)l‘((%)k - 1) 2~

k=0

Efectivamente, en z = 0 se presenta una singularidad evitable. La serie de Laurent
converge para |z| < 1, lo que corresponde a la distancia entre zy = 0 y el polo
de f en zg = —1.

Problema 6.6 (Evaluacién de recuperacién, curso 2023). Hallar la serie de Laurent en torno
a zo y el residuo en z; (ver Comentario 7.2 del Capitulo 7) de la funcién

z+2
J(z) = 22 —bz+4
sobre la regién anular R4 = {z € C | 1 < |z| < 4}. Aviso: escribir f(z) = fi(2) + fa(2),
donde f; es regular para |z| < 4y fo es regular para |z| > 1.

Solucion sugerida. La funcién f posee dos polos simples, uno en z; = 1 y el otro en z, = 4.
Aplicando una descomposicion en fracciones parciales

f(2) = z+2 A n B
S (z=1)(z—4) z+4 z-1
obtenemos A(z — 1)+ B(z —4) = 2+ 2, es decir A=2y B =1, o bien

2 1

fl(z>:z_47 f2(z>:_z_1'

Ahora
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1 11 1 /1\* < /1\*
f2<z>=1_z:—;1_f—;§(;) --3(3)-

k=1

Obviamente, las series para f; y fo convergen para |z| < 4 y |z| > 1, respectivamente.
Concluimos que la serie de Laurent es

f(z) = Z ap, 2*, donde aj =

k=—o00

(—=1/2)47* para k=0,1,2,...,
—1 para k=—1,—-2—-3,....



Capitulo 7

El teorema de los residuos y sus aplicaciones

7.1. El teorema de los residuos

Sea K una curva de Jordan rectificable y cerrada y sea f una funcién regular sobre K U
I(K). Entonces de acuerdo al teorema integral de Cauchy (Teorema 4.24),

/K f(z)dz = 0.

En lo siguiente estudiaremos el problema de calcular esta integral también para el caso de
que la funcion f posee un nimero finito de singularidades aisladas en el interior de K. Para
tal efecto el concepto del residuo de una funcién es de suma importancia.

Definicién 7.1. Sea zg € C y para un r > 0 sea [ reqular sobre {z € C| 0 < |z — 2| < r}.
Entonces la cantidad

Res (f, z0) ::L/K( )f(z)dz

27

se dice residuo de f en el punto z.

Comentario 7.1. De acuerdo al Teorema 4.27, Res(f, zy) es evidentemente independiente
de r siempre que [ sea reqular sobre {z € C| 0 < |z — 29| < r}.

Comentario 7.2. De acuerdo al Teorema 6.3, Res (f, z) es el coeficiente a_y de la expansion
en serie de Laurent de f en torno a zp.

Ejemplo 7.1. Consideremos f(z) = 1/(1+2?). De acuerdo al Ejemplo 6.2, Res (f,i) = —i/2.
Ejemplo 7.2. Consideremos f(z) = e'/%. De acuerdo al Ejemplo 6.3, Res (f,0) = 1.

Supongamos que la funcién f posee solamente singularidades aisladas en el interior de K.
Demostraremos ahora que en este caso, el valor de la integral

/K f(2)dz

depende solamente de los residuos de f en estos puntos.

Teorema 7.1 (Teorema de los residuos). Sea K una curva de Jordan rectificable, cerrada,

y orientada positivamente, y sea f reqular sobre I(K) con la excepcion de las singularidades
aisladas z1, . . ., z,, donde se supone que zi,...,z, € I(K) (ver Figura 7.1). Entonces

/ f(z)dz = QWiiRes (f,z).
K v=1

173



174 7. EL TEOREMA DE LOS RESIDUOS Y SUS APLICACIONES

@

Ficura 7.1. Ilustracién del teorema de los residuos (Teorema 7.1).

Demostracion. Consideremos para cada punto z, (v = 1,...,n) una vecindad U, (z,) donde
los radios p, sean suficientemente pequefios para asegurar que U, (z,) C I(K) y ademads,
Uy (o) N Upp(2) = @ para v # .

Entonces de acuerdo al Teorema 4.28 y en virtud de la Definicion 7.1,

/f dz—Z/K dz_2mZReS fi2),

lo que ya concluye la demostracién del teorema. [ |

Para la aplicacion del Teorema 7.1 basta determinar los residuos de f en las singularida-
des aisladas. Esto siempre es posible generando las series de Laurent correspondientes. No
obstante, en dos casos importantes el residuo puede ser determinado en forma mas simple.

Teorema 7.2. Sean las funciones f y g regulares sobre una vecindad de zy € C, y sea
f(z0) #0, g(z0) =0, y ¢'(20) # 0. En este caso,

w(1)-(45)_ 45

Demostracion. De acuerdo al Teorema 6.6, la funcién f/g posee en zy un polo del orden 1,
por lo tanto sobre una vecindad de z,
f(z) _ an

g<z)_2—z0+z_;a”’z_zo) (2 # 20)-

Esto implica que

Res (5, zo) =a_1 = lim(z — zo)f(z).

=20 9(2)
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Por otro lado, en virtud de g(zy) = 0,
lim (Z _ Z())f(Z) = lim f(Z) _ f(20>

e 9(2) =0 g(2) —g(z20)  ¢'(20)

Ejemplo 7.3. Sean f(z) = e* y g(z) = sen z. Entonces senz posee en zy = 0 una raiz del
orden 1, y de acuerdo al Teorema 7.2,

Res(e ,0)-(6 ) = 1.
sen z cosz/),_,

A parte del Teorema 7.2 el siguiente teorema es muy 1til para la computacién de residuos.

Teorema 7.3. Si la funcion [ posee en zy un polo del orden p, entonces

((z — 2z0)" f(2) Y
Res (f, 30) = < (p— 1)' )z:zo.

Demostracion. Sobre una vecindad de zg tenemos

f(z) = + - Z_ZO+ZaVz—zo ,

v=0

a—p

(z — zo)?

luego la funcién g(z) == (z — 29)P f(z) satisface
9g(z)=a_p+a_pi1(z—20) + - +a_1(z— 2)° Zal, z — )Pt
Diferenciando esta expresion p — 1 veces obtenemos

9" V() =a(p— 1)1+ alp+r)p—1+v) - (2+v)(z— 2)"",
v=0
luego para z = 2y
9"V (z0) = a_a(p — 1)! = (p — D! Res (£, 20),
lo que concluye la demostracion. "

Ejemplo 7.4. Consideremos la funcion

241
f(z) = G
la cual evidentemente posee en zyg = —1 un polo del orden 3. Si definimos

9(z) = z + 1)*f(2) = 2" + 1,
entonces obtenemos ¢'(2) = 423, ¢"(2) = 1222, y a partir del Teorema 7.5,

Res(f,—1) = g”(271)

En lo siguiente veremos que el cédlculo de los residuos nos permite la computacion de
integrales reales.

= 6.
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Ficura 7.2. Ilustracion del Teorema 7.4.

7.2. Integrales del tipo [ gg; dz

Empezamos por el estudio de integrales impropias, donde el integrando es una funcién
racional f(x) = P(x)/Q(z) (es decir, P y @ son polinomios).

Teorema 7.4. Se considera la funcion racional f(z) = P(2)/Q(2), donde

Q(x) #0 paratodox € R (7.1)

(Q no posee ninguna raiz real) y el grado de Q) es por lo menos en 2 mayor que el grado
de P. Si z1,..., 2y son las raices de Q) en el semiplano superior (ver Figura 7.2), entonces

fe’e) m P
]::/ dmzZWiZRes (—,zy)
—o° v=1 Q
Demostracion. Sean

P(z) = a?’, a, #0; Qz)= Zbyz”, by # 0.

v=0 v=0

P(x)
Q(x)

hS]
(S

1. De acuerdo al Teorema 4.42 existe Ry > 1 tal que para todo z con |z| > Ry y una
constante apropiada M se tiene

P(z) ap+ a1z + -+ ay2? 3ap|2P M

Q(z) bo+brz+ -4 bgze | T bzl T |2

En particular, esta desigualdad es vélida para todo x € R con |z| > Ry. La existencia

de las integrales
| Ro p |
/ — du, (z) dz, / — dz
o T —Ro Q(Qf) Ro x

implica, ademas, la existencia de la integral I.

2. Sea ahora R > R, suficientemente grande para que el disco Ug(0) contenga todas
las raices de Q(z) (ver Figura 7.2). Sea, ademéds, Cr la curva orientada positivamente
formada por Ck == {z € C | |z|] = R, Im z > 0} y el segmento real —R, R. De acuerdo
al Teorema 7.1,

(7.2)

P(z) . . P
. O(2) dz = 2W1;Res <é,z,,).
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A partir de (7.2),

P(z) M
‘Q(z) < 2 para todo z € C’}{,
luego
P(z) ‘ M Mmr
dz| < — - Rn = —,
/clg Q(2) R? R
lo que implica que
P
lim ()4 — 0.

R—o0 011% Q(Z)

Por otro lado,
R
/ _P(z) dz = / P) dz = P() dz — / _P(z) dz
—rQ(2) —rr Q(2) o Q2) o1, Q(z)
— P P(2)
= 2mi Res | =, 2, | — dz.
; (Q ) ch Q(z)
La existencia de I implica, entonces, que

, " P(x) e P
I—I%EI;O/_R O(x) dx—27r1;Res (@,zy).

Comentario 7.3. La hipdtesis (7.1) implica que el grado de @) debe ser un niumero par. Si
este fuera impar, tendriamos que

lim Q(z) =00, lim Q(z)=-00 o lim Q(z)=—o0, lim Q(x)= oo,
T—00 T——00 T—00 T——00

es decir en ambos casos () tendria una raiz real.
Ejemplo 7.5. Queremos calcular

o 1
[::/ dz.
oo L+t

Para tal efecto notamos que la funcion
Q(2) =1+ 2" = (2 +1Vi) (» — iVi) (z + Vi) (z — Vi)
posee en el semiplano superior las raices simples

2 =Vi= "/ = 1+i7 @zi\/i:ie“i/“:ilJri _ —1+i'
v2 V2
De acuerdo al Teorema 7.2 obtenemos para los residuos de
P(z) 1
Q) 1+
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en estos puntos los valores

R <P ) 1 1 V2 R (P ) 1 1 V2
es | =,% = T 3 = = — > es| —, 2 = — = = —,
Q) 4 a4+ ’ i
luego a partir del Teorema 7.4,

foom( Y2 V2 )_ 221N
4(1+1)  4(1+1) V2

41 +1)

7.3. Integrales del tipo [~ f(z)cos(az)dz o 7 f(z)sen(ax)dx

Consideremos ahora integrales impropias del tipo
/ f(z)cos(ax)dx o / f(z)sen(ax)dzr, donde a > 0.

Para tal efecto formulamos el criterio de Cauchy para integrales impropias.

Teorema 7.5. Sea la funcion ¢ : R — R continua sobre (—oo, 00). Entonces

/OO o(x)de =J

—00

st y solo si para cada € > 0 existe R. > 0 tal que para todo Ry, Ry > R. se tiene

’/ x)dr —J ‘<€.

Demostracion. Tarea. [ ]

Con la ayuda de este criterio podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 7.6. Sea o > 0 y sea la funcion f reqular sobre {z € C | Imz > 0} con la
excepcion de un mimero finito de singularidades aisladas z1,...,z, € {z € C | Imz > 0}.
Sea ademds lim, o, f(z) =0y f(x) € R si x € R. Entonces las mtegmles

/f )cos(az)dz y / () sen(az) dz

/ f(z) cos(ax)dx = Re (27r1 Z Res (f(2)e"? zl,)> , (7.3)
/ f(z)sen(ax)dx (QWIZRQS e, )) . (7.4)

eristen y se tiene

Demostracion.
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C3 (Rl + Rg)

z9 Zn,
. Zl o

- Rl - RE Rs Cl R2

Ficura 7.3. Ilustracion de la demostracién del Teorema 7.6.
1. Para € > 0 dado podemos elegir R. > 0 en tal forma que las siguientes desigualdades
se cumplan simultdneamente:

| ()] < min{e/3,ea/3} para todo z con |z| > R., Imz > 0,
te=* <1 paratodo t > R,

|2z,| < R. parav=1,...,n.

2. Consideremos ahora para Rj, Ry > R. el cuadrado dibujado en la Figura 7.3 con los
lados C1, Cy, Cs v Cy, v sea g(z) = f(2)el**. Para C' = C; + Cy + C3 + C tenemos

/Cf(z)e dz:/og(z)dz:Qﬂi;ReS(g,zl,)

de acuerdo al teorema de los residuos (Teorema 7.1).
3. a) Para el segmento lineal C3 obtenemos a partir de (7.5) y (7.6)

f(2)e** dz
C3

< x| £ (2) | mic 6 (s + Fa)

< E(Rl + R2)efa(R1+R2) < E
3 3

b) Parametrizando el segmento lineal Cy mediante z(t) = Ro +it(Ry + Rs), t € [0, 1]
obtenemos en virtud de (7.5)

1
= o [ (i 4 R g
0

f(2)e** dz
Ca
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1
< (it Ro) [ [£(R iR, + R ay
0

1
< z—:_oz(Rl 4 R2)/ e—at(R1+R2) dt = _%e—at(RlJ,_RQ) t=1
0

3 t=0
€ €
— 1 _ 7Q(R1+R2) < =,
s-c ) <3
c) Andlogamente obtenemos
f(2)e**dz| < =
C 3
4. Combinando todo, obtenemos
n 4
f(2)e*dz — QWiZ Res (g, 2,)| < Z f(z)e**dz| < e.
C v=1 k=217 Chk
Ahora
) R2 R2
f(2)e**dz = (x) cos(ax) dx + 1 f(z)sen(ax) dz,
Cq —R1 —R1
luego

‘/ 2 f(z) cos(ax)dx — Re <27ri Z Res (g, zl,)) ‘

il v=1

< f(2)e*dz — 2#12 Res(g,2,)| < ¢,
G v=1
Ro n
/ f(x)sen(az)dr — Im | 27i Z Res (g, 2,)
—R1 v=1
< f(2)e**dz — QWiZ Res (g, 2,)| < €.
G v=1

Podemos concluir ahora que de acuerdo al Teorema 7.5, ambas integrales impropias
7 f(@) cos(ax)dx y [ f(x)sen(ax)dz existen, y las férmulas (7.3) y (7.4) son
validas.

Ejemplo 7.6. Queremos calcular la integral

I::/ de, a>0, a>0.
0o a*+2?

Evidentemente,

B le = = =0
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Como el integrando es una funcion par, obtenemos ademds
1 % cos(ax)
2 ) o a°+z
Para poder aplicar el Teorema 7.6 consideremos la funcion
e

9(z) = 212

la cual posee en el semiplano superior solamente un polo simple en z; = ia con el residuo

) eiaz e—Qa
Res (g,1ia) = (22) =5

De acuerdo al Teorema 7.6 obtenemos

1 1
I= §Re(27ri Res (g,ia)) = Re (ﬂ'i , ) =

21ae®

iz

s
2ae@a’

En particular obtenemos (para a = 1)
o0
/ cszx . _ T
o 1+ a2 2e

7.4. Integrales del tipo fo% R(cosx,senx)dx

En lo siguiente trataremos integrales reales de la forma fo% R(cosx,senz)dx, donde
R(cosz,senx) es una funcién racional en cosz y senz. Se puede demostrar que tales inte-
grales siempre pueden ser calculadas en forma cerrada mediante la determinacién de una
primitiva, pero este método a menudo es complicado, ya que en general se presentan expre-
siones complicadas. También en este caso el calculo de los residuos resulta ser conveniente.

Teorema 7.7. Sea R(cosz,senx) una funcion racional en cosz y senx con la propiedad de

que la funcion
R 1\ 1 1
w2 ) ()

es reqular sobre {z € C | |z| < 1} con la excepcion de un nimero finito de polos zy, ..., 2z, €
{z € C| |z| < 1}. Entonces

2m n
/ R(cosz,senz)dr = 27 Z Res (R*, z,).
0 v=1
Demostracidn. Sea z = z(x) = e'® para x € [0, 27], entonces
e e ] A | 1 (2) = il = i
CoST = ——— = — seng = ————=—|2z—— () =1e" =iz
2 ’ 2i 2i ’ ’

luego
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De acuerdo al teorema de los residuos (Teorema 7.1) tenemos

R*(z)dz=27m1) Res(R", z,),
/Kl(o) Z

v=1

por lo tanto

27

2m n n
/ R(cosz,senz)dr = — Z Res (R, z,) = 2w Z Res (R*, z,).
0 ! v=1 v=1

Ejemplo 7.7. Queremos calcular

2m
1 1
1= —d donde R =
/0 5t dcosw 0 Conee (cos @, senz) 5+ 4cosx

Utilizando la sustitucion z = e tenemos
1 z

4(z 1) :57:—1—222—1—2'

R(cosx,senz) =

54 —
+2

La funcion
1
R (2) = 5375 =

B 1 1
52422242 2 (

z+%)@+2)

es reqular sobre {z € C | |z| < 1} con la excepcion del polo simple z; = —1/2. Entonces

2T
/ ;dx:%rf{es R*,—1 =(7- 1 :2_7T_
o D+4dcosw 2 242/, 4p 3

7.5. Otros ejemplos de aplicaciones del calculo de residuos

Eligiendo las curvas de integracion en forma adecuada podemos aplicar el Teorema 7.1 no
solamente para la computacién de integrales impropias de los tipos discutidos hasta ahora
sino que también para otros tipos de integrales. En [2, Ejemplo 5.9] ya discutimos la integral

o0 1 o0
I = / e dy = —J, J:= / e dx
0 2 —00

(demostrando que I = +/7/2). Demostraremos ahora que el mismo resultado puede ser
obtenido mediante la aplicacién del calculo de residuos.

Teorema 7.8. Se tiene J = /7.

Demostracion.
1. Consideremos
e ' 141 .
f(z) = ——, z=¢™* =" (notar que 22 = i),

y para R > 1 la curva de integracién C' = C; 4+ Cy+C3 4 C,) dibujada en la Figura 7.4.
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1
) Rzy — 3 Cy L
7V 2R - < RZO + 2
)'/ZO
Sy
// ( 1
1 [~
s L3R
4
1 >
—RZO -3 > 1
—Rz + b}

FI1GurA 7.4. Tlustracion de la demostracién del Teorema 7.8 (en esta grafica,

R=+v2>1).

2. El segmento C puede ser parametrizado por z(t) = 1/2 + tzy, t € [-R, R], y una
parametrizacién de C5 estd dada por z(t) = —1/2 + tzy, t € [—R, R]. Entonces

R eiw(%-&-tzo)z R eiTr(—%-i-tZo)2
f(z)dz + f(z dz:zo/ dt—zo/ dt
o (2) Cs (2) _R sen(ﬂ(% +t2p)) _R sen(w(—% +t20))
R eiw(—%+tzo)2 + eiﬂ'(—%—i—tzo)2
=20 dt
R COS(T('tZO)

R eiw(%+tz0+t2zg) _i_eiw(i—tzo—&-tZzg)
= 20 dt

R cos(mtzg)

/R eiw(i-}-ﬁzé)(eiﬂtzo 4 e—iﬂtzo)
—= ZO

dt
R cos(mtzg)
s R 12,2 R 2
= 2zoe”r/4/ e dt = 21/ e ™ dt.
-R -R
3. Para la curva C,
2
iz ) e ; 1
———dz| < méx|e™ | mix|——| =
o, sen(mz) 2€Cs 2€Cs | sen(mz)

Si z = x + iy € Oy, entonces evidentemente

1 1 1
>V2R— >, y=-vV2R,
x 2\/_R 5 Y 2\/_

luego

. 2 : 02 _ _9cl _1y1
el | _ elﬂ'(:c-‘,—ly) ‘ —e 2xym <e 2(3V2R 2)2\/§R7r’
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|sen(mz)| = o —2ie_7”z > %(|e—”i(l‘+iy)| _ ‘eﬂ’i(a:-f—iy)‘) _ w
> %(egﬂR 1)

Concluimos que

y por lo tanto

R—o0

h’m/ f(z)dz =0.
Co

4. Anélogamente se demuestra que

lim f(z)dz =0.

R—o0 Ca
5. En el interior de C' la funcién f(z) posee s6lo un polo simple en z; = 0 con

: 1

iTz
e

Res (f,0) = =

meos(mz) |, _,

luego
/ f(z)dz = 27miRes (f,0) = 2i,
c
lo que implica que

© R 2i
/ e ™ dt = lim e dt = = = 1.
R—o0 _R 21

—00

6. Mediante la sustituciéon x = /7t tenemos
R Ry7
1
/ et = — / e da
R VT ) rym

J:/ e’mzdx:\/?.

(e 9]

y finalmente

Con la ayuda de este teorema podemos calcular las integrales de Fresnel fooo cos(z?) dz
o) 2 ;- /o . .
y J, sen(x?)dz que a menudo se presentan en la fisica teérica. Notar que la existencia de
estas integrales impropias no es obvia.

Teorema 7.9. Las integrales [ cos(a?)dz y [ sen(2?) dw existen, y se tiene

[e.e] oo 1
/ cos(x?) do = / sen(z?) dz = —\/E ~ 0,6267. (7.8)
0 0 2V 2
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Cs L

F1Gura 7.5. Tlustracién de la demostracion del Teorema 7.9 (en esta gréfica,

R=12).

Demostracion.

1. Consideremos la funcién f(z) = ¢’ sobre la curva C' = Cy + Cy + Cs dibujada en la
Figura 7.5, donde

Como f es regular en el interior de C,

/ e’ dy = / e’ dz +/ e dz + / e’ dz = 0.
C Cq Co C3

2. a) Obtenemos

. R R R
/ e” dz:/ e dx :/ cos(z?) dx+i/ sen(z?) du. (7.9)
o 0 0 0

b) Utilizando z(t) = tzo para 0 < t < R tenemos

) R 2.2 1 +i R 2
/ e dz = —zg/ e dt = — e dt. (7.10)
s 0 V2 Jo

c) Para acotar la integral sobre Cy ponemos z(t) = Re'* para 0 < ¢ < m/4, entonces

w/4
/ eiz2 dz| = ‘Rl/ eiR2(cos(2t)+isen(2t))eit dt'
Co 0

Como sen(2t) > t sobre [0, 7/4] tenemos

w/4 w/4
R/ e—R2 sen(2t) dt < R/ e—RQt dt =
0 0

por lo tanto

/4 ) ) . w/4 )
< R/ |elR cos(2t)—R* sen(2t) ‘ ‘eltl dt = R/ e—R sen(2t) dt.
0 0

Ry L
(1 e )< 7

==

h’m/ f(z)dz =0.
R—o00 Cs
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(a) (b)

1 : : : : 1 ‘
| —C(x)|| | —C(x)||
0.9 S0 0.9 S0
0.8} ] 0.8} ]
0.7+ ] 07l
X061} ¥06f
n n
_=0.5¢ 1 _=0.5¢
x x
004+ ] 004t
0.3} ] 0.3}
0.2+ ] 0.2
0.1} ] 0.1
0 : : : : o
0 1 2 3 4 5 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
X X

FIGURA 7.6. Integrales de Fresnel C'(z) y S(z) definidas por (7.11) (Comenta-
rio 7.4) (a) para 0 < x < 5, (b) para 0 < x < 20; se observa que la convergencia
hacia el limite dado por (7.8) es lenta.

3. En virtud de (7.9) y (7.10) y utilizando el resultado del Teorema 7.8 tenemos

R R 14+i [ 141
lim cos(z? dx+i/ sen(z? da:) = / e U dt = ——\/7.
g ([ costerar s [Tsentatyar) = 2 oA

Esta relaciéon implica (7.8).

Comentario 7.4. Comentamos que las integrales de Fresnel son definidas por

S(x) = /x sen(t?)dt, C(z):= /Ox cos(t?) dt. (7.11)

0
Ezcepto en casos especiales no es posible evaluar a las integrales que definen C(z) y S(z) en
forma cerrada. Ver Figura 7.6.

7.6. El principio del argumento y el teorema de Rouché

Terminamos este capitulo mencionando dos aplicaciones tedricas del teorema de los resi-
duos, empezando por la definicién de funciones meromorfas.

Definicién 7.2. Una funcion se llama meromorfa sobre una region G si es regular sobre G
con la excepcion de polos aislados.

Teorema 7.10 (Principio del argumento). Sea G una region simplemente conexa y sea f

meromorfa sobre G. Sea, ademds, K una curva de Jordan cerrada, orientada positivamente

y rectificable que corra enteramente en G y que no incluya ninguna raiz y ningun polo de f.
Entonces

L[ f(2)

2mi Jg f(2)

dZ:Nf—Pf,
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donde Ny es el nimero de raices y Py es el nimero de polos de f en el interior de K; las
raices y los polos deben se contados con sus ordenes respectivos.

Demostracion. Las singularidades zi,...,z, de f'/f en el interior de K son las raices y
los polos de f. Si z, es uno de estos puntos, entonces sobre una vecindad U(z,) de z, con
algin valor m,, € Z\{0} tenemos f(z) = (2 — z,)™¢g,(2), donde g, es regular sobre U(z,) y
gv(z,) # 0. Entonces sobre U(z,)\{z,},

G me )
) 2=z g(2)
lo que implica Res (f'/f, z,,) = m,,. Entonces

f/
_ = N;,—P
o dZ Z m, = f f

de acuerdo al teorema de los residuos (Teorema 7.1). [ |
Con la ayuda del principio del argumento podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 7.11 (Teorema de Rouché). Sea G una region simplemente conexa y sean las
funciones f y g regulares sobre G. Sea ademas K una curva de Jordan cerrada y rectificable
que corra enteramente en G. Supongamos que

|f(2)] > |g(z)| para todo z € K.
Entonces las funciones f y f + g poseen el mismo niumero de raices en el interior de K.

Demostracion.
1. Para un a € [0, 1] consideremos la funcién ¢,(z) = f(z) + ag(z). Sobre K se tiene

0a(2)] = | f(2) +ag(2)| = |F(2)] = alg(2)] = |f(2)| = |9(2)] >0,

por lo tanto ¢, no posee ninguna raiz sobre K. De acuerdo al Teorema 7.10, el nimero
de polos de ¢, en el interior de K satisface

1 [AE, L [ IR,
O ) A e =l & Erek
2. Sean ahora aq, as € [0, 1]. Como
/ <f’(z) +ag'(z)  f(2)+ agg’(z)> dz‘
w\ f(2) +arg(z) ( )
f(2)g'(z) = ['(z)g(2)

|27 (N,

Paq

— N,

<Pa2)‘ =

< |ag — ag| méx
z€K

= | —a2) /K (f(2) + a19(2))(f(2) + azg(2)) "
I CVORSLENE)
< |ar — az| max (f(2) + a19(2))(f (2) + a2g(z)) ‘L(K)
f(2)9'(2) = ['(2)g(2)
| )?
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Y

R

d \d

>
>

—R R

F

Y
8

Ficura 7.7. Curva C}% de la solucién del Problema 7.1.

N, es una funcién continua de a. Por otro lado, N, siempre es un nimero entero,
por lo tanto N,,, debe ser constante sobre [0, 1]. Para a = 0 y a = 1, respectivamente,
obtenemos

L[ FE, L R,
N =5 e 7o ¢ 2m/K 7o)t glz) 2= N

Ejemplo 7.8. Consideremos el polinomio P(z) = z* + 7z + 1. Sobre la curva K5(0) =
{z € C| |z| = 2} tenemos |2*| = 16 y |7z + 1| < 15. De acuerdo al teorema de Rouché
(Teorema 7.11), entonces las funciones z* y 2* + 7z + 1 poseen el mismo mimero de raices
en {z € C | |z| < 2}. Como 2* posee una raiz cuddruple (del orden 4) en z = 0, todas las
cuatro raices de P(z) esdn localizadas en {z € C | |z| < 2}. Por otro lado, sobre la curva
Ki(0) ={z € C||z| = 1} se tiene |Tz| =T y |z*+1| < 2. Entonces de acuerdo al teorema de
Rouché las funciones Tz y 2*+7z+1 poseen el mismo niimero de raices en {z € C | |z| < 1},
precisamente, exactamente una. Concluimos que el polinomio P(z) posee eractamente una
raiz z1 con |z1| < 1 y las tres demds raices za, z3 y z4 satisfacen 1 < |z;| <2 (i =2,3,4).

7.7. Ejercicios

Problema 7.1 (Tarea 6, curso 2023). Calcular

a) /OOi b h v d
o a0+ 1’ )/_Oo(x2+1)2(x2+2x+2) v

Solucion sugerida.

a) Sea K la curva cerrada dibujada en la Figura 7.7, que consiste en el segmento lineal
que conecta —R con R y la semicircunferencia C'} transcurrida en el sentido ma-
tematicamente positivo. Notamos que 2% +1 = (z — 29)(z — 21) -+ (2 — 23), siendo
2, = eWt7m/6 1, — 0, ... 5, es decir cada uno de los nimeros z, ...,z es un polo
simple de 1/(2% + 1). Solamente los polos correspondientes a v = 0, v =1y v = 2
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pertenecen al interior de K. De acuerdo al Teorema 7.2 (con f =1y g(z) = 25+ 1),

1 f(2) 1 J R
Res (—,zo) = = — — —7omi/6
26 +1 g'(2) i 62° iy O
1 f(2) 1 | R
R - _ - = _ = wi/2
. (’26 +1 ’ Zl) g/(Z) z=z1 62° z=2z1 6e ’
1 f(2) 1 L osmi
R - _ = _ 7r1/6‘
©s <26 +1’ ZQ) 9(2)|,_,, 62°|,_, 6"

De acuerdo a lo anterior, y aplicando el teorema de los residuos,

dz 1 , 1 . 1 :
— ol = —57i/6 ~ . —b5mi/2 ~ —257i/6
/Kz6+1 7r1<6e + 6e + 6e
:7T_1 _i_i+0_i+£_i :E.(_Qi):_ﬂ-.
3 2 2 2 2 3 3

Para cualquier w € C se tiene |w| < 14 |w + 1], luego |w + 1] > |w| — 1 y por lo tanto
siw # —1,

1 1
< .
w+1 lw| —1
Por otro lado, si |w| > 1,
|w| 1 2

—-1>— = < —.
wl=1>73 Wl =1 < o]

Aplicando lo anterior a w = 2% = R%%% obtenemos, tomando en cuenta que |R66619| =
RSy RS > 2 si R es suficientemente grande,

1 1 1 1 2
2641 R6e61 4 1 | R6e61| — 1 RS —1 = RS

si R es suficientemente grande. De acuerdo a lo anterior,

/ dz ‘ /
G <

cp 21 ey,

por lo tanto

* dx 1 B dx 1 dz dz s
5 = — lim = — lim — = —.
o 2841 2R-co ] pab4+1 2R\ Ji20+1 e 20 +1 3

Consideremos la misma curva K dibujada en la Figura 7.7. Los polos de
2

z
I&) = iy
incluidos por K son el polo de grado dos en 2y := i y el polo simple en z; := —1 4 1.

De acuerdo al teorema de los residuos,

Res (f, z0)
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d 22
- @((z+i>2(22+2z+2>> -

22(z+1)%(22 + 22+ 2) = 22(2(z +1) (22 + 22+ 2) + (2 +1)*(22 + 2))
B (z +1)4(22 4+ 22 4 2)?

912
100
22 3—4
Res (f, z1) = , = :
(2+1)2(z+144) |- 25

De acuerdo a lo anterior,

9%i—12 3—4i\ 7n
:2 1 —_ —
/Kﬂz)dz 7”( 00 25 ) 50°

por lo tanto

R x? 22 T
5 dz + dz = —.
_p (@ +1)2(2?2 422+ 2) oL (22 +1)2(22 422+ 2) 50

1
R

Dado que la segunda integral tiende a cero cuando R — oo (demostracién omitida),

/°° x? d T
r = ——.
oo (22 1)2(2? + 22 4 2) 50

Problema 7.2 (Tarea 7, curso 2023). Calcular las siguientes integrales utilizando el teorema
de los residuos:

00 72 o 1
2) /_OO (14 22)(4 + 2?) dz, b) /_oo (14 22)2 dz.

Solucion sugerida.

a) Queremos aplicar el Teorema 7.4. Para tal efecto notamos que los polinomios involu-
crados son P(z2) = 22 y Q(2) = (1 + 2?)(4 + 2?), respectivamente, y @) posee raices en
21 =1y 29 = 2i, es decir en el semiplano superior. Ahora
P(2) 22

Q(z)  (z—i)(z+i)(z—2i)(z+2i)’

luego

P -1 1 P —4 1
(@) -@m s (o) -

De acuerdo al Teorema 7.4,

& x2 . P P T
/_oo 0T+ dr = 27r1<Res (6,1) + Res (6,21)> =3
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b) Queremos aplicar el Teorema 7.4. Para tal efecto notamos que los polinomios involu-
crados son P(z) = 1y Q(z) = (1+2%)?, respectivamente, y ) posee una raiz del orden
2 en zy = i, es decir en el semiplano superior. Notando que

(o) o)l

luego de acuerdo al Teorema 7.4,

(z+1)3
o 1 . 1 . 1 s
/_Oomd$:27T1ReS<é,l)2271'1'525.

Problema 7.3 (Evaluacién 1, curso 2023). Resolver los siguientes problemas:

1
4

z=i z=i

a) Calcular la integral

/ 22— 22
r (2 +1)2(22+4)
para los siguientes casos:

W) K={z]]z—1=1}, (i) K={z||z—2] =1}, (i) K = {z ]| = 4}.

b) Calcular la integral

Jy
—dz.
(ollzj=a} (2% +72)2

Aviso: usar la formula integral de Cauchy o el teorema de los residuos.

Solucion sugerida.

a) La funcién

22— 22
1&) = T o
posee un polo doble en zy = —1 y un polo simple en z; = —2iy 2o = 2i.

(i) Como ningtin polo pertence a la curva K o su interior, podemos aplicar el teorema
integral de Cauchy para deducir que

/K (=) dz =0,

(ii) Aqui el polo zp = 2i pertenece al interior de K. Ningun otro polo pertence al
interior de K. Podemos definir la funcion

22— 2z
9(2) = (2 — 2)f(2) = (z+1)2(z + 2i)
y aplicar la féormula integral de Cauchy (Teorema 4.30)

9(z2) = L /K 9 g,

2mi Z — 2
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para calcular

/ f(z /K 9G) 4L o g(z) = 2ri .(21)2 — 2.. 9

Z— 2y (2i 4 1)2(2i + 2i)
1+ 7 2 14
= 2mi - = ——m+ —ml
25 25 25
Alternativamente uno puede calcular Res (f, 2i) = (7+1)/25 para llegar al mismo

resultado.
(iii) En este caso todos los polos estan localizados en el interior de K. Aqui conviene
aplicar el teorema de los residuos. A partir de la parte (ii) ya sabemos que

7
Res (f,z2) = Res (f,2i) = 2—21.
Por otro lado, aplicando el Teorema 7.2 (por ejemplo),
22— 22
Res(f,z1) =
AT E ),
B 2% — 2z 7=
24+ D244+ (2 +1)2(22)|,_,, 25
Para calcular Res (f, z9) conviene aplicar el Teorema 7.3:
d (2% -2z
Res (f, z0) = = (22+4)z_1
(22-2)(224+4) — (22 —22)- 22 14
B (224 4)? . 25

por lo tanto de acuerdo al teorema de los residuos,

/K f(z)dz = QWi(Res (f,z0) + Res(f,21) + Res (f, 22)) = 0.

b) Sea ahora K :={z | |z| = 4}. La funcién

fe) = e :
z) = =
F+mP Gl mp
posee dos polos del orden 2, uno en zg = —7i y otro en z; = 7i. Ahora
R Y e
es (f 0) dz ((Z _ 7Ti)2) o € (z — 7'('1)3 =i 43’
R Grme)|_ T Gy | A
€S (fa Zl) dz ((Z + 7Tj)2) o (,Z7Ti)3 z=+mi Am?

por lo tanto de acuerdo al teorema de los residuos,

/ f(z)dz = 2mi(Res (f, 20) + Res (f, 21)) = 27ri<7r_i+ 7T+i) = %
K

43 43
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Problema 7.4 (Tarea 6, curso 2023). Utilizando el teorema de los residuos, demostrar que

o0
sen x s
de = —.
0 x 2

Aviso: Considerar la funcién f(z) = €¥/z sobre la curva de integraciéon C' = C; +Cy+C3+Cy

dibujada en la Figura 7.8, y considerar los limites r — 0 y R — oc.

Solucion sugerida. De acuerdo a lo indicado en la figura,

/Cf(z)dz:/_R f(z)dx + C3f(z)dz+/r f(z)dx + . f(z)dz

Notamos que de acuerdo a la férmula integral de Cauchy,

/ f(z)dz= | — dz = 2mie’? |,y = 2mi.
Parametrizando C3 como z(t) = re't < t < 2pi obtenemos 2'(t) = iz(t), luego
f( )d /271' elz(t) ( ( )) 1 /«27r 4 50
z)dz = (iz(t))dt =1 e’ qe I8 mi;
Cs ™ Z(t) T

ademds, parametrizando C} como z(t) = Re', t € [0, 7] (luego 2'(t) = iz(t))

m 1z(t) iy ) " T ) .
f(z) dz = / € . (1Z(t)) dt = 1/ elRe dt = 1/ elR(cost+1sent) dt

T
— 1/ e1RcostefRsent dt,
0

'/C () dz

por lo tanto

< /ﬂ‘eiRcost’ |e—Rsent’ dt = /7T e—Rsent dt R_>_O>O 0.
0 0

Ahora

—r iz R iz R —ix R
/f dx+/f dx—/ e—d:lH—/ e—dxz—/e d:v+/e
_ ., ., T . T

iz

—dx
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R _ix —ix R
e’ —e sen x
- / e =i / da,
, x ,
por lo tanto

[e%S) R
/ senxdx: lim senxdx_ lim —</ f(x d:r;—i—/ f(x dx)
0 x r—0 r x r—0

R— o0 R— o0
1
:i"l_lig(/f z)dz — Csf( z)dz — le( )d2)25(2ﬂ'i—ﬂ'i+0)=g.

Problema 7.5 (Evaluacién de recuperacion, curso 2023). Resolver los siguientes problemas:
a) Sea K = {z € C| |z| = 3}. Calcular la integral

ezt
/K 202+ 221 2) dz, dondet € R es un parametro.

27
/ cos(30) 49
o D—4cosb

i0

b) Calcular

Aviso: utilizar la sustitucién z = €', expresar cosf y cos(360) en términos de z, y con-
siderar la integral [, f(z)dz, K = {z € C| |z| = 1}, de una funcién f(z) apropiada.
Solucion sugerida.

a) El integrando

zt

e
J(2) = 22(22 + 22 + 2)
posee un polo doble en z = 0 y dos polos simples en z = —1+i (las raices de 224+22+2).

Todos estos polos estan localizados en el interior de K, por lo tanto para aplicar el
teorema de los residuos debemos calcular

d =t t(2+2242) = (22 +2 t-1
R€S<f,o):_ e— :et<z+2+) (Z+) = 5
dz\22+22+2/| _, (22 + 22 +2) z=0 2
ezt e(_1+i)t
Res(f,—1+1) = ' - 7
2z = (=1-1) |14 4
et e( 1)t
Res (f, —1 — i) = B
es (f, i) 2= (=1+1) |- 4

luego de acuerdo al teorema de los residuos,

F—1 el (—1-ixt
/ f(z)dz:27ri( + + ) =mi(t — 1+ e "cost).
. 2 4 4

b) Utilizando z = e podemos escribir

-1 30 —3i0 3. -3
cosf = Z+2Z , cos(30) = ¢ +Qe S +2Z , dz =1izd#,
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T cos(36) % dz 1 241
o D—4cosd Kb — 45— iz 4 Jg 23(z—35)(z—2)

2

luego

El integrando posee un polo del orden 3 en z = 0 y un polo simple en z = 1/2 en el
interior de K. Sea

o 20 +1
A= e

entonces
1 @2 P +1
Res (fa O) - 5@((2 — %)(Z - 2)) z=0
1d [(62°(z2=322+1)— (5 +1)(22 - 2)
:§&< (2 =52 +1p )
L1d (427 =520 +62° — 2243
—§@< (=2 =524 1)2 )

2=0

z=0

1 5
— 5 2 6 5 4_2 2 _ Y 1
e (( 82° — 752" 4 30z )(z 22+

25 ) )
o T _ 26 5 hd _ -
(4,2 22 + 62 2z+2)2<2z 2>)
1 5 5 21
(S (2)) -
1 28 +1 o+ 65
(1) = (555)

De acuerdo al teorema de residuos (Teorema 7.1),

z2=1/2 N %(_%) B ]'2
/2” cos(36) 1 241
0

z=0

46 = —— d
5 — 4cosd i)y BE-DE-2"

2mi 1 2w (21 65 T

Problema 7.6 (Tarea 6, curso 2023). Utilizar el teorema de Rouché para probar los siguien-
tes enunciados.

a) Todas las rafces de p(z) = 3z% — 222 4 2iz — 8 pertecen a la regién anular Ry »(0).

b) Sea

224 222-1
f(z)_z2+4+ 2246

Todas las raices z = zy de f(z) satisfacen |z > 1.

Solucion sugerida.
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a) Sobre la circunferencia |z| = 1 tenemos |p(z) + 8| < 34+2+4+2 =7 < 8, luego p(z)
y f(z) = 8 poseen el mismo nimero de raices en el interior de |z| = 8 de acuerdo
al teorema de Rouché; por lo tanto p(z) no se anula sobre el disco cerrado |z| < 1.
Ademas, sobre |z| =2, [p(z) — 32| <2-4+2-2+8 =20 < 24 = |323|, por lo tanto
p(2) v f(2) = 323 poseen un ntimero igual de raices en el interior de la cirunferencia
|z| = 2. Concluimos que todas las raices de p pertenecen a la regién anular 1 < |z| < 2.

b) La ecuacién f(z) = 0 puede ser escrita como p(z) = q(z), donde p(z) = (2% — 4)(2* +
6) =2 +222 - 24y q(z) = (22 +4)(1 — 2?) = =22 — 72% + 4. Sobre |2] =1,

p(z)| =124 -2 -2 >24-2-1=21 y
lg(2)| = 22" + 7% — 4] <24 T+ 4 =13,

por lo tanto |p(z)| > |q(2)| = |(p(2) —q(2)) — p(z)], lo que implica que p y p— ¢ poseen
un igual nimero de raices en el interior del circulo |z| = 1. Pero claramente p no posee
raices en |z| < 1, por lo tanto f(z) no posee raices con |z| < 1.

Problema 7.7 (Tarea 6, curso 2023). Usando el teorema de Rouché (Teorema 7.11) demos-
trar el teorema fundamental del dlgebra: Un polinomio p(z) = 2"+ ap_12" 1+ -+ +a12 +ag
del grado n posee exactamente n raices, contadas con sus multiplicidades.

Solucion sugerida. Para valores grandes de |z| = R,

p(z) — 2"
Z'ﬂ

lao] + -+ + |an—1] < 1’
R 2
luego [p(z) — 2"| < 3|2|" < |z|" para |z| = R, por lo tanto de acuerdo al Teorema 7.11, p(z)

y 2" poseen igual nimero de raices en el interior de la circunferencia |z| = R. Pero 2" posee
exactamente n raices en el interior de |z| = R, por lo tanto lo mismo debe ser valido para

p(2)-

Problema 7.8 (Tarea 6, curso 2023). Sean m,n € N. Demostrar que el polinomio

=lap_127 "+ Fapz | <

2 m

Z Z n
p(z)=1+z+§+~’+ﬁ—|—3z

posee exactamente n raices en el disco unitario. Aviso: |p(z) — 32"| < e para |z| = 1.

Solucion sugerida. Sea p(z) = f(z) + g(z) con

Z n
OESENNCELE
Entonces sobre |z] =1,
m n o0 n [e.e] 1
o) = [ T < oS Lo [ = e = et = 5> Jo(e)]
n=0 n=0 ' n=0

La funcién f posee una raiz del orden nen zp =0 € {z € C | |z| < 1}; como |f(2)| > |g(2)]
sobre |z| = 1, de acuerdo al Teorema 7.11 la funcién p(z) debe poseer el mismo nimero n de
raices en el disco unitario.
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