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Capitulo 1

Algebra y célculo de tensores

En lo siguiente se denota por R al campo de los ntimeros reales y por E? al espacio
Euclidiano tri-dimensional. Nos referimos a los elementos de R como escalares, denotados a,
b, x, y etc., v a los elementos de E3 como puntos, denotados a, b, x, y, etc. Ademds se define
el conjunto de vectores V. Los principales objetivos de la siguiente secciéon son

(i) la distincién entre puntos y vectores,
(ii) la distincién entre un vector y su representacion en un marco de coordenadas,
(iii) la notacién de indices,
(iv) la introduccién del espacio de tensores de segundo orden V? como el espacio de trans-
formaciones lineales sobre V), y
(v) la definicién del conjunto de tensores de cuarto orden V* como el conjunto de las
transformaciones lineales en V2.

1.1. Algebra tensorial

1.1.1. Vectores. Un vector es una cantidad con una magnitud y una direccién especificadas
en el espacio tri-dimensional. Por ejemplo, un segmento de una recta en el espacio puede ser
interpretado como un vector tal como los pueden ser otras cantidades tales como fuerzas,
velocidades y aceleraciones. Se denota un vector por un simbolo negrita tal como v y su
magnitud por |v|. Para cualquier vector, |v| > 0. Se define, ademaés, el vector cero 0 como
un vector con magnitud cero y direccién indefinida. Ademas cualquier vector v con |v| =1
se llama vector unitario.

Graficamente un vector puede ser representado como una flecha. La orientacién de la
flecha representa la direccién del vector y su longitud representa la magnitud del vector.
Ademas dos vectores se consideran iguales si poseen la misma direccion y la misma magnitud
independientemente de su posicién en el espacio.

Los escalares y los vectores son ejemplos de objetos mas generales llamados tensores. Por
ejemplo, un escalar es un tensor de orden cero, y un vector es un tensor de primer orden.
Mas adelante consideraremos tensores de segundo y cuarto orden, pero por mientras nos
concentraremos en tensores de primer orden, es decir, vectores.

1.1.1.1. Algebm vectorial. Si 'V denota el conjunto de todos los vectores, entonces V posee
la estructura de un espacio vectorial real porque uw + v € V para todo u,v € Vy av € V
para todo a € Ry v € V. En particular se define u+ v como aquel elemento de V producido
cuando u y v se colocan en forma consecutiva. Para todo escalar o« € R se define av como
aquel elemento de V que tenga la magnitud |a||v|, donde || denota el valor absoluto de «,
y que tenga la direccién idéntica u opuesta a v, dependiendo de si @ > 00 a < 0. Si a =0,
entonces av = 0.

11



12 1. ALGEBRA Y CALCULO DE TENSORES

Mediante el espacio vectorial V podemos definir algunas operaciones matematicas muy
ttiles entre los elementos de E3 y de V. Dado cualquier par de puntos & e y podemos definir
y — x como el tnico vector que apunta desde x a vy, es decir dado =,y € E? tenemos
y—ax € V. Dado cualquier punto z y cualquier vector v podemos definir z+ v como el nico
punto tal que (2 + v) — 2 = v. Por lo tanto, dado z € E* y v € V tenemos z + v € E3.

En lo siguiente definiremos algunas operaciones geométricas entre vectores que nos per-
mitirdn construir representaciones matemdaticas para V y E3.

1.1.1.2. Productos escalares y vectoriales. El producto escalar de dos vectores a y b estd de-
finido geométricamente como
a-b=|al|lb|cosb,

donde 6 € [0, 7] es el dngulo entre las puntas de a y b. Dos vectores a y b se dicen ortogonales
o perpendiculares si a - b = 0. Para cualquier vector a se tiene que a - a = |a|*. El producto
vectorial entre dos vectores a y b se define geométricamente como

a x b= (|a||b|sinb)e,

donde e es un vector unitario perpendicular al plano que contiene a y b. La orientacion de e
es definida de tal forma que una rotaciéon de mano derecha por e por un angulo 6 traslada a
a b. Notar que la magnitud de a x b es igual al area de un paralelogramo con lados definidos
por a y b.

Ejemplo 1.1. Sea V = |(a x b) - ¢|. Entonces V' es el volumen del paralelepipedo definido
por a, b y c. En particular, se tiene que

V' = |al[bl|c]| sin 0]] cos ¢,
donde 0 y ¢ son los angulos entre @ y b y entre ¢ y a X b, respectivamente. El factor

|a||b]|sinf| es el area del paralelogramo definido por a y b, y el factor |¢|| cos ¢| entrega la
altura del paralelepipedo con respecto al plano abierto por a y b. [ |

1.1.1.3. Proyecciones, bases y marcos de coordenadas. Sea e un vector unitario. Entonces
cualquier vector v puede ser escrito como

v:ve—i-’vi, (1-1)

donde v, es paralelo a e y v es perpendicular a e. El vector v, se llama la proyeccién de v
paralela a e y es definido por
ve := (v-€e)e.
El vector v se llama la proyeccion de v perpendicular a e. Se tiene que
vi=v-—v.=v— (v-e)e.

Una base ortonormal dextrégira de V es un conjunto de tres vectores unitarios mutua-
mente perpendiculares {7, j, k} orientados en el sentido de

ixj=k, Jjxk=1 kxi=j.
Tres vectores unitarios mutuamente perpendiculares satisfacen |(¢ x §)-k| = 1, pero una base
dextrogira satisface (¢ x ) - k = 1. Una base levdgira satisface, al contrario, (¢ x j) -k = —1.
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Usando una base {ej, ey, e3} en lugar de {¢,7,k} y aplicando (1.1) repetidamente en-
contramos que cualquier vector v puede ser representado en forma tnica por

v =1v1e; + 1v9ey +vze3, dondev;,=v-e; €R,i=1,2 3.

Los nimeros vy, vg y v3 se llaman componentes de v en la base dada {ej, es, e3}. Frecuen-
temente denotaremos el conjunto de coordenadas por v; y una base dada por {e;} cuando
estd entendido que el rango del indice 7 es de 1 a 3. Frecuentemente sera ttil ordenar las
componentes de un vector v en una matriz columna de 3 x 1, denotada [v], en particular

U1
[v] = | vy | €R?,
U3

donde R? denota el conjunto de todos los triples ordenados de nimeros reales.

Ejemplo 1.2. Sea {e;} una base de V y sea v un vector cuya representacién en esta base
sea [v] = (1,1,0)T. Entonces

v-eg=1, v-es=1, w-e3=0 o wv=1e + ley+ Oes.

Luego consideraremos el mismo vector pero se rota la base {e;} por un dngulo de /4 con
respecto a la base definida por e3. El resultado de esta operacién es una base nueva {e.}, y
con respecto a esta base las componentes de v estan dadas por

v-el=v2 wv-e,=0 v-ef=0 o v=2€ +0e,+0e,.

La representaciéon de v en la base nueva estd dada por [v] = (\/§,0,O)T. Obviamente,
[v] # [v]. m

Como marco de coordenadas Cartesiano para E3 se entiende un punto de referencia
o € 3, llamado origen, junto con una base ortonormal dextrégira {e;} para el espacio
vectorial V asociado. A cualquier punto & € E? se asocian entonces las coordenadas x; de
acuerdo a la expresién x; = (x — 0) - e;, i = 1,2,3. En tal caso las coordenadas de x son los
unicos numeros x; tales que

T — O0=1x1€e] + x2esr + T3es.

En lo siguiente utilizaremos el término “marco de coordenadas” sin referirnos explicitamente
al punto o € E3 elegido como origen. Adem4s frecuentemente se identificard un punto « € E3
con su vector de posiciéon x — o € V y se utiliza el simbolo @ para ambos.

1.1.2. Notacién indicial.

1.1.2.1. Convenio de sumacion. La representacion de operaciones vectoriales en términos de
sus componentes naturalmente involucra sumatorias. Por ejemplo, sean a y b vectores con
componentes a; y b; en un marco {e;}. Entonces

3 3

a = 1€ + azes + azez = g ae;, b=0be +be;+bse; = g bie;,
i=1 =1
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3 3

3 3 3
a-b= Z a;e; | - Z biei = Z Z aibjei c €5 = Z CLin’,
i=1

i=1 i=1 j=1 i=1
donde la ultima identidad es una consecuencia de
1 parai=j,

€€ = .,
! 0 parai # j.

Cada una de las expresiones para a, b y a - b involucra una sumatoria sobre un par de
indices. Como sumatorias de este tipo aparecen muy frecuentemente, adoptamos un convenio
y abreviamos estas tres ecuaciones como a = a;e;, b = bje; y a - b = a;b;. El convenio es
el siguiente: si un indice aparece dos veces en un término entonces se implica una sumatoria
sobre este indice. En particular,
3
a;€e; = Z a;€;.
i=1
En lo siguiente siempre se supone que este convenio estd vigente.
Cualquier indice que se utiliza para representar una sumatoria se llama indice mudo, lo
que refleja que el simbolo utilizado para un indice repetido no importa ya que

(Iibi = a1b1 + (lgbg + agbg = ajbj.
Notar que el convenio solamente se aplica a pares de indices repetidos. Por lo tanto no se
implican sumatorias en expresiones del tipo a;, a;b;b;, etc.
Cualquier indice que no es un indice mudo se llama indice libre. Por ejemplo en la expre-
sion
a; = Cjbjbi (12)
el indice 7 es un indice libre y el indice 7 es un indice mudo. Un indice libre puede asumir
cualquier de los valores 1, 2 o 3. Por ejemplo, (1.2) es una abreviatura para las tres ecuaciones

a; = Cjbjbl, a9 = Cjbjbg, as — Cjbjbg.

Similarmente, la ecuacién a;b; = c;cicipd; es una abreviatura para nueve ecuaciones porque
1y j son indices libres.

Cada término en una ecuacion debe tener los mismos indices libres, y el mismo simbolo
no puede ser utilizado simultaneamente para un indice mudo y un indice libre. Por ejemplo
las siguientes ecuaciones son todas ambiguas e inadmisibles en nuestro uso del convenio de
sumacion:

a; = bj, aibj = Cidjdj, &ibj = cickdkdj + delCldq.

1.1.2.2. El delta de Kronecker y los simbolos de permutacion. A cada marco {e;} se asocia
el simbolo delta de Kronecker d;; definido por

1 parai=j,

67:,:67;.6.:
! ! 0 parai # 7,
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y el simbolo de permutacion €, definido por
1 para ijk = 123,231, 312,
gijk = (e; x e;) - e, = ¢ —1 para ijk = 321,213,132,
0  en los demds casos (indices repetidos).

Los valores numéricos de 0;; y €% son los mismos para cualquier marco ortonormal dextrégi-
ro. Ademas, se verifica facilmente que

0ij = Ojis  Eijk = —E€jiks  Eijk = —E€ikjs  Eijk = —Ekjis  Eijk = Ejki = Ekij-
El simbolo de permutacién también puede ser escrito como
Eijk = det([ei]> [ej]7 [ek])a
donde ([e;], [e;], [ex]) es la matriz 3 x 3 con columnas [e;], [e;] v [ex]. En particular todas las

propiedades de g;j; pueden ser deducidas de las propiedades del determinante.

1.1.2.3. Identidades de marco. Algunas identidades tutiles son validas entre los vectores de un
marco {e;}, el simbolo §;; y el simbolo de permutacion ¢;;,. En particular desde la definicién
de 6;; se deduce la identidad e; = d;;e;. Esta identidad muestra que si ¢;; es sumado contra
otra cantidad el efecto neto es una “transferencia de indice”. Ademds, la definicién de €,
implica la identidad

€; X €; = &;jk€r,

que representa en forma concisa los nueve productos vectoriales posibles entre dos vectores
de un marco, es decir e; x e; = 0, e; X e; = e3, etc. Una identidad similar estda dada por

€e;, = §5ijk’ej X €.

1.1.2.4. Operaciones vectoriales en componentes. En lo siguiente demostraremos como los
simbolos delta de Kronecker y de permutacion naturalmente aparecen cuando operaciones
vectoriales estan expresadas en términos de sus componentes en un marco dado. Para el
producto escalar notamos que si a = a;e; y b = b;e;, entonces

a - b = (aiei) . (bjej) = aibjei . ej = aibjdij = albz

Asi, desde la definicién geométrica del producto escalar obtenemos |a|> = a - a = a;a;.
Para estudiar el producto vectorial sean a = a;e;, b = b;e; y d = dje;,. Entonces

axb= aibj(ei X ej) = aibjsl-jkek,
donde la ultima identidad sigue de la identidad de marco
€; X €; = &;jk€k-

Entonces, si definimos d = a x b, se tiene que dj, = a;b;e;ji.
Consideremos ahora el producto escalar triple. Sean a = a;e;, b = bje; y ¢ = cpe,,.
Entonces

(@ x b)-c=(abjeijrer)  (cmem) = €ijkaibjCmOrm = €ijraibjcy. (1.3)
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Ademas, aprovechando propiedades del simbolo de permutacién bajo permutaciones ciclicas
de sus indices obtenemos

(axb)-c=(bxec)-a=(cxa)-b.
Desde el calculo vectorial elemental se sabe que
(a % b) - e = det([a), ] [c]). (1.4)

donde ([a], [b], [c]) es la matriz 3 x 3 con las columnas a, b y ¢. Si combinamos esto con (1.3)
obtenemos

det([a], [b], [C]) = 6ijkaibjck, (15)

lo que genera una expresion explicita del determinante en términos de una sumatoria triple.
Finalmente podemos considerar el producto vectorial triple. Sean a = aq,e,, b = b;e;,
c = cje; y d = dye,. Entonces
a X (b X C) = (aqeq) X (biC]Eijkek) = 6ijkaqbi0j(€q X 6k> = 6qkp€ijkaqb2‘0j€p (1 6)
= €qu€,;jkaqbicjep,
donde la tltima linea es una consecuencia de €, = €pqr- Es decir, si d = a x (bX ¢), entonces
dp = qukeijkaqbicj.

Comentamos que las definiciones geométricas de los productos escalares dobles y triples
implican que estas cantidades son independientes del marco. Es decir los productos escalares
dobles y triples pueden ser calculados en términos de coordenadas en cualquier marco de
coordenadas, con el mismo valor obtenido en cada marco. En lo siguiente la identificacién de
cantidades escalares con esta propiedad sera un tema importante. Otros ejemplos apareceran
en la discusién de la traza, del determinante y de los invariantes principales de tensores de
segundo orden.

1.1.2.5. Identidades epsilon-delta. . En virtud de sus definiciones en términos de un mar-
co ortogonal dextrégiro, el simbolo de permutacién y el delta de Kronecker satisfacen las
siguientes identidades.

Lema 1.1 (Identidades epsilon-delta). Sean e;;, el simbolo de permutacion y 6;; el delta de
Kronecker. Entonces

EpgsEnrs = OpnOgr — OprOgn,
EpgsErgs = 20pr-
Demostracion. Tarea. [ |
Como aplicacion del resultado anterior demostraremos que

ax (bxe)=(a-c)b—(a-b)e paratodo a,b,ce V. (1.9)

Para ver que esto es valido, basta ver que en virtud de (1.6) y el Lema 1.1 se tiene que
a x (b x ¢) = epgijragbiciey = (0pidq; — 0pjdgi)aqgbicie, = (aqcq)bpey — (agbycpep)
=(a-c)b—(a-b)e.
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1.1.3. Tensores de segundo orden. En la mecanica del medio continuo aparecen canti-
dades tales como la tension y el estiramiento que no pueden ser representadas por vectores
sino que por transformaciones lineales entre vectores, dando origen al concepto de un ten-
sor de segundo orden (precisado en lo siguiente). Resulta que tales cantidades pueden ser
descritas por nueve componentes en cualquier marco de coordenadas Cartesiano para E3.

1.1.3.1. Definicion de un tensor de sequndo orden. Un tensor de seqgundo orden sobre el
espacio vectorial V es una aplicacion lineal T' : V — V), es decir

(i) T(u+v) = Tu + Tv para todo u,v € V,

(ii) T(au) = oTu para todo « € Ry u € V.
Se denota el conjunto de todos los tensores de segundo orden sobre ¥V por V2. Se define
el tensor nulo O por la propiedad Ov = 0 para todo v € V; ademéas definimos el tensor
identidad I por JTv = v para todo v € V. Ademas, S € V? y T € V? se dicen iguales si
Sv = Tv para todo v € V.

Ejemplo 1.3.

(i) Proyecciones. La accién de proyectar un vector v sobre un vector unitario dado e
puede ser descrita mediante un tensor de segundo orden P. Especificamente,

P(v)=(v-e)e.

(ii) Rotaciones. La accién de rotar un vector v por un dngulo dado € con respecto a un
eje fijo (por ejemplo, e3) puede ser expresada en términos de un tensor de segundo
orden S. En particular para cada uno de los vectores bases e; tenemos las respectivas
identidades

S(e;) = cosfe; +sinfey, S(ey) =cosfey, —sinfe;, S(es) = es.

(iii) Reflexiones. La accién de reflectar un vector v con respecto a un plano fijo, por ejemplo
con la normal e, puede ser expresada en términos de un tensor de segundo orden T’
como

T(v)=v—2(v-e)e;.
|

1.1.3.2. Algebm de tensores de sequndo orden. El espacio V? de tensores de segundo orden
posee la estructura de un espacio vectorial real ya que S + T € V? para todo S, T € V? y
aT € V? paratodo o € Ry T € V2. También podemos componer tensores de segundo orden
en el sentido de ST € V? para todo S, T € V2. En particular se definen la suma S + T por
medio de la relacién (S + T)v = Sv + Tv para todo v € V, y la composicién ST mediante
(ST)v = S(Tv) para todo v € V. Una definicién similar es valida para oT.

1.1.3.3. Representacion en un marco de coordenadas. Las componentes de un tensor de se-
gundo orden S en un marco de coordenadas {e;} son los nueve nimeros S;; dados por
Si; = e; - Se;. Estas componentes describen completamente la transformacién S :V — V.
Efectivamente, para vectores v = v;e; y u = uje; tales que v = Su se tiene que

Vi — €5 - Su = (ei . S@j)Uj = Sl'j'LLj, (110)
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por lo tanto las componentes de S simplemente son los coeficientes en la relaciéon lineal entre
las componentes de v y u.
Frecuentemente se arreglan las nueve componentes S;; en una matriz [S], en particular

Sll 512 513 .
[S] — 521 SQQ 523 < R3X5.
S31 S32 533

La matriz [S] se llama representacion de S en el marco de coordenadas dado.
Se denota por [S];; el elemento de [S] en la fila ¢ y la columna j, entonces [S];; = S;;. Se
define la traspuesta de [S], denotada [S]*, por [S]} = [S];:-

j
Ejemplo 1.4. Si S y T son los tensores definidos en el Ejemplo 1.3, entonces en los respec-
tivos marcos de coordenadas

cosf —sinf 0 -1 0 0
[S]=|[sinf cos® Of, [T]=|0 1 0
0 0 1 0 01

1.1.3.4. Productos diddicos de seqgundo orden y bases. El producto diddico de dos vectores a
y b es el tensor de segundo orden a ® b definido por

(a®b)v=(b-v)a paratodowv € V.

En términos de las componentes [a ® b];; esta ecuacion es equivalente a
[a @ bl;jv; = (bjv;)a; para todo v € V,

lo que significa que [a ® b];; = a;b;, es decir [a ® b] = [a][b]".

Para cualquier marco de coordenadas {e;} los nueve productos diddicos elementales {e; ®
e;} forman una base de V2. En particular cada S € V? posee una representacién tinica como
combinacion lineal

S:Sij6i®€j, (111)
donde S;; = e; - Se;. Para ver que esta representacion es correcta consideremos la expresion
v = Su, donde v = v;e; y u = upe,. Entonces

v=Su=(5,e ® ej)uye, = S;;drure; = S;;u;e;,
lo que implica que v; = S;;u;. Entonces (1.11) concuerda con (1.10) y da origen a una
representacion tnica de S en términos de sus componentes S;;.

1.1.3.5. Algebm de tensores de sequndo orden en componentes. Sean S = S;;e; ¥ e; y T =
T;,e;®e; tensores de segundo orden con las representaciones matriciales [S] y [T]. Utilizando
las definiciones de S + T y oT es facil deducir que [S + T| = [S] + [T] y [oT] = o[T.
Para deducir una expresion en componentes para la composicion consideremos dos productos
tensoriales arbitrarios a ® b y ¢ ® d. Entonces para cualquier vector v se tiene que

(a@b)(cad)v=(axb)((crd)v)=(a®b)e(d -v)=a(b-c)(d-v)
=(b-c)(a®d)v.
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Como v es arbitrario, esto implica que
(a®b)(c®d)=(b-c)a®d. (1.12)
Ahora sean S y T como arriba, y sea U = ST'. En virtud de (1.12) se tiene ahora que
U = (Sijei @ ej)(Tuer ® e;) = SijTdjre; @ e = SiTje; @ ey,

por lo tanto las componentes de U estan dadas por U; = S;;T};. Esto corresponde a la
notacién estandar para la multiplicacion de matrices para las representaciones de S y T, es

decir [U] = [ST] = [S][T].

1.1.3.6. Tensores especiales. A cada tensor S € V? se asocia el tensor traspuesto ST € V2,
el cual es el tinico tensor con la propiedad

Su-v=u-STv paratodou,veV.

Se dice que S es simétrico si ST = S y antisimétrico si ST = —S. Un tensor S € V?
se llama definido positivo si v - Sv > 0 para todo v # 0, e invertible si existe su inverso
St € V? tal que SS™! = §71S = I. Las operaciones de traspuesta e inversa conmutan,
(81T = (S8™)"!, y se denota el tensor resultante por S~ ".

Un tensor Q € V? se dice ortogonal si Q7 = Q7! es decir QQT = QTQ = I. Un
tensor ortogonal se llama rotacidn si para cualquier marco de coordenadas {e;} ortogonal
y dextrégiro, el conjunto de vectores {Qe;} también es un marco ortogonal dextrégiro. Se
tiene, ademas, que

(ST =[s]", [s7'=[8]"", [s7']=I[sI"".

Lema 1.2 (Descomposicién simétrica-antisimétrica). Cada tensor de sequndo orden puede
ser escrito en forma unica como S = E + W, donde E es un tensor simétrico y W es un
tensor antisimétrico. Especificamente,

1 1
Demostracion. Tarea. [ ]

El resultado anterior motiva la definicién de las aplicaciones sym : V? — V? y skew :
V2 — V? de la forma

ym(8) = (S + 87),  skow(S) = %(5 L

En cualquier sistema de coordenadas un tensor simétrico E satisface E;; = Ej;, y un tensor

j
antisimétrico W' satisface W;; = —W);.

Lema 1.3 (Tensor antisimétrico como producto vectorial). Para cualquier tensor anti-
simétrico W € V? existe un vector w € V tinico tal que Wv = w X v para todo v € V. Se

escribe w = vec(W); este vector se llama vector axial asociado a W. En cualquier marco
se tiene que
1

w; = —€nijnm.

2
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Reciprocamente, para cualquier vector w € V existe un tensor antisimétrico W € V? ainico
tal que w X v = W para todo v € V. Se escribe W = ten(w); este tensor se llama tensor
axial asociado al vector w. En cualquier marco Wy, = e;;5w;. Las funciones w — ten(w) y
W — vec(W) son inversas.

Demostracion. Para demostrar el primer resultado supongamos que el tensor W esta dado.
Entonces estamos buscando un vector w tal que Wv = w X v para todo v. En componentes
esta ecuacion estda dada por
Wikvk = EijkW; V.
Como vy, es arbitrario, esto implica que
VVZ' = EijkWj. (113)
Luego demostraremos que existe un vector w; que satisface (1.13); después demostraremos
que este vector es unico. Para tal efecto sea
1
w; = égnjmwnm- (114)

Insertando esto en el lado derecho de (1.13), utilizando el Lema 1.1 y el hecho que Wy; =
— W, obtenemos

N | —

1
EijkW; = §5ijk€njmwnm =

Obviamente el vector w; definido en (1.14) satisface (1.13). Para demostrar la unicidad
supongamos que w; y u; son dos soluciones. Entonces desde (1.13) se desprende que 0 =
gijk(w; —uj) para i,k = 1,2, 3. Considerando esta ecuacién con ¢ = 1 y k = 3 encontramos
que wy = us, y por consideraciones similares llegamos a w; = u; y w3 = ug, por lo tanto la
solucién (1.14) es tnica.

Para demostrar el segundo resultado supongamos que w esta dado, luego buscamos un
tensor antisimétrico W tal que w x v = Wwv para todo v. En componentes esta ecuacion
es €;,W;v; = Wirvk, y como vy es arbitrario llegamos a

Wi = &ijkWj. (115)

Esta ecuacion genera una expresion explicita para el tensor W;, el cual es antisimétrico
debido a las propiedades del simbolo de permutacion. La unicidad sigue inmediatamente
porque Wy, es explicitamente determinado por w;.

Para establecer el resultado final sea W — vec(W) la aplicacién definida por (1.14) y sea
w +— ten(w) la aplicacién definida por (1.15). Entonces para cualquier tensor antisimétrico
W se tiene, en virtud del Lema 1.1,

1 1
[ten(vec(W))]ik - [ten(w)]zk = kW = §5ijk6nijnm - 5(5zn5km - 5zm5kn)an - VVzk
Entonces para cualquier tensor antisimétrico W se tiene que ten(vec(W)) = W. Simi-
larmente, vec(ten(w)) para cualquier vector w, por lo tanto las funciones w +— ten(w) y
W — vec(W) son inversas. |
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1.1.3.7. Cambio de base. En cualquier marco de coordenadas dado la representacién de un
vector v € V es un triple de componentes [v] € R3 y la representacién de un tensor de
segundo orden S € V? es una matriz de componentes [S] € R3*3. Ahora discutiremos los
cambios de las representaciones [v] y [S] bajo cambios del marco de coordenadas.

Sean {e;} y {e!} dos marcos de coordenadas. El tensor cambio de base de {e;} a {e}} es
el tensor A definido por

A= Aijez- X €;, donde Aij = €;- 6;. (116)

Tambien podriamos definir un tensor cambio de base B de {e.} a {e;} poniendo B =
Bije; @ €}, donde B;; = e] - e;. Todos los resultados obtenidos para A igualmente serdn
validos para B; sin embargo por simplicidad trabajaremos solamente con A.

Utilizando las componentes de A podemos expresar los vectores de la base de un marco
en términos del otro. Por ejemplo un vector de base €’ puede ser expresado en el marco {e;}
como

e; = (e - e;.)el + (e - 6;)82 + (e3 - 8;-)63 = (e; - eg)ei,
y en virtud de (1.16) esto puede ser escrito como
e = Aje;. (1.17)
Similarmente un vector de base e; puede ser expresado en el marco {e}} como
e, = (e;-e,)e,. = A;el. (1.18)
Tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.4 (Ortogonalidad del tensor cambio de base). Las componentes A;; del tensor
cambio de base A satisfacen A;; Ay = 01 y AiAi = 0, 0 en notacion matricial [A]T[A] =
[I] y [A][A]" = [I]. En particular el tensor A es ortogonal.

Demostracion. Insertando (1.18) en (1.17) obtenemos e} = A;Ajve), lo que implica que
A;jAi = 0jj. Similarmente, insertando (1.17) en (1.18) obtenemos A;; Ay = . [ |

Sea ahora v € V un vector arbitrario con las respectivas representaciones [v] = (v, vg, v3)"
y ] = (v, v}, v5)T en los marcos {e;} y {€;}. Sea A el tensor cambio de base de {e;} a
{e’}. Como v; y v} son componentes del mismo vector fisico estan relacionadas mediante A;;.
Para ver esto notamos que por la definicién de componentes se tiene que v = vie; = vie), y
por la definicién de A;;,

/N /
UV =v€; = Ujej = vjAZ-je,-,

lo que implica que v; = A;;v}. Andlogamente, v, = A;v;. En notacién matricial podemos
escribir esto como [v] = [A][v] vy [v] = [A]"[v]. Para tensores de segundo orden es facil
demostrar que

[S] = [A][S]'[A]",  [S] = [A]"[S][A]. (1.19)
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1.1.3.8. Trazas, determinantes y exponenciales. La traza definida para tensores de segundo
orden es una aplicacién tr : V? — R definida por

tr S := tr[S] := [S]u,

donde [S] denota la representacién matricial en cualquier marco. Asi, la traza de un tensor
de segundo orden S es simplemente la traza habitual (suma de los elementos diagonales)
de una representacién matricial [S]. El préximo resultado muestra que esta definicién es
efectivamente independiente del marco de coordenadas.

Lema 1.5 (Invarianza de la traza). Sea S un tensor de sequndo orden con las representacio-
nes [S] y [S] en los respectivos marcos {e;} y {e.}. Entonces tr[S] = tr[S]’, es decir el valor
numérico de la traza es independiente del marco de coordenadas en el cual es calculado.

Demostracion. Sea A el tensor de cambio de base de {e;} a {e}. Entonces en virtud de

(1.19) se tiene que [S] = [A][S]'[A]T o
[Si; = [Al[S]i[Alji
y utilizando el Lema 1.4,
tr[S] = [Sli = [ST[Ali[Ala = [Sldu =[Sl = tx[S]".
|

La funcién determinante para tensores de segundo orden es una aplicacién det : V? — R
definida por

det S = det[S] = €;x[S]i1[S];2[S]ks,

donde [S] denota una representacién matricial en cualquier marco de coordenadas, por lo
tanto el determinante de un tensor de segundo orden S es simplemente el determinante
habitual de la representacién matricial [S]. La expresion explicita en términos del simbolo
de permutacién es una consecuencia de (1.5). El préximo resultado demuestra que esta
definiciéon no depende del marco de coordenadas.

Lema 1.6 (Invarianza del determinante). Sea S un tensor de sequndo orden con las repre-
sentaciones [S] y [S] en los respectivos marcos {e;} y {e.}. Entonces det[S] = det[S]'.

Demostracion. Tarea. [ ]

La cantidad |det S| posee la interpretacion geométrica del volumen del paralelepipedo
definido por los vectores Se;, Se; y Ses. Ademas, un tensor S es invertible si y sélo si
det S # 0. Como det(AB) = (det A)(det B), cada tensor ortogonal @ satisface | det Q| = 1,
y los tensores de rotacion son aquellos tensores ortogonales para los cuales det Q = 1.

La funcion exponencial sobre tensores de segundo orden es una aplicacién exp : V? — V?
definida por

o

exp(8) = lSJ':IJHS‘JF%LS‘QJF---.

=

Se puede demostrar que esta serie converge para cada S € V? y por lo tanto la funcién
exponencial esta bien definida.
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Lema 1.7 (Exponencial de un tensor antisimétrico). Sea W € V?* un tensor antisimétrico ar-
bitrario. Entonces exp(W') € V? es una rotacidn en el sentido de que (exp(W))T exp(W) =
I y det(exp(W)) = 1. Ademds, (exp(W))T = exp(WT).

Demostracion. Tarea. [ ]

1.1.3.9. Valores propios, vectores propios e invariantes principales. Sea S un tensor de se-
gundo orden. Sea e un vector unitario y A un escalar tal que Se = Ae. Entonces A se llama
valor propio y e wvector propio de S. Desde el algebra lineal recordamos que A es un valor
propio si y s6lo si es una raiz del polinomio (ctbico) caracteristico

p(A) = det(S — AI). (1.20)

A calquier valor propio A se asocia uno o varios vectores propios independientes e resolviendo
(en componentes) la ecuacién lineal homogénea

(S — e = 0. (1.21)

Si S es simétrico todas las raices (posiblemente repetidas) de (1.20) son reales (tarea), por
lo tanto en este caso todas las soluciones de la ecuacién homogénea en (1.21) también son
reales. Concluimos que cada tensor simétrico tiene exactamente tres valores propios reales,
y cada valor propio distinto posee uno o mas vectores propios independientes, los que a su
vez son reales.

Lema 1.8 (Valores propios y vectores propios de tensores simétricos).

1.) Los wvalores propios de un tensor simétrico y definido positivo son estrictamente posi-
t1v0s.

2.) Cualquier par de vectores propios correspondientes a dos valores propios de un tensor
simétrico distintos son ortogonales.

Demostracion.

1.) Sea S simétrico y definido positivo, y sea (A, e) un par propio (formado por un valor
propio A y un vector propio e asociado). Entonces, como Se = Ae y e es unitario, se
tiene que 0 < e-Se = Xe-e = \.

2.) Sea S simétrico y sean (\,e) y (w,d) dos pares propios tales que \ # w. Entonces
Se = \e y Sd = wd implican que

de-d=Se-d=e-S'd=e-Sd=uwe-d,
es decir (A —w)e -d = 0. Como \ # w, llegamos a e - d = 0.

La demostracién del siguiente resultado sigue del algebra lineal.

Teorema 1.1 (Descomposicion espectral). Sea S un tensor de sequndo orden simétrico.
Entonces eziste una base ortonormal dextrégira {e;} de V que consiste en vectores propios
de S. Los valores propios correspondientes \; son los mismos (después de posiblemente or-
denarlos) para toda base de este tipo y forman el conjunto completo de valores propios de S.
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La representacion diddica de S en cualquier base de este tipo es
3
S = Z Aie; @ e,
i=1

y la representacion matricial es

A0 0
0 0 As

Los inwvariantes principales de un tensor de segundo orden son los tres escalares definidos
por

L(S) = tr S, 12(5):%((tr5)2—tr(52)), I(S) = det S.

(La siguiente notacién se usa frecuentemente en la literatura: Ig = [,(S), Is = [(S),
s = I3(S).) Para cualquier o € R se tiene para cualquier marco de coordenadas

det(S — al) = —a® + I,(8)a* — L(S)a + I3(S).
Si S es simétrico y A; son los valores propios de S, entonces
L(S) =M+ X+ A3, L(S)=XA+ A3+ A3h,  I3(S) = MAaAs

(demostracién: tarea). Las cantidades [;(S) se llaman invariantes porque sus valores son
independientes de cualquier marco de coordenadas en el cual son calculadas. La propiedad
de invarianza de I e Iy sigue del Lema 1.5, y la invarianza de I3 es una consecuencia del
Lema 1.6.

En lo siguiente utilizaremos el simbolo Zg para denotar el triple (1;(.S), I>(S), I5(.S)).

Teorema 1.2 (Cayley-Hamilton). Cualquier tensor de sequndo orden S satisface
S® —1,(8)8* + I,(S)S — I5(S)I = O.

Demostracion. Tarea. [ ]

1.1.3.10. Descomposiciones especiales.

Lema 1.9 (Raiz cuadrdtica tensorial). Sea C' un tensor simétrico y definido positivo. En-
tonces existe un tensor simétrico y definido positivo inico U tal que U? = C'. En particular,

3
U = Z \/)\_iei ® e;,
i=1

donde {e;} es cualquier marco formado por vectores propios de C y \; > 0 son los valores
propios correspondientes de C. Habitualmente se escribe U = v/ C'.

Demostracion. Tarea. [ ]
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Teorema 1.3 (Descomposicién polar). Sea F un tensor de seqgundo orden con det F' > 0.
Entonces existen las llamadas descomposiciones polares derecha e izquierda de F' dadas,
respectivamente, por

F=RU=VR, (1.22)
donde
U=VF'F, V=+VFF®
son tensores simétricos y definidos positivos y R es una rotacion.

Demostracion. Como det F' > 0, el tensor F' es invertible, luego Fv # 0 para todo v # 0.
Anslogamente, la transpuesta F'' es invertible y FTv # 0 para todo v # 0. En virtud de
estas observaciones concluimos que

v-F'Fv=(Fv) (Fv)>0, v-FF'v=(F'v)-(F'v)>0 paratodov#0

De donde FTF y FF" son definidos positivos y claramente simétricos, por lo tanto se
pueden definir U y V utilizando el Lema 1.9.

Consideraremos ahora el tensor definido por R = FU . Como RU = F y det(RU) =
(det R)(det U), se tiene que

det F
detU’
luego det R > 0 ya que det F' > 0 y det U > 0. Ademss,

R'R=U'F'FU '=U'U*U ' =1,

por lo tanto R efectivamente es una rotacion y la descomposicion polar derecha F = RU
estd demostrada.

Para demostrar la descomposicién polar izquierda F = VR sea Q = V' F. Entonces
en virtud de argumentos similares a los anteriores deducimos que @ también es una rotacion,
luego FF = RU = V Q. Queda por demostrar que Q = R. Para tal efecto sea S el tensor
simétrico y definido positivo dado por S = QTV Q, entonces RU = QS y R = QSU .
Como R es una rotacién, R™! = R", lo que implica que 8% = U? = F'F. Desde la
unicidad del tensor raiz cuadratica deducimos que S = U, luego R = @, lo que concluye la
demostracion de (1.22). |

det R =

1.1.3.11. Producto escalar de tensores de seqgundo orden. Analogamente al producto escalar
para vectores se define un producto escalar (interior) para tensores de segundo orden por

S:D=tr(S"D). (1.23)

In cualquier marco la base diddica {e; ® e;} para V? definida en la Seccién 1.1.3.4 es efecti-
vamente ortonormal con respecto al producto escalar definido por (1.23).

Lema 1.10 (Producto escalar tensorial). Sea {e;} un marco de coordenadas y sean S =
Sijei®e; y D = D,;je; ®e; tensores de sequndo orden. Entonces S : D = S;;D;;. Ademds,
si S es simétrico, entonces S : D = S : sym(D) = sym(S) : sym(D).

Demostracion. Tarea. [ ]
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1.1.4. Tensores de cuarto orden. La descripcién del comportamiento de cuerpos mate-
riales requiere del concepto de transformaciones lineales entre tensores de sequndo orden.
Por ejemplo la relacién entre la tension y el estiramiento en un cuerpo material a veces es
modelada mediante una de estas transformaciones. Las transformaciones lineales entre ten-
sores de segundo orden dan origen al concepto de tensores de cuarto orden. Veremos que un
tensor de cuarto orden sera descrito por 81 componentes en cualquier marco de coordenadas
Cartesiano para E3.

1.1.4.1. Definicion de un tensor de cuarto orden. Un tensor de cuarto orden C sobre el
espacio vectorial V es una aplicacién C : V2 — V? que es lineal en el sentido de

(i) C(S+T)=CS + CT para todo S, T € V?,

(ii) C(aT) = aCT para todo a € Ry T € V2.
Se denota el conjunto de todos los tensores de cuarto orden sobre V por el stmbolo V*. Se
define el tensor nulo de cuarto orden O por la propiedad OT = O para todo T € V?; ademés

definimos el tensor identidad de cuarto orden | por IT = T para todo T € V?. Ademads,
C € V' y D € V* se dicen iguales si CT = DT para todo T € V2.

Ejemplo 1.5. Para cualquier tensor A € V? la aplicacién C : V? — V? dada por C(T') =
AT define un tensor de cuarto orden. Para ver esto hay que verificar las dos propiedades
mencionadas arriba, pero de acuerdo al algebra de tensores de segundo orden,

C(aS + AT) = A(aS + AT) = 0 AS + BAT = aC(S) + C(T)
para todo o, B€E Ry S, T € V2 ]

1.1.4.2. Algebm de tensores de cuarto orden. Sea V* el conjunto de tensores de cuarto orden,
entonces V* posee la estructura de un espacio vectorial real porque C + D € V* para todo
C,D € V*y aC € V* para todo a € Ry C € V% Ademds podemos componer tensores de
cuarto orden en el sentido de CD € V* para todo C,D € V*. Similarmente a lo presentado
en la Seccién 1.1.3.2 definimos la suma C + D mediante la relaciéon (C + D)T' = CT + DT
para todo T € V?, y la composicién CD mediante (CD)T = C(DT') para todo T' € V2. Una
definicion similar es valida para aC.

1.1.4.3. Representacion en un marco de coordenadas. Las componentes de un tensor de cuar-
to orden C en un marco de coordenadas {e;} son los 81 nimeros Ci (1 < i,7,k,1 < 3)
definidos por

Cijkl =e;- C(ek &® el)ej.

Es decir, si definimos Sj; como el tensor de segundo orden Sy := C(ex ® €;), entonces
Cijir = €;- Se;. Estas componentes describen completamente la tranformaciéon C : V? V2,
Efectivamente, si U = Uj;e; ® e; y T = T} e, ® e; son tensores relacionados por U = C(T'),
por linealidad tenemos
Uj=¢e -Uej=¢€e;-C(T)ej=e; - C(Tye,®e)e; =e; - Cley @ e)e;jTy
= Cijpi T,
es decir las componentes de C son los coeficientes en la relacion lineal entre las componentes

deU y T.

(1.24)
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Ejemplo 1.6. Sea A € V? dado, y sea el tensor de cuarto orden C definido por C(T') = AT.
Entonces las componentes de C son

Cijri = €; - Ale, ® ez)ej =e; - Aeydy = Airlyj.
|

Alternativamente podemos calcular las componentes C;;i; utilizando el producto escalar
para dos tensores de segundo orden, es decir como

Ciju = (e; ®e;) : Cle, ® €). (1.25)
Para ver esto, sea Sy = C(e; ® €;); notamos que
Cler®@e) = Sn = (e Suejle; ® e; = Cyjne; @ e;.
Asi,
(em ®e,):Cler®e) =Cinlen®e,): (e ®e;) = Ciikidmion; = Crnnki,
lo cual concluye la demostracién de (1.25).

1.1.4.4. Productos diddicos de cuarto orden y bases. El producto diddico de cuatro vectores
a, b, cyd es el tensor de cuarto orden a ® b ® ¢ ® d definido por

(a®@b®c®d)T = (c-Td)a®b para todo T € V.

Para cualquier marco de coordenadas {e;} los 81 productos diddicos {e; ® e; ® e, ® e}
forman una base de V*. En particular, cada C € V* puede ser representado tinicamente como

C=Cjne®e; Qe e, (1.26)

donde C;ji; = e;-C(e,®e;)e;. Para ver que la representacién (1.26) es correcta consideramos
la expresion U = CT', donde U = Ujje; ® e; y T =T e, @ e;. Luego

U=CT = (Cjue;®e; e, ®@e)T = Cyjyler-Tee; ® ej = Cijulne ey,

lo que implica U;; = C;jjiTj. Ast (1.26) concuerda con (1.24) y da origen a una representacién
unica de C en términos de sus componentes C;j.

1.1.4.5. Propiedades de simetria. Se dice que un tensor de cuarto orden C € V* es simétrico
0 posee simetria mayor si

A:C(B)=C(A): B paratodo A, B c V>
Se dice que C posee simetria menor a derecha si
A:C(B)=A:C(sym(B)) paratodo A, B €V
y que C posee simetria menor a izquierda si
A :C(B) =sym(A): C(B) paratodo A, B € V*

Lema 1.11 (Simetrias de un tensor de cuarto orden). Si un tensor de cuarto orden C posee
simetria mayor, entonces Cijp = Crij. St C posee simetrias menores a derecha e izquierda,
entonces Cijir = Ciji ¥ Cijm = Cjint, respectivamente.

Demostracion. Tarea. [ ]
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1.1.5. Funciones tensoriales isotrépicas.
Definicién 1.1 (Funcién isotrépica). Una funcion G : V? — V? se llama isotrépica si
QG(A)Q" = G(QAQ") paratodo A € V? y toda rotacién Q.
Similarmente, una funcién g : V?> — R se llama isotrépica si
g(A) = g(QAQ™) para todo A € V? y toda rotacién Q.
La condicién de isotropia impone condiciones severas sobre funciones. El préximo re-

sultado (aqui sin demostracién) demuestra que cualquier funcién isotrépica que mapea el
conjunto de tensores simétricos a si mismo debe tener una forma particularmente simple.

Lema 1.12 (Representacién de funciones tensoriales isotrépicas). Sea G : V* — V? una
funcidn isotrdpica que mapea tensores simétricos a tensores simétricos, es decir G(A) es
simétrico si A es simétrico. Entonces existen funciones ag, o, s : R3S — R tales que

G(A) = ao(Ta)I + 1 (Ta)A + a3(Ta)A® para todo A € V? simétrico.
Entonces, en virtud del Teorema 1.2 existen funciones By, B1, B2 : R? — R tales que

G(A) = Bo(Za) + Bi(Za)A + $2(Za)A™"  para todo A € V? simétrico e invertible.

Este resultado puede ser fortalecido si adicionalmente requerimos que G sea lineal y que
satisfaga G(W') = O para todo W antisimétrico. Este caso serd de importancia particular
para la discusion de modelos lineales de tension en cuerpos sélidos y fluidos.

Lema 1.13 (Tensores de cuarto orden isotrépicos). Sea C : V? — V2 un tensor de cuarto
orden isotropico con las siguientes propiedades:

1.) C(A) € V? es simétrico para todo A € V? simétrico.
2.) C(W) = O para todo W € V? antisimétrico.

Entonces existen escalares p y A tales que

C(A) = \(tr A)T + 2usym(A) para todo A € V2. (1.27)

Demostracion. Como C : V? — V? es una funcién isotrépica y mapea tensores simétricos a
tensores simétricos podemos deducir del Lema 1.12 que existen funciones oy, o1, oo : R — R
tales que

C(H) = ao(Zer)I + oy (T ) H + a(Zgr) H®  para todo H € V? simétrico,

donde recordamos que
1
Ty = (trH, 5((trH)2 — tr(H?)), det H) .

Como C(H) es lineal en H las tinicas posibilidades son
ao(Zg) =cotr H + ¢, a1(Zg) =co, aa(Zg) =0,

donde ¢y, ¢1 y ¢o son constantes escalares. Como C(O) = O se tiene que ¢; = 0. Asi, poniendo
A =c¢oy = ca/2 obtenemos

C(H) = \tr H)I +2uH para todo H € V? simétrico.
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Combinando esto con el hecho de que C(W) = O para todo W antisimétrico obtenemos
(1.27) para A = H. |

1.2. Calculo tensorial

Para describir el comportamiento mecanico de un medio continuo se utilizaran ecalares,
vectores y tensores de segundo orden que en general pueden variar de punto a punto en
un cuerpo material. Como un cuerpo puede ser identificado con un subconjunto del espacio
Euclidiano nos interesan funciones de los tipos ¢ : E3 - R, v : E3 - Vy § : E? — V2.
Ademas, para describir la forma de cuerpos materiales y sus reacciones frente a cambios de
forma estaremos interesados en funciones x : E3 - E? ¢g:V? = Ry G : V? — V2

En la presente Seccién 1.2 estudiaremos varios conceptos para diferentes tipos de funcio-
nes sobre E? y V2. Las ideas importantes que introduciremos son

(i) la derivada o el gradiente, la divergencia, el rotacional o curl, y el Laplaciano para
diferentes tipos de funciones sobre E3,
(ii) los Teoremas de Divergencia, de Stokes y de Localizacién respectivos a integrales sobre
diferentes subconjuntos de E3,
(iii) la derivada de diferentes tipos de funciones sobre V2.

Para todas las definiciones y resultados en esta seccién suponemos (sin mencién explicita)
que las funciones siendo derivadas son suaves en el sentido que todas las derivadas parciales
de todos los 6rdenes existen y son continuas. Tal hipdtesis siempre sera mas restrictiva de lo
que se necesita pero permite una presentaciéon nitida.

1.2.1. Preliminares.

1.2.1.1. Puntos, tensores y representaciones. Se supone que un marco de coordenadas fijo y
tinico {e;} haya sido especificado para E?. Bajo esta hipétesis podemos idendificar puntos x €
[E3, vectores v € V y tensores de segundo orden S € V? con sus respectivas representaciones
matriciales; en particular escribiremos

T 0
Tr=1x;€; =< To eR® wv=uve =1{ vy € R3,
T3 U3
S Sz Sis
S = Sijei (24 e; = 521 522 523 S R3%3,
S31 S3z Sas

Asi, E® y V quedan identificados con R?, y V? queda identificado con R3*3. Cualquier funcién
de un punto « es una funcién de las tres variables reales (21, x9,x3), y cualquier funcién de
un tensor de segundo orden S es una funcién de las nueve variables (Si1, S12, - - ., S33).

1.2.1.2. Normas estandar y simbolos de orden.

Definicién 1.2. Las normas estandar o Euclidianas sobre los espacios E2, V y V? son las
funciones escalares definidas por

|| == V& -z, |v]:=vv-v, |S]:=VS:S
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para todo x € B3, v €V y 8 € V2, respectivamente.

Utilizando estas normas podemos definir limites en los espacios E3, V y V? y la continui-
dad de funciones entre ellos.

Definicién 1.3 (Simbolos O y o). Se considera una funcion f : U — W, donde U y W
denotan cualquier de los espacios E3, V, V? o R.

1.) Si existen constantes C' > 0 y r > 0 tales que
|f(u)| < Clu|" cuando u — 0,

entonces se escribe

f(u)=0(|ul") cuando u — 0. (1.28)
2.) Si existe una constante r > 0 tal que
|f('u;)| — 0 cuando u — 0,
[u|
entonces se escribe
f(uw)=o(Jul") cuando u — 0. (1.29)

Los simbolos O y o se llaman simbolos de orden estdndar.

Los simbolos de orden son una manera de describir el comportamiento de una funcién
f(u) cuando u aproxima cero o cualquier otro valor. El enunciado (1.28) significa que | f(u)|
tiende a cero por lo menos tan rapidamente que |u|”. Por otro lado, (1.29) significa que | f(u)|
tiende a cero mds rapidamente que |u|". Asi, (1.29) implica (1.28), pero lo contrario no es
vélido. Sin embargo para p > r encontramos que f(u) = O(|u|?) implica f(u) = o(|u|").
Para dos funciones f,g : U — W se utiliza la notacion

fu)=g(u)+O(|u]") cuandou — 0
para decir que
fu)—g(u) =O(Ju|") cuando u — 0;

una notacién similar se utiliza para el simbolo o.

1.2.2. Diferenciacion de campos tensoriales. Se utiliza el término campo para referirse
a una funcién definida en una regién del espacio Euclidiano E*. Un campo escalar es una
funcién de la forma ¢ : E3 — R, un campo vectorial es de la forma v : E> — V, y un campo
tensorial de sequndo orden es de la forma S : E3 — V2.

1.2.2.1. Deriwadas y gradientes.

Definicién 1.4. Un campo escalar ¢ : E* — R se dice diferenciable en & € E3 si existe un
vector Vo(x) € V tal que

¢(x + h) = é(x) + Vo(x) - b+ of|h]),
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0 equivalentemente

Vo(x)-a= %(b(w + aa) para todo a € V, (1.30)

a=0

donde o € R. El vector Vo(x) se llama derivada o gradiente de ¢ en .
Si ¢ es diferenciable en @ se puede demostrar que el vector V() es tnico.

Lema 1.14 (Gradiente escalar en coordenadas). Sea {e;} un marco arbitrario. Entonces

Vo(x) = gz (z)ei, (1.31)

donde (x1,x9,x3) son las coordenadas de x en {e;}.

Demostracion. Con un leve abuso de notacién tenemos ¢(x) = ¢(z1, xo, x3). Para cualquier
escalar o y cualquier vector a = aie; obtenemos
o(x + aa) = ¢(x1 + aay, xo + aag, 3 + aag).

Utilizando la Definicién 1.4 y la regla de la cadena obtenemos

Vé(x) - a= %gb(m + aa) ) = g—z(m)al + g—i(m)@ + —(x)as =

a=

d¢
8$7;

lo cual implica (1.31). [ |

(x)e; - arey,

Comentamos que la derivada de un campo escalar ¢ : E> — R es un campo vectorial
V¢ : E* — V. Ademss, a veces escribimos

99
P = Cbz
T
Como se supone que todas las derivadas parciales existen y son continuas podemos aplicar
el Teorema de Taylor para concluir que para h € V pequeno,

d(x + h) = d(x) + gi(a:)hi—k(?(\h\z), (1.32)
o equivalentemente
o(x + h) = ¢(x) + Vo(x) - h + O(|h|?). (1.33)

Asi, en el caso suave, la diferencia entre ¢(x+h) y ¢(x)+ Vo(x)-h es O(|h|?), no solamente
o(|h|) como indicado en la definicién de V().

Definicién 1.5. Un campo vectorial v : E> — V se dice diferenciable en x € E? si existe un
tensor de sequndo orden Vv(x) € V? tal que

v(x + h) = v(z) + Vo(z)h + of|h)),
o equivalentemente

d
Vou(z)a = d—'v(a: + aa) para todo a € V, (1.34)
o

donde a € R. El tensor Vv(x) se llama derivada o gradiente de v en x.

a=0
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Si v es diferenciable en @ se puede demostrar que el tensor Vo(x) necesariamente es
unico. El siguiente resultado genera una caracterizacién explicita de la derivada Vv(x) en
cualquier marco de coordenadas.

Lema 1.15 (Gradiente vectorial en coordenadas). Sea {e;} un marco arbitrario y sea v(x) =
vi(x)e;. Entonces

. an
N 8$]’

donde (x1,x9,x3) son las coordenadas de x en {e;}.

Vv (x)

(z)e; @ e, (1.35)

Demostracion. Escribiendo las componentes v; como funciones de las coordenadas x; obte-
nemos (mediante un leve abuso de notacién) v;(x) = v;(x1, ¥, x3). Para cualquier escalar «
y vector a = apey esto entrega

vi(x + aa) = vi(x + aay, ro + aas, x3 + aas),

luego utilizando la regla de la cadena obtenemos

4@ +aa) =2 O, Ov

—v;(x + aa =

da 0o 071 0o 03
Utilizando este resultado junto con la Definicion 1.5 y propiedades del producto diddico
obtenemos

a’Ui

(@)as = g, (@)ay

(x)a; + (x)ag +

d d )
Vo(x)a = av(a@ + aa) . = @Ui(m + aa) azoei = g—;(w)ajei
— Oui (r)e; ® e; |aey,
3xj J
lo cual implica (1.35). |

Comentamos que la derivada de un campo vectorial v : E3> — V es un campo tensorial
de segundo orden Vo : E* — V2. Ademds, a veces escribimos

ov;
o2,
Como se supone que todas las derivadas parciales existen y son continuas podemos aplicar
el Teorema de Taylor para concluir que para h € V pequeno,
ov;
Oz

= Ui,j~

vi(x + h) = v(x) +

(z)h; + O(|h]?), (1.36)

o equivalentemente, en notacién tensorial,
v(z + h) =v(x) + Vo(x)h + O(|h|?). (1.37)

Asi, en el caso suave, la diferencia entre v(x+ h) y v(z) + Vo(x)h es O(|h|?), no solamente
o(|h|) como indicado en la definicién de Vo(x).

Como identificamos puntos & € E? con sus vectores de posicién £ — o € V relativos a
un origen fijo, cualquier resultado valido para campos vectoriales v : E3 — V también es
vélido para aplicaciones puntuales, es decir para funciones del tipo x : E3 — E3. Asf la
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derivada o el gradiente de una aplicacién puntual x es un campo tensorial de segundo orden
Vx : E3 — V2, donde

_ IXi
n 8xj

Vx(x) (w)e; @ e;.

1.2.2.2. Divergencia.

Definicién 1.6 (Divergencia de un campo vectorial). A cada campo vectorial v : E3 — V
se asocia un campo escalar V -v : E2 — R, dado por V - v := tr Vv, llamado la divergencia
de v.

Lema 1.16 (Divergencia de un campo vectorial en coordenadas). Sea {e;} un marco arbi-
trario y v(x) = v;(x)e;. Entonces
aUZ’
V . = ey iq ,
(V- v)(@) = 5 -(@) = vis(2)

donde (x1,xq,x3) son las coordenadas de x en {e;}.

Demostracion. Este resultado es una consecuencia directa del Lema 1.15 y de la definicién
de la traza. [ |

Para formular leyes de balance para cuerpos materiales sera 1til extender esta definicién
a la divergencia de campos tensoriales de segundo orden. Hay varias extensiones posibles,
pero aqui presentamos una extension que entrega una forma conveniente del Teorema de
Divergencia Tensorial (Teorema 1.4 abajo).

Definicién 1.7 (Divergencia de un campo tensorial). A cada campo tensorial de sequndo
orden S : E3 — V? se asocia un campo vectorial V - S : E3 — V definido por

(V-S)-a=V-(STa) para todo vector a constante,

llamado la divergencia de S.

Teorema 1.4 (Divergencia tensorial en coordenadas). Sea {e;} un marco arbitrario y S(x) =
Sij(x)e; ® ej. Entonces

0Si;
= o, (®)e; = Sij;(x)e;,

donde (x1,xq,x3) son las coordenadas de x en {e;}.

(V- S)(z)

Demostracion. Consideremos un vector arbitrario constante @ = aye, y sea ¢ = S'a.
Entonces g = g;e;, donde g; = 5;;a,. Utilizando la Definicién 1.7 y el Lema 1.16 obtenemos

(V-8)-a=V-q=q;; = Si;a = (5;;€i) - arex,
lo cual implica V - § = §;; je;. [ |

Lema 1.17 (Reglas de producto de gradiente y divergencia). Sean ¢, v y S campos escalares,
vectoriales y tensoriales, respectivamente. Entonces

V(pv) =v@Vé+ Vv, V- (¢8)=¢V-S+8Ve, V-(STv)=(V-S) - v+5:Vo.
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Demostracion. Sea v = v,e; y S = S;je; ® e;. Para demostrar el primer resultado notamos
que ¢v es un campo vectorial y utilizamos el Lema 1.15 para obtener

A (¢ui)
\V4 =
(60) = T
Para demostrar el segundo resultado notamos que ¢S es un campo vectorial de segundo
orden, y utilizando el Teorema 1.4 obtenemos
9(95i5)

V- (¢S) = Wei = (Sij¢7j + ¢S¢j7j)€i = SV¢ + ¢V - S.
J

e;®e; = (vo,;+ ovi e ®e; =vRVo+ pVo.

Para obtener el tercer resultado notamos que STv es un campo tensorial; en particular
STy = Sijvie;. En virtud del Lema 1.16 obtenemos

V- (ST’U) = % = Sij,jvi + Sz‘jvi’j = (V . S) v+ 8 :Vo.
J

1.2.2.3. El rotacional de un campo vectorial.

Definicién 1.8 (Rotacional de un campo vectorial). A cada campo vectorial v : E> — V se
asocia otro campo vectorial V x v : E3 — V definido por

(Vxv)xa=(Vv—Vov)a paratodo vector constante a.
El campo vectorial V x v se llama rotacional o curl de v.

Lema 1.18 (Rotacional vectorial en coordenadas). Sea {e;} un marco arbitrario y sea
v(x) = v;(x)e;. Entonces

(V xv)(x) = gipvik(x)e;, (1.38)
donde (x1,x9,x3) son las coordenadas de x en {e;}. Equivalentemente,
(91)3 87}2 (%1 (91)3 8112 82}1
== -5 — = — — — Jes. 1.39
VX (85(?2 8253) €t <(‘3x3 8:61 €2t 8x1 (‘31:2 €3 ( )

Demostracion. En virtud del Lema 1.3 notamos que V X v es el vector axial asociado al
tensor antisimétrico Vv — Vol. Siw = V x v y T = Vv — Vo', entonces en cualquier
marco tenemos

1 1

wj = §€ijk7—’ik = §€ijk('0i,k — U]m). (140)
Ejecutando la multiplicacién en el lado derecho de (1.40) y utilizando que e;;, = —egj;
obtenemos
1 1
w; = §(€ijkvi,k - 5ijkvk,i> = 5(5ijkvi,k + 5kjivk,i> = EijkVik,

donde la ultima identidad sigue del hecho que ¢ y k£ son indices mudos. Como w = V x v
llegamos a (1.38). El resultado (1.39) sigue si ejecutamos las sumatorias indicadas utilizando
la definicién del simbolo de permutacion. [ |
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1.2.2.4. FEl Laplaciano.

Definicién 1.9 (Laplaciano de un campo escalar y vectorial). A cualquier campo escalar
¢ E3 = R se asocia otro campo escalar A¢ : E> — R definido por

A¢g:=V-(Vg),
y a cualquier campo vectorial v : E3 — V se asocia otro campo vectorial Av : E3 — V
definido por

Av :=V - (Vo).
Los campos A¢ y Av se llaman Laplaciano de ¢ y v, respectivamente.

Lema 1.19 (Laplaciano escalar y vectorial en coordenadas). Sea {e;} un marco arbitrario
yv(x) = v;(x)e;. Entonces

Ap(x) = ¢ii(x), Av(x) = v 5()e;,
donde (x1,x9,x3) son las coordenadas de x en {e;}.

Demostracion. En virtud del Lema 1.14 se sabe que V¢ = ¢ ;e; y utilizando el Lema 1.16
obtenemos Ap =V - (Vo) = (¢;) ; = ¢ 4. Similarmente el Lema 1.15 nos entrega que Vo =
v; je; ® e;, y utilizando el Lema 1.4 obtenemos

Av=V"- (V’U) = (vi’j)’jei = V;,5;€i-

1.2.3. Teoremas integrales.

1.2.3.1. Teorema de Divergencia. En lo siguiente sea B C E3 una regién regular en el si-
guiente sentido:

(i) B consiste en un numero finito de componentes abiertas, disjuntas y acotadas,
(ii) la superficie OB es suave a trozos y a su vez consiste en un nimero finito de compo-
nentes disjuntas,
(iii) cada componente de OB es orientable en el sentido de que claramente posee dos lados
distintos.
El concepto de una regién regular en E? incluye muchos cuerpos de interés en la mecénica,
en particular cuerpos con un numero finito de “hoyos”.
Sea ahora dV un elemento de volumen infinitesimal en B y dA un elemento de superficie
infinitesimal de 0B. Se comunica el siguiente resultado sin demostracion.

Teorema 1.5 (Teorema de Divergencia). Sea B una region reqular en E* con una frontera
suave a trozos OB, y sea v : B — V un campo vectorial arbitrario. Entonces

/ v-ndA—/V-vdV,

0B B

/ (A dA:/’Um dV,
oB B

0 en componentes,
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donde m es el campo vectorial unitario normal exterior de OB. La cantidad que aparece en
el lado izquierdo de esta relacion se llama flujo de v a través de la superficie orientada OB.

El Teorema 1.5 puede ser utilizado para aclarar el significado fisico de la divergencia de
un campo vectorial. Para tal efecto sea y € E3? un punto arbitrario y sea €5 la bola con
centro y, radio 0 y frontera 0€2s. Entonces en virtud del Teorema 1.5 obtenemos

/89 v(®) - n(z)dA = /Q (V- v)(@)dV = /Q (V- v)(y) + O@)) AV
= vol(Qs) (V- v)(y) + O(6)),

lo cual implica que

) 1

Concluimos que cuando § es pequeno, (V-v)(y) denota el flujo de v a través de 0 dividido
por vol(€2s). Si interpretamos v como un campo de velocidad en un fluido, entonces el flujo
de v a través de 0€s es igual a la tasa neta (volumen por tiempo unitario) con la cual el
fluido sale de €s. En este sentido, (V - v)(y) es una medida de la expansién del volumen
en y.

La siguiente generalizacién del Teorema 1.5 a campos tensoriales de segundo orden
serd muy util.

Teorema 1.6 (Teorema de Divergencia Tensorial). Sea B una region reqular en E* con una
frontera suave a trozos OB, y sea S : B — V? un campo tensorial arbitrario. Entonces

/ SndA:/V-SdV, (1.41)
0B B

0 en componentes,

/ Sijnj dA = / SZ'J'J dV,
oB B

donde n es el campo vectorial unitario normal exterior de 0B.

Demostracion. Sea a un vector arbitrario constante. Entonces

a-/ SndA:/ a-SndA:/ (8Ta) -ndA.
0B oB OB

Como S"a es un campo vectorial podemos aplicar el Teorema 1.5 para obtener

/aB(STa)-ndA: / V- (8Ta)dV,

B
y en virtud de la Definicion 1.7,

/BV-(STa)dV:/Ba-(V-S)dV:a-/BV-SdV.

Como a fue elegido arbitrario, concluimos que (1.41) efectivamente es valido. ]
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1.2.3.2. El Teorema de Stokes. En lo siguiente se supone que I' C E? es una superficie
acotada por una curva C' = JI" simple, acotada y suave a trozos. Se supone que la superficie I'
es orientable, acotada y suave a trozos; ademads se supone que la orientaciéon del campo
tangencial unitario t sobre C'y el campo vectorial normal unitario n sobre I' son elegidas de
tal manera que una “persona” que “camina” a lo largo de C en la direccion ¢ con la “cabeza”
en la direcciéon n siempre tiene la superficie I' a su izquierda.

Se comunica el siguiente teorema sin demostracion, donde dA denota un elemento de
superficie en I' infinitesimal, v : E2 — V es un campo vectorial arbitrario, y ds es un
elemento de longitud infinitesimal sobre C'.

Teorema 1.7 (Teorema de Stokes). Sea I' una superficie en E® con una curva de frontera
suave a trozos C = O, y sea v : B> — V un campo vectorial arbitrario. Entonces

/F(Vx'v)-ndA:/C'v-tds, (1.42)

donde m es un campo normal unitario sobre I' y t es un campo tangente unitario sobre C'
orientado tal como se especifica arriba. La cantidad que aparece en el lado derecho de (1.42)
se llama circulacién de v a lo largo de la curva orientada C'.

El Teorema 1.7 puede ser utilizado para aclarar la interpretacion fisica del rotacional de
un campo vectorial. Para tal efecto sea y € E? un punto arbitrario y sea I'; un disco con
centro y, radio d y frontera OI's. Entonces el virtud del Teorema 1.7 se tiene que

/8F o(@) - ta) ds /F (V x v)(@) - n(z)dA /F (V x v)(y) - n(y) + O@F)) dA
= area(I's) ((V x v)(y) - n(y) + O(9)),

lo que implica que

, 1
n(y) - (V xv)(y) = hmﬂ/ans v-tds.

6—0 area(l’

Supongamos que (V X v)(y) # 0 en el punto y bajo consideracion, y sea el disco I's elegido
tal que su vector normal estda dado por

(V xv)(y)
(V xv)(y)|

Entonces para esta seleccién de I's obtenemos

n(y) =

5—0 area(l’

, 1
(V xv)(y)| = hmﬂ/arav-tds,

es decir para valores pequenos de ¢, |(V x v)(y)| es la circulacién de v a lo largo de OT's
divida por el drea de I's, donde I's es un disco del radio § centrado en y con normal n en
la direccién de (V x v)(y). Si interpretamos v como la velocidad de un fluido, entonces
(V x v)(y) puede ser interpretado como dos veces la velocidad angular local del fluido en y.
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1.2.3.3. Teorema de Localizacion.

Teorema 1.8 (Teorema de Localizacién). Sea B C E3 un conjunto abierto y sea ¢ : B — R
una funcion continua. Sea ) un subconjunto abierto arbitrario de B. St

/ ¢(x)dV =0 para todo Q2 C B, (1.43)
0

entonces ¢p(x) = 0 para todo x € B.

Demostracion. Supongamos que existe algin y € B tal que ¢(y) # 0, por ejemplo ¢(y) =
26 > 0. Entonces, por la continuidad de ¢ y como B es abierto, existe una vecindad abierta
Q de y tal que Q C By ¢(x) > 0 para todo « € Q. En tal caso,

/ o(x)dV > dvol(2) > 0,
0

lo que se contradice con (1.43), por lo tanto ¢(x) = 0 para todo x € B. |

El Teorema 1.8 sigue siendo valido si el campo escalar ¢ es remplazado por un campo
vectorial v o un tensor de segundo orden S. En particular el resultado para campos escalares
puede ser aplicado a cada una de las componentes de un vector o un tensor de segundo orden.
Por otro lado, el Teorema 1.8 puede ser generalizado a otro tipo de integrales. Por ejemplo,
si I es un disco abierto y

/ ¢(x)dA =0 para todo subconjunto Q2 C I' abierto,
Q

entonces mediante un argumento similar podemos demostrar que ¢(x) = 0 para todo « € T'.
1.2.4. Funciones de tensores de segundo orden.

1.2.4.1. Funciones escalares de tensores de sequndo orden.

Definicién 1.10. Una funcién ¢ : V* — R se llama diferenciable en A € V? si existe un
tensor de sequndo orden Dy(A) € V2, llamado derivada de v en A, tal que

V(A+ H)=1¢(A)+Dy(A): H +o(|H|),
o equivalentemente,

Dy(A): B = diw(A + aB) para todo B € V2,
o

a=0

Si ) es diferenciable en A se puede demostrar que el tensor Di(A) necesariamente es
unico. La segunda caracterizacion sigue de la primera si ponemos H = aB, dividiendo por «
y tomando el limite a — 0.

Lema 1.20 (Derivada de una funcién escalar en componentes). Sea {e;} un marco arbitrario,
y sean (A1, Aia, ..., Ass) las componentes de A en el marco {e;}. Entonces

_ o
~ 04,

Dy(A) (A)e; ® e;. (1.44)
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Demostracion. Escribiendo v como funcién de las componentes A;; obtenemos (mediante
un leve abuso de notacién) ¢¥(A) = (A1, A1z, ..., Asz). Para cualquier escalar a y tensor
B = Bje, ® e; esto entrega

w(A —|— OéB) = @ZJ(AH —|— OéBll, Ce ,A33 —|— OéB33).
Utilizando la Definicién 1.10 y la regla de la cadena obtenemos

o o
_ A) ...
R Y

o=

Di(A): B = %w(A +aB) (A)

9,
= (&:ﬁ(A)ei ® ej> : Brey ® ey
ij

lo que concluye la demostracién de (1.44). |

Comentamos que la derivada de una funcién escalar ¢ : V2 — R es una funcién tensorial
de segundo orden D7 : V2 — V2. Por otro lado, como se supone que todas las derivadas
parciales existen y son continuas, podemos utilizar el Teorema de Taylor para deducir que
para todo tensor H € V? pequeiio,

R

YA+ H) = 0(4)+

(A)H;; + O(|H?)
o equivalentemente,
V(A+H)=9(A)+Dy(A): H+ O(|H|2)

Asi, en el caso suave la diferencia entre (A + H) y ¢(A) + Dy(A) : H es O(|H|?), y no
solamente o(| H|) como la definicién de Di(A) indica.

Ejemplo 1.7. Consideremos la funcién 1 : V2 — R definida por
1 1

Para calcular Di(A) tomamos la derivada parcial de ¢ con respecto a una componente
general A;;, lo que entrega

o 10A 1 0Ay 0An
oA, A = 550, T 3 Mga, = ga,
Como 0Ay;/0A;; = 0ki0;; obtenemos
0
8/11?4 (A) = 0ki01j A = Aij,
ij
es decir Dy(A) = A;je; @ e; = A. |

Lema 1.21 (Derivada del determinante). Sea 1(S) = det S. Si A es invertible, entonces la
derivada de 1) en A es

Dy(A) = det(A)A™T. (1.45)
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Demostracién. Sea B € V? arbitrario, entonces para A = —1/a se tiene que
V(A + aB) = det(A + aB) = det(«A(A™'B — X)) = det(aA) det(A™'B — XI).

Por la definicién del determinante de «A € V? se tiene que det(aA) = a®det A, y por la
definicién de los invariantes principales del tensor de segundo orden A™'B obtenemos

det(A™'B — \I) = -\ + )’ [,(A™'B) — \L,(A™'B) + I3(A™'B)
= % + %Il(A_lB) + éIQ(A_lB) + I3(A™'B),
es decir
V(A +aB) =det A+ a(det A)[,(A™'B) + o*(det A)[,(A™'B) + o*(det A)I3(A™'B).

Esta expresion y la Definicién 1.10 implican que

Dy(A) : B = (det A)I,(A™'B),
y como I;(A™'B) =tr(A'B) = A™" : B encontramos que

Dy(A): B = (det A)A™" : B.
El resultado deseado (1.45) sigue porque B es arbitrario. ]

Lema 1.22 (Derivada del determinante con respecto al tiempo). Sea S un tensor de sequndo
orden que depende del tiempo, es decir S : R — V2. Entonces

%(det S) = (det S)tr(S7'S) = det(8)S~" : S, (1.46)
donde
. dS  dSj
S = E = dt €; [ ej.

Demostracion. Sea ¢(S) = det S, entonces

d d
&w(s) = &¢<5117 5127 ey 533)'
Aplicando la regla de la cadena obtenemos

00 g dSu L o
0S5y d¢ 0Ss3

Como Di)(S) = det(S)S~" obtenemos

dSs3

Eri Dy(S): S.

(S)

(S)

d
ET/J(S)

C0(8) = det(8)S T 8 = (det §) (S S).
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1.2.4.2. Funciones tensoriales.

Definicién 1.11 (Funcién tensorial diferenciable). Una funcién X : V? — V? se dice di-
ferenciable en A € V? si existe un tensor de cuarto orden DX(A) € V*, llamado derivada
de X en A, tal que

Y(A+ H)=X(A)+DX(A)H + o(|H|)

o equivalentemente

d
DX (A)B = d—E(A + aB) para todo B € V?,
«

a=0

donde o € R.

Si ¥ es diferenciable en A se puede demostrar que el tensor DX(A) necesariamente es
unico. La segunda caracterizacion sigue de la primera si ponemos H = aB, dividiendo por «
y tomando el limite a — 0.

Lema 1.23 (Derivada de una funcién tensorial en componentes). Sea {e;} un marco arbi-
trario y sea 3(A) = ¥;;(A)e; ® e;. Sean (Ai1, A1z, ..., Ass) las componentes de A en el
marco {e;}. Entonces

0%
DX(A)=—2(A)e;®e;Re, Qe (1.47)

0Aw
Demostracion. Escribiendo las componentes ;; como funciones de las componentes A;; obte-
nemos (mediante un leve abuso de notacion) ;;(A) = X;;(A11, Aia, . . ., Asz). Para cualquier

escalar o y tensor B = Byep ® e; esto entrega
EZ](A + CKB) = EZ']'<A11 + CKBll, ce ,Agg + CKng).
Utilizando la regla de la cadena obtenemos

EEU(A + aB) . = oA, D7 (A)Bgz3 = —~

Utilizando este resultado y la Definiciéon 1.11 obtenemos

(A)By + -+

d d 1))
D¥(A)B=—3X(A B =—Y;,(A B ; . =—"2(A)B
(A) ™ (A4« )a:0 o (A +a )azoez@)ej aAm( )Brie; ® e;
0%
= (aAkJZ (z4)€Z X €; R er® 61>B,
lo que concluye la demostracién de (1.47). [ |

Comentamos que la derivada de una funcién tensorial de segundo orden X : V2 — V? es
una funcién tensorial de cuarto orden DX : V2 — V4. Por otro lado, como se supone que
todas las derivadas parciales existen y son continuas, podemos utilizar el Teorema de Taylor
para deducir que para todo tensor H € V? pequeio,

Yi(A+H)=%;(A)+ (A)Hy + O(|H|?)
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o en notacién tensorial,
Y(A+ H)=3%(A)+DX(A)H + O(|HJ?).

Asi, en el caso suave la diferencia entre (A + H) y X(A) + DX(A)H es O(|H|?), y no
solamente o(|H|) como la definiciéon de D¥(A) indica.

Ejemplo 1.8. Consideremos la funcién ¥ : V? — V? definida por £(A) = tr(A)A, o
en componentes, ¥;;(A) = A;mA;;. Entonces las componentes [DX(A)];. de la derivada
DX (A) estdn dadas por

0A,.m 0A,;;
DX(A)|iju = = = 8TMA’L] + AmmaTkl

= 5klAij + Ammézk(sjl

= mkémlAij + Amméikéjl

Para cualquier B € V? se obtiene entonces
DE(A)B = [DE(A)]Z]leklez X ej = (6klAijBkl + Amm&kéﬂBkl)ei X ej
=tr(B)A +tr(A)B.

1.3. Ejercicios

Problema 1.1 (Tarea 1, Curso 2012).

a) Resolver las expresiones (i) 6;;0;;, (i) 6100041

) Resolver las expresiones (i) €;;x€ijk, (1) €ijx02;03%01;-

) Escribir la expresién (a x b) - (¢ x d) sin utilizar el producto vectorial x, y sin indices.

) Demostrar que (a x b) x (c xd) =c¢(d-(a x b)) —d(c-(a xDb)).

e) Sean a, b, ¢ vectores linealmente independientes y v un vector dado por v = aa +
Bb + ve # 0. Demostrar que

b
c
d

B Sijk’l}ibjck

b Y
EpgrApDqCr
y encontrar formulas andlogas para 8y 7.

Problema 1.2 (Tarea 1, Curso 2012).

a) Sea A un tensor de segundo orden simétrico y B un tensor de segundo orden anti-
simétrico. Demsotrar que A : B = 0.

b) Sean A y B tensores de segundo orden y v un vector. Demostrar que (i) v - Av =
v-(symA)v, (ii) A: B =sym(A) : sym(B) + skew(A) : skew(B).

c) Sea Q un tensor de segundo orden e I el tensor identidad. Demostrar que Q es
ortogonal si H = Q — I satisface H + H' + HH"' = O.

d) Sean S y E tensores de segundo orden simétricos tales que S = CE, donde C € V*
posee las componentes

Cijrs = )\(Sijfsrs —+ /L((Sir(sjs + (Sis(sj’r')'
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Demostrar que
1 Atr S
S=\NtrE)I+2uE, E=_—8-— AL
24 20(3\ + 21)
Problema 1.3 (Tarea 1, Curso 2012).
a) Sea A € V? un tensor invertible. Demostrar que
J(Indet A) O(Indet(A™1))
0A 0A
b) Sean A y B constantes. Demostrar que

Otr(ASB")) ¢
g  —A'B
o(tr(ASB*S™))

08

c) Sea S € V? simétrico y definido positivo. Demostrar que

01,(S) I15(S) O15(S)
—— =1, ——=0L(S)I-S
08 © 08 1(5) © 0S8
Problema 1.4 (Tarea 1, Curso 2012).
a) Sea B una regién en E3 con frontera OB y n el vector normal unitario exterior sobre
0B. Sea v un campo vectorial definido en B. Utilizando el teorema de divergencia
para tensores de segundo orden, demostrar que

/Vvdv—/ v ndA.
B oB

b) Sea, ademds, w otro campo vectorial y S un campo tensorial definidos sobre B. De-
mostrar que

=A" =-AT

o(tr(ASTB™))
08

= ATSB + ASB".

— BTA,

— I,(5)8~ .

/ (Sn)@’udA:/((V-S)@v—I—SV'vT)dV,
oB B
/ v-(Sn)dA:/((V-S)-U+S:Vv)dv,
o8B B

/aB(w'")”dA:/((V'w)v+(Vv)w) av.

B
¢) Demostrar que el Teorema de Stokes puede ser escrito como

/C'v-da::/r(nx):VvdA.

d) Supongamos que el campo vectorial v satisface v-n = 0 sobre I'. Utilizando el Teorema
de Stokes demostrar que

/C("XU)'deZ/F(I—n@n):VvdA.
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Problema 1.5 (Certamen 1, Curso 2012). Sea C : V? — V? un tensor de orden 4 definido
por C(A) = tr(A)I + A, y sea la funcién ¢ : V? — R definida por ¢(A) = ;A : C(A).
Demostrar que:

a) A:C(B)=C(A): B para todo A, B € V?,

b) Dy(A) = C(A).

Problema 1.6 (Certamen 1, Curso 2013). Sean {e;} v {é;(t)} dos marcos de coordenadas
en E?, donde el primero el fijo (independiente del tiempo) y el segundo es mévil (dependiente
del tiempo). Ademds, sea Q(t) el tensor cambio de base desde {e;} a {é;(t)} tal que &; = Qe;
(omitiendo los argumentos ¢t por brevedad).
a) Demostrar que la derivada temporal de;/dt, como medida por un observador en el
marco fijo, puede ser expresada como
de;
dt
donde Q(t) es el tensor antisimétrico definido por dQ/dt = QQ o equivalentemente,
Q= (dQ/dt)QT, y w(t) es el vector axial de Q(t).
b) Sean Q;; v Qi las componentes de @ y €2 en el marco fijo. Demostrar que para
cualquier vector v = v;e; = v;e;,

:Qéi:CUXéi,

% = Qji (% - ijvk) : (1.48)
c) Sean
Code o diy,
b= e U= e

El vector v se llama derivada co-rotacional o derivada de Jaumann de v con respecto
a 2. Demostrar que v= v — Qv e interpretar el resultado.



Capitulo 2

Conceptos de masa y fuerza del continuo

En este capitulo introduciremos el concepto de un cuerpo continuo y discutiremos sus
propiedades de masa, y los diferentes tipos de fuerza que pueden actuar sobre él. Veremos
que la discusién de fuerzas internas de un cuerpo continuo nos llevara al concepto de un
campo tensorial de tension—nuestro primer ejemplo de un campo tensorial de segundo orden
en un contexto fisico. Introduciremos las condiciones bésicas necesarias para el equilibrio
mecanico de un cuerpo continuo, luego derivaremos el enunciado correspondiente en términos
de ecuaciones diferenciales.

Las ideas importantes de este capitulo son las siguientes:

(i) el concepto de la densidad de masa, el cual nos permite definir la masa de una parte
arbitraria de un cuerpo,

(ii) el concepto de los campos de fuerza de cuerpo y de superficie, los que nos permiten
definir la fuerza resultante y el momento de torsién sobre una parte arbitraria del
cuerpo,

(iii) el concepto del campo de tensién de Cauchy y su relacién con los campos de fuerza de
superficie, y

(iv) las ecuaciones del equilibrio de un cuerpo.

2.1. Cuerpos continuos

La hipotesis més béasica consiste en que para cualquier cuerpo material, sea un solido,
fluido, o gas, el material involucrado puede ser modelado como continuo; se ignora la na-
turaleza atémica de la materia y se supone que la materia es infinitamente divisible. Esta
hipétesis nos lleva a modelos materiales muy efectivos en escalas de longitud mucho mayores
que el espacio interatémico tipico. Sin embargo para escalas comparables o menores que el
espacio interatomico esta hipdtesis ya no es valida.

La hipotesis del continuo nos permite identificar, en cualquier instante fijo, un cuerpo
material con un subconjunto B C E? del espacio Euclidiano E?. En particular, cualquier
particula material se identifica con un punto € B. El conjunto B se llama configuracion
del cuerpo en E?. A menos que el contrario sea mencionado explicitamente siempre se su-
pondra que B es un cuerpo regular en el sentido de la Seccion 1.2.3.1. Se identifican cuerpos
materiales con subconjuntos abiertos puramente por conveniencia matematica. [gualmente
seria razonable identificar un cuerpo material con la clausura de un tal subconjunto.

De acuerdo a la experiencia fisica, un cuerpo tiende a moverse y en general cambia su
forma bajo el efecto de influencia externa. Asi, en general un cuerpo material dado asume
diversas configuraciones en el transcurso del tiempo. Sin embargo para el propdsito del
analisis en este capitulo nos concentraremos en un instante fijo, y una configuraciéon B tunica.

45
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2.2. Masa

La masa es una propiedad fisica que cuantifica la resistencia a aceleracién. Aqui introdu-
ciremos los conceptos centrales de la densidad de masa para un cuerpo continuo y del centro
de masa.

2.2.1. Densidad de masa. De acuerdo a la hipodtesis del continuo suponemos que el cuerpo
B esta distribuido continuamente sobre la totalidad del volumen, ademads se supone que
cualquier subconjunto de B con volumen positivo posee masa positiva, y que esta masa
tiende a cero cuando el volumen tiende a cero. Para precisar estas ideas denotamos por
mass({2) la masa de un subconjunto abierto 2 C B. Luego suponemos que existe un campo
de densidad de masa por volumen unitario o : B — R tal que

m%agyzlk@»&g

Se supone que o(x) > 0 para todo © € B, y se utiliza dV, para denotar un elemento de
volumen infinitesimal en @ € ). En particular, el volumen de €2 esta dado por

vwmzlfm.

Formalmente el campo de densidad p puede ser definido de acuerdo lo siguiente. Sea € B
un punto arbitrario y sea {25(x) una familia de volumenes tal que vol(Qs(x)) — 0 cuando
d — 0y x € Qs(x) para cada § > 0. Entonces

mass(€s(x))
m————
5—0 vol(Qs(x))
Nuestra hipétesis basica sobre la distribuciéon de masa en un continuo es que este limite

existe y es positivo para cada * € B. Ademas suponemos que este limite es el mismo para
cada familia €25 con las propiedades mencionadas.

o(z) =

2.2.2. Centro de masa. El centro de masa de un subconjunto abierto {2 C B es el punto
1
com — - dV,.
v mass((?) /ng(w) *

El centro de volumen de un subconjunto abierto 2 C B es el punto

1
covV — T 17N de .
¥ mMDLw

Notar que no necesariamente T.om € B 0 oy € B.

2.3. Fuerza

Las interacciones mecanicas entre diferentes partes de un cuerpo o entre un cuerpo y su
entorno se describen por fuerzas. Aqui describiremos dos tipos basicos de fuerzas: fuerzas de
cuerpo, las cuales actian sobre puntos interiores de un cuerpo, y fuerzas superficiales que
actuan sobre superficies internas entre diferentes partes de un cuerpo, y sobre superficies
externas entre el cuerpo y su entorno.
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2.3.1. Fuerza de cuerpo. El término fuerza de cuerpo denomina cualquier fuerza que no
origina en el contacto fisico entre cuerpos. Tal fuerza es el resultado de una accién distante.
Un ejemplo tipico es la fuerza gravitacional. La fuerza de cuerpo, por volumen unitario,
ejecutada por una influencia externa sobre un cuerpo B supuestamente estd dada por una
funcién b : B — V, llamada campo de fuerza de cuerpo sobre B.

Sea ) C B un subconjunto abierto arbitrario de B. Entonces la fuerza resultante sobre 2
debido a un campo de fuerza de cuerpo por volumen unitario esté definida como

rp(Q) = /Q b(x) dV,,

y el momento de torsién resultante en torno a un punto z esté definido por

T(Q) = /Q (x — 2z) x b(x) dV,.

A veces es conveniente introducir un campo de fuerza de cuerpo por masa unitaria definido
por

b(z) = ﬁz}(a;).

En este caso la fuerza resultante es
n(@ = [ ol)ble)ava,
Q

y el momento de torsién resultante en torno a z esta dado por

H(Q) = /Q(a: — z) X (g(w)b(az)) dV,.

Se puede lograr que 7,(€2) = 0 por la seleccion apropiada del punto de referencia z. Por
ejemplo, si b es uniforme (constante), entonces el momento de torsién en torno al centro de
masa .., desaparece. Similarmente, si la fuerza de cuerpo por volumen unitario b es uni-
forme, entonces el momento de torsién 7,(£2) en torno al centro de volumen ., desaparece.

2.3.2. Fuerza de superficie. Se denomina por fuerza de superficie cualquier fuerza que
origina en el contacto fisico entre cuerpos. Si nos referimos a una fuerza de superficie a lo
largo de una superficie imaginaria en el interior de un cuerpo se dice que la fuerza es interna.
Por otro lado, si nos referimos a una fuerza de superficie a lo largo de la superficie que
limita un cuerpo se dice que la fuerza es externa. A grandes rasgos, las fuerzas de superficie
internas son las que aseguran la cohesién de un cuerpo bajo la aplicacién de una carga porque
resisten a la tendencia de una parte del cuerpo de ser arrancada desde otra parte. Por otro
lado, las fuerzas de superficie externas son las fuerzas de contacto aplicadas a un cuerpo por
su entorno.
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F1cura 2.1. Ilustracién del Axioma 2.1 (Postulado de Cauchy).

2.3.2.1. Concepto de un campo de traccion. Sea I una superficie arbitraria orientada en B
con un campo normal unitario n : I' — V. En cada punto € I' la normal unitaria n(x)
define un lado positivo y un lado negativo de I'. La fuerza por area unitaria que ejerce el
material ubicado al lado positivo sobre el material al lado negativo supuestamente esta dada
por una funcién t, : I' — V), la cual se llama traccion o campo de fuerza superficial sobre I'.
Si I' pertenece a la superficie que acota B, siempre se elige n como campo unitario normal
exterior. En este caso t; representa la fuerza por drea unitaria aplicada a la superficie de B
externamente.

La fuerza resultante de un campo de traccién aplicado a una superficie orientada estd dada
por

r.(I) = / ta(@) dA,,

donde dA, representa un elemento de superficie infinitesimal en @ € I'. Similarmente el
momento de torsién con en torno a un punto z debido a un campo de traccién sobre I’
esta dado por

Ts(I') = /F(a: — 2z) X ty(x) dA,.

2.3.2.2. Postulado de Cauchy, Ley de Accion y Reaccion. La teoria de fuerzas de superficie
en la mecanica del medio continuo clasica estd basada en la siguiente hipdtesis, tipicamente
denominada Postulado de Cauchy (Figura 2.1).

Axioma 2.1 (Dependendencia de la tracciéon de la geometria). El campo de traccion t;
sobre una superficie I' en B depende solamente puntualmente del campo normal unitario n.
En particular existe una funcién t : N x B — V, donde N CV denota el conjunto de todos
los vectores unitarios, tal que ti(x) = t(n(x),x). La funcion t se llama funcién traccién
para B.

Asi, el vector traccién t; en un punto & depende solamente de los valores de  y n(x). En
particular, t; no depende del valor de Vn(x), el cual describe la curvatura de la superficie.
Para ilustrar una consecuencia de esto, consideremos una familia de superficies I', I'y v I'3
en B (ver Figura 2.1). Supongamos que un punto x pertenece a todas estas superficies, y
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Ficura 2.2. Ilustracion de la demostracion del Lema 2.1.

que tienen en comun el vector normal unitario m en . En particular, n;(x) = n, donde n;
es el campo normal unitario de I';. Si ¢;, denota el campo de tracciéon de I';, entonces

ty, (iL‘) =1a, (CL‘) =1n, (CL‘)
Como n;(x) = n, el valor comin de estos tres vectores de traccién es t(n, x).
El siguiente resultado demuestra que la funcién traccién satisface una cierta ley de accién

y reaccion. En lo siguiente () denota un subconjunto 2 C B regular y abierto con una
frontera 0f) y el campo normal unitario n.

Lema 2.1 (Ley de Accién y Reaccion). Sea t : N x B — V la funcidn traccion para un
cuerpo B. Sea t(n,x) una funcién continua que para cualquier sucesion de subconjuntos €
cuyos volumenes tienden a cero satisfaga

1
arca (90 /(mt(’fl(m), x)dA, — 0 cuando vol(Q2) — 0. (2.1)
Entonces
t(—n,xz) = —t(n,x) paratodom e Ny x € B. (2.2)

Demostracion. Sean @ € B'y n € N arbitrarios, y sea D C B un disco de radio arbitrario
fijo con centro & y normal n (ver Figura 2.2). Para § > 0 sea Qs C B el cilindro con
centro x, altura 9, eje m, caras en los extremos I'y paralelas a D, y cara lateral I's. Notar
que area(I's) — 0y 't — D cuando § — 0. Sea n el campo normal unitario exterior sobre
0€Qs. Notamos que n(y) = +n es constante sobre I'y. Considerando solamente el segundo
factor en (2.1) obtenemos

i [ t(aty).0) 4, <o
y como 0€)s =T's UI'y UT'_, obtenemos
i ([t ar, + [ tmas, s [ dengan) o @3
T's N _

El primer término desaparece porque t(n(y),y) es una funcién continua, y por lo tanto
acotada, y el hecho de que area(I's) — 0. Como I'y — D el limite (2.3) implica que

[ (tn.9) +tl-n.y)) aa, ~o



50 2. CONCEPTOS DE MASA Y FUERZA DEL CONTINUO

Ficura 2.3. Ilustracion de la demostracion del Teorema 2.1.

Como el radio de D es arbitrario deducimos por una leve generalizacion del Teorema 1.8 que
el integrando debe desaparecer en el centro de D, por lo tanto t(n,x) + t(—n,x) = 0, lo
que concluye la demostracion de (2.2). |

El Lema 2.1 implica que la traccién que el material ubicado en el lado positivo ejerce al
material ubicado en el lado negativo de una superficie orientada, respectivamente, es igual
y opuesta, en cada punto, a la traccion que el material ubicado en el lado negativo ejerce al
material ubicado en el lado positivo.

La condicién (2.1) afirma que la fuerza de superficie resultante, dividida por el area
de superficie, tiende a cero cuando el volumen del cuerpo tiende a cero. Esta condicion es
consistente con el axioma de balance de momento lineal (Axioma 4.2) si suponemos que los
campos de fuerza de cuerpo y de aceleracion son acotados. En nuestro desarrollo siempre
supondremos que esto es asi.

Finalmente comentamos que la demostracién del Lema 2.1 no hace uso completo de (2.1).
En particular la demostracién utiliza solamente el segundo factor de (2.1), lo que implica que
la fuerza resultante tiende a cero cuando el volumen del cuerpo tiende a cero. El Teorema 2.1
abajo hard uso completo de (2.1).

2.3.3. El tensor tension. Utilizando el Lema 2.1 podemos determinar la forma especifica
en la cual la funcién traccién t(n,x) depende de m. El siguiente resultado es tipicamente
referido como Teorema de Cauchy y serda fundamental para el futuro desarrollo.

Teorema 2.1 (Existencia del Tensor Tension). Sea t : N'x B — V la funcion traccion de un
cuerpo B, y supongamos que esta funcion satisface las condiciones del Lema 2.1. Entonces
t(n,z) es lineal enm, es decir para cada © € B existe un tensor de sequndo orden S(x) € V?
tal que

t(n,x) = S(x)n. (2.4)
El campo S : B — V? se llama campo tensién de Cauchy para B.
Demostracion. Sea {e;} un marco arbitrario, & € B un punto arbitrario y se considera

n € N arbitrario tal que n; =n-e; > 0 para cada j. Para § > 0 sea I's C B una regién
triangular con centro &, normal n, longitud maxima de cada lado 9, y cada lado localizado
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en un diferente plano de coordenadas (ver Figura 2.3). Ademds, sea s C B el tetraedro
acotado por I's y los tres planos de coordenadas. En partiuclar, {25 posee tres caras I'; con los
respectivos vectores normales unitarios exteriores e;, una cara I's con la normal exterior n,
y vol(€2s) — 0 cuando 0 — 0. Sea m el campo vectorial normal unitario exterior sobre 02,
donde notamos que n(y) = —e; (constante) sobre I'; y n(y) = n (constante) sobre I's. En
virtud de (2.1) se tiene que

1
Iim —— t(7 dA, =0
550 area(0)s) /395 (n(y), y) Y ’
y como 0€)s =T's Ul Uy, U T,

o -
lim arca(90;) (/F(; t(n,y)dA4y, + ; /Fj t(—e;y) dAy) =0. (2.5)

Como cada I'; puede ser mapeado linealmente a I's con el Jacobiano constante n; > 0, se
tiene que

area(I';) = n; area(L's)

3
area(0$2s) = area(l's) + Z area(I';) = Aarea(['s),

=1

donde A = 14n1+ny+ng es independiente de §. Insertando este resultado en (2.5) obtenemos

1
1, _— — - - A = .
530 area(0;s) /RS (“n’y”z 3 eﬂ’y)”f> ddy =0

Jj=1

En virtud del Teorema del Valor Medio para integrales, y considerando que el integrando
es continuo y I's se contrae al punto «, el limite en el lado izquierdo es el integrando en el
punto x, por lo tanto

t(n,x)+ Zt(—ej, x)n; = 0.

i=1
Utilizando el Lema 2.1 y aplicando el convenio de sumaciéon podemos escribir esto como
t(n,x) =t(e;,z)n; = (t(e;, ) @ e;)n = S(x)n, (2.6)
donde
S(x) =tlej, ) ®e;. (2.7)

Concluimos que para @ arbitrario existe un tensor de segundo orden S(x) tal que t(n,x) =
S(x)n para todo n tal que n - e; > 0.

Este resultado puede ser generalizado a otros vectores unitarios. Por ejemplo, si n satis-
face n - e; < 0, con las demas componentes siendo positivas, podemos introducir un marco
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€3

t(es, x)

€s

t(es, x)
€1 t(e,x)

F1GURA 2.4. Tlustracion de los vectores de traccion sobre los planos de coor-
denadas con las normales e, e; y e3. Estos vectores de traccién pueden ser
interpretados como las fuerzas de superficie (por drea unitaria) de un cubo
infinitesimal centrado en .

nuevo {e’} tal que €] = —ey, e; = e3 y €3 = e,. En este marco el vector n satisface n-e’; > 0
y se pueden aplicar los argumentos anteriores con el resultado

t(n,x) = (t(e),z) ® €))n.

Sin embargo, en virtud de la definicién de {e’} y del Lema 2.1 obtenemos (todavia utilizando
el convenio de sumacion)

t(e;'> iL‘) ® 6; = t(eja d)) ® e;j,

por lo tanto (2.6) sigue siendo vélido para todo n tal que n-e; <0y n-e; >0, j =2,3.
Continuando asi encontramos que t(n, ) = S(x)n paratodon talquen-e; # 0 (j = 1,2, 3).
Como t(n,x) es continuo segin hipdtesis este resultado se extiende a todo n. ]

En lo siguiente denotaremos los campos normales por n(x) en lugar de n(x). Asi, en
virtud del Axioma 2.1 y del Teorema 2.1, el campo de traccién sobre una superficie con la
normal n(x) estd dado por

t(n(z),z) = S(z)n(x).

Si no hay riesgo de confusidn, utilizaremos la abreviatura t(x) = S(x)n, o simplemente
t = Sn. En componentes, en cualquier marco {e;} esta identidad es de la forma ¢; = S;;n;.

Las nueve componentes del tensor tension S(x) pueden ser entendidas como las com-
ponentes de los tres vectores traccién t(e;,x) sobre los planos de coordenadas en z. En
particular, insertando t(e;, ) = t;(e;, x)e; en (2.7) obtenemos S(x) = S;;(x)e; ® e;, donde
Sij(x) = ti(ej,x). Asi los vectores tracciéon sobre los planos de coordenadas con normales
er, k=1,2,3, en x estan dados por

tleg,x) =t;(ex,x)e; = Sip(x)e;, k=1,23,

ver Figura 2.4.
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2.4. Equilibrio

Aqui se formula un axioma que proporciona las condiciones necesarias para que un cuerpo
continuo esté en equilibrio mecanico, es decir esté estacionario en un marco fijo para el espacio
Euclidiano E?. Luego se derivara una forma local en términos de ecuaciones diferenciales.

2.4.1. Preliminares. Consideremos un cuerpo continuo en el espacio Euclidiano E3. Su-
pongamos que en un instante dado el cuerpo esta sin movimiento y que posee la configu-
racién By. Supongamos luego que el cuerpo esta expuesto a un campo de traccién exterior
y un campo de fuerza de cuerpo tal que el cuerpo cambia de forma y queda fijado en una
configuracion B. En esta configuracién se denota el campo de densidad de masa por volumen
unitario por o : B — R, el campo de traccién externo por area unitaria por h : 0B — V| y
el campo de fuerza de cuerpo por masa unitaria como b : B — ). Se supone que o, h y b
son independientes del tiempo.

2.4.2. Condiciones necesarias. Sea () cualquier subconjunto abierto 2 C B y sea t :
0} — V el campo de traccién que actia sobre su superficie, con la orientacion determinada
por el campo normal exterior. (Notar que t = h en el caso especial 2 = B.) La fuerza
resultante debida a las fuerzas de cuerpo y de superficie esta dada por

r(Q) = r,(Q) + r5(092) = /

o(z)b(z) AV, + / t(x) dAy, (2.8)
Q

o0
y el momento de torsion sobre €2 con respecto a un punto z, debido a las mismas fuerzas de
cuerpo y de superficie, es

7(Q) = 75(Q) + To(09) = /

Q(ar: — z) x (o(x)b(x)) AV, +/ (x—2) x t(x)dA,. (2.9)

o9

Las condiciones necesarias para el equilibro, las cuales a su vez son consecuencia de un axioma
més general a ser formulado més adelante (Axioma 4.2), pueden ser formuladas mediante el
siguiente axioma.

Axioma 2.2 (Condiciones de equilibrio). Si un cuerpo en una configuracion B se encuentra
en equilibrio mecdnico, entonces la fuerza resultante y el momento de torsion resultante
en torno a cualquier punto fijo (por ejemplo, el origen) deben desaparecer para cualquier
subconjunto abierto 2 C B, o sea

r(Q) = / o(@)b(x) dV, +/ Ha)dd, =0 YQC B,
Q o0 (2.10)
() = / z x (o(x)b(x)) dV, +/ xxtlx)dd, =0 VQC B.
Q G)
La libertad en la seleccién del punto de referencia para 7(2) es una consecuencia de la
primera parte de (2.10). En particular, si 7(£2) = 0, entonces 7(£2) (como definido en (2.9)))
es independiente de z (Tarea).
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2.4.3. Ecuaciones locales.

Lema 2.2 (Ecuaciones locales de equilibrio). Si el campo tension de Cauchy S es continua-
mente diferenciable, y los campos densidad o y fuerza de cuerpo b son continuos, entonces
las condiciones de equilibrio (2.10) son equivalentes a

(V-8)(x) + o(x)b(x) =0, S"(x)=S(x) paratodox € B, (2.11)
0 en componentes,
Siji(x) + o(x)bi(x) =0, S;j(x) = S;i(x) paratodox € B.

Demostracion. Para demostrar la primera identidad de (2.11) utilizamos la definicién del
campo tensién de Cauchy (Teorema 2.1) para escribir la primera identidad de (2.10) como

/ SndAw+/ obdV, =0,
o0 Q

donde omitimos la dependencia de los integrandos de @, y . denota el vector normal unitario
exterior de 0€). Utilizando el Teorema 1.6 obtenemos

/(V-S—l—gb)dvm:O.
Q

Como esta ecuacién debe ser vélida para cualquier subregiéon 2 C B, y el integrando es
continuo segun hipdtesis, podemos aplicar el Teorema 1.8 para obtener la primera expresién
de (2.11).

Para establecer la segunda expresién de (2.11) utilizamos la definicién del campo tensién
de Cauchy para reescribir la segunda ecuacién de (2.10) como

/ mx(Sn)dAm+/wx(gb)dV$:0,
o9

Q
luego utilizamos el resultado pb = —V - S de la primera ecuacién de (2.11) para reescribir
esto como
/ x x (Sn)dA, — / xx(V-8)dV, =0. (2.12)
o0 Q

Para simplificar (2.12) definimos un campo tensorial R = R;e; ® e, por
Ry = 5ijk:inSkz-

Este campo tensorial satisface Rn = & x (Sn), y permite formular (2.12) como

RndA, — / xx (V-8)dV, =0. (2.13)

o0 Q
Aplicando el Teorema 1.6 al primer término de (2.13) obtenemos
/(V-R—mx (V-8))dV, =0.
Q

Como esta ecuacion debe ser valida para todo subconjunto 2 C B, y el integrando es continuo
segtn hipotesis, podemos aplicar el Teorema 1.8 para obtener

V-R—xx (V-8)=0 paratodox € B,
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es decir, en componentes,

(€ijkxjSki) 1 — €ijkxjSky =0 para todo € B. (2.14)
El lado izquierdo de esta ecuacién puede ser simplificado utilizando que
(5ijkxjskl),l - Eijkl’jskl,l = é‘z'jkxj,zskl + €z‘jk%‘5kl,l - 8z‘jk$j5kz,z = Eijkl“j,lskl = Eijk5jlskl
= €ijkSkj-

Asi, (2.14) se convierte en €Sk = 0, lo que a su vez implica que €;xSk; + €i; S = 0
porque j v k son indices mudos. Utilizando propiedades del simbolo de permutacién podemos
escribir esta tltima identidad como

Eijk(Skj — Sjk) = 0.

Si tomamos (i, j, k) distintos, y permitiendo que i = 1,2, 3, concluimos que Sy; = Sj; para
1 < j,k < 3 para todo « € B, lo cual es el enunciado de la segunda identidad de (2.11).
Las ecuaciones integrales (2.10) pueden ser derivadas simplemente de las ecuaciones lo-
cales (2.11) por una simple integracion de (2.11) sobre un subconjunto abierto 2 C B,y
revertiendo el orden de los argumentos previos. [ |

Mas adelante veremos que la simetria del campo tensiéon de Cauchy es vélida incluso
cuando un cuerpo no esté en equilibrio (ver Capitulo 4).

Algunos textos definen un tensor tensién T como el traspuesto del tensor tensién de
Cauchy S definido aqui: T = ST. Sin embargo, como S es simétrico esta distincién es
irrelevante en la practica.

Comentamos, ademds, que las ecuaciones locales (2.11) no determinan completamente el
campo tensién de Cauchy para un cuerpo en equilibrio. En particular, la primera identidad
de (2.11) es formada por tres ecuaciones diferenciales parciales, a la cual se agregan tres
ecuaciones algebraicas de la segunda ecuacion de (2.11), de las cuales hay que determinar las
nueve componentes de S. La falta de ecuaciones se presentara frecuentamente en los proximos
capitulos. Este problema se resuelve mediante la introduccion de ecuaciones constitutivas,
las cuales describen las propiedades materiales especificas de un cuerpo.

El campo traccién h definido sobre 0B representa la fuerza de superficie, por area uni-
taria, efectuada por el entorno de B. Asi, en virtud del Teorema 2.1 obtenemos Sn = h
para todo € 0B, donde n es el campo normal unitario exterior sobre dB. Esta observacion
genera condiciones de borde para las ecuaciones diferenciales parciales en la primera ecuacion
de (2.11).

Finalmente enfatizamos que para derivar las ecuaciones de equilibrio hemos supuesto la
continuidad de ¢ y b, y la diferenciabilidad continua de S. En la practica la derivacién de
tales propiedades de regularidad para las ecuaciones de campo de la mecanica del medio
continuo es un problema importante. En lo siguiente siempre supondremos (sin mencién
explicita) que los campos bajo consideracién son suficientemente regulares para poder de
leyes integrales a ecuaciones diferenciales mediante el argumento de localizacion.

2.5. Conceptos fundamentales de la tension

Aqui describiremos varios estados de tensién que pueden existir en un punto en un cuerpo
material y definiremos los valores y las direcciones principales de la tensién. Se introduciran
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Ficura 2.5. Ilustracién de tres estados de tensién simples: (a) esférico, (b)
uniaxial y (c) de cizalla pura.

los conceptos de tension normal y de tension de cizalla en un punto de superficie con un vector
normal dado, luego determinaremos tres superficies que exhiben tensiones normal y de cizalla
maximas. También introduciremos la descomposicién de un campo de tension en sus partes
tensor esférico y tensor desviador, y discutiremos la interpretacion fisica correspondiente.

2.5.1. Estados de tensién simples. Cuando el tensor tension S posee una forma parti-
cular en un punto & de un cuerpo continuo frecuentamente se dice que el campo de tensién
se encuentra en un estado particular en el punto . Por ejemplo, si en un punto x el tensor
tension S es de la forma

S =—nl,

donde 7 es un escalar, se dice que en x existe un estado de tension esférico o Euleriano. Para
este estado de tensién la traccién sobre cualquier superficie que posea el vector normal n
en x esta dada por

t=8Sn=—mn,

lo que demuestra que la traccién siempre es normal a la superficie. Por ejemplo si suponemos
que S es constante en una vecindad de x, el campo de traccion sobre la superficie de una
esfera pequena centrada en @ seria normal en cada punto de esta superficie, ver Figura 2.5 (a).

Se dice que el estado de tension es uniazial si existen un vector unitario vy y un escalar o
tales que

S=07®7.

Tal estado se llama tension pura si ¢ > 0, y compresion pura si o < 0. Para un estado
de tensién uniaxial la traccién sobre cualquier superficie con la normal n en un punto x
estd dada por

t=5Sn=(y -n)oy.

Notar que la traccién siempre es paralela a v y desaparece cuando n y -« son ortogonales.
Por ejemplo, si S es constante en una vecindad de x y se considera un ortoedro que tiene
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un eje alineado con 7y, el campo de traccién sobre la superficie del ortoedro sera diferente de
cero solamente sobre las caras con la normal n = +v (ver Figura 2.5 (b)).
Si en un punto x existen un par de vectores unitarios y ortogonales v y 1 tales que

S=1(v@n+n®7v),

se dice que en x existe un estado de tensién de cizalla pura. Para este estado de tension la
traccion sobre cualquier superficie con normal n en @ estd dada por

t=S8n=n-n)ry+(y-n)m.

Notar que t = 77y cuando n = n, y t = 7 cuando n = «. Por ejemplo, si S es constante en
una vecindad de & y se considera un ortoedro que tiene un eje alineado con ~ y otro con n,
el campo de traccion sobre la superficie del ortoedro sera diferente de cero solamente sobre
las caras con la normal n = £+ y n = £n (Figura 2.5 (c)).

Si en un punto x existe un par de vectores unitarios y ortogonales v y m tales que la
representacion matricial de S en la base e; =, e; =Ny e3 =~ X 1 esta dada por

St Sz 0
[S]= |51 S 0],
0 0 O

entonces decimos que en x existe un estado de tension plana. Se puede verificar facilmente
que los casos descritos anteriormente de los estados de tensién uniaxial y de cizalla pura son
casos especiales de un estado de tensién plana.

2.5.2. Tensiones principales, normales y de cizalla. Para un punto  dado en un
cuerpo continuo los valores propios de S se llaman tensiones principales, y los vectores propios
correspondientes se llaman direcciones de tension principales en . Como el tensor tensiéon
es simétrico, existen tres direcciones principales mutuamente ortogonales y tres tensiones
principales en cada punto x (ver Teorema 1.1).

Sea e una direccién principal correspondiente a una tension principal o, entonces el vector
de traccién sobre una superficie con normal e en x esta dado por

t=Se=oe,

por lo tanto el mismo vector de traccién es en la direcciéon e.
Consideremos hora una superficie arbitraria con normal unitaria n en &. Ahora el vector
de traccién puede ser descompuesto como la suma de dos partes: de una traccion normal

t,:=(t-n)n
y de una traccion de cizalla
ts:=t— (t-n)n.

En particular se tiene que t = ¢, + t,. Las cantidades o, = |t,,| y 05 = |t5] se llaman tensidn
normal y tension de cizalla, respectivamente, sobre la superficie con normal n en el punto x.
Si consideramos una superficie con normal n = e, donde e es una direccién principal con
la tensién principal correspondiente o, entonces t, = ce y t; = 0, por lo tanto la tensién
normal sobre una tal superficie es o, = |o| y la tensién de cizalla es cero. En particular la
tension de cizalla sobre una superficie es cero si y solo si nm es una direccién principal.
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2.5.3. Tensiones normales y de cizalla maximas. Para un punto x dado en un cuerpo
continuo se desea saber cuales son las superficies que pasan por @ que exhiben una tensién
normal maxima o una tensién de cizalla maxima. Es decir, queremos saber para qué direccion
normal n en x la tensién normal o, es maxima, y similarmente para qué direcciéon normal
0 €S maxima.

Para tratar este problema denominamos las tensiones principales en  por o; y las direc-
ciones principales correspondientes por e;. Para simplificar la discusiéon suponemos que las
tensiones principales son distintas y ordenadas en el sentido de

o1 > 09 > 03. (2.15)

Si las tensiones principales no son distintas puede ser que no existen direcciones aisladas n
para las cuales o, 0 o asume su valor méximo. Por ejemplo, si 0; = a (i = 1,2, 3) se tiene
que 0, = || y 05 = 0 para todo n, es decir no existe ninguna direccién n destacada para la
cual 0, 0 04 sea maxima. El préoximo resulta demuestra que si las tensiones principales son
distintas como en (2.15), entonces existen pares de direcciones destacadas (n, —n) para los
cuales 0, v 0 asumen valores maximos.

Lema 2.3 (Tensiones normales y de cizalla méximas). Consideremos un punto x en un cuer-
po continuo suponiendo que las tensiones principales son distintas y ordenadas de acuerdo a
(2.15). Entonces:

1.) El valor mdzimo de o, es |oy|, y este valor es asumido para pares n = +ey, donde
k=1 o0k = 3 dependiendo de cual de los valores de k asume el mdzimo en la definicion

|lok| = méx{|o], |os|}.

2.) El valor mdazimo de o4 es |01 — 03|/2, y este valor es asumido para los dos pares

1
n=+—(e +e;), n==+—(e —e3).

V2 V2
Demostracion. Tarea. [ |
2.5.4. Tensores esférico y desviador. En cualquier punto & de un cuerpo continuo el

tensor tension de Cauchy puede ser descompuesto en la suma de dos partes: el tensor tension
esférico

Ss = —pI
y el tensor tension desviador
SD =85 +pI, (216)
donde la cantidad
1
p= -3 tr .S

se llama presion. En particular, § = Sg+ Sp.
El tensor tension esférico es completamente determinado por la presion p. Como

1 1
—p = gtrS: 5(01—1—02—1—03),
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resulta que —p es el promedio aritmético de las tres tensiones principales en un punto x.
Equivalentemente podemos interpretar —p como el promedio de la componente normal de la
traccién t-n, donde el promedio se toma sobre todas las direcciones posibles n en . A grandes
rasgos, la tension esférica es aquella parte de la tension total que tiende a cambiar el volumen
de un cuerpo sin cambiar su forma, por lo tanto una bola esférica de un material uniforme
expuesta a una presion uniforme deberia exhibir un cambio de volumen manteniendo su
forma esférica. Notar que hay un convenio de signo indicando que p > 0 corresponde a una
compresion.

El tensor desviador de la tension es la parte de la tension total que es complementaria
a la tension esférica. En particular, el tensor desviador contiene informacion acerca de la
tensién de cizalla, mientras que el tensor esférico contiene informacién sobre las tensiones
normales. A grandes rasgos el tensor desviador es aquella parte de la tensién total que tiende
a cambiar la forma de un cuerpo pero que causa poco o ningun cambio de volumen.

En virtud de su definicién (2.16) el tensor desviador posee la propiedad de que

tl”SD = 0, (217)

por lo tanto [;(Sp) = 0 (Tarea). Para las invariantes I5(Sp) e I3(Sp) normalmente se utiliza
la siguiente notacion:

JQ(S) = —IQ(SD), J3(S> = [3(5]))

En particular, en virtud de (2.17), de la simetria de Sp y de la definicién de los invariantes
principales se tiene que

1
JQ(S) = _IQ(SD) = §SD . SD, Jg(S) = Ig(SD) = det SD.

Estas invariantes juegan un rol central en la formulacién de las llamadas condiciones de fluen-
cia en teorias que describen la deformacién plastica de materiales isotrépicos para esfuerzos
pequenos.

2.6. Ejercicios

Problema 2.1 (Tarea 2, Curso 2012). Sea un cuerpo con la configuracién B = {x € E? |0 <
x; < 1} sujeto a un campo de fuerza de cuerpo por volumen unitario b = axzez y sea un
campo de traccién sobre su superficie 0B dado por

) x@e(1 — 21)(1 — x2)es  sobre la cara 3 = 0,
“]o sobre las demds caras.

Calcular el valor de la constante o para el cual las fuerzas de cuerpo y de superficie estan
balanceadas, r,(B) + rs(0B) = 0.

Problema 2.2 (Tarea 2, Curso 2012). Se considera un cuerpo B con un campo densidad
de masa o > 0 (constante) bajo la influencia de una fuerza de cuerpo por masa unitaria
b = —4Cx, donde C es un tensor de segundo orden dado (constante). Sea el campo tension
en B de la forma S = o(Cz) ® x.

a) Demostrar que S y b satisfacen la ecuacién de equilibrio local V - S + pb = 0 para el
balance de fuerzas.
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b) (Qué condiciones debe satisfacer C' para que la ecuacién de equilibrio local ST =8
para el balance del momento de torsion esté satisfecha?

Problema 2.3 (Tarea 2, Curso 2012).  Sea el campo de tensién de Cauchy en un cuerpo
B = {x € E?||z;] < 1} uniaxial de la forma
0 0 0
[S]=10 o 0], 00 =const.
0 00

En este caso el campo traccién sobre cualquier plano por B serd constante porque Sy n
son constantes.

a) Se considera la familia de planos I'y que contengan el origen y el eje 1, y cuyo vector
normal unitario sea (0,cos6,sin#)T, § € [0,7/2]. Enconstrar las tensiones normal y
de cizalla o, y os de estos planos como funcion de 6.

b) Demostrar que la tensién normal méaxima estd dada por o, = |o| y que este valor
es asumido en el plano con § = 0. Similarmente, demostrar que la tension de cizalla
méaxima estd dada por og = |0]/2 y que este valor ocurre para § = /4.

Problema 2.4 (Tarea 2, Curso 2012). Las funciones f(S) = |p| y g(S) = v/J, donde p es
la presién y J, es la segunda invariante desviadora asociada al campo tensién de Cauchy S,
son dos medidas de la intensidad de la tension. Determinar las funciones f y g para los
siguientes estados de tensién [S]:

c 0 0 0O 7 0 c 0 0
(a) 0 o 0], (b) 7 0 0}, (o 0 —0 0
0 0 o 0 0 o 0 0 o

La funcién g se llama funcion de fluencia de von Mises.

Problema 2.5 (Certamen 1, Curso 2012). Se considera un cuerpo B = {x € E? : 0 <
x; < 1} con una densidad g > 0 constante sujeto a una fuerza de cuerpo por masa unitaria
[b] = (0,0, —g)T. Sea el campo tensién de Cauchy en B dado por

Ty I3 0
[S] = r3 I 0
0 0 ogzs

a) Demostrar que S y b satisfacen la ecuacién de equilibrio local para el balance de
fuerzas.

b) Identificar el campo traccién que actia sobre cada una de las caras de la superficie 0B.

c¢) Utilizando un célculo directo determinar la fuerza de cuerpo resultante r,(B) y veri-
ficar que r5(0B) +ry(B) = 0. Explicar brevemente cémo este resultado es consistente
con (a).

Problema 2.6 (Certamen 1, Curso 2012). Se considera un cuerpo continuo B sujeto a una

fuerza por volumen unitario b y un campo tracciéon h sobre su superficie. Sea B en equilibrio
y sea S el campo tensién de Cauchy. Se define el tensor tension promedio

~ 1
= dV,.
o vol(B) /BS K
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a) Utilizando las ecuaciones de equilibrio local para B demostrar que

_ 1 .
Si=— /w@dem—i—/ a:®hdAm)
vol(B) < B B

(Teorema de Signorini).

b) Supongamos que b =0 y que la traccion aplicada h es una presién uniforme, es
decir, h = —pn, donde p es una constante y nm es el campo normal unitario exterior
sobre dB. Utilizar el resultado de (a) para demostrar que el tensor tensién promedio
S es esférico, es decir § = —pI.

c¢) Bajo las condiciones de (b), demostrar que el campo tensién uniforme esférico S = —pI
satisface las ecuaciones de equilibrio en B, y las condiciones de frontera Sm = h sobre
OB. (Entonces, en este caso, S(x) = S para todo & € B.

Problema 2.7 (Certamen 1, Curso 2013). Sea el tensor tensién de Cauchy en un punto x
en un cuerpo dado por

2],
0

y sean I' y I dos superficies con los respectivos vectores normales [n] = (0,1/v/2,1/v/2)T y
n'] = (1,0,0)T en x.

a) Hallar las tracciones normal y de cizalla, [t,| y [ts], sobre cada superficie en . En
particular, demostrar que I' no recibe traccion de cizalla en x, mientras que I si la
recibe.

b) Hallar las tensiones principales y direcciones de tensién en @ y verificar que [n] es una
direccién principal.
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Capitulo 3
Cinematica

La cinemdtica es el estudio del movimiento que ignora efectos de masa, esfuerzo y tension;
es el estudio de la geometria del movimiento. En este capitulo estudiaremos la cinemética de
cuerpos continuos, concentrandonos en la cuantificacién de la deformacion y de la velocidad
de deformacién para un cuerpo que cambia su forma en el tiempo. En los capitulos siguientes
se presentaran varios tipos de relaciones constitutivas entre la tensién y la deformacién
que caracterizan diferentes tipos de materiales. Este capitulo proporciona la base para el
razonamiento fisico asociado a estas relaciones. Las ideas importantes de este capitulo son
las siguientes:

(i) el concepto de la deformacién y del mapa de deformacion,
ii) la distincién entre coordenadas materiales y espaciales,
(iii) el concepto de la deformacién y su cuantificacion,
(iv) el concepto del movimiento y de la derivada temporal material,
) el concepto de la velocidad de deformacion y su cuantificacion,
) las formulas del cambio de variables para la integracion sobre coordenadas materiales
y espaciales y
(vii) tipos especiales de deformaciones y movimientos que preservan la forma y/o el volumen
de un cuerpo.

3.1. Configuraciones y deformaciones

En cualquier instante un cuerpo material ocupa un subconjunto abierto B del espa-
cio Euclidano E3. La identificacién de las particulas materiales con puntos de B define la
configuracion del cuerpo en este instante. Normalmente nos referimos al conjunto B co-
mo configuracion considerando la identificacién de particulas con puntos como entendida
implicitamente.

Como deformacion denominamos un cambio de configuracién entre una configuracion
inicial (no deformada) B y una configuracién siguiente (deformada) B’ (ver Figura 3.1).
Por convenio la configuracion B se llama configuracion referencial y la configuracion B’ se
llama, configuracién deformada. Los puntos en B y B’ se denotan por X = (X1, X5, X3)T
y = (x1,72,23)T, respectivamente. Como B y B’ son configuraciones del mismo cuerpo
material, cada particula del cuerpo posee dos conjuntos de coordenadas: un conjunto de
coordenadas materiales X; para su localizacién en B, y un conjunto de coordenadas espaciales
para su localizacién en B’

Normalmente uno se imagina que una deformacién cambia la forma de un cuerpo. Pero
esto no necesariamente es asi. Por ejemplo, la rotacién de una bola sélida alrededor de su
centro es una deformacion que no altera la forma de la bola: sigue ocupando la misma regién

63
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Ficura 3.1. Tlustracion de una deformacién: B denota la configuracién de
referencia, y B’ denota la configuracién deformada. El punto negro en B y
en B’ se refiere a la misma particula material.

espacial, pero sus particulas materiales cambian la ubicacién en el interior de esta regién. Asi,
una deformacién puede efectuarse incluso cuando B = B’. A menudo serd 1til suponer que un
cuerpo material ocupa el espacio completo. En este caso siempre se tiene que B’ = B = E3.

3.2. El mapa de deformacion

La deformaciéon de un cuerpo desde una configuracion B a otra configuraciéin B’ se
describe por una funciéon ¢ : B — B’ que mapea cada punto X € B a un punto & =
p(X) € B’ (ver Figura 3.1). La aplicacién ¢ se llama mapa de deformacion relativo a la
configuracion de referencia B. Asi, el desplazamiento de una particula material desde su
ubicacion inicial X a su ubicacién final x esta dado por

u(X)=¢p(X)-X. (3.1)

La aplicacion v : B — V se llama campo de desplazamiento asociado a ¢.

Hay que imponer ciertas restricciones al mapa ¢ para que éste efectivamente represente
la deformacion de un cuerpo material. En particular se supone que

(i) ¢ : B — B’ es biyectiva, y

(ii) det V(X)) > 0 para todo X € B.
Las deformaciones que satisfacen estas hipétesis se llaman admisibles. La hip6tesis (i) implica
que dos o mas puntos distintos de B no pueden ocupar simultdneamente la misma posicion
en B’. Por otro lado, la hipétesis (ii) implica que las deformaciones deberian preservar la
orientacién de un cuerpo; en particular un cuerpo no puede ser deformado continuamente
hacia su imagen especular.

En el resto de nuestro desarrollo siempre se supone que todas las deformaciones son
admisibles. Ademd&s suponemos que las deformaciones son suaves en el sentido de que las
derivadas parciales de todos los ordenes existen y son continuas. Esta hipdtesis siempre
serd mas que lo necesario pero permite una presentacion nitida.

3.3. Medidas de la deformacién

Se considera una bola abierta €2 del radio @ > 0 centrada en un punto X, € B (ver
Figura 3.2). Bajo una deformacién ¢ el punto X, € B es mapeado a un punto &, =
p(X) € B, y labola Q C B tiene como imagen una regién ' C B’, es decir

Q' ={xecBlr=pX) Xc0},
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Ficura 3.2. Una regién pequena {2 C B es mapeada a una region pequena
' C B'. La diferencia en forma entre 2’ y €2 da origen al concepto de la
deformacion.

o brevemente, Q' = (). Cualquier diferencia relativa en la forma entre ' y  en el limite
a — 0 se llama deformacion en X . Intuitivamente, la deformacion se refiere al estiramiento
local de un cuerpo causado por ¢. El concepto de la deformacién es importante para el
estudio de cuerpos sélidos, y en capitulos futuros veremos diversas generalizaciones de la ley
de Hooke para sélidos elasticos que relacionan la tension a la deformacion.

3.3.1. El gradiente de deformacién F'. Una manera natural de cuantificar la deforma-
cién es mediante el gradiente de deformacion, el cual es un campo tensorial de segundo orden

F : B — V? definido por
F(X) = Vop(X).

El campo F proporciona informacién acerca del comportamiento local de una deformacién .
En particular, para X, € B dado podemos aplicar un desarrollo en serie de Taylor para
obtener

P(X) = p(Xo) + F(X0)(X — Xo) + O(|X — Xof?),
o equivalentemente,
P(X)=c+ F(Xo)X +O(|X — Xo|%), (3:2)
donde
c=¢(Xo) — F(Xo)X,.
Asi, F(X) caracteriza el comportamiento local de (X)) para todos los puntos X en una

vecindad de X.

3.3.2. Interpretacion de F y deformaciones homogéneas. Ahora describiremos de
que manera F' proporciona una medida de la deformacion. Por simplicidad inicialmente
supondremos que la deformacion ¢ es homogénea, es decir que el campo gradiente de defor-
macién F' es constante. En este caso los términos de orden mayor en (3.2) desaparecen y
¢ puede ser escrita como

©(X)=c+ FX. (3.3)

El caso de una deformacion no homogénea sera discutido al final de esta seccion.
Estudiando el caso homogéneo veremos como F' cuantifica las cantidades de estiramiento
y rotaciéon que experimenta un cuerpo al ser deformado desde una configuracién B a otra
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configuracién B’. En virtud de la naturaleza lineal de (3.3) cualquier segmento lineal en B
es mapeado a un segmento lineal correspondiente en B’.

3.3.2.1. Traslaciones y puntos fijos. Una deformacién homogénea ¢ se llama traslacion si
p(X)=X+c

para algin vector ¢ constante. Para una tal deformacion cada punto del cuerpo es trasladado
o desplazado a lo largo del vector ¢, y no hay ningin cambio en la forma o la orientacién del
cuerpo.

Se dice que una deformacién homogénea ¢ posee un punto fijo en' Y si

P(X)=Y + F(X -Y). (3.4)

El punto Y es fijo en el sentido de que (Y ) = Y. Cualquier otro punto X es desplazado
por una cantidad determinada por F'y la posicion relativa de X con respecto a Y. En una
tal deformacién el cuerpo puede cambiar tanto de forma como de orientacion. Tipicamente
se supone que Y € B, aunque esto no necesariamente debe ser asi.

El siguiente resultado demuestra que una deformacion homogénea arbitraria siempre
puede ser expresada como la composicion de una traslacion con una deformacién con un
punto fijo dado.

Lema 3.1 (Descomposicién traslacién-punto fijo). Sea ¢ una deformacion homogénea arbi-
traria con un gradiente de deformacion F constante. Entonces para cualquier punto Y dado
se puede descomponer @ como

p=diog=gody,
donde dy y dy son traslaciones y g es una deformacion homogénea con'Y como punto fijo,
en particular
gX)=Y+F(X-Y).
Demostracion. Tarea. [ |

Como las traslaciones de un cuerpo son faciles de comprender, nos concentraremos en
deformaciones homogéneas que excluyan traslaciones, es decir, en deformaciones del tipo
(3.4) con un punto fijo Y. Demostraremos que (3.4) puede ser comprendida en términos
geométricos simples siempre que se conozca la descomposicion polar de F' (ver Teorema 1.3).

3.3.2.2. Rotaciones y estiramientos. Una deformacion homogénea ¢ se llama rotacion alre-
dedor de un punto fijo Y si

P(X)=Y +Q(X - Y)

para algiun tensor de rotacién Q. Para una tal deformacién se cambia la orientacion del
cuerpo (manteniendo Y fijo), pero no hay ningiin cambio de la forma del cuerpo.
Una deformacién homogénea ¢ se llama estiramiento desde Y si

P(X)=Y +S(X-Y)

para algiun tensor simétrico y definido positivo S. Para una tal deformacién se extiende
el cuerpo en diferentes medidas en direcciones diferentes manteniendo Y fijo, pero no hay
ningin cambio neto en la orientacion del cuerpo.
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Lema 3.2 (Descomposicién estiramiento-rotacién). Sea ¢ una deformacion homogénea ar-
bitraria con un punto fijo Y y el gradiente de deformacion F constante como en (3.4), y
sea FF = RU = V R la descomposicion polar derecha e izquierda de acuerdo al Teorema 1.35.
Entonces se puede descomponer ¢ como

p=Tos =80T,
donde
r=Y+R(X-Y)
es una rotacion alrededor de Y, y
$1=Y+UX-Y), s=Y+V(X-Y)
son estiramientos desde Y .

Demostracion. Tarea. [ ]

3.3.2.3. FExtensiones. Una deformacion homogénea ¢ se llama extension en Y en la direccién
de un vector unitario e si

p(X)=Y+F(X-Y), donde F=I+(\A—1le®e, X>0.

Este tipo de deformacion es un caso especial de la deformacién estiramiento introducida
antes. En el presente caso el cuerpo es extendido por un factor A a lo largo de la direccion
donde el punto Y queda fijo, pero no deformacion en direcciones ortogonales a e; ademas,
no hay ningtin cambio en la orientacién global del cuerpo. Para A = 1 se tiene que F' = I,
es decir (X)) = X, es decir cada punto del cuerpo es fijo y el cuerpo no es cambiado.

Lema 3.3 (Estiramientos como extensiones). Sean s1 y sy los estiramientos definidos en
el Lema 3.2 y sean {\;,u;} y {\i,v;} (i =1,2,3) los pares propios asociados con U y V,
respectivamente. Entonces

31:f1of20.f3 y 82 =hjohyohs,

donde f, es una extension en'Y por \; en la direccion w;, y h; es una extension en'Y por
A en la direccion v;.

Demostracion. Tarea. [ |

Comentamos que los tensores U y V' que aparecen en las descomposiciones polares de F’
poseen los mismos valores propios, pero en general vectores propios diferentes, por lo tanto
los estiramientos s; y 82 dan origen a extensiones por los mismos montos, pero en direcciones
diferentes.

Motivado por el Lema 3.3 llamamos estiramientos principales asociados al gradiente de
deformacién F' a los valores propios \;, y los vectores propios asociados u; y v; se llaman
direcciones principales. Ademas, los tensores U y V' se llaman tensor de estiramiento derecho
e izquierdo, respectivamente.

Si para algin ¢ un estiramiento principal satisface \; = 1, entonces el cuerpo no es exten-
dido a lo largo de la direccién principal correspondiente. Si la direccion principal es derecha o
izquierda depende de si la rotacién r es aplicada primero o por ultimo, respectivamente (ver
Lema 3.2 y el siguiente resumen). Cuando todos los estiramientos principales son unitarios,
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entonces U = V = I. En este caso s1(X) = s2(X) = X y el cuerpo no es extendido en
ninguna direccion.

3.3.2.4. Resumen. Hemos demostrado que para cualquier punto Y dado, una deformacién
homogénea arbitraria puede ser descompuesta como

p=dog=gody,

donde d; y d5 son traslaciones, y g posee un punto fijo en Y. A su vez, la deformacion g
puede ser descompuesta como

g=To8 =80T,

donde 7 es una rotacién alrededor de Y, y s; y s2 son estiramientos desde Y. Estos dos
estiramientos pueden ser descompuestos como

s1=fiof,0f3 v sy=hj;ohyohs,

donde f, y h; son extensiones desde Y a lo largo de las direcciones derechas e izquierdas,
respectivamente. El monto de cada extensién estd determinado por el estiramiento princi-
pal correspondiente. Los estiramientos principales, direcciones principales y la rotaciéon son
determinados completamente por la descomposicién polar del gradiente de deformacion F'.

Los resultados anteriores implican que una deformacién homogénea arbitraria ¢ puede ser
comprendida en varias maneras (equivalentes). Por ejemplo podemos escribir ¢p = syorody, lo
que implica que ¢ puede ser descompuesta en una sucesion de tres operaciones elementales:
una traslacién, seguida por extensiones a lo largo de las direcciones principales derechas,
seguidas por una rotacién. Otras descomposiciones igualmente son posibles.

Los resultados anteriores relativos a descomposiciones homogéneas tambien pueden ser
aplicados a deformaciones generales para los cuales el campo del gradiente de deformacién
no es constante. En particular, la expansién en serie de Taylor en (3.2) demuestra que una
deformacién general es aproximadamente homogénea en una vecindad pequena de cada pun-
to Xo € B. Asi, la descomposicién polar del gradiente de deformacion F'(X ) completamente
determina como el material en una vecindad de X es estirado y rotado. Por lo tanto el gra-
diente de deformacién juega un rol central en el modelamiento de la tensién en diferentes
tipos de cuerpos materiales.

3.3.3. El tensor deformaciéon de Cauchy-Green C. Consideremos una deformacién
general ¢ : B — B’ con un gradiente de deformacién asociado F' = V. Entonces otra
medida de la deformacién esta dada por

C=F"F.

El tensor C : B — V? se llama tensor deformacion de Cauchy-Green (derecho) asociado al
campo de deformacion ¢. Obviamente, el tensor C' es simétrico y definido positivo en cada
punto de B.

Mientras que F' contiene una mezcla de informacion tanto acerca de rotaciones como
de estiramientos, C proporciona informacién solamente acerca de estiramientos. Esta obser-
vacién es una consecuencia de la descomposicién polar derecha F' = RU, la cual implica
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que
C=F'F=U>

Como el tensor de rotacién R, que implicitamente aparece en F', no aparece en C, el tensor C
tipicamente es una medida de la deformacion més tutil que F'.

Comentamos que el tensor de estiramiento derecho U también es independiente de R
y contiene informacién solamente acerca de los estiramientos. Sin embargo introducimos el
tensor C = FTF porque éste frecuentamente es mas facil de calculcar que

U=VF'F.

En particular se evita la computacion de la raiz tensorial.
En virtud del Teorema 1.1, el tensor de estiramiento derecho puede ser escrito como

3
U = Z At @ u,
i=1
donde \; > 0 son los estiramientos principales y u; son las direcciones principales derechas.
Desde la relacién C = U? se deduce que

3
i=1
es decir los valores propios de C son los cuadrados de los estiramientos principales, y los
vectores propios son las direcciones principales derechas. Asi los estiramientos principales y
direcciones pueden ser determinados sin calcular U.
Otra medida del estiramiento relacionado a C' es el tensor deformacion de Cauchy-Green
izquierdo B = FFT. Sin embargo este tensor no se utilizard en nuestro desarrollo.

3.3.4. Interpretaciéon de C. Aqui demostraremos como cambios en la posicién relativa
y la orientacion de puntos en un cuerpo material pueden ser cuantificados por C'. Para tal
efecto consideremos un punto arbitrario X en la configuracion de referencia B, y sea (2 la
bola abierta de radio a > 0 centrada en X . Para dos vectores unitarios e y d se consideran
los puntos Y = X +aey Z = X + ad. Sean x, y y z los puntos correspondientes en €', y
sea ¢ € [0, 7] el d4ngulo entre los vectores v =y —x y w = z — x.

Teorema 3.1 (Relaciones de estiramiento Cauchy-Green). Para cualquier punto X € B y
vectores unitarios e y d sean las cantidades \(e) > 0 y 0(e,d) € [0, 7] definidas por

Ae) :=Ve-Ce, cosbe,d)= ¢ Cd .
Ve-CevVd-Cd
Entonces, cuando oo — 0, se tiene que
ly — | |z — x|
— = A —— — A\(d .

cos ¢ — cosf(e,d). (3.6)
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Ficura 3.3. Interpretacion del tensor de deformaciéon C. Los tres puntos
X,Y vy Z en Q son mapeados a puntos correspondientes x, y y z en (.
Los cambios en la posicion relativa y la orientacién de los puntos pueden ser
cuantificados por C.

Demostracion. Para demostrar el primer resultado de (3.5) notamos primeramente que el
vector v = y — & puede ser escrito como

v=p(Y) — p(X) = o(X +ae) — p(X).
Utilizando una expansién de Taylor alrededor de a@ = 0 obtenemos
v=aF(X)e+ 0(a?), (3.7)
y tomando en cuenta que |v|> = v - vy C = F'F obtenemos
v|* =a’F(X)e- F(X)e + 0(a®) = a’e- C(X)e + O(a?).

Dividiendo por o y notando que |y — x| = |v| y |Y — X| = « llegamos a
ly—zf |
Y X[ =3 =e-C(X)e+ O(a), (3.8)

lo cual implica el primer resultado de (3.5). Para demostrar el segundo resultado de (3.5)
notamos que w = z — x puede ser escrito como

w = @(Z) - p(X) = (X + ad) — p(X).
Utilizando un desarrollo de Taylor (como arriba) se tiene que
w = aF(X)d+ O(c?), (3.9)
lo cual implica
lw|* = a’d - C(X)d + O(a?).

Dividiendo por o? y notando que |z — x| = |w| y |Z — X| = a llegamos a
[z - |wf’
= =d-C(X)d+ O(a), 3.10
SXP T = d-C(X)d O (3.10)
lo cual implica el segundo resultado de (3.5). Para demostrar (3.6) utilizamos la identidad
cos ¢ = v (3.11)
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Desde (3.7) y (3.9) obtenemos
v-w=a’F(X)e F(X)d+0O(a?) =a’e-C(X)d+ O(a?),
lo cual implica que

Tl e C(X)d+O(a). (3.12)

o
Combinando (3.12), (3.10) y (3.8) con (3.11) llegamos al resultado (3.6). u

Comentamos que el resultado anterior demuestra que A(e) es el valor limite de la razén
ly — x|/|Y — X| cuando Y — X a lo largo de una direccién e. Por lo tanto A(e) se llama
estiramiento en la direccion e en X. Esta cantidad es la razon de la longitud deformada
versus la longitud inicial de un segmento lineal infinitesimal el cual antes de la deformacion
estaba alineado con e.

Sea u; una direccion principal derecha en X con el estiramiento principal correspondien-
te \; tal que

Cu; = Mu; (sin sumacion).

Entonces un célculo directo demuestra que A(w;) = \;, lo que proporciona justificacion
adicional para referirnos a \;, i = 1,2, 3 como estiramientos principales.

Un analisis similar a aquel de la Secciéon 2.5.3 demuestra que en cualquier punto X los
extremos de A(e) ocurren cuando e es un vector propio de C' (direccién principal derecha).
Esto implica que los valores extremos de A(e) en un punto estdn dados por los estiramientos
maximo y minimo en este punto.

Finalmente comentamos que el dngulo #(e, d) es el valor limite de ¢ cuando Y — X y
Z — X alo largo de las direcciones e y d. Si denotamos por O(e, d) al angulo entre e y d,
entonces la cantidad

v(e,d) := O(e,d) — 0(e,d)

se llama [a cizalla entre las direcciones e y d en X . Fisicamente la cizalla es el cambio del
angulo entre dos segmentos lineales infinitesimales que antes de la deformacion han estado
alineados con e y d en X. Un andlisis directo demuestra que la cizalla entre dos vectores
propios de C' (direcciones principales derechas) desaparece.

El siguiente resultado demustra que al contrario de F', las componentes de C' explicita-
mente cuantifican el estiramiento y la cizalla causados por una deformacién ¢.

Lema 3.4 (Componentes de C). Sean C;; las componentes de C' en un marco de coordenadas
arbitrario {e;}. Entonces para cada punto X € B se tiene que

Ciui = N (ei), Ci; = Aei)A\(ej)siny(e;, e;) (sin sumacion, i # j).

Ast, las componentes diagonales de C' son los cuadrados de los estiramientos a lo largo de las
direcciones de coordenadas, y las demds componentes son relacionadas con la cizalla entre
los pares de direcciones de coordenadas correspondientes.

Demostracion. Tarea. [ ]
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3.3.5. Deformaciones rigidas. Una deformacién (homogénea) ¢ : B — B’ se llama rigida
si

o(X)=c+QX

para algin vector ¢ y un tensor de rotacién Q. Esta clase de deformaciones incluye las
traslaciones y rotaciones discutidas en la Seccién 3.3.2. Para una deformacién rigida se tiene
que F' = Q, lo que implica que

C(X)=F(X)TF(X)=Q"Q =1 paratodo X € B.

En virtud de los Lemas 3.1 y 3.4, las deformaciones rigidas no producen ningtin estiramiento
de acuerdo a lo medido por C'. En particular, el estiramiento en cada direccién es unitario y
la cizalla entre cualquier par de direcciones es cero en cada punto de B. Efectivamente, de
acuerdo a la demostracién del Lema 3.1 la posicion relativa y la orientacién entre cualquier
seleccion de tres puntos en B no es cambiada por una deformacion rigida. Las deformaciones
rigidas pueden ser caracterizadas completamente en términos del campo tensorial C. En
particular se puede demostrar que una deformacién es rigida si y sélo si C(X) = I para
todo X € B.

3.3.6. El tensor de deformacién infinitesimal E. Consideremos una deformacién ¢ :
B — B’ con el campo de desplazamiento asociado u y el gradiente del desplazamiento V.
Entonces la cantidad

1
E :=sym(Vu) = §(Vu +Vu?)

representa otra medida de la deformacién. El campo tensorial E : B — V2 se llama tensor de
deformacion infinitesimal asociado a ¢. Por definicién, E es simétrico en cada punto de B.

El tensor E es relacionado al gradiente de deformacién F' y al tensor deformacion de
Cauchy-Green C'. En particular la definicién de w (3.1) implica que

Vu=F —1,
es decir
E =sym(F —1I).
Ademas, como C = F'F, concluimos que
1 1
E=Z(C-1I)- 5vuTvu. (3.13)

El tensor E es particularmente 1util para deformaciones pequenas. Una deformacién ¢
se dice pequena si existe un numero 0 < € < 1 tal que |Vu| = O(g), o equivalentemente,
Ou;/0X; = O(e), para todos los puntos X € B. Asf una deformacién es pequefia si la norma
del gradiente de desplazamiento es pequena en todos los puntos del cuerpo. En tal caso (3.13)
implica que

E- %(c C D)+ 0®2). (3.14)
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Notar que si despreciamos los términos O(g?), entonces E es equivalente a C' hasta una
constante multiplicativa y un desplazamiento. El tensor E aparece naturalmente en el estudio
de modelos linealizados de la tension en sélidos elasticos y termoelasticos.

Comentamos que si Vu = O para todo X € B, entonces F' = I para todo X € B,
es decir ¢ es una traslacion. En este sentido, ¢ es una deformacién pequena si difiere sélo
ligeramente de una traslacion pura.

Comentamos ademas que el tensor E esencialmente contiene la misma informacién que C'.
Sin embargo, hay una diferencia importante: E depende linealmente de u, y por lo tanto
de ¢, mientras que C' depende no linealmente de w.

3.3.7. Interpretaciéon de E. En lo siguiente describiremos como E proporciona una me-
dida de la deformacién para una deformacion pequena. En particular se considera una defor-
macién ¢ y se supone que ésta es pequena en el sentido de que du;/0X; = O(e) para todo
X € B,donde 0 < e < 1.

Lema 3.5 (Componentes de E). Sean E;; las componentes de E en un marco de coordenadas
arbitrario {e;}. Despreciando términos O(g?) para cada punto X € B tenemos que

1
Ei;~\e;)—1, E;=~ 5 siny(e;, e;) (sin sumacion, i # j),
donde \(e;) es el estiramiento en la direccion e; y y(e;, e;) denota la cizalla entre las direc-
ciones €; y €;.

Demostracion. Para demostrar el resultado para las componentes diagonales consideremos
primero el caso i = 1. Desde (3.14) deducimos que

Ci = 142E, + 0(?),

y como Ej; = O(¢), las propiedades de la funcién raiz cuadrética entregan que

YV 011 =1+ E11 + 0(62).

Despreciando los términos O(g?) y utilizando el Lema 3.4 obtenemos

Ell ~ \/011 —1= )\(61) — 17

que es el resultado deseado. Los demas casos diagonales son similares.
Para establecer el resultado para las componentes no diagonales consideremos ¢ = 1 y
7 = 2. Entonces el Lema 3.4 implica que

C'12

siny(er, e2) = NN
11 22

Utilizando (3.14) y el hecho de que Ei1, E1p y Eas son O(¢) obtenemos
Cia = 2F5 + 0(52), Cii=1+0(), Cyp=1+0(),

(3.15)

lo cual combinado con (3.15) implica que

siny(er, e2) = 2B + O(£?).
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Despreciando los términos O(g?) concluimos que
L.
Epp &~ 5 sinvy(ey, eq),

lo cual es el resultado deseado. Las demés componentes no diagonales siguen por argumentos
similares. [ |

Tal como demostramos en el Lema 3.1, el estiramiento A(e;) es el valor limite de la razén
ly — «|/|Y — X| cuando Y — X a lo largo de una direccién e;. De esto deducimos que
A(e;) — 1 es el valor limite de la cantidad

y—z| | _ly—z[ Y - X]
Y — X| Y — X|

(3.16)

Asi, para una deformacién pequena el elemento diagonal FE;; (sin sumacién) es aproximada-
mente igual al cambio relativo en longitud de un segmento lineal que antes de la deformacién
ha tenido la direccién e; en X.

Cuando el angulo de cizalla y(e;, e;) es pequefio obtenemos

1. 1
B, ~ ism’y(ei,ej) ~ éy(ei,ej).
Asi para una deformacién pequena los elementos no diagonales E;; son aproximadamente
iguales a la mitad del angulo de cizalla entre dos segmentos lineales infinitesimales que antes
de la deformacién han tenido las direcciones e; y e; en X.

3.3.8. Deformaciones infinitesimalmente rigidas. Una deformacion ¢ se llama infini-
tesimalmente rigida si el campo de desplazamiento asociado u posee la forma

u(X)=c+ WX paratodo X € B,

donde ¢ es algin vector y W un tensor antisimétrico. Equivalentemente, en virtud del
Lema 1.3, el campo de desplazamiento para una deformacién infinitesimalmente rigida puede
ser escrito como

u(X)=c+wx X,

donde w es el vector axial de W. Tal como sugiere el nombre, una deformacién infinite-
simalmente rigida es relacionada a una deformacién rigida pequena. Para una deformacién
infinitesimalmente rigida el vector de desplazamiento esta dado por Vu = W y el tensor de
deformacién infinitesimal es

1
E(X)=symVu(X) = §(W + W' =0 paratodo X € B.

En virtud del Lema 1.6 obtenemos que una deformacién infinitesimalmente rigida no
produce ninguna deformacién en términos de E. En particular, el cambio de longitud de un
segmento lineal a lo largo de cualquier direccién de coordenadas es aproximadamente cero, y
la cizalla entre dos direcciones de coordenadas es aproximadamente cero en cada punto de B.
Las deformaciones infinitesimalmente rigidas pueden ser caracterizadas completamente en
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trayectoria de particula

FicuraA 3.4. Varias configuraciones durante el movimiento de un cuerpo ma-
terial. Se denota por B a la configuracion de referencia en el instante t =0, y
B; denota la configuracién actual en el instante t.

términos de E. En particular, se puede demostrar que una deformacién es infinitesimalmente
rigida si y solo si

E(X)=0 nparatodo X € B.

3.4. Movimientos

La deformacién continua de un cuerpo en el transcurso del tiempo se llama movimiento.
El movimiento de un cuerpo con la configuracion referencial B es descrito por una aplicacién
continua ¢ : B X [0,00) — E?, donde para cada ¢t > 0 fijo la funcién ¢(-,t) = ¢, : B — E? es
una deformacion de B. En cualquier instante ¢ > 0 la aplicacion ¢, mapea la configuracion
referencial B sobre una configuraciéon By = ,(B). La configuracion B, se llama configuracion
actual o configuracion deformada en el instante ¢ (ver Figura 3.4).

Se supone que ¢, es el mapa identidad en el sentido de que ¢,(X) = X para todo
X € B, lo que implica que By = B. Asi, un movimiento representa la deformacién continua
de un cuerpo que empieza en la configuracion B. La hipdtesis de continuidad implica que
durante un movimiento un cuerpo no puede romper en trozos disjuntos, formar hoyos, etc.
Ademas suponemos que para cada t > 0 la deformacién ¢, : B — B; es admisible, por lo
tanto podemos definir una deformacion inversa 1, = ¢; ' : B; — B tal que

X =¢,(x) =¢Y(x,t).
En virtud de propiedades de funciones inversas se tiene para todo t > 0 que
X = 1bt(‘Pt(X)) = ¢(¢(X,t),t) para todo X € B,

y similarmente

z =, (Y,(x)) = @(¢(x,t),t) paratodo x € By.
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En lo siguiente siempre se supone que todos los movimientos ¢ y sus inversas ) son suaves
en el sentido de que las derivadas parciales de todos los ordenes existen y son continuas.

3.4.1. Campos materiales y espaciales. En lo siguiente encontraremos campos definidos
sobre la configuraciéon actual B; cuyos puntos se denominan por . Sin embargo, como
x = p(X,t), cualquier funcién de * € B; también puede ser expresada como una funcién de
X € B. Similarmente encontraremos campos definidos sobre B, cuyos puntos se llaman X.
Como X = ¥ (x,t), cualquier funcién de X € B también puede ser expresada como funcién
de ® € B,. Para poder seguir donde un campo ha sido definido originalmente y como esta
siendo expresado actualmente introducimos las siguientes definiciones.

Como campo material se entiende un campo expresado en términos de los puntos X € B,
por ejemplo Q = Q(X,t). Un campo espacial es un campo expresado en términos de los
puntos & € By; por ejemplo, I' = I'(x,t). A cualquier campo material Q(X,t) se puede
asociar un campo espacial ((x,t) mediante la relaciéon

Qs(x,t) = Q(’:,b(w, t), t).

El campo €) se llama descripcion espacial del campo material §2. Viceversa, a cada campo
espacial I'(x, t) se puede asociar un campo material I';, por medio de la relacién

(X, 1) =T(p(X,1),1),

donde I',, se llama descripcion material del campo espacial T,

3.4.2. Derivadas con respecto a coordenadas. En el siguiente desarrollo habra que
distinguir cuidadosamente entre las coordenadas materiales X = (X1, X5, X3)T que denotan
puntos en B y las coordenadas espaciales & = (1,22, 23)T para puntos en la configuracién
actual B;. Para distinguir las derivadas con respecto a cada uno de estos conjuntos de
derivadas se introduce la siguiente notacion.

Se utiliza el simbolo VX para denotar el gradiente, la divergencia y el rotacional de
campos materiales con respecto a las coordenadas materiales X; para cualquier tiempo fijo
t > 0. Similarmente se utiliza el simbolo V® para denotar el gradiente, la divergencia y el
rotacional de campos espaciales con respecto a las coordenadas x; para cualquier tiempo fijo
t > 0. As{ mismo definimos los Laplacianos AX = VX . (VX) y A® = V® . (V¥).

3.4.3. Derivadas temporales. La derivada temporal total de un campo es la tasa de cam-
bio como medida por un observador que esta rastreando el movimiento de cada particula
en el cuerpo. Es importante recordar que como la configuracion referencial B estd fija las
coordenadas materiales X son fijas. Por otro lado, como la configuracion actual B; cambia
en el tiempo, las coordenadas espaciales  de cada particula cambian en el tiempo. La forma
particular de estos cambios estd dada por el movimiento, ya que & = (X, t). Utilizando un
punto para denotar la derivada temporal total, obtenemos que la derivada temporal total de
un campo material Q(X, ) simplemente estd dada por
. 0

X, 1) = 2 AX 1),
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Por otro lado, como & = ¢(X,t), la derivada temporal total de un campo espacial I'(x, t)
esta dada por

[(x,t) = %F(go(X,t),t) = I'n(X,1)

X=1(ax,t) X=p(a,t)

(3.17)

es decir
P = ().

Comentamos que frecuentemente la derivada temporal total de un campo se llama de-
rivada temporal material, derivada temporal sustancial o derivada temporal convectiva. Esta
cantidad expresa la tasa de cambio de un campo que seria medida si siguieramos cada
particula material en su movimiento por el espacio. Como cada particula es identificada con
coordenadas materiales fijas X, esta derivada es aquella que se calcula con X fijo.

En general se tiene que

I(w,t) # %F(a},t),

es decir la derivada total temporal de un campo espacial es diferente de la derivada temporal
parcial calculada con x fijo. En este caso la derivada temporal parcial no toma en cuenta el

hecho de que las coordenadas espaciales  de un cuerpo cambian durante el tiempo mediante
x=p(X,1).

3.4.4. Campos de velocidad y aceleracion. Sea ¢ : B x [0,00) — E? un movimiento
de un cuerpo continuo y sea X una particula material en la configuracion referencial B. En
cualquier instante ¢ > 0 sea esta particula identificada por @ = (X, t) en la configuraciéon
actual By (ver Figura 3.4). Se denota por V (X, t) la velocidad en el instante ¢ de la particula
material identificada por X € B. Por definicién del movimiento se tiene que

V(X t) = %go(X,t).

Similarmente denotamos por A(X,t) la aceleracion en el tiempo t de la particula material
etiquetada por X € B. Por definicién de este movimiento se tiene que
2

0

Estas definiciones implican que la velocidad y la aceleracién de particulas materiales
naturalmente son campos materiales. Sin embargo frecuentemente se necesitan descripcio-
nes espaciales de estos campos. Se denota por v(x,t) la descripcién espacial del campo de
velocidad material V(X 1), es decir

v(z,t) = Vi(z,t) = (%cp(X,t))‘ , (3.18)

X:’([J(.’.l:,t)

y se denota por a(x,t) la descripcién espacial del campo de aceleraciéon material A(X 1),
asi que

2
afe.t) = A(e.0) = (gae(X.0) .
ot X=op(a.0)
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Notamos que v(x,t) y a(x,t) corresponden a la velocidad y la aceleracion, respectiva-
mente, de la particula material cuyas coordenadas actuales son @ en el instante .

Lema 3.6 (Derivada temporal total). Sea ¢ : B x [0,00) — E? el movimiento de un cuerpo
continuo con el campo de wvelocidad espacial asociado v. Se considera un campo escalar
espacial arbitrario ¢ = ¢(x,t) y un campo vectorial espacial arbitrario w = w(x,t). Entonces
las deriwadas temporales totales de ¢ y w estan dadas por las respectivas expresiones

¢ = %qanngb-v, w = gw—k (VPw)v.

ot
Demostracion. Por definicién de los gradientes de ¢ y w se tiene que
0¢p ow;
V¥ =—e;, Vw=—€e e,
¢ 890, 8ZE]‘ @ /

donde {ey} es cualquier marco fijo. En virtud de la definicién de v (3.18) se tiene que

0
’U(:L', t) }wch(xﬂf) = a90<X7 t)'

Usando la definicién de la derivada temporal total (3.17) obtenemos

(d0)]._ = soleX.0.0)

z=p(X,t)
= (poan)| 4 (o) e
9 d
- _(b(w’t)) "’( ¢(:1:,t)> vi(x, t) e .
<8t z=p(X t) Oz; e (X 1) ‘ =p(X,1)

Expresando este resultado en términos de coordenadas espaciales @ se tiene

. 0 0
oz, t) = ('9_?(33’ t) + a—j(m,t)vi(m,t),

lo cual establece el resultado para ¢. Dado w = w;e; aplicamos este resultado a cada campo
escalar w;(x,t), i = 1,2, 3, para obtener

ow; ow;
(@, t) = (@, t) + a—l"j(m,tm(w,t),
lo que implica el resultado deseado para w. [ |

Este resultado demuestra que si la velocidad espacial v es conocida, la derivada temporal
total de un campo espacial ¢ puede ser calculada sin conocimiento explicito del movimiento ¢
o de su inversa .

Por definicion el campo espacial de aceleracion a satisface a = v, donde v es el campo
de velocidad espacial del movimiento. En virtud del Lema 3.6 obtenemos que

ov
a=—+ (V®v)v.
5 T (V)
Asi, el campo espacial de aceleracion es efectivamente una funcién no lineal de la velocidad
espacial y sus derivadas.
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Finalmente comentamos que algunos textos utilizan la notacién v - V*w en lugar de
(VZw)wv. Sin embargo nosotros siempre utilizaremos (VZw)wv, lo que corresponde al producto
habitual entre el tensor de segundo orden V*w y el vector v.

3.5. Tasa de deformacién y tasa de rotacién

Sea ¢ : B x [0,00) — E? un movimiento de un cuerpo continuo, y sean B; y By las
configuraciones en los instantes t > 0 y ¢’ > t. Ademaés, sea (2 una bola pequena con radio
a > 0 centrada en @ € By, y sea ' la regién correspondiente en By. Cualquier medida
cuantitativa de la tasa de cambio de forma entre ' y € en los limites o — 0y t' — ¢
generalmente se llama tasa de deformacion en  y t. Similarmente cualquier medida de la
tasa de cambio de la orientacién de €2’ con respecto a €2 se llama tasa de rotacion. Notar que
al contrario del concepto de deformacion, los conceptos de tasa de deformacion y tasa de
rotacién son independientes de la configuracion referencial B, por lo tanto estas tasas juegan
un rol importante en el estudio de fluidos.

3.5.1. Tensores tasa de deformacién L y tasa de rotaciéon W. Sea ¢ : B x [0,00) —
E? un movimiento de un cuerpo continuo con un campo espacial de velocidad v. Entonces
una medida de la tasa de deformacion esta dada por el tensor

L :=sym(V*v) = %(mev + (V*0)").

El tensor L; := L(-,t) : By — V? se llama campo tensorial tasa de deformacién asociado
a v. Por definicion L es un campo espacial y es simétrico para todo € B, y todo tiempo t.

A cualquier campo espacial de velocidad v se puede asociar, ademaés, el campo tensorial
definido por

W .= skew(V*v) = %(Vm'v — (V*)").

El tensor W, := W (-,t) : B; — V? se llama campo tensorial tasa de rotacién asociado a v.
Por definiciéon W es un campo espacial y es antisimétrico para todo & € B; y todo tiempo t.

Mientras que L mide la tasa de deformacién o de distorsiéon en un material, W es una
medida de la tasa de rotacion.

3.5.2. Interpretaciéon de L y W. Aplicando argumentos analogos a los usados para el
tensor de deformacién infinitesimal encontramos que los elementos diagonales de L cuan-
tifican la tasa de estiramiento instantanea de segmentos lineales infinitesimales localizados
en € By y alineados con los ejes de coordenadas. Similarmente los elementos no diagona-
les de L cuantifican la tasa instantdnea de cizalla. En particular, si E denota el tensor de
deformacién infinitesimal asociado a la deformacién pequena @ : By — Byys (0 < s < 1),
entonces L es la tasa de cambio de E con respecto a s en s = (0. Equivalentemente, si U
denota el tensor de estiramiento a derecha asociado a ¢, entonces L es la tasa de cambio
de U con respecto a s en s = 0.

El tensor antisimétrico W denota la tasa instantanea de rotacion rigida de un volumen
infinitesimal de material en € B;. En particular, si R denota el tensor de rotacion en la
descomposicion polar del gradiente de deformacion V*@, entonces W es la tasa de cambio
de R con respecto a s en s = 0.
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3.5.3. Vorticidad. Sea ¢ : B x [0,00) — E? un movimiento de un cuerpo continuo con
un campo espacial de velocidad v. Como wvorticidad de un movimiento se define el campo
espacial vectorial

w=V® x .

Efectivamente, en virtud de la Definiciéon 1.8 y del Lema 1.3, w es el vector axial asociado
al tensor antisimétrico 2W. Concluimos que la vorticidad en un punto es una medida de
la tasa de rotacion en este punto. En particular, la discusiéon del Teorema 1.7 implica que
la vorticidad en un punto en un cuerpo material puede ser interpretada como dos veces la
velocidad angular local en este punto.

3.5.4. Movimientos rigidos. Un movimiento ¢ se llama rigido si
p(X,t)=c(t)+ R(t)X

para algun vector ¢, que puede depender del tiempo ¢, y un tensor de rotacién R(t), que
igualmente puede depender de ¢. Para tales movimientos se puede demostrar que el campo
de velocidad espacial puede ser escrito en la forma

v(z,t) = w(t) x (z—c(t)) +et),

donde w(t) es un vector que depende del tiempo llamado wvelocidad espacial angular del
movimiento. Equivalentemente, utilizando el Lema 1.3 podemos escribir

v(z,t) = Q) (x — c(t)) + et), (3.19

)
donde €(t) es el tensor antisimétrico de segundo orden cuyo vector axial es w(t). Desde (3.19)
obtenemos que V®v(x,t) = (t), lo que a su vez implica que L(x,t) = O, W (x,t) = Q(t)
y w(z,t) = 2w(t) para todo t > 0y & € By. Asi, los movimientos rigidos no producen una
tasa de deformacion medida por L, pero si producen una tasa de rotaciéon medida por W
o w.

3.6. Cambio de variables

Sea ¢ : B x [0,00) — E? un movimiento de un cuerpo continuo, y para cualquier tiempo
t > 0 sea ¢, la deformacién que mapea la configuracién referencial B sobre la configuracion
actual B;.

3.6.1. Transformacién de integrales de volumen. En lo siguiente desarrollaremos la
relacion entre un elemento de volumen infinitesimal dV,, en el punto € B, y el elemento
de volumen correspondiente dVx en el punto X € B. Luego utilizaremos esta relacién para
desarrollar una férmula de cambio de variable para integrales de volumen en B; y B.

Notamos primero que un elemento de volumen infinitesimal dVx en un punto X € B
arbitrario puede ser representado en términos de un producto escalar triple. En particular, si
dX, dX sy dX3 son tres vectores infinitesimales que se originan en X, entonces el elemento
de volumen infinitesimal definido por estos vectores esta dado por

dVX = (dX1 X dXQ) dX3
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Los tres vectores infinitesimales d X en X son mapeados mediante la deformacion ¢, a tres
vectores infinitesimales day en * = ¢,(X) en B;. En particular se tiene que

dx, = V¥p(X,1)dX,, = F(X,t)dX,. (3.20)

Los vectores infinitesimales dx; pueden ser utilizados para definir un elemento de volumen
dV, mediante el producto escalar triple:

dVp = (dxy x dag) - das. (3.21)

Notar que en virtud de las propiedades del determinante y del producto escalar triple se
tiene que

(Fu x Fv)- Fw = (det F)u X v - w, (3.22)

para cualquier tensor de segundo orden F'y vectores u, v y w. Insertando (3.20) en (3.21)
y utilizando (3.22) obtenemos

de = (da)l X dZL'Q) . diL‘g = (F(X,t)Xm X F(X,t)ng) . F(X,t)ng
=det F(X,t)(dX; x dX,)-dX3 =det F(X,t)dVx.
Obtenemos entonces la siguiente féormula para el cambio de variables para la transformacion

de integrales de volumen.

Lema 3.7 (Transformacion de integrales de volumen). Sea ¢(x,t) un campo escalar arbitra-
rio sobre By, sea €} un subconjunto arbitrario de By, y sea € el subconjunto correspondiente
de B tal que Q) = ,(£2). Entonces

o(x, ) de:/apm(x,t) det F(X,t)dVx.
Q4 Q

Comentamos que el resultado anterior explica un poco la interpretacion fisica del campo
det F'. En particular, sea {259 una bola del radio § > 0 centrada en un punto X, € B, y
sea (5 = ¢,(£250). Entonces, utilizando el Lema 3.7 y una expansién en serie de Taylor de
det F/(X,t) alrededor de Xy obtenemos

vol(Qy,) = / av, —
Qs Qs.0
— (det F(Xo,1) + O(8)) vol(2s0).

Dividiendo por vol(€250) y tomando el limite cuando ¢ — 0 obtenemos

L vol(Qs4)
det F(X,t) = (1;12% m

det F(X, 1) dVy — / (det F(Xo, ) + O(5)) dVi
Qs.0

Entonces det F'(X,t) representa la razén local del volumen deformado con respecto al vo-
lumen referencial en un punto Xy € B bajo una deformacién ¢,.

El campo definido por J(X,t) = det F(X,t) se llama campo Jacobiano para la defor-
macion ¢,. Es una medida de la deformacién de volumen causada por una deformaciéon ¢,
en un punto X al instante ¢. La deformacién comprime el material en una vecindad de X
siy sélo si J(X,t) < 1 (el volumen disminuye). Similarmente, la deformacién expande el
material (aumenta el volumen) en una vecindad de X siy sélosi J(X,t) > 1.Si J(X,t) =1
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no hay cambio de volumen material en una vecindad de X. En este caso el material cerca
de X es distorsionado de la manera que el volumen es preservado. Por ejemplo el material
puede ser comprimido a lo largo de ciertas direcciones y ser extendido a lo largo de otras.

3.6.2. Diferenciacién de integrales que dependen del tiempo.

Lema 3.8 (Derivada temporal del Jacobiano). Sea ¢ : B x [0,00) — E* un movimiento de
un cuerpo continuo con el campo de velocidad espacial v(x,t) y el gradiente de deformacion
F(X,t). Entonces

£ (AL P(X.0) = det F(X, 077 - 0)(a, )

Demostracion. Utilizando el Lema 1.22 obtenemos que

0 .0
5 (et F(X. 1) = det F(X.)F(X 1) o F(X.1)

= det F(X,t) tr (F(X,t)lgF(X,t)> (3.23)

:D:QO(X,t) ’

ot
0 1
=det F(X,0)tr | |- F(X,0)| F(X,0)7" ).
En virtud de la definiciéon del campo espacial de velocidad v se tiene que

0
’U(mvt>‘ (Xt aSO(X,t)

T=p
0 en componentes,

0
vi(:c, t>|w:cp(X,t) = a@Z(X, t)

Luego analizaremos el término tr({0F /0t} F~') en términos de v. Para tal efecto notamos
que

Ej(Xat): (th)

0 0 0 0 0
5195, 0 = g o) = 5 (@0l

0
- 8_:L,I€Ui(m7 t>|x:<p(X,t)a_ij(pk<X7 t)'

Esto entrega que

0 0
aF(X, t) = a—xkvi(a:, t) ’w:tp(X,t)ij(X’ t),
lo que en notacién tensorial se convierte en
8 €T
EF(X,t) =V U(a:,t)‘wch(xvt)F(X,t).
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Esta expresion implica que

(QF(X,t)> F(X,t)"" = V®u(z,t)|

z=p(Xt)’

ot
luego tomando la traza obtenemos

tr ({%F(X,t)] F(X,t)—l) = tr(v%(m,t))|m:¢(x’t) = (V*. v)(a:,t)|m:¢(x7t).

Insertando esta expresion en (3.23) obtenemos el resultado deseado. ]

El Lema 3.8 demuestra que la derivada temporal del campo Jacobiano depende solamente
del mismo campo Jacobiano y de la divergencia del campo vectorial. Esta observacion es
aprovechada en el siguiente resultado.

Teorema 3.2 (Teorema del Transporte de Reynolds). Sea ¢ : B x [0,00) — E* un mo-
vimiento de un cuerpo continuo con un campo de velocidad v(x,t) asociado. Sea € un
volumen arbitrario en B; con una superficie denotada por 08 y sea m el campo unitario
normal exterior sobre 0. Entonces para cualquier campo espacial escalar ®(x,t) se tiene
que

d .
— ddV, = / (<I> + O(V* . v)) dVy,,
dt (o O
o equivalentemente,
d 0
— ddV, = —odV, + dv-ndA,. (3.24)
dt O Qs at I
Demostracion. Tarea. [ |

Este resultado demuestra que si la velocidad espacial v es conocida, entonces la derivada
temporal de una integral de volumen sobre un subconjunto arbitrario 2, de B, puede ser
calculada sin conocimiento explicito del movimiento ¢ o de su inversa ).

Este teorema se llama Teorema del Transporte debido a la expresion en (3.24). En par-
ticular la tasa del cambio de la integral en ® sobre (2, es igual a la tasa calculada si €
quedara fijo en su posicién actual mas la tasa con la cual ® es transportada a través de la
frontera 0f); mediante la componente normal de la velocidad v - n.

3.6.3. Transformacién de integrales de superficie. Sea I' una superficie en B orientada
por un campo unitario normal N : I' — V| y sea v, = ¢,(I") la superficie correspondiente
en B; con la orientacién correspondiente dada por un campo unitario normal n : v, — V.
Dados un punto X € I' y un elemento de superficie infinitesimal dAx en X queremos saber
como este elemento de superficie se transforma bajo la aplicacién ¢,.

Sea la superficie I' regular en el sentido de que para cualquier punto Z € I, se puede
establecer un sistema de coordenadas de superficie sobre I' cerca de Z. Bajo esta hipotesis
podemos encontrar una regién D C E? y una aplicacién x : D — E3 tal que cualquier punto
X €T cerca de Z puede ser escrito como X = x (&), donde & = (&,&)T € D. En términos
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de las coordenadas & un elemento de superficie infinitesimal orientado en X € I puede ser
definido por

N(X)dAx = 5-x(€) X 5ox(€)d6 dée (3.25)

Bajo la deformacién ¢, las coordenadas de superficie sobre I' cerca de Z se convierten en
coordenadas de superficie sobre ~; cerca de z = ¢,(Z). Asi, cualquier punto x € ~; cerca
de z puede ser escrito como x = ,(x(£)), donde & = (£1,£)T € D. En términos de las
coordenadas superficiales £ un elemento de superficie infinitesimal orientado en 7; en x es
definido por
0 0
n(z)dAz = -, (x(§)) x 5-¢,(x(€))d& d&. (3.26)
73} 3!

Ademas se tiene que

B o . R 9 B 9
a—&sot(x(é)) = a—&sot(x(é))ei = (a—stot(X)) ‘Xx(é) a—&xj(é)ei = Ft(X(E))a_&X(S)>

con una expresion similar valida para dp,(x(£))/0¢,. Utilizando la identidad
Fu x Fv = (det F)F~ " (u x v)

valida para cualquier tensor de segundo orden invertible F'y vectores u y v, podemos escribir
(3.26) como

n(e)ids = (Fi(x(€) 5-x(6)) x (F.(c(©) jox(@) ) dsrde

%
= (4t Py (x() Pule(©) " (5ee(@) % 5@ ) d e

Comparando (3.27) con (3.24) encontramos que

n(z)dA, = (det Fy(X))F(X) "N(X)dAx,

(3.27)

donde & = ¢,(X). Esta relacién nos lleva al siguiente resultado.

Lema 3.9 (Transformacion de integrales de superficie). Sea ¢(x,t) un campo escalar espacial
arbitrario, w(x,t) un campo vectorial espacial arbitrario, y T (x,t) un campo tensorial de se-
gundo orden espacial arbitrario. Sea §) cualquier sub-region de B, y sea By 2O Q = ¢,(Q2). Sea
O la superficie de 2 con el campo vectorial normal exterior N (X), y sea 09 la superficie
de € con el campo normal unitario exterior n(x). Entonces

oz, t)n(x)dA; = (X, )G(X,t)N(X)dAx,
o0, o0

/ w(x,t) n(x)dA, = wn(X,t) - G(X,t)N(X)dAx,
09 o9

T(x,t)n(x)dA, = T.(X,1))G(X,t)N(X)dAx,
a0 o)
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donde G denota un campo material tensorial de sequndo orden definido por

G(X,t) = (det F(X,1))F(X,t)"".

3.7. Movimientos isovolumétricos o isocdricos

Un movimiento ¢ : B x [0,00) — E3 de un cuerpo continuo se llama isovolumétrico o
150C0TICO Si

vol(¢,(€2)) = vol(Q2) para todo t > 0y todo subconjunto Q2 C B.

En particular un movimiento es isocérico si el volumen del cuerpo, y de todas sus partes,
queda constante durante todo el movimiento.

Lema 3.10 (Condiciones para la preservacién del volumen). Sea ¢ : B x [0,00) — E3 un
movimiento de un cuerpo continuo con el campo espacial de velocidad v(x,t) y el gradiente

de deformacion F(X,t). Entonces ¢ es isocorico si y sdlo si det F(X,t) = 1 para todo
X € Byt >0, o equivalentemente, (V* - v)(x,t) = 0 para todo x € By yt > 0.
Demostracion. Tarea. [ |

Los movimientos simples tales como las traslaciones y rotaciones de un cuerpo son isocori-
cos porque no producen distorsién. Sin embargo un movimiento que distorsiona un cuerpo
puede ser isocoérico.

3.8. Ejercicios
Problema 3.1 (Tarea 2, Curso 2012). Sea B = E? y un movimiento = ¢ (X, ) dado por
X1 :etX1+X3, T :XQ, T3 :Xg—tXl.

a) Demostrar que el movimiento inverso esta dado por

T — T3 try + elws
Xi=—F, Xo= Xg=—"7—
T e T T T
b) Verificar que p(¢p(x,t),t) = x y Y(p(X,t),t) = X.
c) Se considera el campo espacial I'(x,t) = z; + t. Determinar la derivada temporal

material I'(x, t).
d) Determinar la derivada temporal parcial Ol'(x,t)/0t y verificar que OI'(x,t)/0t #
[(x,t).
Problema 3.2 (Certamen 1, Curso 2012). Se considera una deformacién ¢ definida en
componentes por

pX1+a
(X)) = ¢X2+b o,
rXs+c
con constantes p, ¢, r, a, b, c.

a) ;Qué restricciones debe satisfacer p, ¢ y r para que ¢ sea una deformacién admisible?
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b) Dado un punto Y arbitrario, determinar las componentes de d, s y 7 tales que ¢ =

rosod, donde d es una traslacién, s es un estiramiento desde Y y r es una rotacién
alrededor de Y.

Problema 3.3 (Certamen 1, Curso 2012). Sea B = E? y el movimiento = ¢ (X, t) definido
por
T, = <1+t)X1, i) :X2+tX3, I3 IXg—tXQ.

Se considera, ademads, el campo espacial ¢(x,t) = tzy + x.

a) Demostrar que det F/(X,t) > 0 para todo t > 0 y determinar las componentes del

movimiento inverso X = ¥ (x,t) para todo ¢t > 0.
b) Determinar las componentes del campo de velocidad espacial v(x,t). '
c¢) Determinar la derivada temporal material de ¢ utilizando la definicién ¢ = (¢p,)s.

d) Determinar la derivada temporal material de ¢ utilizando el Lema 3.6. ;Se obtiene el
mismo resultado que en (c)?

Problema 3.4 (Certamen 1, Curso 2013). Sea el gradiente de deformacién en un punto X
en un cuerpo dado por las componentes

[F] =

OO =
_— N O
N = O

Determinar las componentes del tensor tensién de Cauchy-Green C'y el tensor estiramiento
a derecha U. Pista: C = F'F = U”.



Capitulo 4

Leyes de balance

4.1. Motivacion

Para motivar el contenido de este capitulo consideremos algunas ideas de la mecanica de
sistemas particulados. Para tal efecto consideremos un sistema de N particulas con masas
m; vy posiciones x;. Sera 1til considerar estas particulas como atomos que forman un cuerpo
continuo. Se supone que cada par de particulas distintas (i # j) interactiia con una energia
Uij, la cual se considera simétrica en el sentido de que U;; = Uj;, y se denota la fuerza de
interaccién de la particula j sobre la particula ¢ por
Se supone, ademas, que cada particula esta sujeta a una fuerza ambiental f;" . Por simpli-
cidad se supone que ninguna otra fuerza esté presente en el sistema.

Una descripcion completa del movimiento del sistema particulado estd dada por las si-
guientes ecuaciones (sin convenio de sumacion):

N
i =0, med; = fY 4+ f, i=1,...,N. (4.1)
=

La primera ecuacién afirma que la masa de cada particula es constante. La segunda ecuacién
expresa que cada particula obedece la Sequnda Ley de Newton, es decir la masa de cada

particula multiplicada por su aceleracién iguala la fuerza resultante sobre ella.
Bajo hipdtesis apropiadas sobre las energias de interaccién U;;, las ecuaciones (4.1) pueden
ser utilizadas para derivar leyes de balance de masa, momento lineal, momento de torsion y
energia para cualquier subconjunto del sistema particulado. Para tal efecto se considera un
subconjunto I C {1,..., N}, y sea € la configuracién actual de las particulas indexadas por
i € 1. A la configuracion €, en el instante ¢ > 0 se asocia la masa total M(£2;), el momento

lineal total 1(€2;), el momento angular total j(€2;), la energfa interna total U(€);), y la energia
cinética total K (€);) dados por

M) =3 mi, W)= mads, §(Q) =D @ x (maey),

il i€l i€l 42)
1 . 4.2
U@) =3 Uy K@) =) smilal”
hI€l i€l

i<J
Suponiendo que U;; depende de x; y x; solamente a través de la distancia |x; — ;| y que
las interacciones son simétricas de acuerdo a lo discutido arriba, podemos deducir de (4.1)
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las siguientes ecuaciones:

d
SM(Q) =0, (4.3)
%l(Qt) Z <fenv + Z fmt> : (44)
iel Jé€r1
—J () =) @i x (fe“ +) f‘“t> : (4.5)
el j&I
d env int
7 (U(Q) + K()) ; ;- (f + ; fo ) . (4.6)

Tipicamente las ecuaciones (4.3)—(4.6) son referidas como leyes de balance. Describen cémo
la masa, el momento lineal, el momento angular y la energia de €); pueden ser conservados,
incrementados o disminuidos en dependencia de influencias externas. Por ejemplo, si €2,
corresponde al sistema de particulas entero, es decir I = {1,..., N}, y si suponemos que todas
las fuerzas ambientales son cero, las ecuaciones (4.3)—(4.6) implican que la masa, el momento
lineal, el momento angular y la energia son conservados durante cualquier movimiento. Es
decir, estas cantidades permaneceran constantes.

Las leyes de balance (4.3)—(4.6) forman un punto de partida importante para el mode-
lamiento de cuerpos continuos. Las leyes de balance de masa, momento lineal y momento
angular pueden ser generalizadas a cuerpos continuos de manera muy directa; esencialmente
se remplaza la suma por una integral. La ley de balance de energia igualmente puede ser
generalizada; pero la situacién es un poco mas complicada. El modelamiento continuo no
puede representar los detalles que ocurren en escalas espaciales comparables a, o inferiores
que, las distancias tipicas interatéomicas. En particular, la velocidad en un punto en un cuer-
po continuo debe ser interpretada como la velocidad en promedio de atomos individuales en
la vecindad de este punto.

Las fluctuaciones de las velocidades de los dtomos individuales alrededor del promedio no
son representadas por el campo de velocidad del continuo. Estas fluctuaciones son asociadas
a escalas temporales y espaciales a las que el modelo continuo ya no se aplica. Para considerar
situaciones donde la energia de estas fluctuaciones es significante, es necesario introducir dos
conceptos nuevos al nivel continuo: la temperatura, para medir el tamano de las fluctuaciones
de velocidad, y el calor para medir la energia de estas fluctuaciones. La temperatura y el
calor juegan un rol importante para la generalizacién de (4.6) a cuerpos continuos.

Bajo una generalizacién adecuada, las leyes de balance (4.3)—(4.6) forman la base de
una teoria termo-mecanica de cuerpos continuos. En este caso las cuatro leyes esencialmente
son postulados. Es decir, mientras que las leyes (4.3)—(4.6) son todas implicaciones de (4.1)
para sistemas particulados bajo hipétesis especiales, no hay ninguna implicacién de este tipo
si descartamos estas hipotesis, por lo tanto simplemente postulamos estas leyes en el caso
continuo, comentando que su validez ha sido comprobada experimentalmente. Una quinta
ley de balance también serd postulada en el caso continuo. Esta ley, que es motivada por la
termodinamica de procesos homogéneos, involucra el concepto de entropia y asumira la forma
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de desigualdad. Las cuatro leyes de balance correspondientes a (4.3)—(4.6) y la desigualdad
de entropia formardan una teoria termo-mecédnica completa de cuerpos continuos.

4.2. Leyes de balance en forma integral

Ahora formularemos las leyes de balance de masa, momento, energia y entropia aplicadas
a cualquier subconjunto abierto de un cuerpo continuo. Empezamos con una formulacion de
la conservacién de masa, luego procederemos a las leyes de inercia que conectan las tasas de
cambio del momento lineal y angular totales a las fuerzas externas aplicadas. Introduciendo
el concepto de energia interna y del calentamiento de un cuerpo continuo y el trabajo neto
de las fuerzas externas, formulamos las leyes de la termodinamica que describen como varias
formas de energia, tales como la térmica y la mecanica, se convierten una en otra.

4.2.1. Conservacion de masa y leyes de inercia. Se considera un cuerpo continuo
con la configuracién referencial B bajo un movimiento ¢ : B x [0,00) — E*. Sea B; la
configuracién actual correspondiente, y sean o(x, t) la densidad de masa y v(x, t) la velocidad
correspondientes en un punto & € B, en el instante t > 0. Ademas, sea §2; un subconjunto
abierto arbitrario de B;. Motivado por (4.2) definimos la masa de €2, por

mass(€);) ::/Q o(x,t)dV,,
el momento lineal de €); por t
() = /Q o(x, t)v(x,t)dVy, (4.7)
y el momento de torsion de €); con respecéo a un punto z por
J(2) 2 ::/Q (x — 2) x (o(z, t)v(x, 1) dV,. (4.8)

En la ausencia de reacciones quimicas y de efectos relativistas la ley de balance (4.3)
puede ser generalizada a cuerpos continuos de acuerdo al siguiente axioma.

Axioma 4.1 (Conservacién de masa). La masa de cualquier subconjunto abierto de un
cuerpo continuo no cambia cuando el cuerpo cambia de posicion y forma, es decir

d
T mass({);) =0 para todo ; C B;.

Sea ), sujeto a un campo traccién externo t(x,t) y un campo de fuerza de cuerpo por
masa unitaria b(x,t). Entonces, de acuerdo a la Seccién 2.3.1, la fuerza resultante sobre €2,
es

r(0) = [ ol ble AV s [ tatdda, (49)
N o

mientras que el momento de torsién resultante sobre €2; con respecto a z estd dado por

(). = /Q (x — z) x (o(z, t)b(x,t)) dV, —1—/ (x—z) x t(x,t)dA,. (4.10)

o
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Las leyes de balance expresadas en (4.4) y (4.5) se pueden generalizar a cuerpos continuos
de acuerdo a lo siguiente.

Axioma 4.2 (Leyes de inercia). Con respecto a un marco de referencia fijo la tasa de cambio
del momento lineal de cualquier subconjunto abierto de un cuerpo continuo iguala la fuerza
resultante aplicada a este cuerpo, y la tasa de cambio del momento angular con respecto al
origen iguala el momento de torsion resultante alrededor del origen. Es decir,

d d
&Z(Qt) =7r(Q), E‘ﬂQt)o =T71(Q)o para todo ; C By, (4.11)

donde 1), ()0, () y T(Q)o estdn dados por (4.7), (4.8), (4.9) y (4.10), respectiva-
mente (poniendo z = o en (4.8) y (4.10)).

Las leyes (4.11) son postuladas para ser validas para todo movimiento y todo subconjunto
de un cuerpo continuo. Partiendo de estas leyes también es posible derivar formas alternativas
de la ecuacion del momento de torsiéon. En particular (4.11) implica las ecuaciones

d . d .
T () =7(U)2, T (W zeom = T(U)ae.,, paratodo Q; C By, (4.12)

donde z es cualquier punto fijo y @com es el centro de masa de §; (el cual, en general,
dependera del tiempo). Esto es anélogo a la situacién de equilibrio descrita en la Seccién 2.4.
Las formas del momento de torsién dadas en (4.12) tipicamente se usan para el estudio de
cuerpos rigidos. La ecuaciéon de momento lineal en (4.11) también puede ser expresada en
términos del centro de masa @, de €2 (Tarea).

4.2.2. Primera y Segunda Ley de Termodinamica.

4.2.2.1. La temperatura y el calor. En el sentido més basico, la temperatura es una propiedad
fisica de la materia basada en nuestra percepciéon natural del calor y del frio. Para el mode-
lamiento de cuerpos continuos suponemos que la temperatura esta definida en cada punto
de un cuerpo en cada instante. En particular se supone que existe un campo de temperatura
absoluta O(x,t) > 0 definido para cada & € B, y t > 0. La temperatura en un punto de un
cuerpo continuo debe ser interpretada como la medida de las fluctuaciones de la velocidad
de los atomos individuales en una vecindad de este punto. Asi, mientras que la velocidad
del continuo es una medida del promedio, la temperatura del continuo es una medida de la
variacion de las velocidades atomisticas cerca de un punto.

La energia térmica o el contenido de calor de un cuerpo es una energia asociada con
las fluctuaciones de la velocidad de los atomos individuales en el cuerpo. En particular, el
calor es una energia asociada a la temperatura. De acuerdo a la experiencia fisica, un cuerpo
material es capaz de convertir el calor a trabajo mecénico, y viceversa. La deformacién de
un cuerpo puede afectar su temperatura y por lo tanto su contenido de calor. Asimismo,
agregar calor a un cuerpo elevando su temperatura puede poner el cuerpo en movimiento,
por ejemplo se puede expander. Debido a estas conversiones, el calor puede ser expresado en
las mismas unidades que el trabajo mecénico.

El contenido de calor puede ser afectado de dos maneras diferentes. Primeramente el
calor puede ser producido o consumido en todos los volimenes del cuerpo por mecanismos
mecanicos, quimicos o electromagnéticos. Por ejemplo, una corriente eléctrica puede producir
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calor durante su flujo a través del volumen de un cuerpo continuo aislado. Segundamente, el
calor puede ser transferido desde un cuerpo a otro mediante contacto fisico o por radiacién
térmica en una superficie. Por ejemplo, cuando se pone un cuerpo caliente en contacto con un
cuerpo frio, segiin nuestra experiencia el cuerpo inicialmente caliente se enfria (pierde calor)
y el cuerpo inicialmente frio se calienta (gana calor). En este caso se realiza una transferencia
de calor por area unitaria de la superficie de contacto. La transferencia de calor por contacto
puede ser, ademas, clasificado como conduccion y conveccion de acuerdo a las circunstancias
y la naturaleza de los cuerpos involucrados.

Para un subconjunto abierto arbitrario €; C B; definimos el calentamiento neto ()
como la tasa por tiempo unitario con la cual se agrega calor a €);. En analogia con nuestro
tratamiento de fuerzas suponemos que el calentamiento neto puede ser descompuesto en un
calentamiento de cuerpo Qy(£2;) y un calentamiento superficial Qs(£2;), tal que

Q) = Qu(2) + Qs( ). (4.13)

Se supone que el calentamiento de cuerpo Qy(£2;) es una funcién continua del volumen. En
particular se supone que existe un campo suministro de calor por volumen unitario 7(x,t) € R
tal que

Qb(Qt):/Q Pz, t) dVy.

También definimos un campo suministro de calor por masa unitaria r(x,t) € R por

et = "2,
o(zx,1)
lo que significa que
Qu() = / o, )r(z, 1) V. (4.14)
Q¢

Se supone, ademads, que el calentamiento superficial Q4(£2;) es una funcién continua del
area de superficie. En particular se supone que existe un campo transferencia de calor por
superficie unitaria h(x,t) € R tal que

Qs(S%) = / h(z,t) dA,. (4.15)
o9
Se supone, ademas, que el campo transferencia de calor es de la forma

donde m es el vector normal unitario exterior para la superficie 0€); y q denota el campo
vectorial flujo del calor de Fourier-Stokes en B;.

La direccién y la intensidad del flujo de calor a través de cualquier superficie en un
cuerpo son determinadas por el campo vectorial g. El signo negativo en (4.16) se debe al
hecho de que n es elegido como vector normal exterior opuesto al vector normal interior. En
particular, (4.16) implica que h > 0 cuando q apunta hacia el interior de €2;. La relacién entre
la transferencia de calor de superficie y el vector flujo de calor es analoga a la relacion entre la
traccion de superficie y el tensor tensién de Cauchy (ver Teorema 2.1). En particular se puede
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demostrar bajo hipdtesis no muy restrictivas que tanto la traccion como la transferencia de
calor deben ser lineales con respecto al vector normal de superficie.
Insertando (4.14), (4.15) y (4.16) en (4.13) obtenemos

Q) = /Q o, t)r (@, £) AV, — / q(x,1) - n(z) dA,. (4.17)

o

Notar que el calor es absorbido por (o liberado desde) €, en dependencia del signo de Q(€2;).

4.2.2.2. FEnergia cinética, potencia de fuerzas externas y trabajo neto. Se considera un sub-
conjunto §2; C B, arbitrario con un campo traccién externa t(x,t) y una fuerza de cuerpo
externa por masa unitaria b(x,t). Se define la energia cinética de €, por

K() ::/Q %Q(m,t)"v(:v,t)fdvm,

y la potencia de fuerzas externas sobre €2, dada por

P(Q,) = / ola, )b(@, 1) - v(@, t) Vi +/ ta.t) - v(@. 1) dAs.
Qt 6Qt
El trabajo neto W(§);) de fuerzas externas sobre ), es el trabajo mecdnico entregado por
estas fuerzas que no es consumido por la generacion de movimiento, es decir

iK(Qt). (4.18)
dt

Si W(;) = 0 durante un intervalo de tiempo, toda la energia mecénica proporcionada al
cuerpo por fuerzas externas es utilizada para generar movimiento. In particular esta energia
es convertida en energia mecédnica. Si W(£2;) > 0 durante un intervalo de tiempo, entonces
alguna parte de la energia mecanica suministrada al cuerpo es almacenada o convertida en
alguna forma de energia que no sea cinética. Por otro lado, st W(€);) < 0, entonces la energia
almacenada en el cuerpo es liberada como trabajo contrario a las fuerzas externas o como
movimiento.

W(Qy) = P() —

4.2.2.3. Energia interna y la Primera Ley. El contenido de energia de un cuerpo no asociada
a energia cinética se llama energia interna. La energia interna de un cuerpo representa una
cantidad de energia almacenada que puede ser incrementada en varias formas, por ejemplo su-
ministrando calor al cuerpo o aplicdndole trabajo mecanico. Una vez almacenada, la energia
interna puede ser liberada en cualquier forma, por ejemplo por calor, trabajo mecénico o
movimiento.

Aqui se supone que la energia interna de un cuerpo consiste solamente en energia térmica
(calor) y energia mecénica (eldstica). En particular, se desprecian otras energias tales como
energia quimica o electromagnética, las cuales normalmente también contribuyen a la energia
interna. Despreciar estas otras formas de energia es equivalente con suponer que éstas son
constantes independientemente del calentamiento o del trabajo neto. Para el anélisis de algu-
nos problemas frecuentemente es posible y 1til de introducir una energia potencial asociada
a fuerzas externas. Tal energia no debe ser confundida con la energia interna.
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Consideremos un subconjunto arbitrario §2; C B;. Se denota por U(€);) la energfa interna
de ;. Se supone que U(€);) es una funcién continua del volumen. En particular se supone
que existe un campo de energia interna por volumen unitario ¢(x,t) € R tal que

Uy = [ oz, t)dV,.
Q¢

Asimismo definimos un campo de energia interna por masa unitaria

~

¢(z,1)

tal que
wm=AMawmwwv

Considerando solamente la energia termomecanica podemos generalizar la ley de balance
(4.6) a cuerpos continuos mediante el siguiente axioma.

Axioma 4.3 (Primera Ley de Termodindmica). La tasa de cambio de la energia interna de
cualquier subconjunto abierto de un cuerpo continuo iguala la suma del calentamiento neto
y del trabajo neto aplicados a éste, es decir

d
&U(Qt) =Q() + W(£;) para todo ; C B;.
En virtud de (4.18) esto significa que
d
E(U(Qt) + K(%)) = Q(%) + P() para todo Q; C B;. (4.19)

Existen varias diferencias fundamentales entre la ley de balance de energfa (4.19) a nivel
continuo y la ley correspondiente (4.6) para un sistema particulado. Por ejemplo, la energia
cinética en un modelo continuo es una energia asociada a una velocidad en promedio local
de particulas (dtomos) individuales, mientras que la energia cinética en un modelo particu-
lado es una energia asociada a velocidades individuales. Ademas, la energia interna en un
modelo continuo posee contribuciones mecdanicas (eldsticas) tanto como térmicas (de calor).
Al contrario, la energia interna en un modelo particulado solamente posee una contribucion
mecéanica. En general, la ley de balance de energia (4.6) no posee explicitamente ninguna
cantidad relacionada al calor. Existen diferencias fundamentales similares entre las leyes de
balance del momento lineal entre los modelos continuo y particulado.

En algunos casos, la potencia de las fuerzas externas puede ser escrita en la forma

P(Q) =~ SC0),

donde G(€);) se llama energia potencial para fuerzas externas. En este caso especial, el balance
de energia (4.19) asume la forma

%(U(w + () + G()) = Q).

Esto significa que la tasa de cambio de la energia total U + K + G iguala el calentamiento
neto Q).
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4.2.2.4. La entropia y la Sequnda Ley de Termodinamica. La ley de balance de energia pro-
porciona una relacion entre la tasa de cambio de la energia interna y el calentamiento y el
trabajo neto debido a influencias externas sobre un cuerpo. Mientras que esta relacion im-
plica que estas tasas siempre deben ser balanceadas, no se impone ninguna restriccién sobre
las tasa mismas. Por ejemplo, en cualquier intervalo de tiempo en el cual el trabajo neto
es cero, la ley de balance de energia no limita la tasa con la cual el cuerpo puede absorber
calor y almacenarlo como energia interna. Similarmente, esta ley de balance no limita la tasa
con la cual un cuerpo puede liberar energia en la forma de calor. En su forma mas simple,
la Sequnda Ley de Termodindmica expresa el hecho de que cada cuerpo posee un limite de
la tasa con la cual el calor puede ser absorbido, pero no posee un limite para la tasa de
liberacion de energia.

La Segunda Ley posee una historia larga y complicada. Origina en el estudio de sistemas
homogéneos bajo procesos reversibles, y su extension al marco general de la mecanica del
medio continuo ain no estd completamente establecida. Aqui adoptaremos una forma de la
Segunda Ley llamada la desigualdad de Clausius-Duhem, la cual serd suficiente para nuestros
propositos. En particular se introduce esta desigualdad en primer lugar para ilustrar como
ciertas consideraciones termodinamicas imponen restricciones sobre las relaciones constitu-
tivas de un cuerpo, y como diversos enunciados acerca de la disipacion y la irreversibilidad
pueden ser decididos a partir de ella.

Para motivar la forma de la ley discutida aqui, consideremos primeramente un cuerpo
homogéneo con una temperatura uniforme ©(€);) para todo ¢ > 0. Para un tal cuerpo la
Segunda Ley postula la existencia de una cota superior menor =Z(€2;) para el calentamiento
neto Q(£2;) tal que

Q) < E(). (4.20)

En general, la cantidad Z(£2;) depende de propiedades del cuerpo 2. Si el trabajo neto es
cero, entonces podemos deducir de la Primera Ley que

d
—U () = Q).
Asi, la cantidad =(€2;) también puede ser interpretada como la tasa maxima con la cual el
cuerpo puede almacenar energia en la ausencia de trabajo neto.

La entropia de un cuerpo homogéneo ; es una cantidad H(€);) definida, hasta una
constante aditiva, por

d ()

a1 =5,

Asi, la entropia de un cuerpo es una cantidad cuya tasa de cambio en cualquier instante
iguala la cota superior del calentamiento por temperatura unitaria. En particular, la tasa de
cambio de la entropia es una medida de la capacidad de un cuerpo para absorber calor. Al
nivel atémico, la entropia puede ser interpretada como una medida del desorden, es decir,
de la multitud de configuraciones atomicas compatibles con los valores impuestos de las
variables macroscépicas.
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En términos de la entropia, la desigualdad (4.20) se convierte en

Q%)
()

d
—H() > 4.21
SHO,) > (121)
Esta es una forma de expresar la Segunda Ley para sistemas homogéneos llamada desigualdad
de Clausius-Planck. La irreversibilidad de procesos naturales se refleja en el hecho de que
d

EH(Qt) >0 cuando Q(£) = 0.
En particular, la entropfa de un cuerpo tiende a incrementar (o por lo menos no disminuir)
cuando el calentamiento neto desaparece, tal como sucede en el caso de un cuerpo aislado.

En lo siguiente descartaremos la hipotesis de la homogeneidad y consideraremos una
extension de la desigualdad de Clausius-Planck a un cuerpo continuo general. Se supone que
la entropia H(€);) de un cuerpo, tal como la energia interna, es una funcién continua del
tiempo. En particular, se supone que existe un campo densidad de entropia por volumen
unitario 7(x,t) € R tal que

H) = / (1) V.
Q
[gualmente introduciremos una densidad de entropia por masa unitaria

()
o(x, 1)

n(x,t) =

tal que
W) = [ ol (1) dVa.
Q¢

Una generalizacién de (4.21) a sistemas no homogéneos se formula en el siguiente axioma.

Axioma 4.4 (Segunda Ley de Termodindmica). La tasa de produccion de entropia en cual-
quier subconjunto abierto de un cuerpo continuo es acotada desde abajo por el calentamiento
por temperatura unitaria, es decir

—_ > 2 — = - 7 C By. .
dt?—[(Qt) > /Qt 9. 1) dV, o 9w 1) dA, paratodo Q; C B;. (4.22)

La desigualdad (4.22) se llama desigualdad de Clausius-Duhem. Se supone que esta de-
sigualdad es vélida para todo movimiento y todo subconjunto de un cuerpo continuo. Luego
se estudiaran las consecuencias de (4.22). Veremos que esta desigualdad impone ciertas res-
tricciones para las relaciones constitutivas de un cuerpo, y genera varios enunciados acerca
de la disipacién de energia y el flujo de calor. Mientras que la forma precisa de la Segunda
Ley en la mecédnica del medio continuo no esta establecida, se supone que las consecuencias
derivadas de cualquier desigualdad que podria remplazar (4.22) son similares.
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4.2.3. Leyes de balance integrales versus locales. En el desarrollo anterior hemos re-
sumido leyes de balance para la masa, el momento, la energia y la entropia en términos de
subconjuntos abiertos €2; de la configuraciéon actual B; de un cuerpo continuo bajo un movi-
miento ¢ : B [0,00) — E3. Ahora se aprovechard el Teorema de Localizacién (Teorema 1.8)
para generar formas locales de estas leyes de balance en términos de ecuaciones diferenciales.
Si la forma local de una ley de balance es formulada en términos de las coordenadas actuales
x € B, en el instante ¢, se dice que la ley estd en forma espacial o en forma Euleriana. Por
otro lado, si una ley de balance es formulada en términos de coordenadas referenciales X € B
y del tiempo ¢ se dice que estd en forma material o en forma Lagrangiana. En las siguientes
dos secciones desarrollaremos enunciados locales de las leyes de balance en forma Euleriana
tanto como Lagrangiana.

4.3. Forma Euleriana localizada de leyes de balance

Se considera un cuerpo continuo con una configuracién de referencia B bajo un movimien-
to ¢ : B x [0,00) — E3. Como antes, denotaremos la configuracién actual por B; = ¢,(B),
y se supone que By = B, es decir ¢, es la identidad. Para todo t > 0 se supone que la
deformacién ¢, : B — B; es admisible, y se supone, ademds, que ¢(x,t) es suave en el
sentido de que las derivadas parciales de todos los ordenes existen y son continuas. Esto es
mas restrictivo que lo que se necesita para los enunciados locales, pero tal hipétesis simplifica
la presentacion siguiente.

4.3.1. Conservacion de masa. Se considera un subconjunto arbitrario €2; de By, y sea €2
el subconjunto correspondiente de B tal que €; = ¢,(€2). Entonces el Axioma 4.1 implica
que mass(£2;) = mass(Q2), donde Qy = Q. En virtud del Lema 3.7 se tiene que

mass(Qt):/ Q(a:,t)de:/deetF(X,t)dVX,
o Q

donde gy, es la descripcién material del campo espacial g, es decir, 0, (X, t) = o(p(X,t),1).
Ademas, como ¢(X,0) = X, se tiene que

mass(Q) = /Q 0(X,0)dVx = /Q 00(X) dVx,

donde go(X) = o(X,0). Asi, la conservacién de masa requiere que

[ enX et F(X.0) - ao(X)) aVx =0
Q

para todo tiempo t > 0 y todo subconjunto 2 C B. En virtud del Teorema 1.8 esto significa
que

om(X,t)det F(X,t) = 0o(X) paratodo X € B, t>0. (4.23)
Tal como se menciona arriba, la ley de conservaciéon de masa estd en forma material o

Lagrangiana. Luego convertimos esto a la forma espacial o Euleriana. Para tal efecto se
deriva (4.23) con respecto a t para obtener

<%Q(¢(X,t),t)> det F(X,t) + o(e(X,1),) (% det F(X,t)) =0.
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Utilizando el Lema 3.8 para la derivada con respecto a t del campo Jacobiano det F' obte-
nemos

(%g(go(X,t), t)) det F(X,t) + o(@(X,t),t) det F(X, t)(V* - v)(z, ) oix 0.
Partiendo por det F' (como el movimiento es admisible, se tiene que det F' > 0) y utilizando
el Lema 3.6 para la derivada temporal total de un campo espacial obtenemos

%g(m,t} + VZo(z,t) - v(x,t) + o(x, t)(V* - v)(x,t) = 0.

Finalmente, con la ayuda de la identidad

VT ($w) = Vo6 - w + 6(V® - w),

valida para cualquier campo escalar ¢ y cualquier campo vectorial w, obtenemos el siguiente
resultado.

Lema 4.1 (Conservacién de masa en forma Euleriana). Sea ¢ : B x [0,00) — E3 un
movimiento de un cuerpo continuo asociado al campo espacial de velocidad v(x,t) y el campo
espacial de densidad o(x,t). Entonces la conservacion de masa requiere que

%+Vm-(gv):0 para todo « € B;, t > 0.

Equivalentemente, por la definicion de la derivada total temporal, se tiene que
0+ oV*¥-v=0 paratodox € B, t>0.

Como la configuracién actual B; de un cuerpo continuo depende del tiempo, cualquier
integral sobre B, igualmente dependera del tiempo. En lo siguiente aprovecharemos el Le-
ma 4.1 para derivar una expresion simple para la derivada temporal de integrales sobre B;
expresadas con respecto a la densidad de masa p.

Lema 4.2 (Derivada temporal de integrales con respecto a la masa). Sea ¢ : Bx [0, 00) — E?
un movimiento de un cuerpo continuo con los campos espaciales de velocidad v(x,t) y de
densidad o(x,t) asociados. Sea ®(x,t) cualquier campo espacial escalar, vectorial o tensorial
de sequndo orden, y sea €y un subconjunto abierto arbitrario de B;. Entonces

4
dt Jo,

@(w,t)g(:c,t)dez/ O(x,t)o(x, t) dV. (4.24)

Q

Demostracion. Una leve generalizacién del Lema 3.7 desde campos escalares a campos vec-
toriales y tensoriales de segundo orden entrega que

/Q Bz, t)o(w, 1) de:/ch(ap(X,t),t)g(cp(X,t),t) det F(X, 1) dVy,

donde 2 C B tal que ; = ¢,(€2). En virtud de la conservacién de masa (4.23) obtenemos
ahora

/ CD(a:,t)g(a:,t)de:/(I)(QO(X,t),t)QO(X)dVX.
Q¢ Q
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Notando que la regién 2 C B no depende del tiempo, podemos tomar la derivada con
respecto al tiempo para obtener

0

% Qﬁ@(w,t)g(m,t)d‘/w:%/QQD(LP(X,IS),t)QO(X)dVX:/Qacb(go(x,t)’t)go(x)dvx

:[2(2¢<¢(X,t),t)) o(p(X,1),1) det F(X, 1) Vi,

ot
donde la ultima linea es una consecuencia de (4.23). Utilizando la relacién
- 0
CI)(ZB, t) |:c:4p(X,t) = E(I)(SO(Xa t)) t)

junto con el Lema 3.7 obtenemos

d .
i/, ®(x,t)o(x,t)dV, = /ﬂ@(m,t}’w(p(xﬂg(go()(,t), t) det F(X,t) dVx
- / b (, 1)o(x, 1) AV,
Q
lo que es el resultado deseado. [ |

4.3.2. Balance de momento lineal. Tal como ya se formula en el Axioma 4.2, la ley de
balance para un subconjunto abierto arbitrario €2, C B, esta dada por

— | o(z, t)v(zx,t)dV, = / t(x,t)dA, +/ o(x,t)b(x,t) dV, (4.25)
dt Ja, o9 o

donde p(x, t) es el campo espacial densidad de masa, v(x, t) es el campo de velocidad espacial,
b(x,t) es el campo espacial fuerza de cuerpo por masa unitaria, y t(x, t) es el campo tracciéon
sobre la superficie 0€); en B;.

Como el campo traccién sobre cualquier superficie material en la configuracién B; viene
dado por el campo tensién de Cauchy S(x,t) a través de t(x,t) = S(x,t)n(x), donde n(x)
es el vector normal unitario exterior dado sobre la superficie, podemos escribir (4.25) en la
siguiente forma, donde omitimos los argumentos & y t por brevedad:

d
— ovdV, = SndA, + / obdV,.
dt Jo, o o

Utilizando el Lema 4.2 y el Teorema de Divergencia para campos tensoriales de segundo
orden obtenemos

/ ovdV, = / (V- S+ ob)dV,.
Q4 Oy

Como esto debe ser valido para todo subconjunto abierto €2; C B, obtenemos el siguiente
resultado aplicando el Teorema de Localizacion.

Lema 4.3 (Ley de balance de momento lineal en forma Euleriana). Sea ¢ : B x [0, 00) — E3
un movimiento de un cuerpo continuo asociado a los campos espaciales velocidad v(x,t) y
densidad o(x,t). Entonces el balance de momento lineal requiere que

ov =V%.8+4 pb paratodox e By, t >0,
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donde S(x,t) es el campo tension de Cauchy y b(x,t) es la fuerza de cuerpo por masa
unitaria.

Estas ecuaciones pueden ser consideradas como una generalizacién al caso dinamico de
las condiciones de equilibrio (balance de fuerzas) descritas en el Lema 2.2. En particular, la
condicién del equilibrio corresponde al caso particular de v = 0 para todo @ € B, y t > 0.

Comentamos que en virtud del Lema 3.6 se tiene que

.0 m
v = a’qu (V®v)v.

Asi, la ecuacion de balance del momento lineal puede ser escrita equivalentemente como

0
0 (av + (V‘”v)v) =V*. 8+ ob.
4.3.3. Balance de momento angular. Como se menciona en el Axioma 4.2, la ley de ba-
lance para el momento angular (alrededor del origen) para un subconjunto abierto arbitrario
Q; C B; viene dada por

% z % (o(e, (@, 1) dVs
= / x X t(x,t)dA, +/ @ x (o(x, t)b(x, 1)) AV,
8Qt Qt

donde o(x, t) es el campo espacial densidad de masa, v(x, t) es el campo de velocidad espacial,
b(x,t) es el campo espacial fuerza de cuerpo por masa unitaria, y t(x,t) es el campo traccién
sobre la superficie 0€2; en B;.
Para simplificar el lado izquierdo de (4.26) notamos que * = (X, t) implica que & =
v(x,t). Asi
d

E(m xv(x,t)) =& xv(x,t)+xxo(x,t) =2 x0(,t),

y en virtud del Lema 4.2 obtenemos

% g o(x,t) (:L' X v(a:,t)) dV, = /Q Q(m,t)%(w X v(a:,t)) dV,

— /Q o(x,t)(z x v(x,t)) dV,.

Insertando este resultado en (4.26) y utilizando la definicién del campo tensién de Cauchy
S(x,t) obtenemos

/Qt o(x,t)(x x v(x, 1)) dV, = /

z x (S(x,t)n) dA, —i—/ o(x,t)(x x bz, 1)) dV,.
09

Q4

Utilizando el Lema 4.3 podemos reducir esta expresion a

/ x x (S(z,t)n) dA, —/ x x (V*-8)(x,t)dV, =0.
o0

Q¢
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Repitiendo el procedimiento de la demostracion del Lema 2.2 obtenemos el siguiente resul-
tado.

Lema 4.4 (Ley de momento angular en forma Euleriana). Sea ¢ : B x [0,00) — E* un
movimiento de un cuerpo continuo y sea S(x,t) el campo tension de Cauchy en By. Entonces
el balance de momento angular requiere que

ST =8 paratodox e B, t > 0.

4.3.4. Caracterizacion del trabajo neto. Antes de estudiar versiones localizadas de la
Primera y Segunda Ley de Termodinamica utilizaremos los Lemas 4.3 y 4.4 para derivar una
relacion entre la tasa de cambio de la energia cinética y la potencia de las fuerzas externas
e internas. Veremos que esta relacién genera una expresion explicita para el trabajo neto de
un cuerpo.

Para empezar consideramos el Lema 4.3. Tomando el producto escalar con el campo
velocidad v(x,t) obtenemos

ov-v=(V®-S)-v+pb-v paratodox € B, yt>0. (4.27)

Integrando (4.27) sobre un subconjunto arbitrario €; C B; obtenemos

/Qv-i;de:/ —S:V“’vde—l—/ STv-ndAer/ ob - vdVy.
Q¢ of o Q4

En virtud de los Lemas 4.4 y 1.10 obtenemos que S : V#v = S : L, donde L = sym(V*v)
es el campo tasa de deformacién. Reemplazando este resultado en la identidad anterior

obtenemos
/Q’U-’i)de—i—/S:Lde:/ v-SndAm+/ ob - vdV,,
Q¢ Q a0 Qs

lo que implica el siguiente resultado.

Lema 4.5 (Trabajo neto en forma Euleriana). Sea ¢ : B x [0,00) — E* un movimiento de
cuerpo continuo con los campos de tension de Cauchy S(x,t) y tasa de deformacion L(x,t)
asociados. Sea 2 C B, un subconjunto abierto. Entonces

d

&K(Qt) —i—/ S :LdV, =P() paratodot >0,
Q¢

donde K () denota la energia cinética total y P(§2) es la potencia de las fuerzas externas
sobre Q. Asi, en virtud de (4.18), el trabajo neto W(S) queda dado por

W) = / S :LdV, paratodot>0.
Q

La cantidad S : L tipicamente es denominada potencia de tension asociada a un movi-
miento. Corresponde a la tasa de trabajo realizado por fuerzas internas (tensiones) en cada
punto de un cuerpo continuo.
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4.3.5. Primera Ley de Termodinamica. De acuerdo al Axioma 4.3 la ley de balance de
energia para un subconjunto arbitrario abierto €2; C B; es

d
— opdV, :/ S:Lde—/ q-ndAm—l—/ or dV,
dt Jg, Q o Q

donde las expresiones del Lema 4.5 y la ecuacién (4.17) para el trabajo neto y el calentamiento
neto, respectivamente, han sido utilizadas. Aqui o(a, t) es el campo densidad de masa, ¢(x, t)
es de campo energia interna por masa unitaria, g(x,t) es el campo vectorial flujo de calor
de Fourier-Stokes, r(x,t) es el campo suministro del calor por masa unitaria, L(z,t) es el
campo tasa de deformacién y S(x,t) es el campo tensién de Cauchy en B;.

Utilizando el Lema 4.2 y el Teorema de Divergencia obtenemos

/Q(dem:/ S:LdV, — Vm~qum+/ or dV.
Qy Oy Q¢

Q¢
Como este enunciado debe ser valido para cualquier subconjunto abierto €2, C B;, mediante
el Teorema de Localizacion llegamos al siguiente resultado.

Lema 4.6 (Ley de energfa en forma Euleriana). Sea ¢ : B x [0,00) — E* un movimiento
de un cuerpo continuo. Entonces

ggﬁzS:L—Vw-q+Qr para todo x € By, t > 0.

4.3.6. Segunda Ley de Termodinamica. De acuerdo al Axioma 4.4, la forma de Clausius-
Duhem de la Segunda Ley de Termodinamica para un subconjunto €2; C B, abierto arbitrario

es
d or q-n
— dV, > —dV, — —— dA,,
dt Jg, ¢ /Q 0 /BQ 0

donde p(x,t) es el campo densidad de masa, n(x,t) es el campo entropia por masa unitaria,
g(x,t) es el campo vectorial flujo de calor de Fourier-Stokes, r(x,t) es el campo suministro
de calor por masa unitaria 'y 0(x,t) es el campo de temperatura (absoluta) en B;. Aplicando
los Teoremas de Divergencia y de Localizacién llegamos al siguiente enunciado.

Lema 4.7 (Desigualdad de Clausius-Duhem en forma Euleriana). Sea ¢ : B x [0, 00) — E?
un movimiento de un cuerpo continuo. Entonces

0

Expandiendo el término de divergencia en (4.28) y multiplicando la ecuacién por 6 obte-
nemos

1
on>-——V=¥. (—q) para todo ® € B;, t > 0. (4.28)

1
Oon > or — V¥q + il Vv*h. (4.29)
Esta expresion puede ser escrita equivalentemente como
-V*0
54 — >0, (4.30)

donde la cantidad

6 := 00— (or —V*®-q)
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se llama campo de densidad de disipacion interna por volumen unitario. Esta cantidad re-
presenta la diferencia entre la tasa local de incremento de entropia y el calentamiento local.
En otras palabras, ¢ es una medida de la tasa local del incremento de entropia debido a
mecanismos diferentes del suministro local y de la transferencia local del calor.

Basandonos en (4.30) podemos hacer diferentes observaciones acerca de la disipacién
interna ¢ y el flujo de calor q. Por ejemplo, en cualquier punto donde la temperatura satisface
V0 = 0, la disipacién interna debe satisfacer § > 0. Asi, la disipacién interna es no negativa
en cualquier parte en cuerpos con una temperatura espacialmente homogénea. La desigualdad
(4.30) también implica que en cualquier punto donde 6 = 0, el flujo del calor y la temperatura
deben satisfacer

q-V* <0.

Esto significa que en todas partes el vector flujo del calor debe formar un angulo obtuso con
el gradiente de la temperatura en cuerpos sin disipacién interna. En particular, el calor debe
fluir desde zonas “calientes” a zonas “frias” en tales cuerpos.

Para estudiar las consecuencias de la desigualdad de Clausius-Duhem para varios modelos
constitutivos a ser introducidos mas adelante es conveniente introducir la cantidad

(@, t) = ¢(x,t) — Oz, t)n(w, t) (4.31)
llamada campo densidad de energia libre por masa unitaria. De acuerdo a la teoria clasica de
sistemas homogéneos bajo procesos reversibles, la energia libre es aquella parte de la energia
interna que es disponible para realizar trabajo bajo temperatura constante. En términos
de 1) podemos reformular el Lema 4.7 como sigue.

Lema 4.8 (Desigualdad de Clausius-Duhem en forma Euleriana reducida). Sea ¢ : B X
[0,00) — E3 un movimiento de un cuerpo continuo con un campo espacial energia libre
Y(x,t). Entonces

b <8:L—opi— LYY

para todo € By, t > 0. (4.32)

Demostracion. Desde (4.31) se obtiene que
0i) = ¢ — 6 — 4.
Multiplicando esta expresién por ¢ v utilizando el Lema 4.6 para eliminar o¢ obtenemos
00 =8 :L—V®-q+ or— oy — oy
Sustituyendo esta expresion en (4.29) obtenemos el resultado deseado. ]

Varios resultados pueden ser deducidos desde el Lema 4.8. Por ejemplo, en cuerpos con
una temperatura constante y espacialmente homogénea se debe tener que

o)< S: L.

Si ademaés suponemos que un cuerpo puede solamente estar sujeto a procesos reversibles en el
sentido de que la desigualdad de Clausius-Duhem siempre es valida con igualdad obtenemos

ov=S: L.
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Asi, para tales cuerpos la tasa de cambio de la energia libre es igual a la potencia de la
tension. El termino “reducida” en el Lema 4.8 refleja el hecho de que considerada para el
caso cldsico de cuerpos homogéneos, la desigualdad en (4.32) es independiente del suministro
del calor r y del flujo del calor g, al contrario de (4.28).

4.3.7. Resumen. En la descripcién Euleriana del movimiento de un cuerpo continuo ge-
neral aparecen 22 campos basicos desconocidos:

0i(X,t) 3 componentes del movimiento,
v;(z, 1) 3 componentes de velocidad,
o(zx,t) 1 densidad de masa,

Sij(x,t) 9 componentes de la tension,

O(x,t) 1 temperatura,
qi(z,t) 3 componentes del flujo del calor,
o(x,t) 1 energfa interna por masa unitaria,
n(x,t) 1 entropia por masa unitaria.
Para determinar estas cantidades tenemos a disposicion las siguientes 11 ecuaciones:
(V)m = %gpi 3 ecuaciones cinematicas,
%Q + (ov;); =0 1 conservacion de masa,
0v; = Sy + ob; 3 ecuaciones de momento lineal,
Sij = Sji 3 ecuaciones independientes de momento angular,
Qg.b = SijVij — Qi + or 1 ecuacion de energia.

Comentamos que frecuentamente el mapa del movimiento ¢ no es requerido en el marco
Euleriano. En particular, cuando la configuracién actual B; es conocida o especificada para
todo t > 0, las leyes de balance tipicamente pueden ser aplicadas sin conocimiento explicito
de ¢. En tal caso el nimero de desconocidas es reducido a 19 (¢ desaparece), y el nimero
de ecuaciones es reducido a 8 (las ecuaciones cineméticas desaparecen).

Como el nimero de incégnitas excede el de las ecuaciones en 11, necesitamos ecuaciones
adicionales para poder cerrar el sistema. Como veremos més adelante, para tal efecto in-
troduciremos ecuaciones constitutivas que relacionan (S, q, ¢,n) a (o, v,0). Tales relaciones
reflejan las propiedades materiales especificas del cuerpo.

Comentamos ademds que la Segunda Ley de Termodindmica (desigualdad de Clausius-
Duhem) no proporciona una ecuacién para determinar campos incégnitos. Al contrario, se
intepreta la Segunda Ley como una restriccion para las ecuaciones constitutivas. En particu-
lar, las relaciones constitutivas de un cuerpo deben garantizar la satisfaccién de la Segunda
Ley en cualquier movimiento del cuerpo posible.

Finalmente, si no se consideran efectos térmicos, el nimero de incdgnitas se reduce mas,
de 19 a 13 (g, ¢, n y 0 desaparecen), y el nimero de ecuaciones es reducido de 8 a 7 (el
balance de energia desaparece). En este caso la clausura del sistema puede ser efectuada por
6 ecuaciones constitutivas que relacionan S a (o, v).

4.4. Forma Lagrangiana localizada de leyes de balance

Nuevamente consideramos un cuerpo continuo con una configuraciéon referencial B sujeto
a un movimiento ¢ : B x [0,00) — E3. Se denota la configuracién actual por B; = ¢,(B),
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y se supone que By = B, es decir ¢, es la identidad. Como se supone que la deformacién
¢, : B — B; es admisible para cada ¢t > 0, existe una biyeccién entre B y B; para cada
t > 0. Asi, mediante un cambio de variable, cualquier ley de balance formulada en términos
de & € B; también puede ser expresada para X € B. Esto da origen a la forma material o
Lagrangiana de las leyes de balance.

4.4.1. Conservacion de masa. Como antes, consideremos un subconjunto abierto arbi-
trario €, C By, y sea  C B tal que ; = ¢,(2). Entonces el Axioma 4.1 implica que
mass(§2;) = mass(Q), donde Qy = Q. En virtud de los argumentos que nos llevan a (4.23)
tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.9 (Conservacién de masa en forma Lagrangiana). Sea ¢ : B x [0,00) — E* un

movimiento de un cuerpo continuo con un campo gradiente de deformacion F(X,t) aso-
ciado y un campo densidad de masa o(x,t). Sea 0o(X) el campo densidad de masa en la
configuracion referencial B. Entonces la conservacion de masa requiere que

om(X,t)det F(X,t) = 0o(X) paratodo X € B, t >0,
donde 0 (X, t) es la descripcion material del campo espacial o(x,t).

4.4.2. Balance de momento lineal. Existen varias maneras de desarrollar la forma La-
grangiana de la ley de balance para el momento lineal. Podemos proceder directamente desde
la forma integral de la ley en el Axioma 4.2. Alternativamente podriamos integrar la forma
local Euleriana del Lema 4.3 sobre un subconjunto €, C B; arbitrario y efectuar un cambio
de variable para obtener una integral sobre un subconjunto abierto 2 C B, y luego aplicar
el Teorema de Localizacion. Aqui optamos por seguir la primera manera.

Tal como afirma el Axioma 4.2, la ley de balance para el momento lineal para un sub-
conjunto abierto arbitrario €2; C B, viene dada por

d
&I(Qt) =r(), (4.33)

donde I(€2;) es el momento lineal de €; definido en (4.7) y r(€2;) es la fuerza externa resultante
sobre §); definida por

r(£) :/Q o(x,t)b(x,t) de+/(99 S(x,t)n(x)dA,.

Aplicando un cambio de variable en al integral que define I(€);) y aplicando el Lema 4.9
obtenemos

l(Qt):/ g(a:,t)v(a:,t)de:/g(cp(X,t),t)'v(cp(X,t),t) det F(X,t)dVx
i @ (4.34)

- /Q 00(X)(X 1) dVx.

Un cambio de variable similar en las integrales que definan r(£2;) obtenemos

r@) = [ Sl @) ad, + /Q o, t)b(z, 1) AV,
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_ / (det F(X, 1) S (o(X, 1), ) F(X,£) "N(X) dAx

+/detF(X,t)Q(go(X,t),t)b(cp(X,t),t) dVx,

donde hemos utilizado el Lema 3.9 para la transformacién de la integral de superficie. En
particular, n(x) es el campo vectorial normal exterior sobre 0€2;, y IN (X)) es el campo normal
unitario exterior sobre J€). La siguiente definicién nos permite simplificar nuestro desarrollo.

Definicién 4.1 (Tensiones de Piola-Kirchhoff). Sea S(x,t) el campo tension de Cauchy
en B; asociado a un movimiento ¢ : B x [0,00) — E3. Entonces como campo tensién
nominal o primer campo tension de Piola-Kirchhoff asociado a ¢ se define

P(X,t):= (det F(X,1))Sm(X,t)F(X,t)”" paratodo X € B, t >0,
y como segundo campo tension de Piola-Kirchhoft asociado a ¢ se define
(X,t)=F(X,t)"'"P(X,t) paratodo X € B, t>0.

Para proceder, sea by, la definicién de la fuerza de cuerpo espacial b. Utilizando el Le-
ma 4.9 y la Definicién 4.1 obtenemos

r(Q) = P(X,t)N(X)dAX+/go(X)bm(X,t) dVx. (4.35)
oN Q

Insertando (4.34) y (4.35) en (4.33) obtenemos

d .
Q o0 Q

Utilizando el Teorema de Divergencia y el hecho de que ) es independiente del tiempo

obtenemos

/QO(X)L;b(X,t) vy :/((VX~P)(X,t) T 00(X)bu (X, 1)) dVy.
Q Q

Como tenemos una biyeccion entre B y B, cualquier ley de balance véalida para un subcon-
junto arbitrario €); de B; también debe ser valida para un subconjunto arbitrario (2 de B.
Esta observacion da origen al siguiente resultado.

Lema 4.10 (Ley de momento lineal en forma Lagrangiana). Sea ¢ : B x [0, 00) — E* un mo-
vimiento de un cuerpo continuo y sea 0o(X) el campo densidad de masa en la configuracion
de referencia B. Entonces el balance de momento lineal requiere que

00p = VX . P+ ppb, paratodo X € B, t >0,

donde P(X,t) es el primer campo tension de Piola-Kirchhoff y by (X, t) es la descripcion
material del campo espacial fuerza de cuerpo b(x,t).
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4.4.3. Balance de momento angular. El siguiente resultado es una consecuencia inme-
diata del Lema 4.4 y de la Definicién 4.1.

Lema 4.11 (Ley del momento angular en forma Lagrangiana). Sea ¢ : B x [0,00) — E?
un movimiento de un cuerpo continuo asociado al campo gradiente de deformacion F(X,t).
Entonces el balance de momento angular requiere que

PFT=FP" =T =% paratodo X € B,t>0,

donde P(X,t) y X(X,t) son el primer y el sequndo campo tension de Piola-Kirchhoff aso-
ciados a @, respectivamente.

4.4.4. Caracterizacion del trabajo neto. Antes de estudiar las versiones Lagrangianas
localizadas de la Primera y Segunda Ley de Termodindmica utilizaremos el Lema 4.10 para
desarrollar una relacién entre la tasa de cambio de la energia cinética y la potencia de fuerza
externas e internas. Este procedimiento, nuevamente, nos entregara una expresion explicita
para el trabajo neto sobre un cuerpo.

Para empezar, consideremos un subconjunto arbitrario abierto €2; C By, vy sea () el
subconjunto correspondiente de B. Entonces la energia cinética de §2; es definida por

1
K(Qt):/ Sofe, 0ol ) VL.
Q¢
y la potencia de las fuerzas externas sobre {2, es definida por

P(y) = /Q o(x,t)b(x,t) - v(x,t)dV, +/ S(x,t) v(x,t) - n(x)dA,.

o

En la expresién para P(€2;) hemos utilizado la identidad S™v -n = v - Sn.
Realizando un cambio de variable en la integral para K(€);) y utilizando el Lema 4.9
obtenemos

K() = /ﬂ Son(X)[e(X, 1) v (4.36)

Similarmente, realizando un cambio de variable en las integrales para P(£);) obtenemos la
siguiente expresién, donde omitimos los argumentos X y t:

P(S) = / 00by, - v, dVx + / (det F)STw,, - F"TN dAx
Q o0

= / 00bm - Vi dVx + / (det F)vy, - SpF TN dAx,
Q oN

lo cual, por definiciones del campo velocidad material ¢ y del primer campo tensién de
Piola-Kirchhoff, entrega que

P(Qt):/gobm-¢dvx+/ ¢-PNdAX:/gobm-¢dvx+ P'y. NdAy,
Q oN Q oN
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luego, utilizando el Teorema de Divergencia y el Lema 1.17, obtenemos

P(u) = /(@obm @+ VX (P ) dVx
; (4.37)
= /((VX P+ goby) - ¢+ P VX)) dVx.

Tomando la derivada temporal de (4.36) y utilizando el Lema 4.10 para sustituir go@ obte-
nemos

d

GK@) = [ e GV = [ (VP o) - pavi.
Q Q

Sustituyendo (4.37) en el lado derecho de esta expresion y utilizando el hecho de que

VX¥p(X,t) = V¥ (%cp(X,t)) = %(chp(X,t)) = F(X,1),

llegamos al siguiente resultado.

Lema 4.12 (Trabajo neto en forma Lagrangiana). Sea ¢ : B x [0,00) — E* un movimiento
de un cuerpo continuo con el gradiente de deformacion F(X,t) y el primer campo tension
de Piola-Kirchhoff P(X,t) asociados, y sea y C By un subconjunto arbitrario abierto con
el subconjunto correspondiente 2 C B. Entonces

d .
aK(Qt) + / P: FdVx =P(§) paratodot >0,
Q

donde K () es la energia cinética total y P(§2) es la potencia de fuerzas externas sobre €.
Entonces, en virtud de (4.18), el trabajo neto W(Y;) es dado por

W) = / P Fdvy para todo ¢t > 0.
Q

Comparando los Lemas 4.12 y 4.5 vemos que cada una de las expresiones P: F y S :
L representa una medida de la tasa de trabajo (potencia) realizada por fuerzas internas
(tensiones) en un cuerpo. Mientras que S : L mide la potencia de tensién por volumen
unitario en la configuracién actual By, la cantidad P : F' mide la potencia de tension por
volumen unitario en la configuracion en la configuracion referencial B.

4.4.5. Primera Ley de Termodinamica. Tal como se constata en el Axioma 4.3, la ley
de balance de energia para un subconjunto arbitrario €2; C B; es

S0, = Qo) + W), (4.38)

donde U(€);) es la energia interna de 2; definida por
U©) = [ ola.o(@.0)dvi,
Qy

Q () es el calentamiento neto de €2, definido por
Q%) :/ o(x, t)r(x,t)dV, —/ q(z,t) -n(xr)dAs,
Qy

o
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y W(£) es el trabajo neto de fuerzas externas sobre €2;.
Realizando un cambio de variable en la integral para U(2;) obtenemos

U) = [ a(X)0(X.0dVx, (4.39)

donde ®(X,t) = ¢ (X, t) es la descripcién material del campo espacial de energia interna
por masa unitaria ¢(x,t). Similarmente, aplicando un cambio de variable en las integrales
para Q(£2;) (omitiendo los argumentos X y t) obtenemos

Q%) = / 00T dVx — / (det F)q,, - F"TN dAx.
Q oN

Introduciendo un campo material vector flujo de calor a través de
Q(X,t) = (det F(X,t))F(X,t) 'q,(X,1) (4.40)
y un campo material suministro de calor
R(X,t) = rn(X, 1)

podemos escribir el calentamiento neto en la forma conveniente

Sustituyendo (4.41) y (4.39) en (4.38) y utilizando el Lema 4.12 junto con el Teorema de
Divergencia obtenemos el siguiente resultado.

Lema 4.13 (Ley de energia en forma Lagrangiana). Sea ¢ : B x [0, 00) — E3 un movimiento
de un cuerpo continuo con los campos materiales asociados energia interna ®(X,t), vector
flujo de calor Q(X,t), y suministro de calor R(X,t). Entonces

g[)(i):P:F—VX'Q—I—QQR para todo X € B, t > 0.

4.4.6. Segunda Ley de Termodinamica. Tal como en el caso de la ley de balance para
el momento lineal existen diferentes maneras para desarrollar la forma Lagrangiana de la
Segunda Ley de Termodindmica (desigualdad de Clausius-Duhem). Se puede avanzar direc-
tamente desde la forma integral del Axioma 4.4. Alternativamente podemos integrar la forma
local Euleriana del Lema 4.7 sobre un subconjunto abierto arbitrario €2, C B, realizar un
cambio de variable para obtener una integral sobre el subconjunto correspondiente 2 C B,
y luego localizar. Aqui seguiremos este segundo procedimiento.

Integrando la expresion del Lema 4.7 sobre un subconjunto abierto arbitrario €2y C By

obtenemos
Q; o 0 oq, 0

donde m es el vector normal unitario exterior sobre 0€2;. Aplicando un cambio de variable
en estas integrales obtenemos
Q-N

. oR
wdVx > [ Sdvy — | 2 dAy,
/990” X /Q@ X7 Je ©@ X
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donde © = 0, es la descripcion material del campo de temperatura espacial 6, n,, es la
descripcion material del campo espacial entropia 7, y Q es el campo material vector flujo de
calor definido en (4.40). Los Teoremas de Divergencia y de Localizacién ahora entregan el
siguiente resultado.

Lema 4.14 (Desigualdad de Clausius-Duhem en forma Lagrangiana). Sea ¢ : B x [0,00) —
E? un movimiento de un cuerpo continuo. Entonces

R 1
00" = % - vXx. (6Q) para todo X € B, t > 0.

Tal como en el caso Euleriano resulta 1til introducir una densidad de energia libre por
masa unitaria

(X, 1) = (X, 1) — O(X,t)m(X,1).

Utilizando la energfa libre y argumentos similares a los que resultaron en el Lema 4.8 (ver
Problema 4.9) obtenemos el siguiente resultado.

Lema 4.15 (Desigualdad de Clausius-Duhem reducida en forma Lagrangiana). Sea ¢ :
B x [0,00) — E3 un movimiento de un cuerpo continuo. Entonces

. ) . 1
QoﬁlgP:F—gonm@—éQ-V‘X@ para todo X € B, t > 0.

Todos los comentarios sobre la formulacion Euleriana de la desigualdad de Clausius-
Duhem respecto a la disipacion interna, el flujo del calor y la energia libre también aplican
a la presente formulacion Lagrangiana.

4.4.7. Resumen. En la descripcién Lagrangiana del movimiento de un cuerpo continuo
general aparecen 21 campos basicos incognitos:

©i(X,t) 3 componentes del movimiento,
Vi(X,t) 3 componentes de velocidad,
P;(X,t) 9 componentes de la tension,
O(X,t) 1 temperatura material,

Q:(X,t) 3 componentes del flujo del calor,
®(X,t) 1 energia interna por masa unitaria,
nm(X,t) 1 entropia por masa unitaria.

Para determinar estas cantidades tenemos a disposicion las siguientes 10 ecuaciones:

Vi= 20, 3 ecuaciones cineméticas

T 9t Pi )

00Vi = Py + 00(bi)m 3 ecuaciones de momento lineal,

PFi. = FiL Py, 3 ecuaciones independientes de momento angular
J J )

00® = P, Fij — Qi + 0oR 1 ecuacién de energia.

Al contrario de la formulacién Euleriana (ver Seccién 4.3.7), en la formulacién Lagran-
giana el campo densidad de masa es una cantidad conocida. Se trata simplemente de la
densidad dada gq del cuerpo en su configuracion referencial.

Comentamos que frecuentamente el campo velocidad material V' no es requerido explici-
tamente. En tal caso el nimero de incégnitas es reducido a 18 (V' desaparece), y el nimero
de ecuaciones es reducido a 7 (las ecuaciones cineméticas desaparecen).
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Como el numero de desconocidad excede el de las ecuaciones en 11, necesitamos ecuacio-
nes adicionales para poder cerrar el sistema. Como veremos mas adelante, para tal efec-
to introduciremos ecuaciones constitutivas que relacionan (X,Q,®,n,) a (¢,0), donde
3 = F7'P es el segundo tensor tensién de Piola-Kirchhoff. Tales relaciones reflejan las
propiedades materiales especificas del cuerpo.

Volvemos a comentar, ademés, que la Segunda Ley de Termodindmica (desigualdad de
Clausius-Duhem) no proporciona una ecuacién para determinar campos incégnitos. Al con-
trario, se intepreta la Segunda Ley como una restricciéon para las ecuaciones constitutivas.
En particular, las relaciones constitutivas de un cuerpo deben garantizar la satisfaccién de
la Segunda Ley en cualquier movimiento del cuerpo posible.

Finalmente, si no se consideran efectos térmicos, el nimero de incégnitas se reduce mas,
de 18 a 12 (Q, P, i y O desaparecen), y el nimero de ecuaciones es reducido de 7 a 6 (el
balance de energia desaparece). En este caso la clausura del sistema puede ser efectuada por
6 ecuaciones constitutivas que relacionan 3 a ¢.

4.5. Indiferencia respecto del marco

En esta seccion introduciremos la idea de un movimiento rigido superpuesto y la utilizare-
mos para definir el concepto de la independencia del marco. Luego formularemos un axioma
que postula que ciertos campos en la mécanica del medio continuo son independientes del
marco, o equivalentemente, independientes del observador. Veremos que este axioma impone
restricciones estrictas sobre las ecuaciones constitutivas para un cuerpo material.

4.5.1. Movimientos rigidos superpuestos. Si dos observadores en diferentes marcos de
referencia son testigos del movimiento de un cuerpo, entonces los dos movimientos observa-
dos, referidos a un marco de referencia comin, deben ser relacionados por un movimiento
rigido superpuesto.

Definicién 4.2 (Movimiento rigido superpuesto). Dos movimientos g, @* : B x[0,00) — E?
de un cuerpo se dicen relacionados por un movimiento rigido superpuesto si existen una
rotacion Q(t) y un vector c(t) tales que

P (X,t) = Q(t)p(X,t)+ c(t) paratodo X € B, t > 0. (4.42)

En esta definicién las funciones Q(t) y ¢(t) describen el movimiento de un observador
relativo al otro. En particular, Q(t) describe la rotacién relativa, mientras que ¢(t) describe
la traslaciéon relativa. Asi, diferentes pares de observadores quedan descritos por diferentes
funciones Q(t) y ¢(t). En nuestro desarrollo siempre supondremos (implicitamente) que
cualquier par de observadores mide el tiempo relativo al mismo reloj. Una relacién mas
general entre o y ¢* seria necesaria para representar observadores con relojes diferentes.

La relacion entre diversas medidas de la deformacion y de la tasa de deformacin vistas
por dos observadores diferentes puede ser derivada desde (4.42). En particular, sean v(x, t)
y F(X,t) la velocidad espacial y el gradiente de deformacién, respectivamente, asociados
a @, y sean v*(x*,t) y F*(X,t) las cantidades correspondientes asociadas a ¢*. Adem4s,
sean C', VR y RU el tensor de Cauchy-Green y las descomposiciones polares a izquierda
y a derecha asociadas a F, y C*, V?R" y R*U" las cantidades correspondientes asociadas
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a F*. Finalmente, sea L el campo tasa de deformacion asociado a v, y sea L* el campo tasa
de deformacién asociado a v*. Entonces (4.42) implica el siguiente resultado.

Lema 4.16 (Efecto de un movimiento rigido superpuesto). La relacién entre los campos
materiales (F, R, U,V ,C) y (F*,R", U, V* C*) estd dada por

—QF, R"=QR, U'=U, V'=QVQ", C*=C paratodo X € B, t>0.
La relacién entre los campos espaciales (V®v, L) y (V® v*, L*) es
V(@ 1)y = QUVE(@, QT + QUIQM)T,
L*(z* 1) =Q(t)L(x,t)Q(t)" paratodox € B, yt > 0.

x*=g(x,t)
Aqui Q(t) denota la derivada de Q(t).

4.5.2. Axioma de la indiferencia respecto del marco. Para cualquier instante ¢ > 0
sea B; la configuracién actual de B bajo el movimiento ¢, sea B} la configuracién actual
bajo ¢*, y sea g el movimiento rigido definido por (4.42), es decir

9:.(x) = g(z,1) = Q(t)x + c(t).

Sean ¢(x,t) un campo escalar, w(x,t) un campo vectorial y S(x,t) un campo tensorial
de segundo orden asociados al cuerpo en su configuracion B; cuyos puntos sean denotados
por &, y sean ¢*(x*,t), w*(x*,t) y S*(x*, t) los campos correspondientes asociados al cuerpo
en su configuracién B;, cuyos puntos sean denotados por x*

Definicién 4.3 (Indiferencia respecto del marco). Los campos ¢, w y S se llaman indife-
rentes respecto del marco si para todo movimiento rigido superpuesto g, : By — B} se tiene
que

¢*($*,t) = ¢(£B,7f),
w*<m*7t) = Q(t)w(az,t),
S*(z*,t) = Q(1)S(z,1)Q(t)"

para todo ® € By yt > 0. Aqui * = g(x,t), es decir
" =Q(t)x + c(t).

Este concepto de indiferencia respecto del marco expresa la idea de que ciertas cantidades
fisicas asociadas a un cuerpo son inherentes al cuerpo y por lo tanto independientes del
observador. Por ejemplo, cualquier par de observadores en marcos de referencia diferentes
deben coincidir acerca de la masa y de la temperatura de un cuerpo continuo. Después de
un cambio de base apropiado también deben coincidir sobre las componentes del vector flujo
del calor y los campos tensoriales de tension. Estas ideas son precisadas si decimos que la
densidad de masa, la temperatura, el flujo del calor y los campos de tensién de Cauchy
son todos indiferentes respecto del marco en el sentido de la Definicion 4.3. Sin embargo,
no todos los campos son indiferentes respecto del marco. Por ejemplo, dos observadores en
movmiento relativo no coincidiran sobre los campos de velocidad y de aceleracién de un
cuerpo. La experiencia comun y la intuicion sugieren la siguiente hipotesis.
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Axioma 4.5 (Indiferencia del marco material). La densidad de masa espacial o(x,t), la
temperatura 0(x,t), la entropia por masa unitaria ¢(x,t), la tension de Cauchy S(x,t) y el
flujo del calor de Fourier-Stokes q(x,t) son campos indiferentes respecto del marco.

El Axioma 4.5 impone restricciones estrictas sobre las ecuaciones constitutivas utilizadas
para describir las propiedades materiales de un cuerpo dado. Por ejemplo, supongamos que la
energia interna, el flujo del calor y la tensiéon de Cauchy son modelados a través de ecuaciones
constitutivas de la forma

o(z,t) = ¢(o(x,t),0(x,t), L(x, 1)),
q(z,t) = q(o(x,t),0(x, 1), L(x,1)),
S(z,t) = S(o(x,1),0(x, 1), L(x,1)),

donde ¢, ¢ y S son funciones dadas. Entonces, para ser compatibles con el Axioma 4.5, estas

funciones deben tener la siguiente propiedad, donde omitimos los argumentos x, &* y ¢ por
brevedad:

&(0",0", L") = $(0,0, L),
Q(9*70*7L*) = QQ(Q7 9’ L)?
S(o".6", L") = QS(0,0,L)Q".

Como ¢* = py 0" = 0 en virtud del Axioma 4.5y L* = QLQ" debido al Lema 4.16,
concluimos que las funciones ¢, ¢ y S deben satisfacer

¢(0,0,QLQ") = ¢(0,0, L),

4(0,0,QLQ") = Qq(0,6, L),

5(0.0.QLQ"™) = Q5(¢,0. L)Q"
para todas las rotaciones @ y todos los valores admisibles de o, 6 y L. Asi, el axioma de
indiferencia del marco impone restricciones severas sobre las formas posibles de ¢, g y S.
Funciones que violen estas restricciones entregarian resultados diferentes si fueran utilizadas

por observadores diferentes. Por este motivo la indiferencia del marco se impone sobre las
ecuaciones constitutivas exactamente, o para modelos linealizados, aproximadamente.

4.6. Restricciones materiales

De acuerdo a la experiencia fisica ciertos tipos de materiales resisten fuertemente ciertos
tipos de deformaciones. Por ejemplo, liquidos como el agua resisten fuertemente cambios de
volumen pero por otra parte son muy deformables. Normalmente modelamos tales materiales
imponiendo restricciones a priori sobre sus movimientos.

Definicién 4.4 (Restriccién material o interna). Se dice que un cuerpo continuo estd sujeto
a una restriccién material o interna simple si cada movimiento ¢ : B x [0,00) — E3 debe
satisfacer una ecuacion del tipo

v(F(X,t)) =0 paratodo X € B, t >0, (4.43)
donde F(X,t) es el gradiente de deformacion y v :V* — R es una funcion dada.
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Los materiales que no permiten un cambio de volumen se llaman incompresibles. Tales
materiales pueden experimentar solamente movimientos isocéricos. En virtud del Lema 3.10,
una funcién restriccion adecuada para un material incompresible viene dada por

Y(F)=detF — 1. (4.44)
Insertando esta funcion en (4.43) obtenemos
det F(X,t) =1 paratodo X € Byt >0,

lo que implica que el volumen local del material en una vecindad de cada punto es constante
en el tiempo. El Lema 3.10 igualmente demuestra que una formulacién equivalente de esta
restriccién es V® - v(x,t) = 0 para todo @ € B, y t > 0. En particular esta condicién de
divergencia implica que det F'(X,t) = 1 para todo t > 0 siempre que esta igualdad sea
valida para t = 0.

Las restricciones materiales deben ser mantenidas por tensiones apropiadas. Como mu-
chos sistemas de tensiones diferentes podrian mantener una restricciéon dada, introduciremos
la siguiente hipdtesis.

Axioma 4.6 (Campos de tensién en materiales restringidos). El primer campo tension de
Piola-Kirchhoff P(X,t) en un cuerpo continuo sujeto a una restriccion material y(F (X, t)) =
0 puede ser descompuesto en dos partes:

P(X,t)=PY(X,t)+ P®(X 1)

Aqui P(a)(X,t) es un campo tension activo determinado por una ecuacion constitutiva, y
P(r)(X,t) es un campo de tension reactivo cuya potencia de tension es cero en cualquier
movimiento, es decir

PY(X t): F(X,t)=0 paratodo X € B, t>0. (4.45)

Desde (4.45) podemos deducir la forma més general de la tensién reactiva P asociada
a una restriccién dada. La condicién de que y(F(X,t)) debe permanecer constante en el
tiempo para todo X € B es equivalente a la condicién

0 F(X,t)) =Dvy(F(X,t)): F(X,t) paratodo X € B, t > 0.

ot (
Asi, todos los movimientos que satisfacen la restriccién tienen la propiedad de que F es
ortogonal a Dy(F') con respecto al producto interior estdndar en el espacio de tensores de
segundo orden. En particular, F' debe pertenecer al hiperplano ortogonal a Dy(F') para todo
X € Byt=>0.Aqui Dy(F) denota la derivada de v en F' (ver Definicién 1.10).

El hecho de que (4.45) debe ser valido para todo movimiento posible que satisfaga la
restriccién, implica que P debe ser ortogonal al hiperplano definido por Dy(F). En parti-
cular, P debe ser paralelo a Dy(F) para todo X € By t > 0. Asi, la forma més general
para la tension reactiva viene dada por

PY(X,t) = ¢(X,1)Dy(F(X,1)),

donde ¢(X,t) es un campo escalar incégnito al cual nos referimos como multiplicador.
Este campo es la parte incognita de la tensién reactiva que hace cumplir la restriccién
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v(F(X,t)) = 0. Por ejemplo, para materiales incompresibles definidos por (4.44) tenemos
que (ver Lema 1.21)

PY(X,t) = q(X,t)det(F(X,t))F(X,t)". (4.46)

Utilizando la Definicién 4.1 podemos formular una versién del Axioma 4.6 en términos del
campo de tensién de Cauchy en lugar del campo de tension de Piola-Kirchhoff. En particular,
la tensién de Cauchy en un cuerpo sujeto a una restriccion material puede ser descompuesto
como

S(x,t) =S (x,t) + 8 (x,t),

donde S es un campo de tensién reactiva que corresponde a P,y §® es un campo de
tensién activa que corresponde a P®. Por ejemplo, para materiales incompresibles, (4.46)
implica que

SO (x,t) = —p(x, )1,

donde —p(x,t) = gs(x,t) es la descripcién espacial del campo material ¢(X,t). Asi, obser-
vamos que la tensiéon de Cauchy reactiva es esférica, y el campo multiplicador puede ser
interpretado como una presion.

El Axioma 4.5 afirma que el campo tension de Cauchy es indiferente respecto del marco.
En el caso anterior de un cuerpo sin ninguna restriccion demostramos que este axioma impone
una restriccién sobre la ecuacién constitutiva para S(x,t). En el presente caso de un cuerpo
con una restriccién interpretamos este axioma como imponiendo una restriccion sobre las
formas posibles de la funcién de restriccion v y la ecuacién constitutiva para la tension activa
S®_ En particular, siempre supondremos que ambas expresiones v(F (X, t)) y S®(, t) son
indiferentes respecto del marco. Estas hipdtesis, juntas con la indiferencia respecto del marco
de S(x,t), implican que el campo multiplicador, a su vez, es indiferente respecto del marco.

4.7. Consideraciones isotérmicas

Existe un buen niimero de modelos de fluidos y de sdlidos que son puramente mecanicos.
Aqui introduciremos el concepto de un proceso isotérmico como una forma de describir tales
modelos en el marco de este capitulo, y discutiremos las leyes de balance relevantes para el
modelamiento isotérmico de cuerpos continuos.

Definicién 4.5 (Procesos termo-mecénico e isotérmico). Como proceso termo-mecanico para
un cuerpo continuo se denota un par de funciones (@, 0), donde (X ,t) es un movimiento
admisible y ©(X,t) es un campo material de temperatura. Un proceso se llama isotérmico
si O(X,t) es constante independientemente de X y t, o equivalentemente, si la temperatura
espacial 6(x,t) es constante independiente de x y t.

Nuestra hipotesis basica para el modelamiento isotérmico de un cuerpo continuo es que
el cuerpo puede experimentar procesos isotérmicos solamente. En particular, para cada mo-
vimiento ¢ se supone que la temperatura material © es constante para todo X € Byt > 0.
Esta hipotesis es razonable fisicamente para cuerpos con fuentes de calor internas y exter-
nas despreciables. Se supone que las fuentes internas son despreciables cuando el cuerpo
esta sujeto a leves tasas de deformacion. Las fuentes externas seran despreciables cuando la
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temperatura del ambiente del cuerpo es aproximadamente uniforme, constante e igual a la
del cuerpo.

Las leyes de balance de masa, momento lineal y momento angular y el axioma de in-
diferencia respecto del marco material son fundamentales para el modelamiento isotérmico
de cuerpos materiales. La ley de balance de energia no es relevante directamente en este
contexto porque ella contiene cantidades, en particular la energia interna, el vector flujo de
calor y el suministro del calor, que tipicamente quedan sin especificar en modelos isotérmi-
cos. Si cualquier par de estas cantidades fuera conocido, podriamos utilizar la ley de balance
de energia para generar informacion acerca de la tercera. Desde la primera vista parece,
ademds, que la desigualdad de Clausius-Duhem (la Segunda Ley de Termodindmica) no es
relevante directamente. Sin embargo demostraremos abajo que esta desigualdad da origen a
una desigualdad de energia puramente mecénica para una clase de cuerpos importante.

Definicién 4.6 (Proceso termo-mecénico cerrado). Un proceso termo-mecdnico (@, ©) se di-
ce cerrado en un intervalo [to, t1] si (X, t1) = (X, 1), p(X,t1) = p(X,ty) yO(X, 1) =
O(X,ty) para todo X € B. Un cuerpo se llama energéticamente pasivo si para cualquier
proceso cerrado su densidad material de energia libre satisface V(X ,t1) — V(X ,tg) = 0 para
todo X € B.

Asi, un proceso es cerrado en un intervalo [to,?;] si todas las particulas de un cuerpo
poseen la misma posicion, velocidad y temperatura en el instante ¢; que en el instante ;.
Ademads, un cuerpo es energéticamente pasivo si el cambio neto de su densidad de energia
libre es no negativo para cualquier proceso cerrado. Por ejemplo, si ¥ depende solamente del
valor actual de los campos ¢, ¢ y O, y no de su historia pasada, el cambio neto de ¥ es cero.
El siguiente resultado es una consecuencia de la desigualdad de Clausius-Duhem reducida
en su forma Lagraniana o Euleriana (Lemas 4.15 y 4.8, respectivamente).

Lema 4.17 (Desigualdad de energia mecanica). Se considera un cuerpo energéticamente
pasivo con una configuracion referencial B. Entonces para cualquier proceso isotérmico en
un intervalo [tg,t;] se debe tener

t1 .
/ P(X,t): F(X,t)dt >0 paratodo X € B, (4.47)
to

donde P(X,t) es el primer tensor tension de Piola-Kirchhoff y F(X,t) es el gradiente de
deformacion. Equivalentemente, se tiene que

t1
/ (det F(X,1))Swm(X,t) : Liy(X,t)dt > 0 para todo X € B, (4.48)

to

donde S(x,t) es el campo tension de Cauchy y L(x,t) es el campo tasa de deformacion.

Demostracion. Para cualquier proceso termo-mecanico la desigualdad de Clausius-Duhem
en su forma Lagrangiana (Lema 4.15) afirma que

) ) .1
QO\IféP:F—gOnm@—éQ-VX@ para todo X € B, t > 0.
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Si el proceso es isotérmico, entonces © = 0y VXO = 0, e integrando sobre un intervalo de
tiempo [to, t1] obtenemos

00(X) (U(X, 1) — U(X, t)) < /t1 P(X,t): F(X,t)dt.

to

Ademas, si el proceso es cerrado y el cuerpo es energéticamente pasivo, el lado izquierdo es
no negativo, lo cual entrega el resultado (4.47).

Similarmente, para cualquier proceso la desigualdad de Clausius-Duhem reducida en su
forma Euleriana (Lema 4.8) afirma que

. 1
Q@/JSS:L—QnG—gq-VCB@ para todo x € By, t > 0.

Si el proceso es isotérmico, entonces § = 0 y V#0 = 0, por lo tanto
o < S:L paratodox e By, t>0.
En forma material esto puede ser expresado por
om¥ < Sy, L, paratodo X € B, t >0, (4.49)

donde ¥ = 4,,. Por conservacién de masa (Lema 4.9) se tiene que gy, = 0o/ det F'. Insertando
esto en la desigualdad (4.49) e integrando como arriba obtenemos el resultado (4.48). [ |

El Lema 4.17 implica que en cualquier proceso isotérmico cerrado un cuerpo energética-
mente pasivo puede consumir energia mecanica pero no puede generarla. En particular, para
cualquier subconjunto abierto €2; C B; se tiene que

/ P dt > 0. (4.50)

to

donde P(§2) es la potencia de fuerzas externas sobre 2. Esta desigualdad puede ser deducida
integrando (4.47) sobre un subconjunto arbitrario 2 C B y utilizando el Lema 4.12 junto
con la defincién de un proceso cerrado. Equivalentemente podemos integrar (4.48) y utilizar
el Lema 4.5. La integral en (4.50) corresponde al trabajo de fuerzas externas sobre ;. El
hecho de que esta integral es no negativa implica que €); solamente puede consumir energia.

Tal como en el caso de la desigualdad de Clausius-Duhem consideramos el Lema 4.17 como
una restriccion constitutiva. En particular, bajo la hipdtesis de un cuerpo energéticamente
pasivo, la ecuacién constitutiva para el campo tension debe garantizar que la desigualdad de
energia mecanica esté satisfecha en todo proceso isotérmico cerrado. Asi, el modelamiento
isotérmico de cuerpos continuos involucra tres leyes de balance basicas relativas a la masa,
el momento lineal, y el momento angular, respectivamente. Ademas se presentan dos res-
tricciones constitutivas relacionadas a la indiferencia respecto del marco y la desigualdad de
energia mecanica, respectivamente. Esta tltima se aplica solamente a una clase particular
de cuerpos y procesos.



4.8. EJERCICIOS 117

4.8. Ejercicios

Problema 4.1 (Certamen 2, Curso 2012). Sea ¢ : B x [0,00) — E? un movimiento de un
cuerpo continuo. Demostrar que la desigualdad de Clausius-Duhem reducida estéd dada por

) ) .1
QO‘IJ<PZF—QOT]m@—6Q'vX@ para todo X € B, t > 0.

Se puede utilizar que la desigualdad de Clausius-Duhem en forma Lagrangiana esta dada
por
1

00l = —— — V- (6Q) para todo X € B, t > 0.

Se debe introducir una densidad de energia libre por masa unitaria definida adecuadamente.

Problema 4.2 (Certamen 2, Curso 2012). Sean v(x,t) y F(X,t) la velocidad espacial y el
gradiente de deformacion, respectivamente, asociados a un movimiento ¢, y sean v*(x*,t)
y F*(X,t) las cantidades correspondientes asociadas a ¢*, donde ¢ y ¢* sean relacionados
por un movimiento rigido superpuesto, es decir se supone que existen una rotacion Q(t) y
un vector ¢(t) tales que

e (X,t) = Q(t)ep(X,t)+ c(t) paratodo X € B, t > 0.

Ademiés, sean C, VR yv RU el tensor de Cauchy-Green y las descomposiciones polares a
izquierda y a derecha asociadas a F', y C*, V'R" y R*U" las cantidades correspondientes
asociadas a F™. Finalmente, sea L el campo tasa de deformacién asociado a v, y sea L*
el campo tasa de deformacién asociado a v*. Demostrar que la relacién entre los campos
materiales (F, R, U,V ,C)y (F*,R*, U*,V* C") esta dada por

F*=QF, R"=QR, U'=U, V'=QVQ", C*=C paratodo X € B,t>0,
y que la relacién entre los campos espaciales (V®v, L) y (V¥ v*, L*) es
Vot (@, 1) ;= Q) V(2 )Q()T + Q)QX)T,
L*(x*,t) = Q(t)L(x,)Q(t)" paratodox € B, yt>0.

z*=g(x,t

:l:*:g(:l:7t)
Aqui Q(t) denota la derivada de Q(t).

Problema 4.3 (Certamen 2, Curso 2012). Con la ayuda del enunciado del problema anterior

determinar cuales de las siguientes ecuaciones constitutivas para el campo tensién de Cauchy

son indiferentes respecto del marco, donde p, A y 7 son constantes arbitrarias: (a) S =

2uV®v, (b) S = uL, (¢) S = \o"1.

Problema 4.4 (Tarea 3, Curso 2013). Utilizar los Axiomas 4.1 y 4.2 para demostrar que
M:.Bcom = l(Qt) y M',iCOIn = T(Qt)7

donde M denota la masa y @.,m, es el centro de masa de 2.

Problema 4.5 (Tarea 3, Curso 2013). Supongamos que la masa de un subconjunto abierto
arbitrario {2, C B, satisface la ley de crecimiento

d
Emass(Qt) = g(), (4.51)
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donde ¢(£2;) es una tasa neta de crecimiento de la forma

9(S) = / (@, Dyola, t) AV,

donde 7y(x,t) es una tasa de crecimiento por masa unitaria dada. Demostrar que la forma
Euleriana local de (4.51) es

0
a—f+vw - (ov) =vo paratodo x € By, t > 0.

Problema 4.6 (Tarea 3, Curso 2013). Sea ¢ : B x [0, 00) — E3 un movimiento de un cuerpo
continuo con el campo densidad de masa o(x,t) y el campo velocidad espacial v(x,t). Sean
w(x,t) y ¢(x,t) campos escalares arbitrarios y sea w(x,t) un campo vectorial arbitrario

definidos dobre B;.
a) Demostrar que (Int)* = ¢4 y (¥p)® = 1)p + ¢, donde * y * denotan la derivada
temporal total o material.
b) Utilizar la parte (a) y el Lema 4.1 para demostrar que

(07'0)" = é (g—(f +VE. (m)) .

c) Utilizar el resultado de (b) para demostrar que

(07 w)* = % (%w + V¥ (w® v)) :

Problema 4.7 (Tarea 3, Curso 2013). Demostrar que la potencia de tensién P : F por
volumen de referencia unitario puede ser escrito como

1 .
P:.F= 52 . C,
donde X es el segundo tensor tension de Piola-Kirchhoff y C' es el tensor tension de Cauchy
a derecha.

Problema 4.8 (Tarea 3, Curso 2013). Se estudia la ecuacién de balance de energia (Le-
ma 4.13) y la desigualdad de Clausius-Duhem (Lema 4.15) para un cuerpo bajo un movi-
miento rigido

p(X,t) =A(t)X +c(t) paratodo X € B, t >0,

donde A(t) es una rotacién y ¢(t) es un vector. Notar que A(t) = I y ¢(t) = 0 para todo
t > 0 corresponde al caso de un cuerpo en reposo en su configuracién de referencia B.

a) Utilizar el resultado del Problema 4.7 para demostrar que potencia de tensiéon P : F
por volumen de referencia unitario se anula idénticamente para un movimiento rigido
arbitrario.

b) Sean la densidad de energia interna y el flujo de calor dados por las respectivas rela-
ciones constitutivas de la forma ¥ = a® y Q = —kVX0, donde a v k son constantes
escalares. Demostrar que la ecuacion balance de energia se reduce a

00
QOQE = kAXO 4+ gyR paratodo X € B, t > 0.
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Esta ecuacion de derivadas parciales es conocida como ecuacion del calor.
Supongamos que no se considera la ecuacién constitutiva para ®, y que al lugar de
ésta se utilizan ecuaciones constitutivas para la energia libre ¥ y la entropia 7, de las
respectivas formas

dw
Nm = _@(
donde U es una funcién dada. Demostrar que en este caso la ecuacién balance de
energia se reduce a
20 90

X
— >
—906—2 (@)— = KAT O + oo R para todo X € B, t>0,

lo que es una EDP no lineal para ©(X,t).

Suponiendo las relaciones constitutivas de la parte (c), demostrar que la desigualdad
de Clausius-Duhem del Lema 4.15 esta satisfecha para movimientos rigidos arbitrarios
y campos de temperatura sélo para k > 0, es decir un modelo con x < 0 violaria la
Segunda Ley de Termodindmica.

U =U(0), 0),

Problema 4.9 (Certamen 2, Curso 2013). Sea ¢ : B x [0,00) — E? un movimiento de un
cuerpo continuo. Demostrar que la desigualdad de Clausius-Duhem reducida esta dada por

. . 1
QoqlgP:F—gonm@—éQ-VX@ para todo X € B, t > 0.

Se puede utilizar que la desigualdad de Clausius-Duhem en forma Lagrangiana estad dada

por

1
007m = —— — VX . (662) para todo X € B, t > 0.

Se debe introducir una densidad de energia libre por masa unitaria definida adecuadamente.
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Capitulo 5

Mecanica de fluidos isotérmica

En este capitulo se consideran varias aplicaciones de las leyes de balance en su forma
Euleriana desarrolladas en el Capitulo 4. Como tal hipdtesis es fisicamente razonable en mu-
chas circunstancias y como simplifica la exposicion aqui despreciaremos los efectos térmicos.
En tal caso aparecen solamente 16 campos incégnitos basicos en la descripcién Euleriana de
un cuerpo continuo, a saber:

vi(X,t) 3 componentes del movimiento,
v;(2, 1) 3 componentes de velocidad,
o(x,t) 1 densidad de masa,

Sij(x,t) 9 componentes de la tension.

Para determinar estas cantidades tenemos a disposicion las siguientes 10 ecuaciones:

(Vi)m = %%’ 3 ecuaciones cinemaéticas,

%Q + (0vi) ;=0 1 conservacion de masa,

ov; = S, + ob; 3 ecuaciones de momento lineal,

Sij = Sji 3 ecuaciones independientes de momento angular.

Asi, necesitamos 6 ecuaciones adicionales para que el nimero de incognitas coincida con
el de las ecuaciones. Estas ecuaciones adicionales seran proporcionadas por ecuaciones cons-
titutivas que relacionen las 6 componentes independientes del campo tensién de Cauchy S
a las variables o, v y ¢. En el caso de un material sujeto a una restriccién interna aparece
una ecuacién que define la restriccion, ademés de un campo incégnito adicional, que es el
campo del multiplicador que hace cumplir la restriccién. Tanto las ecuaciones constitutivas
como las restricciones deben ser consistentes con el axioma de indiferencia respecto del mar-
co. Ademas, suponiendo que el material es energéticamente pasivo, la ecuacion constitutiva
también debe satisfacer la desigualdad de energia mecanica discutida en el Capitulo 4.

En este capitulo estudiaremos modelos constitutivos que relacionan la tension de Cauchy S
a la densidad espacial de masa p y el gradiente espacial de velocidad V*®wv. Tales modelos
tipicamente describen el comportamiento de varios tipos de fluidos. Como cada modelo cons-
titutivo de este tipo es independiente de ¢, un sistema cerrado de ecuaciones para o, vy S
viene dado por las ecuaciones de balance de masa, momento lineal y momento angular. Como
veremos, estas ecuaciones generan una descripcién completa del movimiento para cuerpos
que ocupan regiones del espacio con fronteras dadas. Si las fronteras no estan dadas o son
incégnitas a priori, entonces ¢ y las ecuaciones cinematicas también deben ser consideradas.

Los modelos constitutivos especificos a ser estudiados en este capitulo son los modelos
para

(i) fluidos ideales incompresibles,
(ii) fluidos eldsticos y

121
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(ili) fluidos incompresibles Newtonianos.

Los modelos (i) y (ii) describen fluidos inviscidos, mientras que (iii) describe un fluido viscoso.
Los modelos (i) y (iii) describen fluidos incompresibles, mientras que (ii) describe un fluido
compresible. Para cada modelo resumiremos las ecuaciones gobernantes, daremos un ejemplo
de un problema de valores iniciales y de frontera tipico, y estudiaremos varias propiedades
cualitativas. En el contexto del modelo (ii) estudiaremos también el concepto de linealizacién.

5.1. Fluidos ideales

En esta seccion estudiaremos el modelo constitutivo de un fluido ideal. Demostraremos
que el modelo es indiferente respecto del marco y que satisface la desigualdad de energia
mecanica, luego discutiremos un problema de valores iniciales y de frontera estandar. Ter-
minaremos con comentarios acerca de movimientos irrotacionales.

5.1.1. Definicion.

Definicién 5.1 (Fluido ideal). Se dice que un cuerpo continuo con la configuracion de
referencia B es un fluido ideal si

1.) El campo referencial densidad de masa po(X) es uniforme en el sentido de que 0o(X) =
00 > 0 (constante).

2.) El material es incompresible (ver Seccion 4.6), lo que significa que el campo velocidad
espacial debe satisfacer

V®.v(x,t) =0.

3.) El campo tension de Cauchy es esférico o Euleriano (ver Seccion 2.5), lo que significa
que eziste un campo escalar p(x,t), llamado la presion tal que

S(x,t) = —p(x,t)I.

En virtud de la discusién de la Seccién 4.6, el campo presién en la Propiedad (3) puede
ser identificado como el multiplicador asociado a la restriccién expresada en la Propiedad (2).
En particular, el campo tensién en un fluido ideal es puramente reactivo y es determinado
completamente por la restricciéon de incompresibilidad. La Propiedad (3) implica, ademas,
que el campo tensién necesariamente es simétrico. Asi la ecuacion de balance del momento
angular (Lema 4.4) automaticamente estd satisfecha y serd dejada fuera de consideracion.

Las Propiedades (1) y (2) y la conservacién de masa (Lema 4.1) implican que la densidad
de masa espacial es uniforme en el espacio y constante en el tiempo, en particular

o(x,t) = g >0 paratodox € By, t > 0. (5.1)

Esta conclusion puede ser deducida insertando la condicién de incompresibilidad V* -v =0
en la ecuacién conservacién de masa, lo cual entrega que

o(x,t) =0 paratodo x € By, t > 0.

En virtud de la definicién de la derivada total o material se tiene que

%Q(ap(X,t),t) =0 paratodo X € B, t>0.
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Este resultado junto con la convencién ¢(X,0) = X y la definicién de go(X) implican que
Q(go(X,t),t) =0(X,0) = 0o(X) paratodo X € B, t>0.

El resultado (5.1) sigue a partir de la condicién sobre go(X) y la relacién & = (X, t).

5.1.2. Las ecuaciones de Euler. Insertando o(x,t) = 0o y S(x,t) = —p(x,t)I en la
ecuacién de balance de momento lineal (Lema 4.3) y la ecuacién de conservaciéon de ma-
sa (Lema 4.1) obtenemos un sistema cerrado de ecuaciones para los campos espaciales de
velocidad y de presion en un cuerpo de fluido ideal. En particular se tiene que

000 = V. (=pI) + gob, V* v =0,

donde b(x, t) es una fuerza de cuerpo por masa unitaria espacial dada. Notar que la ecuacién
de conservacion de masa se reduce a la restriccién de incompresibilidad del campo espacial
de velocidad.

En virtud del Lema 3.6 se tiene que

.0 -
b=t (V*v)v.

Ademas es facil verificar que
V®.(=pI) =-VZp.

Asi, los campos espaciales de velocidad y de presién en un cuerpo de fluido ideal con la
configuracion referencial B deben satisfacer las siguientes ecuaciones para todo * € B; y
t>0:

0
00 (afv + (V“”'v)'v) = —Vp+ oob, (5.2a)

V® v = 0. (5.2b)

Estas ecuaciones son conocidas como Fcuaciones de Euler para un fluido ideal.

Comentamos que en un fluido ideal no existe una ecuacién explicita que relacione la
presion con la velocidad o la densidad. Al contrario, la presiéon aparece como una incégnita
fundamental que debe ser determinada simultdneamente con el campo velocidad. En parti-
cular, el campo presién puede ser identificado como el multiplicador asociado a la restriccién
de incompresibilidad (ver Seccién 4.6). Las ecuaciones (5.2) determinan la presion sélo hasta
una funcién aditiva del tiempo, esto es, si el par v(x,t), p(x,t) satisface (5.2), entonces
también lo hace v(x,t), p(x,t) + f(t) para cualquier funcién escalar f(t). Esto sigue a partir
de V®(p + f(t)) = V7p.

Comentamos ademas que en un fluido ideal no existen tensiones de cizalla. En parti-
cular, como el campo tensién de Cauchy es esférico, la traccion t sobre una superficie con
vector normal n es, a su vez, normal respecto de la superficie ya que t = Sn = —pn (ver
Seccion 2.5).
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5.1.3. Consideraciones de indiferencia respecto del marco. Tal como discutimos en
la Seccién 4.6, el campo tensién de Cauchy en un cuerpo sujeto a una restriccién material
puede ser descompuesto como

S(x,t) = SW(x,t) + S (x, 1),

donde S es una tension reactiva determinada por la restriccién y 8™ es una tensién activa
dada por una ecuacién constitutiva. Para un fluido ideal se tiene que

S(r)(w7t) = _p(w7t)Ia S(a) (CB, t) = 07

donde p es el multiplicador asociado a la restriccién de incompresibilidad V* - v = 0, o
equivalentemente, det F' = 1. Esta restriccién puede ser escrita en la forma material estdndar

V(F(XJ)) = 07

donde y(F') = det F — 1.

Para que un modelo restringido sea consistente con el Axioma de Indiferencia del Marco
(Axioma 4.5) basta que el campo de restriccién y(F(X,t)) y el campo de tensién activa
S@ (x,t) sean indiferentes respecto del marco en el sentido de la Definicién 4.3. Para verificar
que esto es valido aqui, sean B; y B} dos configuraciones de un cuerpo de fluido ideal
relacionadas por un movimiento rigido superpuesto

x' =g(x,t) = Q(t)x + c(t),

donde Q(t) es un tensor de rotacién arbitrario y ¢(t) es un vector arbitrario. Sean v(F'(X, 1))
y S® (a, ) la restriccién y la tensién activa asociadas a By, y sean v(F*(X,t)) y S®*(x*, )
la restriccién y la tensién activa asociadas a B;. Recordamos que en virtud del Lema 4.16
se tiene que F*(X,t) = Q(t)F(X,t). Utilizando las definiciones de v y §® (la tensién
activa desaparece idénticamente) junto con el hecho de que el determinante de una rotacién
es unitario deducimos lo siguiente, donde omitimos los argumentos *, &, X y ¢ por motivos

de brevedad:

YF*)=det F* —1=detF —1=~(F), S%" =0 =Q[0]Q" =Qs”Q".
Concluimos que el modelo material de un fluido ideal es independiente del marco.
5.1.4. Consideraciones de energia mecanica. Aqui suponemos que un modelo isotérmi-
co de un fluido ideal es energéticamente pasivo (de acuerdo a lo discutido en la Seccién 4.7),
y demostramos que se satisface la desigualdad de energia mecénica (Lema 4.17).

Como S = —pI y L = sym(V®v), para cualquier movimiento de un fluido ideal se tiene
que

S :L=—pl :sym(V*v).

Como I : A = trA y tr(sym(A)) = tr A para cualquier tensor de segundo orden A,
obtenemos

S:L=—ptr(V°v)=—pV®-v=0 paratodox € B;, t >0,
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donde la ultima igualdad es una consecuencia de la condicion de incompresibilidad. Para
cualquier intervalo de tiempo [to, 1] este resultado implica que

t1
/ (det F(X,1))Sm(X,t) : Lyy(X,t)dt =0 para todo X € B,
to

donde F es el gradiente de deformacién. Esto demuestra que el modelo del fluido ideal es
consistente con la desigualdad de energia mecédnica. En particular la desigualdad es satisfecha
para cualquier proceso isotérmico cerrado o no cerrado.

5.1.5. Problemas de valores iniciales y de frontera. Un problema de valores iniciales
y de frontera para un cuerpo de fluido ideal, es un conjunto de ecuaciones que describe el
movimiento del cuerpo sujeto a condiciones iniciales especificadas en B en el instante ¢t = 0,
y a condiciones de frontera sobre 0B; para t > 0. La forma Euleriana de las leyes de balance
para un fluido ideal es particularmente apta para aquellos problemas en los cuales el cuerpo
ocupa una region fija D en el espacio. Tipicamente se supone que D es un conjunto acotado y
abierto. Sin embargo en algunas aplicaciones también es titil considerar conjuntos abiertos no
acotados tales como regiones exteriores a un conjunto acotado y cerrado, o bien la totalidad
del espacio Euclidiano.

Un problema de valores iniciales y de frontera estandar para un cuerpo de fluido ideal
ocupando una regién fija D puede ser formulado como sigue: hallar v : D x [0,T] — V' y
p: D x[0,T] — R tales que

00 (%v + (va)v) =—V®p+00b en D x[0,T], (5.3a)
VZ-v=0 en D x[0,T], (5.3b)

v-n=0 sobredD x [0,T], (5.3¢)

v(-,0) =vo(-) en D. (5.3d)

En este sistema, gy es una densidad de masa constante dada y b es una fuerza de cuerpo
por masa unitaria espacial dada. La ecuacién (5.3a) es el balance de momento lineal y
(5.3b) es la restriccion material de incompresibilidad, la cual en este caso es equivalente
con la ecuacién de conservacién de masa. La ecuacién (5.3c) es una condicion de frontera o
condicion de borde que expresa que el fluido no puede atravesar la frontera 9D de D,y (5.3d)
es una condicion inicial. Aqui vy es un campo dado que corresponde a la velocidad del fluido
en el instante t = 0. El campo especificado vy debe ser compatible con las condiciones de
incompresibilidad y de frontera en el sentido de que V*vy =0 en D y vy -n = 0 sobre 0D.

Comentamos que el sistema en (5.3) es un problema de valores iniciales y de frontera no
lineal para los campos (v, p). Estd garantizado que este sistema posee una solucién sobre
un intervalo de tiempo finito [0, 7] siempre que la regién D sea suficientemente regular, y si
el campo v es suficientemente suave y compatible con las condiciones de incompresibilidad
y de frontera. Si D es acotado, el campo v es tnico, mientras que p es tnica sélo hasta
una funcion aditiva del tiempo. Si D es no acotada, tipicamente se imponen condiciones de
frontera en el infinito que resultan en la unicidad de v y p.

Comentamos ademds que aunque una solucién de (5.3) puede ser garantizada sobre un
intervalo de tiempo finito en dependencia de los datos del problema, la existencia global
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para todos los tiempos aun es un problema abierto. Ademads, mientras se conocen algunas
soluciones exactas especiales de (5.3), en general se requiere de la aproximacién numérica
para obtener informacién cuantitativa acerca de soluciones.

Finalmente, comentamos que se supone que las soluciones son continuamente diferencia-
bles en todas las variales tantas veces que se necesita.

5.1.6. Mapa de movimiento y otras condiciones de borde. Para problemas en los
cuales el cuerpo fluido ocupa una region D completa, los campos velocidad del fluido y
presion (v, p) pueden ser determinados a partir de (5.3) independientemente del mapa del
movimiento . En particular, ¢ no entra al problema porque la configuracién actual del
cuerpo es conocida para todo t > 0, esta configuracién es B, = D. Si asi lo deseamos,
podemos determinar ¢ a partir de v utilizando las ecuaciones
0
ggo(X,t) =v(p(X,t),t) paratodo X € D, t € [0,T], (5.4)
@(X,0) =X paratodo X € D. (5.5)

La ecuacion (5.4) es la definicién de la velocidad espacial a partir del mapa de movimiento
(ver Capitulo 3) y (5.5) es una condicién inicial que expresa el convenio de By = B. Asi, la
solucion de este sistema es la posicién actual de la particula material cuya posicién inicial
era X € D.

Tipicamente se asocian dos familias de curvas diferentes para visualizar el movimiento de
un cuerpo fluido. Como linea de flujo se entiende la trayectoria de una particula individual
del fluido para t > 0. En particular, las lineas de flujo son las curvas definidas por ¢ (X, t) con
X fijo. Las lineas de flujo proporcionan una imagen Lagrangiana del movimiento de un fluido.
Por otro lado, una linea de corriente es una curva integral del campo vectorial v(x,t) con
t fijo. En particular, las lineas de corriente son las curvas solucién de la ecuacion diferencial

%y = v(y(s), t).

Para cada t > 0 fijo, las lineas de corriente entregan un retrato del campo velocidad espacial
v(x,t). Mientras el conjunto de las lineas de corriente para un movimiento es, en general,
diferente del conjunto de lineas de flujo, los dos conjuntos coinciden cuando la velocidad
espacial v(x,t) es independiente de t.

También se pueden considerar problemas en los cuales un cuerpo fluido no ocupa una
region espacial fija. Por ejemplo, un fluido (liquido) en un contenedor abierto expuesto a su
ambiente no ocupara, en general, una region espacial fija sino que desarrollara ondas sobre su
superficie expuesta. Para tales problemas en general no se puede determinar (v, p) en forma
independiente de . En particular, ¢ se convierte en una incégnita adicional requerida para
describir la forma de la superficie expuesta, y (5.4) serfa incluida como ecuacién adicional.
Ademds, tipicamente se impondria una condicién de frontera para la presién (traccién) en
la superficie expuesta.

La condicién de frontera v - n = 0 es adecuada para describir la interfaz entre un fluido
ideal y un sélido fijo e impermeable. Si el sélido no fuera fijo, pero sujeto a un campo de
velocidad dado 1, entonces la condiciéon de borde apropiada seria v -n = 9 - n.
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5.1.7. Movimiento irrotacional y Teorema de Bernoulli. En lo siguiente introduci-
remos el concepto de un movimiento irrotacional y estudiaremos las propiedades de tales
movimientos. Demostraremos que los campos velocidad espacial y presién en un movimiento
irrotacional satisfacen un sistema de ecuaciones mucho més simple que (5.3)

Definicién 5.2 (Movimiento irrotacional). Sea ¢ : B x [0,00) — E® un movimiento de
un cuerpo continuo con el campo velocidad espacial v y el campo tasa de rotacion W =
skew(V®v). Entonces se dice que @ es irrotacional si

W(x,t) = O paratodox € By, t >0,
o equivalentemente,
(V® x v)(x,t) =0 paratodo x € By, t >0, (5.6)
donde V* x v es la vorticidad.

Asi, se dice que un movimiento es irrotacional si el campo espacial de vorticidad es idénti-
camente cero. En virtud del Teorema de Stokes (Teorema 1.7), un movimiento irrotacional
debe ser interpretado como un movimiento en el cual las particulas materiales no experi-
mentan rotacién neta. En particular, la circulacion de material alrededor del borde de una
superficie espacial arbitraria abierta (por ejemplo, un disco) debe anularse. Interpretacio-
nes similares de movimientos irrotacionales pueden ser desprendidas de las propiedades del
tensor tasa de rotacion descritas en la Seccién 3.5.2.

El siguiente resultado es un resultado clasico del anélisis vectorial. Se omite la demostra-
cién.

Lema 5.1 (Potencial de velocidad para un movimiento irrotacional). Sea B, simplemente
conexo para todo t > 0. Entonces un campo vectorial suave v satisface (5.6) si y sdlo si
existe un campo espacial ¢, llamado potencial para v, tal que

v(x,t) = V*p(x,t) paratodo x € By, t > 0.

Comentamos que un conjunto 0 C E? se llama conezo si cualquier par de puntos en
puede ser conectado por una curva en ). Si ademads cualquier curva cerrada en ) puede
ser deformada continuamente a un punto sin salir de €2, entonces €2 se llama simplemente
conexo.

Por otro lado, cualquier campo vectorial cuyo rotacional se anula idénticamente como
en (5.6) se dice irrotacional. En este sentido, el campo espacial velocidad de un movimiento
irrotacional es irrotacional.

Lema 5.2 (Campo aceleracién para un movimiento irrotacional). Sea ¢ : B x [0,00) —
E3 un movimiento de un cuerpo continuo con los campos espaciales velocidad v y tasa de
rotacion W . Entonces se tiene que

0 1 0 1
v = prad + §V“’(|fv|2) +2Wo = prad + §V“’(|fv|2) + (V® xv) x v. (5.7)
Asi, para un movimiento irrotacional se tiene que
) 0 1.
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Demostracion. De acuerdo al Lema 3.6 el campo espacial aceleracion viene dado por

.0 -
b= + (V*v)wv, (5.9)

y por definicién de W se tiene que
2Wo = (V¥ — (V*0)")w.
Utilizando que

(VP0) v = v jve5 = S (vivi) e = 5V (Ivf*),
llegamos a
1
2Wo = (V*v)v — évw(\vﬁ). (5.10)

Despejando (V#v)v a partir de (5.10) e insertando el resultado en (5.9) entrega la primera
identidad en (5.7). La segunda sigue de la definicion de V* x v (Definicién 1.8), y el resultado
(5.8) es una consecuencia de la definicién de un movimiento irrotacional. ]

No todos los movimientos de un fluido ideal sin irrotacionales. No obstante el siguiente
resultado demuestra que cualquier movimiento que comienza a partir de una velocidad inicial
apropiada, por ejemplo una velocidad uniforme, serd irrotacional para todos los tiempos
siempre que la fuerza de cuerpo por masa unitaria sea conservativa. Aqui recordamos que
un campo de fuerza espacial b se llama conservativo si existe un campo espacial escalar 3
tal que

b(x,t) = —V*B(x,1).

Lema 5.3 (Criterio para el movimiento irrotacional de un fluido ideal). Sea ¢ : Bx [0, 00) —
E3 un movimiento de un cuerpo de fluido ideal con el campo espacial velocidad v vy la den-
sidad de masa constante og. Sea el cuerpo sujeto a una fuerza de cuerpo por masa unitaria
conservativa b= —V?*3. Si v es irrotacional ent = 0, entonces v es irrotacional para todos
los tiempos t > 0.

Demostracion. Sea w = V* x v. Entonces, tomando el rotacional de (5.2a) y utilizando la
segunda identidad de (5.7) y el hecho de que el rotacional de un gradiente se anula, obtenemos
que w satisface

0
00 (8—1: VX (w % v)) (x,1) = 0. (5.11)
Ademas, por las hipdtesis respecto de v tenemos la condicién inicial
w(x,0) = 0.

Ahora, desarrollando las operaciones del rotacional en (5.11) y dividiendo por la constante
0o > 0 obtenemos
ow

T (VFPw)v — (V*0)w + w(V* - v) —v(V*-w) = 0.
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Como V- v = 0 (porque el flujo es incompresible) y V* - w = 0 (la divergencia de un
rotacional siempre se anula), se tiene que

w — (VPv)w = 0. (5.12)

Ahora demostraremos que w(x,t) = 0 es la solucién tnica de (5.12) bajo la condicién
inicial w(zx,0) = 0. En lugar de utilizar la teorfa general de ecuaciones diferenciales par-
ciales demostraremos este resultado mediante un célculo directo utilizando un cambio de
variable conveniente. Para tal efecto sea w,,(X,t) la descripcién material de w(x,t), es
decir wy, (X, t) = w(p(X,t),t), y sea £(X,t) el campo material definido por

£ = Flw, < w, = F¢. (5.13)

La segunda de estas identidades implica que

0 0 0
o= (7)€ (Gie)

y despejando 9&/0t de esta ecuacién y sustituyendo & = F~'w,, obtenemos

O o[ (g
8t€_F {atwm (Z%F)F wm]. (5.14)

Como

0 . 0 I
Ewm = (W), (§F> F = (V*0)py,

en virtud de (5.12) se anula el lado derecho de (5.14). Asi, £ satisface la ecuacién simple

0

g (X,t)=0.

Esto significa que (X, t) = £&(X,0) paratodot > 0y X € B. Ademads, como F(X,0) =1,
se tiene que (X, 0) = w, (X, 0). Combinando estos resultados con la segunda identidad de
(5.13) obtenemos

w(X,t) = F(X, (X, t) = F(X,)&(X,0) = F(X, t)wn(X,0).

Asi, si un movimiento es irrotacional inicialmente en el sentido de que wy,(X,0) = 0 para
todo X € B, entonces permanece irrotacional para siempre en el sentido de que w,,,(X,t) =
Oparatodot >0y X € B. [ ]

El siguiente resultado muestra que la ecuacién de balance del momento lineal para un
fluido ideal puede ser reducida a una forma particularmente simple si el movimiento es
irrotacional.

Teorema 5.1 (Teorema de Bernoulli para fluidos ideales). Sea ¢ : B x [0,00) — E? un
movimiento de un fluido ideal (con densidad de masa constante gy). Sea para todo t > 0
el movimiento irrotacional con la velocidad espacial v = V*®¢, y sea el cuerpo sujeto a una
fuerza de cuerpo por masa unitaria b = —V*[. Entonces la ecuacion de balance del momento
lineal implica que

(00 1 o D B
\% (at+2\v\ +Qo+ﬁ)—0, (5.15)
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0 equivalentemente

3¢ 1 2 b
e £z - 1
8t+2|vy +QO+6 f (5.16)

para alguna funcion f = f(t) que depende del movimiento.

Demostracion. En virtud del Lema 5.2 y de las hipdtesis v = V®¢ y b = —V*j3, el balance
de momento lineal (5.2a) puede ser escrito como

0
0 (E(V“’qﬁ) + %Vm(|’0|2)) = —V*p — 0 V*B.

El resultado en (5.15) es una consecuencia del hecho de que los operadores 0/0t y V*
conmutan. El resultado (5.16) es una consecuencia de la definicién de V*. ]

El Teorema 5.1 implica que los campos espaciales velocidad v y presion p en un movi-
miento irrotacional de un fluido ideal pueden ser determinados a partir de un sistema que es
mucho més simple que las ecuaciones (5.3). En particular, supongamos que el cuerpo ocupa
una region espacial fija D y consideremos la representacién v = V®¢ garantizada por el
Lema 5.1. Entonces (5.3b) y (5.3c) implican que ¢ debe satisfacer la ecuacién

A*p=0 paratodox e D, t>0 (5.17)
y la condicién de borde
V?¢-n =0 paratodox € dD, t>0. (5.18)

A partir de (5.3a) encontramos que p debe satisfacer (5.16) para todo & € D y t > 0.
La condicién inicial (5.3d) no puede ser dada arbitrariamente. Debe ser compatible con el
movimiento irrotacional determinado por (5.17) y (5.18).

Comentamos que el sistema (5.17), (5.18) forma un problema de valores de frontera lineal
para el campo escalar ¢. Este sistema puede determinar ¢ sélo hasta una funcién del tiempo
aditiva, la cual no afecta el campo velocidad v ya que v = V®¢. La ecuacién (5.17) se llama
ecuacion de Laplace para ¢.

Si D es acotado, el sistema (5.17), (5.18) admite sélo la solucién trivial ¢ = 0 hasta una
funcién del tiempo aditiva, lo cual implica que v = 0. Asi, el inico movimiento irrotacional
de un fluido ideal en un dominio acotado es el movimiento trivial. Por otro lado, si D no es
acotado, el sistema (5.17), (5.18) tipicamente es aumentado por condiciones de borde en el
infinito, por ejemplo condiciones de flujo uniforme y de decaimiento, las cuales dan origen
a campos Unicos y no triviales ¢ y v. Notar que estos campos pueden depender del tiempo
mediante las condiciones de borde.

Comentamos, ademas, que el campo presion p correspondiente a un campo velocidad v
puede ser determinado a partir de (5.16) hasta una funcién incégnita f(¢). Esta funcién
puede ser determinada si el valor de p es conocido en algin punto de referencia x, para todo
t > 0. Asi, la diferencia p(x,t) — p(a.,t) puede ser determinada para todo € D y t > 0.

Finalmente mencionamos que cualquier campo espacial que es independiente de ¢ se llama
estacionario. En el caso que todos los campos son estacionarios, la diferencia de presién
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p(x) — p(x,) queda dada por la relacién simple

p—ps = %Qo(|’0*|2 — [v]*) + 00(B. — B),

donde p,, v, y B« denotan los valores en x,.

5.2. Fluidos elasticos

En esta seccién estudiaremos el model constitutivo de un fluido elastico, que es un mo-
delo simple de un fluido compresible isotérmico. Demostraremos que el modelo es indiferente
respecto del marco y que satisface la desigualdad de energia mecéanica, luego discutiremos
un problema de valores iniciales y de frontera estandar. Haremos comentarios acerca de mo-
vimientos irrotacionales y demostraremos una versién generalizada del Teorema 5.1. Termi-
naremos con la derivacién de las ecuaciones de movimiento linealizadas para perturbaciones
pequenas.

5.2.1. Definicion.

Definicién 5.3 (Fluido eldstico). Se dice que un cuerpo continuo con la configuracion de
referencia B es un fluido eldstico si:

1.) El campo tension de Cauchy es esférico o Euleriano (ver Seccion 2.5), lo que significa
que existe un campo escalar p(x,t), llamado la presién tal que

S(x,t) = —p(x,t)I.

2.) El campo presion p(x,t) es relacionado con el campo espacial densidad de masa o(x,t)
mediante la siguiente ecuacion, llamada ecuacion de estado:

plx,t) = 7(o(x, 1)),
donde m: R* — R es una funcion dada con 7'(s) > 0 para todo s > 0.

Las Propiedades (1) y (2) implican que el campo tensién de Cauchy en un fluido elasti-
co es enteramente determinado por la densidad de masa espacial. La Propiedad (1) tam-
bién implica que el campo tension necesariamente es simétrico. Asi la ecuacion de balance
del momento lineal (Lema 4.4) estd satisfecha automaticamente y ya no serd considerada
a continuacién. La hipétesis acerca de 7' en la relacién (2) implica que bajo condiciones
isotérmicas, la presion incrementa con la densidad. Esta hipotesis es fisicamente razonable
en muchas circunstancias. Veremos mas adelante que esta hipdtesis genera un concepto de
una velocidad de sonido bien definida.

5.2.2. Las ecuaciones de un fluido elastico. Insertando S(x,t) = —p(«,t)I en la ecua-
cién de balance de momento lineal (Lema 4.3) y la ecuacién de conservacién de masa (Le-
ma 4.1) obtenemos un sistema cerrado de ecuaciones para los campos espaciales de velocidad
y de presion en un cuerpo de fluido elastico. En particular se tiene que

9o
ot

donde p = 7(p) y b(x,t) es una fuerza de cuerpo por masa unitaria espacial dada.

ov = V¥ (—pI) + b, + V¥ (ov) =0,
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En virtud del Lema 3.6 se tiene que

.0 -
v=ovt (V*v)v.

Ademas es fécil verificar que
V# - (=pI) = =V®p = =V*(n(0)) = —7'(0) V*0.

Asi, los campos espaciales de velocidad y de presion en un cuerpo de fluido elastico con la
configuracion referencial B deben satisfacer las siguientes ecuaciones para todo * € B, y
t>0:

0
0 (av + (V”%)’u) = —7'(0)V*0 + ob, (5.19a)
do - B
a5t +VZ®. (pv) =0. (5.19b)

Estas ecuaciones son conocidas como ecuactones de un fluido eldstico.

Al contrario de un fluido ideal, un fluido eldstico es compresible. Puede experimentar
cambios de volumen y su densidad de masa espacial no necesariamente es constante. Como
no hay restricciéon de incompresibilidad, el campo presién p en un fluido elastico no es una
incognita adicional, sino que queda determinado completamente por la densidad de masa p.

Comentamos ademas que tal como para un fluido ideal, no existen tensiones de cizalla.
En particular, como el campo tensién de Cauchy es esférico, la traccion t sobre una superficie
con vector normal n es, a su vez, normal respecto de la superficie ya que t = Sn = —pn
(ver Seccién 2.5).

5.2.3. Consideraciones de indiferencia respecto del marco. Un modelo de fluido
elastico es definido por la ecuacién constitutiva

S(x,t) = —7(o(x, )1, (5.20)

donde 7 es una funcién dada y ¢ es la densidad de masa espacial. Para que el modelo sea
consistente con el axioma de indiferencia respecto del marco (Axioma 4.5) debe proporcionar
un campo tension que a su vez es indiferente respecto del marco en el sentido de la Defi-
nicion 4.3. Para verificar que esto es valido aqui, sean B; y B; dos configuraciones de un
cuerpo de fluido eléstico relacionadas por un movimiento rigido superpuesto

x' =g(x,t) = Q(t)x + c(t),

donde Q(t) es un tensor de rotacién arbitrario y ¢(t) es un vector arbitrario. Sea S(x,t) el
campo tensién asociado a By, y sea S*(x*,t) el campo tensién asociado a Bj. Recordamos
que en virtud del Axioma 4.5 se tiene que o*(x*,t) = o(x,t), donde =* = g(«, t). Utilizando
(5.20) obtenemos

S* = —n(e)I =Q(-7(0)I)Q" = QSQ".

Concluimos que el modelo material de un fluido eléstico es independiente del marco.
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5.2.4. Consideraciones de energia mecanica. Aqui suponemos que un modelo isotérmi-
co de un fluido eldstico es energéticamente pasivo (de acuerdo a lo discutido en la Seccién 4.7),
y demostramos que est4 satisfecha la desigualdad de energia mecénica (Lema 4.17) para cual-
quier relacién constitutiva del tipo p = (o).

Como S = —7(p)I y L = sym(V®v), para cualquier movimiento de un fluido elastico se
tiene que

S:L=—-n(o)I :sym(V®v),

y siguiendo los mismos argumentos que en el caso de un fluido ideal (Seccion 5.1.4) obtenemos
que

S:L=—-m(p)tr(V*v) = —m(p)V® - v paratodo x € By, t > 0.
En forma material,
S Ly =—7(on)(V®-v), paratodo X € B, t>0.

Como en virtud del Lema 3.8 se tiene que

(V® - v),det F = %(det F),

y en virtud del Lema 4.9, o,, = g9/ det F', concluimos que

0
(det F)Sy, : Ly, = —7 (deiOF> a(det F) paratodo X € B, t>0. (5.21)

Sea g(X,s), s > 0, cualquier funcién definida por

¢ (X,s)=—m (M) s

S

S

Entonces, mediante la regla de la cadena podemos escribir (5.21) como

(det F)Sy, : Ly, = ¢'(X, det F)%(det F)= %Q(X,det F) paratodo X € B, t>0.

Para cualquier intervalo de tiempo [tg, ;1] este resultado implica que

/to (det F(X,t))Swm(X,t) : Ly (X, t)dt (5.22)

=g(X,det F(X,t1)) — g(X,det F(X,t,)) para todo X € B.

Para cualquier proceso isotérmico cerrado en [tg, 1] se tiene que ¢(X,t;) = ¢(X,ty) para
todo X € B, lo que implica que det F(X,t;) = det F(X, () para todo X € B. Asi, el lado
derecho de (5.22) se anula. Esto demuestra que el modelo del fluido eldstico es consistente
con la desigualdad de energia mecdnica para cualquier relacién constitutiva p = 7(p).
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5.2.5. Problemas de valores iniciales y de frontera. Un problema de valores iniciales
y de frontera para un cuerpo de fluido elastico es un conjunto de ecuaciones que describen el
movimiento del cuerpo sujeto a condiciones iniciales especificadas en B en el instante ¢t = 0,
y a condiciones de frontera sobre 0B; para t > 0. Tal como para un fluido ideal, la forma
Euleriana de las leyes de balance para un fluido ideal es particularmente apta para aquellos
problemas en los cuales el cuerpo ocupa una regién fija D en el espacio. En este caso el
campo espacial velocidad v y el campo espacial densidad de masa ¢ pueden ser determina-
dos independientemente del movimiento ¢. Tipicamente se supone que D es un conjunto
acotado y abierto. Sin embargo, en algunas aplicaciones también es 1til considerar conjuntos
abiertos no acotados tales como regiones exteriores a un conjunto acotado y cerrado, o bien
la totalidad del espacio Euclidiano.

Un problema de valores iniciales y de frontera estandar para un cuerpo de fluido elastico
ocupando una regién fija D puede ser formulado como sigue: hallar v : D x [0,T] — V' y
0:D x[0,T] — R tales que

0 (g—:; + (Vm’v)’v) =—7'(0)V¥0+0b en D x [0,T], (5.23a)
% +V?®.(pv) =0 en D x [0,7], (5.23Db)
v-n=0 sobredD x [0,T], (5.23¢)

v(-,0) = vo(-) en D, (5.23d)

o(,0) = go(-) en D. (5.23¢)

En este sistema, 7 es una funcion dada y b es una fuerza de cuerpo por masa unitaria
espacial dada. La ecuacién (5.23a) es el balance de momento lineal y (5.23b) es la ecuacién
conservacion de masa. La ecuacién (5.23¢) es una condicién de borde que expresa que el fluido
no puede atravesar la frontera 0D de D, y (5.23d) y (5.23e) son condiciones iniciales para los
campos espaciales velocidad v y densidad de masa g, respectivamente. Aqui vy es un campo
dado que corresponde a la velocidad del fluido en el instante ¢ = 0. El campo especificado vg
debe ser compatible con la condicién de frontera en el sentido de que vg - 1 = 0 sobre 0D.

Comentamos que el sistema en (5.23) es un problema de valores iniciales y de frontera
no lineal para los campos (v, 9). Podemos esperar que este sistema posee una solucién sobre
un intervalo de tiempo finito [0, 7] siempre que la regién D sea suficientemente regular, y
que vy v oo satisfagan ciertas condiciones leves.

En algunas aplicaciones las solcuiones de (5.23) no son suaves debido a la aparicién de
ondas de choque. Estas son superficies a través de las cuales una o varias componentes de la
solucién posee una discontinuidad de salto. Un anélisis adecuado de tales soluciones requiere
la introduccion de una forma débil adecuada de las leyes de balance. Sin embargo aqui se
supone que las soluciones son continuamente diferenciables en todas las variables tantas veces
que se necesita para realizar el calculo.

La condicién de frontera v - n = 0 es adecuada para describir la interfaz entre un fluido
elastico y un sélido fijo e impermeable. Si el sélido no fuera fijo, pero sujeto a un campo de
velocidad dado 1, entonces la condiciéon de borde apropiada seria v -n = 9 - n.
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5.2.6. Movimiento irrotacional y Teorema de Bernoulli Generalizado. Aqui nos
concentraremos en movimientos irrotacionales y demostraremos una version generalizada del
Teorema de Bernoulli (Teorema 5.1) para fluidos eldsticos. Demostraremos que los campos
espaciales velocidad y densidad en un movimiento irrotacional de un fluido elastico satisfacen
un sistema de ecuaciones mas simple que (5.23).

Sea ahora la funcién v : Rt — R definida por

o= [ “'29 e,

donde a > 0 es una constante arbitraria que no importa para nuestro analisis. Esta definicién
significa que

v (s) = (s) para todo s > 0, (5.24)
$

y en virtud de la hipétesis 7'(s) > 0 notamos que /(s) > 0 para todo s > 0, por lo tanto =
posee una inversa denotada por (. En particular,

¢(7(s)) =s para todo s > 0.

El siguiente resultado demuestra que tal como para un fluido ideal, cualquier movimiento de
un fluido elastico que comienza a partir de una velocidad inicial apropiada, por ejemplo una
velocidad uniforme, serd irrotacional para todos los tiempos siempre que la fuerza de cuerpo
por masa unitaria sea conservativa.

Lema 5.4 (Criterio para el movimiento irrotacional de un fluido elastico). Sea ¢ : B x
0,00) — E3 un movimiento de un cuerpo de fluido eldstico con los campos espaciales veloci-
dad v y densidad de masa 0. Sea el cuerpo sujeto a una fuerza de cuerpo por masa unitaria
conservativa b= —V?*3. Si v es irrotacional en t = 0, entonces v es irrotacional para todos
los tiempos t > 0.

Demostracion. Partiendo (5.19a) por ¢ > 0 obtenemos

ov 7' (o)
et x _ _ 2 \& gz b
atJr(V'v)'v . V*0o+b,
y utilizando (5.24) y la hipétesis b = —V*[ obtenemos
0
a—?; + (VPv)v = =V¥y(p) — VL. (5.25)

Sea ahora w = V* x v. Entonces, tomando el rotacional de (5.25) y utilizando el Lema 5.2
y el hecho de que el rotacional de un gradiente se anula, obtenemos que w satisface

ow
Ademas, por las hipotesis respecto de v tenemos la condicién inicial

w(zx,0) = 0.
Ahora, desarrollando las operaciones del rotacional en (5.26) obtenemos
ow

e + (VPw)v — (V¥Pv)w + w(V® - v) —v(V®-w) = 0.
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Como V? - w = 0 (la divergencia de un rotacional siempre se anula), se tiene que
— (V*v)w + (V¥ - v)w = 0.

Sea ahora el campo material £ definido como en la demostracion del Lema 5.3. Entonces &
debe satisfacer la ecuacién

o€ ®
Frie —(V® - v),€.

Para cada X € B ésta es una ecuaciéon diferencial ordinaria lineal y no auténoma para
&(X,t). Como &(X,t) = 0 es la unica solucién con la condicién inicial £(X,0) = 0 con-
cluimos que w,,(X,t) = 0 para todo t > 0y X € B siempre que w,,(X,0) = 0 para todo
X € B, lo cual es el resultado deseado. [ |

El siguiente resultado muestra que tal como para un fluido ideal, la ecuacion de balance
del momento lineal para un fluido eldstico puede ser reducida a una forma particularmente
simple si el movimiento es irrotacional.

Teorema 5.2 (Teorema de Bernoulli para fluidos eldsticos). Sea ¢ : B x [0,00) — E3 un
movimiento de un fluido eldstico con el campo densidad de masa p. Sea para todo t > 0
el movimiento irrotacional con la velocidad espacial v = V*®@, y sea el cuerpo sujeto a una
fuerza de cuerpo por masa unitaria b = —V*[3. Entonces la ecuacion de balance del momento
lineal implica que

A% (%+—|v|2+7( )+5) =0, (5.27)
0 equivalentemente
% !’v!2+ (0 +8=Ff (5.28)
ot " e '

para alguna funcion f = f(t) que depende del movimiento.

Demostracion. En virtud del Lema 5.2 y de las hipétesis v = V*¢ y b = —V®j, el balance
de momento lineal (5.19a) puede ser escrito como

0
o (5720 + 572 (o) ) = ~w(0)5°0 - 0775,
Partiendo por ¢ > 0 y utilizando la definiciéon de la funcién + obtenemos
0

1
S (V79) + 5V (o) = —/(0)V"0 — V5.
El resultado en (5.27) es una consecuencia de la identidad 7/(9)V®p = V*v(p) y del hecho
de que los operadores /0t y V* conmutan. El resultado (5.28) es una consecuencia de la
definicién de V*. |

El Teorema 5.2 implica que los campos espaciales velocidad v y densidad ¢ en un mo-
vimiento irrotacional de un fluido elastico pueden ser determinados a partir de un sistema
que es mucho més simple que las ecuaciones (5.23). En particular, supongamos que el cuerpo
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ocupa una regién espacial fija D y consideremos la representacion v = V¥¢ garantizada por
el Lema 5.1. Entonces (5.23b) y (5.23c) implican que ¢ y ¢ deben satisfacer la ecuacién

0

a—f + V®. (o0V®p) =0 paratodox € D, t>0 (5.29)

y la condicién de borde
V®¢-n =0 paratodox € dD,t>0. (5.30)

A partir de (5.23a) encontramos que o debe satisfacer (5.28) para todo @ € D y t > 0.
En particular, utilizando la funcién inversa ¢, podemos despejar ¢ a partir de (5.28) para
obtener

0= <o) = (£ - 57~ 51v7o = 5). (5:31)

Las condiciones iniciales (5.23d) y (5.23e) no pueden ser especificadas en forma arbitraria
cuando se esta buscando este tipo de solucién. Estas condiciones deben ser compatibles con
el movimiento irrotacional determinado por (5.29), (5.30) y (5.31).

Comentamos que si p es eliminado utilizando (5.31), el sistema (5.29), (5.30) forma
un problema de valores iniciales y de frontera para el campo escalar ¢. Este sistema es
evidentemente mas complicado que el sistema correpondiente para un fluido ideal (5.17),
(5.18). Los problemas de existencia y unicidad de soluciones para tales sistemas son, en
general, muy dificiles.

En el caso que todos los campos son estacionarios, la ecuacion para ¢ (5.29) se reduce a

VZ®. (oV®p) =0 paratodo x € D, (5.32)
y la ecuacién para g, (5.31), se reduce a
1
0=C (f - §\Vm¢!2 - 5) : (5.33)

donde f es una constante determinada por el movimiento. En particular, si los valores de p
y v son conocidos en un punto de referencia x,, entonces de (5.28) se desprende que

1
[ = §|U*|2 +7(0s) + B,

donde wv,, 0, v B« denotan los valores en x,. Asi, en el caso estacionario obtenemos un
problema de valores de frontera no lineal para el campo ¢ definido por (5.32), (5.33) y
(5.30).

5.2.7. Linealizacion. Consideremos un cuerpo de fluido eléstico ocupando una regién fi-
ja D. Supongamos que el fluido estd inicialmente sin movimiento, que la densidad de masa
es inicialmente uniforme, y que no hay fuerzas de cuerpo de manera que

vo(x) =0, po(x)=0">0, b(x,t)=0.
Bajo estas hipdtesis las ecuaciones (5.23) poseen la solucién uniforme tnica
v(x,t) =0, o(x,t)= 0" paratodot>0.

Tal solucion se llama estado de reposo.
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Supongamos que ahora se considera el problema de valores iniciales y de frontera (5.23)
con datos iniciales cercanos a un estado de reposo en el sentido de que

[vo(z)| = O(e), |eo(x) — 0" = O(e),

donde 0 < ¢ < 1 es un parametro pequeno. Supongamos, ademas, que la frontera de D
ahora vibra con una velocidad normal ¥ = O(¢e), de manera que la condicién de borde en
(5.23) se convierte en

v-n=19=0().

En este caso es razonable esperar que las soluciones de (5.23), a su vez, difieren sélo levemente
de un estado de reposo en el sentido de que

’v(:c,t)’ = 0(6), |Q(w7t) -0 = O<€>,

Ahora queremos desarrollar un conjunto de ecuaciones simplificadas que desriben tales
movimientos. Para tal efecto notamos primero que si las condiciones iniciales y de frontera
en (5.23) dependen de un parametro pequeno € de acuerdo a lo discutido arriba, los campos
velocidad y densidad en el interior del cuerpo, a su vez, también dependeran de . Esta
dependencia se expresa escribiendo v° y o°. Expandiendo v° y ¢° en una serie de potencia
respecto a € obtenemos

v° =0+ v + 2@ + O(?), (5.34a)
of = 0" + oW +£20® + O(eY), (5.34b)

donde v y 0¥ (k € N) son campos incégnitos. Como v° y ¢f deben satisfacer las ecuaciones
de balance (5.23a) y (5.23b), se tiene que

& <aaz + (V%E)f) = -7 (e)VT, (5.3%)
aagt + V- (7)) = 0. (5-35D)

Insertando (5.34) en (5.35a) obtenemos

(0" + oV + O(e?)) {Q (e + O(?)) + (Vw (ev™ + (9(52))> (ev™ + (9(52))}

ot (5.36)
= —7'(0" 4+ O(e))V* (0" + coM + O(e%)),
y sustituyendo (5.34) en (5.35b) llegamos a
%(g* +eoM +0(?)) +V® - <(Q* +eoM +0(?)) (ev™ + (9(52))) = 0. (5.37)

Expansiones similares son vélidas para las condiciones iniciales y de frontera (5.23c)—(5.23¢).
Suponiendo que estas expansiones y (5.36), (5.37) son validas para cada potencia de ¢, y
utilizando que

7 (0" + 0(e)) = 7 (") + O(c),
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podemos juntar los términos que involucran la primer potencia de € para obtener el siguiente
problema: hallar vV : D x [0,T] = Vy oV : D x [0,T] — R tales que

o (1) 1( %
v T Ge 0 g en D x 0,77, (5.38a)
ot o*
oW
5 TV v =0 en D x[0,7], (5.38D)
vW.n=0 endD x[0,T), (5.38c)
v (-, 0)=0v" en D, (5.38d)
oM (,0) = o"(-) en D. (5.38¢)

Tipicamente las ecuaciones (5.38) se llaman ecuaciones acisticas. Estas ecuaciones son un
sistema aproximado de las ecuaciones de balance apropiado para desviaciones pequenas del
estado de reposo de un fluido elastico.

Comentamos que el sistema (5.38) es un problema de valores iniciales y de frontera lineal
para los campos de perturbacién (v, o!)). Esperamos que este sistema tenga una solucion
tinica sobre todo intervalo de tiempo dado [0, T] con supuestos leves para D, vy y 0o.

Eliminando el campo velocidad entre (5.38a) y (5.38b) obtenemos que el campo pertur-
bacién de densidad o) satisface

9%
ot?
ecuaciéon conocida como ecuacion de la onda.
Finalmente mencionamos que la condiciéon 7’ > 0 garantiza que las soluciones de (5.39)

son de onda para cualquier o* > 0. Al respecto, la cantidad /7’(g) corresponde a la velocidad
de la onda. Normalmente se llama wvelocidad del sonido del cuerpo a densidad o*.

=7'(¢") A%, (5.39)

5.3. Fluidos Newtonianos

En esta secciéon estudiaremos el modelo constitutivo de un fluido incompresible New-
toniano (viscoso). Demostraremos que el modelo es indiferente respecto del marco y que
satisface la desigualdad de energia mecanica, luego discutiremos un problema de valores
iniciales y de frontera estandar.

5.3.1. Definicion.

Definicién 5.4 (Fluido Newtoniano incompresible). Se dice que un cuerpo continuo con la
configuracion de referencia B es un fluido Newtoniano incompresible si

1.) El campo referencial densidad de masa po(X) es uniforme en el sentido de que 0o(X) =
00 > 0 (constante).

2.) El material es incompresible (ver Seccion 4.6), lo que significa que el campo velocidad
espacial debe satisfacer

V. v(x,t) = 0.
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3.) El campo tension de Cauchy es Newtoniano, lo que significa que ezisten un campo
escalar p(x,t), llamado la presion, y un tensor de cuarto orden constante C tales que

S(xz,t) = —pI + C(V®v),

donde V¥v(x,t) es el gradiente de velocidad espacial. Se supone que el tensor de cuarto
orden C satisface la condicion de simetria menor a izquierda (ver Seccion 1.1.4.5), es
decir

(C(A))T = C(A) paratodo A € V? (5.40)
y la condicion de traza

trC(A) =0 paratodo A € V? con tr A = 0. (5.41)

Tal como en el caso de un fluido ideal, las propiedades (1) y (2) y la conservacién de
masa (Lema 4.1) implican que la densidad de masa espacial es uniforme en el espacio y
constante en el tiempo, en particular o(x,t) = oo > 0 para todo ® € By, t > 0. En virtud de
la discusién de la Seccién 4.6, el campo presién en la propiedad (3) puede ser identificado
como el multiplicador asociado a la restriccién expresada en la propiedad (2). En particular,
el campo tensién en un fluido Newtoniano tiene una parte activa y una parte reactiva. La
parte reactiva —pI es determinada por la restriccion de incompresibilidad, mientras que la
parte activa C(V®v) es determinada por el gradiente espacial de velocidad.

La condicién (5.40) en la propiedad (3) implica, ademads, que el campo tensién necesaria-
mente es simétrico. Asi la ecuacién de balance del momento angular (Lema 4.4) automati-
camente estd satisfecha y no serd considerada més. La condicién (5.41) implica que

1
D= —gtrS cuando tr Vv = VZ* . v = 0.

Asi el mutiplicador p asociado con la restriccién de incompresibilidad puede ser interpretado
como la presion fisica. Como un resultado, —pI y C(V*w) corresponden a los tensores tension
esférico y desviador, respectivamente.

El axioma de indiferencia respecto del marco impone restricciones estrictas sobre la forma
posible del tensor C. En particular, en el Lema 5.5 mas abajo demostraremos que C debe
tener la forma

C(V®v) = 2usym(V®v),

donde g es una constante llamada wiscosidad absoluta del fluido. Argumentos basados en
la desigualdad de energia mecénica implican que p > 0. El modelo del fluido Newtoniano
incompresible se reduce al modelo del fluido ideal cuando p = 0.

5.3.2. Ecuaciones de Navier-Stokes. Insertando o(x,t) = g9y S = —pI+2usym(V*v)
en la ecuacién de balance de momento lineal (Lema 4.3) y la ecuacién de conservacién de
masa (Lema 4.1) obtenemos un sistema cerrado de ecuaciones para los campos espaciales de
velocidad y de presién en un cuerpo de fluido Newtoniano. En particular se tiene que

00t = V® - (=pI + 2usym(V®v)) + gob, V- v =0,
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donde b = b(x,t) es una fuerza de cuerpo por masa unitaria espacial dada. Notar que la
ecuacion de conservacion de masa se reduce a la restriccion de incompresibilidad del campo
espacial de velocidad.
En virtud del Lema 3.6 se tiene que
ov

v:aﬂv v)v.

Ademas, a partir de las respectivas definiciones de S y sym(V*v) es fécil verificar que
V®. 8= -V + uV* . (V*0) + uV=® - (V)"

Utilizando la definicién de la divergencia de un campo tensorial de segundo orden encontra-
mos que V® - (V®v) = A%y y V® . (V*v)T = V#(V® . v). Estos resultados combinados con
la condiciéon V* - v = 0 implican que

V*. 8 =-V*p+ nA*v.

Asi, los campos espaciales de velocidad y de presion en un cuerpo de fluido Newtoniano con
la configuracion referencial B deben satisfacer las siguientes ecuaciones para todo « € B; y
t>0:

0
Qo (a’v + (Vm’v)’v) - //JAQ:,U - V:cp + Q0b> (542&)

V= =0. (5.42D)

Estas ecuaciones son conocidas como Fcuaciones de Navier-Stokes para un fluido Newto-
niano.

Comentamos que tal como para un fluido ideal, no existe una ecuacién explicita que
relacione la presiéon con la velocidad o la densidad en un fluido Newtoniano. Al contrario, la
presion aparece como una incégnita fundamental que debe ser determinada simultaneamente
con el campo velocidad. En particular, el campo presion es una incégnita fundamental que
debe ser determinada simultdneamente con el campo velocidad.

Las ecuaciones (5.42) determinan la presién sélo hasta una funcién aditiva del tiempo,
Esto es, si el par v(ax, t), p(x, t) satisface (5.42), entonces también lo hace v(x, t), p(x, t)+ f(¢)
para cualquier funcién escalar f(t). Esto sigue a partir de V*(p + f(t)) = V*p.

La diferencia principal entre un fluido Newtoniano y un fluido ideal consiste en que el
fluido Newtoniano puede desarrollar tensiones de cizalla. En particular, la traccion ¢t sobre
una superficie con vector normal m no necesariamente es normal respecto de la superficie,
considerando que

t=Sn=—pn+ 2usym(V*v)n.

Las ecuaciones (5.42) implican que un fluido Newtoniano es reducido a un fluido ideal
en el caso u = 0. Cuando u es pequeno, un fluido Newtoniano frecuentamente puede ser
aproximado por un fluido ideal en regiones alejadas de fronteras rigidas. Cerca de tales
fronteras un fluido Newtoniano exhibe capas limites en las cuales las tensiones viscosas de
cizalla llegan a ser dominantes.
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Una cantidad importante en el estudio de flujos descritos por las ecuaciones (5.42) es el
numero de Reynolds Re, que es una constante adimensional definida por

Re = Qﬂﬁ*l*’

1
donde gy es la densidad de masa, ¥, es una velocidad caracteristica y [, es una longitud
caracteristica, todas asociadas al flujo. Tipicamente, flujos con un niimero de Reynolds pe-
queno son suaves o laminares, mientras que flujos con un nimero de Reynolds grande exhiben
fluctuaciones o son turbulentos.

Finalmente comentamos que cuando el término de aceleracién espacial es despreciado,
las ecuaciones (5.42) asumen la forma

UATv — V¥ + 00b =0,
V¥ v=0.

Estas ecuaciones lineales tipicamente son referidas como ecuaciones de Stokes. Proporcionan
un sistema aproximado de leyes de balance para movimientos que son casi estacionarios y
lentos, y que exhiben gradientes de velocidad muy pequenos.

5.3.3. Consideraciones de indiferencia respecto del marco. Tal como discutimos en
la Seccién 4.6, el campo tensién de Cauchy en un cuerpo sujeto a una restriccién material
puede ser descompuesto como

S(x,t) =SV (x,t) + 8 (x,t),

donde S es una tensién reactiva determinada por la restriccién y S® es una tensién activa
dada por una ecuacién constitutiva. Para un fluido Newtoniano se tiene que

SW(x,t) = —p(x, t)I,
S® (g 1) = C(V*v(x,t)), (5.43)

donde p es el multiplicador asociado a la restriccién de incompresibilidad V* - v = 0, o
equivalentemente, det F' = 1. Esta restriccién puede ser escrita en la forma material estdndar
v(F(X,t)) = 0, donde y(F') = det F — 1. Para que un modelo restringido sea consistente
con el Axioma de Indiferencia del Marco (Axioma 4.5) basta que el campo de restriccién
v(F(X,t)) y el campo de tensién activa 8 (z,t) sean indiferentes respecto del marco en el
sentido de la Definicion 4.3. Los argumentos previamente expuestos para el caso de un fluido
ideal demuestran que v(F'(X,t)) es indiferente respecto del marco. Las condiciones bajo las
cuales S es indiferente respecto del marco se establecen en el siguiente resultado.

Lema 5.5 (Indiferencia respecto del marco de la tensién activa Newtoniana). El modelo
constitutivo de la tension activa en un fluido Newtoniano (5.43) es indiferente respecto del
marco si Yy solo si

C(V*v) = 2usym(V®v) = 2uL, (5.44)

donde L = sym(V*v) es el tensor tasa de deformacion y pu es una constante escalar.
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Demostracion. Por simplicidad demostraremos solamente que (5.44) es suficiente. Para tal
efecto notamos primeramente que el tensor de cuarto orden C definido en (5.44) satisface las
propiedades (5.40) y (5.41). En particular, se satisface (5.40) porque

(C(A))" = (2usym(A))" = 2usym(A) = C(A).

Utilizando el hecho de que tr(sym(A)) = tr A para cada tensor de segundo orden A con-
cluimos que (5.41) estd igualmente satisfecha ya que

tr C(A) = 2utr(sym(A)) =2utr A =0 cuando tr A = 0.

Para verificar que el modelo constitutivo definido por (5.44) es consistente con el axioma
de indiferencia respecto del marco, sean B; y B; dos configuraciones de un cuerpo de fluido
Newtoniano relacionadas por un movimiento rigido superpuesto

2" = gla.t) = Q) + cft),
donde Q(t) es un tensor de rotacién arbitrario y ¢(t) es un vector arbitrario. Sea §®(z, ) la
tensién activa asociada a By, y sea 8®*(z*,t) la tensién activa asociada a Bf. Recordamos
que en virtud del Lema 4.16 se tiene que L*(X,t) = Q(t)L(X,t)Q ()T, donde =* = g(x, t).
Omitiendo los argumentos x*,  y t por motivos de brevedad concluimos que

S@* —ouL* = 2uQLQT = QS™WQ".
Concluimos que el modelo constitutivo definido por (5.44) es independiente del marco. ®

5.3.4. Consideraciones de energia mecanica. Aqui suponemos que un modelo isotérmi-
co de un fluido Newtoniano es energéticamente pasivo (de acuerdo a lo discutido en la Sec-
ci6n 4.7), y demostramos que esta satisfecha la desigualdad de energia mecénica (Lema 4.17)
bajo una restriccién de p apropiada.

Como S = —pI + 2uLL, donde

L = sym(V®v), (5.45)
para cualquier movimiento de un fluido Newtoniano se tiene que
S:L=—-pl:L+2uL:L.
Utilizando (5.45) obtenemos
I:L=tr(sym(V®v)) =V?®-v,
lo cual se anula debido a la restriccion de incompresibilidad. Asi,
S:L=2uL:L paratodox € B, t>0.
Para cualquier intervalo de tiempo [tg, 1] este resultado implica que

t1 t1
/ (det F)Sy, : Ly dt = 2,u/ (det F')Ly, : Ly, dt.

to to
La desigualdad de energia mecanica requiere que el lado izquierdo sea no negativo para
cada proceso isotérmico cerrado en [tg,t;]. Como la condicién det F' > 0 es valida para todo
proceso admisible y Ly, : Ly, > 0 en virtud del producto tensorial interior, concluimos que
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un modelo de fluido Newtoniano satisface la desigualdad de energia mecanica si y sélo si
p=0.

5.3.5. Problemas de valores iniciales y de frontera. Un problema de valores iniciales
y de frontera para un cuerpo de fluido Newtoniano es un conjunto de ecuaciones que describe
el movimiento del cuerpo sujeto a condiciones iniciales especificadas en B en el instante t = 0,
y a condiciones de frontera sobre dB; para t > 0. Tal como para fluidos ideales y elasticos,
la forma Euleriana de las leyes de balance para un fluido ideal es particularmente apta para
aquellos problemas en los cuales el cuerpo ocupa una region fija D en el espacio. En este
caso el campo espacial velocidad v y el campo espacial de presién p pueden ser determina-
dos independientemente del movimiento ¢. Tipicamente se supone que D es un conjunto
acotado y abierto. Sin embargo en algunas aplicaciones también es util considerar conjuntos
abiertos no acotados tales como regiones exteriores a un conjunto acotado y cerrado, o bien
la totalidad del espacio Euclidiano.

Un problema de valores iniciales y de frontera estandar para un cuerpo de fluido eléstico
ocupando una regién fija D puede ser formulado como sigue: hallar v : D x [0,7] — V' y
p: D x[0,T] — R tales que

00 (g—? + (V“”v)v) = uA®v — V®p+ b en D x [0,7], (5.46a)
Ve v=0 enDx[0,T], (5.46b)

v =0 sobre dD x [0,T], (5.46¢)

v(-,0) = vo(-) en D. (5.46d)

En este sistema, oy es una densidad de masa constante dada y b es una fuerza de cuer-
po por masa unitaria espacial dada. La ecuacion (5.46a) es el balance de momento lineal y
(5.46b) es la restriccion material de incompresibilidad, la cual en este caso es equivalente a
la ecuacién conservacion de masa. La ecuacion (5.46¢) es la condicién de borde de no desli-
zamiento, y (5.46d) es la condicién iniciales para el campo espacial velocidad v. Aqui v, es
un campo dado que corresponde a la velocidad del fluido en el instante ¢t = 0. El campo
especificado vy debe ser compatible con las condiciones de incompresibilidad y de frontera
en el sentido de que V* - vy =0en D y vy = 0 sobre 9D.

Comentamos que el sistema en (5.23) es un problema de valores iniciales y de frontera
no lineal para los campos (v, p). Podemos esperar que este sistema posee una solucién sobre
un intervalo de tiempo finito [0, 7] siempre que la regién D sea suficientemente regular, y
que vg v oo satisfagan ciertas condiciones leves.

Si D es suave, el campo v es Unico, mientras que p es unico solo hasta una funcién
temporal aditiva. Si D no es acotado se requieren condiciones de borde adicionales en la
infinidad, las cuales aseguran la unicidad tanto de v que de p. Por simplicidad se supone que
las soluciones son continuamente diferenciables en todas las variables tantas veces que sea
necesario para llevar a cabo nuestros célculos.

Se puede garantizar la existencia de una solucién de (5.46) sobre un intervalo de tiempo
acotado que depende de los datos del problema. Sin embargo la existencia global de una
solucién para todos los tiempos ain es un problema abierto. Ademas, tal como para los
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casos de un fluido ideal o elastico, se requiere en general de una aproximacion numérica para
obtener informacién cuantitativa acerca de una solucion.

La condicion de borde estandar para un fluido Newtoniano es diferente de la condicién
correspondiente para un fluido ideal o elastico. En el caso Newtoniano, todas las componentes
de la velocidad, normales tanto que tangenciales, deben anularse en una frontera fija. Como
para los casos de un fluido ideal o elastico, la componente normal debe anularse porque el
fluido no puede atravesar la frontera, pero también se debe anular la componente tangencial
debido a tensiones de cizalla viscosas.

La condicién de frontera v = 0 sobre 0D es adecuada para describir la interfaz entre un
fluido Newtoniano y un sélido fijo e impermeable. Si el sélido no fuera fijo, pero sujeto a un
campo de velocidad dado 19, entonces la condicion de borde apropiada seria v = 19 sobre
oD.

5.4. Energia cinética del movimiento de fluidos

En lo siguiente derivaremos algunos resultados acerca de la disipacién de la energia cinéti-
ca en el movimiento de fluidos. Nos limitamos a movimientos bajo fuerzas de cuerpo conser-
vativas en regiones con fronteras fijas, y demostraremos que un fluido ideal no posee ningtin
mecanismo para la disipacién de energia mientras que un fluido Newtoniano si lo tiene. Co-
menzaremos recordando dos resultados ttiles. El primero establece una identidad integral
involucrando el gradiente y el Laplaciano de un campo vectorial suave.

Lema 5.6 (Integracién por partes). Sea v un campo vectorial suave en una region reqular
y acotada D C 3, y sea v = 0 sobre dD. Entonces

/D (A%D) v dV, = — / (V*0) : (V¥0) V.

D
Demostracion. A partir de la definicién del Laplaciano vectorial (Definicién 1.9) se tiene que

(A“"v) UV = V55V = (Ui,jvi>,j — Vi Vi = ve. ((Vw’v)T’U) - (V“’v) . (V“’v)

Integrando esta expresién sobre D obtenemos
/ (A%v) - vdV, = / VE((V*) Tv) dV, — / (VZv) : (VZ)dV,
D D D

= /BD((VQ”'U)T'U) -ndA, — / (VZv) : (V®v)dV,

D
= —/(Vfcv) S (VP0) dVy,
D
donde la tltima linea es una consecuencia de v = Q sobre 0D. [ ]

El siguiente resultado establece una desigualdad integral entre un campo vectorial suave
y su gradiente.

Lema 5.7 (Desigualdad de Poincaré). Sea D C E3 una regién reqular y acotada. Entonces
existe una constante escalar A\ > 0, que depende solamente de D, tal que

/|w|2de<>\/Vw:deVm
D D
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para todo campo vectorial suave w con w = 0 sobre OD.
Demostracion. Tarea. [ |

Respecto al resultado anterior notamos que la dimension fisica de A es longitud cuadrada.
Efectivamente la demostracién del Lema 5.7 muestra que para un dominio de forma fija, la
dilatacién por un factor o causa que A cambia a o). Podemos ahora formular el resultado
principal acerca de de la disipacién de la energia cinética.

Lema 5.8 (Energia cinética de fluidos Newtonianos e ideales). Consideremos un cuerpo
de un fluido ideal o Newtoniano, ocupando una region reqular y acotada D C E? con una
frontera fija tal que By = D para todo t > 0. Sea o9 > 0 la densidad de masa constante, y
sea K (t) la energia cinética del cuerpo al instante t definida por

1 1
K(t):/ 5Q\UFOW‘,,,,:/ Soolof v,
By D

y sea Ko = K(0). Supongamos, ademds, que el cuerpo estd sujeto a una fuerza de cuerpo
por masa unitaria conservativa b= —V=*f.
1.) Para un cuerpo de fluido Newtoniano descrito por las ecuaciones de Navier-Stokes la
energia cinética satisface
2ut
K(t) < exp (—)\—QO) Ky paratodo t > 0. (5.47)

Ast, la energia cinética de un cuerpo de fluido Newtoniano disipa a cero exponencial-
mente para cualquier condicion inicial.

2.) Para un cuerpo de fluido ideal descrito por las ecuaciones de Euler la energia cinética
satisface

K(t) = Ky paratodot >0, (5.48)
es decir la energia cinética de un cuerpo de fluido ideal no varia en el tiempo.
Demostracion. Por definicién de la energia cinética se tiene que

dK(t)  d [ 1, 1 ,
= =, = d x — = d x — -vd @)
. d /&2@|v| Vs /Bt2@(|”|) Vs /B ev-vdbs

donde hemos utilizado el Lema 4.2 para la diferenciacion de la integral. Como o = gy = const.
y By = D, esta expresion se reduce a

dK (t
J = / 000 - vdV,. (5.49)
at .

Ahora, para las ecuaciones de Navier-Stokes con una fuerza de cuerpo conservativa se tiene
que
000 = pA*v — V*) para todox € D, t >0,

donde v = p + p9fB. Para las ecuaciones de Euler tenemos la misma expresion, pero con
w1 = 0. Sustituyendo gy¥ en (?77) obtenemos

dK(t) /D(“(A%) v — V- v) dV. (5.50)

dt
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En lo siguiente demostraremos que el segundo término en el lado derecho se anula. En
particular, como V® - v = 0 tanto para las ecuaciones de Navier-Stokes como para las
ecuaciones de Euler obtenemos

VZ. (Yv) =V* - v+ (V*-v) = V¥ - v.

Ademas, como v - n = 0 sobre D para ambos casos, se tiene que

/V“’@/wvde:/Vﬂ”-(@Dv)de: Yv-ndA,; =0.
D D oD
Para el término restante en el lado derecho de (5.50) podemos aplicar el Lema 5.6 en el caso
de Navier-Stokes, o poner = 0 en el caso de Euler. En ambos casos obtenemos

dK(t

dE(t) = —,u/ V*v : V*vdV, paratodot > 0. (5.51)

dt D

Para el caso de Navier-Stokes podemos aplicar la desigualdad de Poincaré al lado derecho
de (5.51) para obtener

dK(t) i / 9 2u
< - L:l: - ) 02

donde A depende del dominio D. Multiplicando (5.52) por el factor exp(2ut/(Aop)) obtenemos

d 218

— — | K <0,

i (o0 () <)
e integrando desde s = 0 a s =t obtenemos (5.47). Para el caso de Euler ponemos 1 = 0 en
(5.51), luego

dK (t)

dt

lo cual implica (5.48). |

=0 paratodot >0,

Comentamos que el modelo del fluido ideal no posee un mecanismo para la disipacién
de energfa cinética (mecdnica), mientras que un modelo Newtoniano si lo tiene. La ausencia
o presencia de disipacién se debe a la presencia de tensiones de cizalla viscosas controladas
por la viscosidad del fluido p.

Comentamos, ademas, que este resultado muestra que la energia cinética en un cuerpo
de fluido Newtoniano tiende a cero en la ausencia de movimiento de fluido en la frontera,
siempre que la fuerza de cuerpo sea conservativa. La tasa de decaimiento depende de pu, 9
y A. Para fluidos con una alta razén de viscosidad por densidad la tasa de decaimiento es
muy rapida.

Finalmente enfatizamos que el parametro A\ que aparece en la cota de decaimiento de-
pende enteramente de la geometria del dominio D. Para un fluido con propiedades fijas, la
tasa de decaimiento de la energia cinética disminuye en medida que el tamano del dominio
(de forma fija) es incrementado.
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5.5. Ejercicios

Problema 5.1 (Certamen 2, Curso 2012). Se considera un cuerpo de fluido eldstico con la
configuracién de referencia B y la ecuacién de estado p = 7(p) entre la presién espacial y la
densidad de masa espacial.

a) Demostrar que el primer tensor tensién de Piola-Kirchhoff para este fluido puede ser
escrito como

P = Fi(ca QO)?

donde X(C, gy) es cierta funcién que depende de la funcién de estado 7. Aqui C es el
tensor deformacion de Cauchy-Green y gy es la densidad de masa referencial.

b) Basado en el resultado de (a) demostrar que un fluido eldstico también puede ser
considerado como un material elastico isotrépico, con una funcion respuesta de tension
que depende de la densidad de masa referencial.

Problema 5.2 (Certamen 2, Curso 2012). Demostrar que la tensién de Cauchy reactiva
S en un cuerpo de fluido ideal o Newtoniano no realiza ningtn trabajo en cualquier movi-
miento compatible con la restriccién de incompresibilidad. En particular, demostrar que la
contribucion a la potencia de tension desaparece, es decir

S® . L =0 paratodoxe B, t>0.

Problema 5.3 (Tarea 4, Curso 2013). Se considera un fluido ideal en una regién D con
densidad de masa gy sujeto a un campo fuerza de cuerpo nula constante y uniforme. Sea D
la region no acotada exterior a un obstaculo 2. Demostrar que si el movimiento del fluido es
estacionario e irritacional, entonces la fuerza resultante que el fluido ejerce sobre el obstaculo
estd dada por

_%
2 Joa
donde n es el campo normal unitario sobre 0f).

r lv[*ndA,,

Problema 5.4 (Tarea 4, Curso 2013). Sea ¢ > 0 una constante y considere la ecuacién de
la onda

g—;g(l) = 2A% WM (5.53)
para la perturbacién de la densidad en un fluido elastico. Demostrar que

oV(x,t) = fk-x—ct)+ g(k-x +ct)
es una solucién de (5.53) para cualquier par de funciones f,g : R — R y cualquier vector
unitario k. Las soluciones de este tipo se llaman ondas planas.

Problema 5.5 (Tarea 4, Curso 2013). Sea v un campo vectorial suave que satisface V*-v = 0
en una region regular y acotada D. Suponiendo que v - n = 0 sobre dD, demostrar que

/ (VPv)vdV, = 0.
D



5.5. EJERCICIOS 149

Problema 5.6 (Tarea 4, Curso 2013). Se consideran las ecuaciones de Navier-Stokes con
fuerza de cuerpo nula, y se consideran soluciones para las cuales el campo velocidad v puede
ser escrito como

v(x,t) = v (21, o, t)eq + vo(z1, X2, t)es.

(Tales soluciones se llaman planas.) Se consideran, ademds, campos velocidad que pueden
ser representados en la forma

o o

v=—e — —

8.1'2 8.1'1

donde ¢ = (1, 9, t) es una funcién escalar arbitraria, llamada funcidn corriente. Aqui de-
mostraremos que la funcién corriente para una solucién plana de las ecuaciones de Navier-

Stokes satisface una ecuacién relativamente simple.

€2,

a) Demostrar que la restriccion de incompresibilidad (ecuacién conservacién de masa)
esta satisfecha automaticamente para cualquier funcién corriente .
b) Sea w = V¥ X v el campo vorticidad asociado a v. Demostrar que w = wes, donde

w = —A"Y.
c¢) Utilizar la ecuacién balance de momento lineal para demostrar qye w debe satisfacer
ow
— +v - V*w =vA%w,
ot

donde v = p/gg. Demostrar que ¢ debe satisfacer la ecuacion

110 oY oY
AZ 2, — — | L AZ i o CVE(AT )
@0 = [ e+ (fhe - 5he) V3]
Se comenta que si v > 1, una buena aproximacion de esta ecuacién viene dada por la
ecuacidn biarmdnica (A®)* = 0.

Problema 5.7 (Tarea 4, Curso 2013). Se considera un campo velocidad estacionario de la
forma u(x) = AV®Y(x), donde ¢ es una funcién escalar y A es un tensor de segundo orden
definido en un marco dado por

0
Y(x) = sin(z) sin(xs), [A] = —01

o O =
— o O

a) Demostrar que (V*u)u = —V*¢, donde

o(x) = ;lcos(Qxl) + icos(ng).

b) Demostrar que para una apropiada eleccién del campo presién g(x), el par (u,q) es
una solucion estacionaria de las ecuaciones de Euler (5.2) para un fluido ideal con
fuerza de cuerpo nula.

c) Sea v(x,t) = exp(—At)u(x). Demostrar que para una adecuada seleccién del campo
presién p(x,t) y de la constante A, el par (v,p) es una solucién estacionaria de las
ecuaciones de Navier-Stokes (5.42).
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Problema 5.8 (Certamen 2, Curso 2013). Se considera un cuerpo de fluido eldstico sujeto
a fuerza de cuerpo cero y bajo un movimiento estacionario e irrotacional con un campo

velocidad espacial v = V¥¢ en una region fija D. Sea la relacién constitutiva dada por
1
p=mlo) = 50"
a) Determinar las funciones asociadas v(s) y ((s) para este fluido, eligiendo la férmula

apropiada entre
= [ Fag 2w =3 [ THae 6= [T

v C(y(s)) = s para todo s > 0.
b) Demostrar que el potencial de velocidad ¢ satisface la ecuacién no lineal

1
cA%p = §|Vm¢]2Am¢ +V®p - (VEV®9)V®h, x € D,
donde V*V?®¢ denota el tensor de segundo orden con los componentes

[V*VZ0lij = ¢4;.




Capitulo 6

Mecanica de sdlidos isotérmica

En este capitulo consideraremos diversas aplicaciones de las leyes de balance Lagran-
gianas introducidas en el Capitulo 4. Tal como en el capitulo anterior se despreciaran los
efectos térmicos tanto por motivaciones fisicas y porque se simplifica el tratamiento ma-
teméatico. Considerando solamente el caso isotérmico obtendremos 15 campos incognitos en
la descripcion Lagrangiana de un cuerpo continuo, a saber (comparar con Seccién 4.4.7):

©i(X,t) 3 componentes del movimiento,
Vi(X,t) 3 componentes de velocidad,
P;(X,t) 9 componentes de la tensién.

Para determinar estas cantidades tenemos a disposicion las siguientes 9 ecuaciones:

\% = %gpi 3 ecuaciones cinematicas,
00V = Pij; + 00(bi)m 3 ecuaciones de momento lineal,
Py Fy = Fyp Py, 3 ecuaciones independientes de momento angular.

Asi necesitamos 6 ecuaciones adicionales para que el nimero de incégnitas sea igual al
nimero de ecuaciones. Estas ecuaciones adicionales serdan proporcionados por ecuaciones
constitutivas que relacionan las componentes independientes del primer tensor tensiéon de
Piola-Kirchhoff a las variables ¢ y V. Cualquier ecuacién constitutiva de este tipo debe
ser consistente con el axioma de indiferencia respecto del marco. Ademads, si se supone que
un material es energéticamente pasivo, la ecuacion constitutiva también debe satisfacer la
desigualdad de energia mecanica discutida en el Capitulo 4.

En este capitulo estudiaremos modelos constitutivos que relacionan la tension P al gra-
diente de deformacion F = VX . Tipicamente tales modelos se utilizan para describir el
comportamento de diversos tipos de sélidos. Como estos modelos son independientes de V/,
esta variable puede ser eliminada sustituyendo la ecuacién cinematica en la ecuacion de ba-
lance del momento lineal. Asi se puede generar un sistema cerrado para ¢ y P a partir de
las ecuaciones de balance para el momento lineal y angular conjuntamente con la relacién
constitutiva. Al contrario de las formulaciones del Capitulo 5, no se considera una ecua-
cién de balance de masa porque no aparece la densidad de masa espacial. En todo nuestro
desarrollo nos resultados seran expresados en términos o del primer tensor tension de Piola-
Kirchhoff P, o del campo tensién de Cauchy en su descripcién material Sy, o del segundo
tensor tensién de Piola-Kirchhoff 3, de acuerdo a lo que parece mas conveniente en cada si-
tuacién. Cualquier resultado expresado en términos de uno de estos tensores tensién siempre
puede ser expresado también en términos de los otros (ver Definicién 4.1).

Los modelos constitutivos considerados en este capitulo son los modelos para

(i) sélidos elasticos generales,
(ii) sélidos hiperelasticos y
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(iii) solidos eldsticos lineales.

Se presentard un resultado que demuestra que los modelos generales de (i) satisfacen la
desigualdad de energia mecénica si y sélo si son hipereldsticos como los de (ii). Ademads se
aplica la técnica de linealizacién a los modelos generales de (i) para motivar los modelos
lineales de (iii). Para cada modelo se analizan las consecuencias de la indiferencia del marco
material, se describen los problemas de valores iniciales y de frontera tipicos, y se estudian
varias propiedades cualitativas. También se introducira el concepto de isotropia para modelos
eldsticos y se estudiaran sus implicaciones para ecuaciones constitutivas.

6.1. Sélidos elasticos
6.1.1. Definicion.

Definicién 6.1 (Sélido eléstico). Un cuerpo continuo con la configuracion de referencia B
se llama soélido eléstico si:

1.) El campo tension de Cauchy posee la forma
Sw(X,t)=S(F(X,t),X) paratodo X € B, t >0,

donde S :V? x B — V? es una funcion dada, llamada funcién respuesta de tension
para Sy.
2.) La funcion S tiene la siguiente propiedad:

S(F,X)" = 8(F,X) paratodo X € By F € V? tal que det F > 0.

La propiedad (1) implica que la tensién en un punto en un sélido eldstico depende so-
lamente de la medida de la deformacion presente en este punto. En particular, esta tension
es independiente de la historia y de la tasa de tension. Este tipo de relacién puede ser
interpretado como una generalizacién de la Ley de Hooke. A menudo es llamada relacion
esfuerzo-deformacion. La propiedad (2) implica que el campo tensién de Cauchy necesa-
riamente es simétrico. Asi, la ecuacién de balance del momento angular (Lema 4.11) au-
tomdticamente estd satisfecha y no seguiremos considerandola. Como det F/(X,t) > 0 para
cualquier movimiento admisible, solamente consideraremos S(F', X) para argumentos F' que
satisfacen det F' > 0. R

Comentamos que la funcién S(F', X) para un cuerpo eldstico es una funcién intrinsica
del cuerpo. Esta funciéon depende solamente de propiedades materiales y de la configuracién
de referencia B, y determina la tension de Cauchy en todos los movimientos admisibles.

Se dice que un cuerpo eldstico posee una respuesta eldstica homogénea si S(F, X)) es
independiente de X . En adelante, sélo consideraremos cuerpos homogéneos eldsticos en este
sentido. Esta restriccion es impuesta sélo para simplificar la notacién; todos los resultados
siguientes pueden ser extendidos directamente al caso no homogéneo.

En virtud de la Definicién 4.1, las funciones respuesta de S,,, P y ¥ deben satisfacer las
relaciones

P(F) = (det F)S(F)F~, X(F)=F'P(F). (6.1)

Esto significa que las funciones respuesta de los tres tensores pueden ser determinadas a
partir de la funcion respuesta de uno de ellos.
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Un ejemplo clésico de una funcién respuesta de tension elastica es el modelo de Saint
Venant-Kirchhoff dado por

A~

X(F)=\NtrG)I + 2uG, (6.2)
donde
G:%(C—I), C=F"F

y recordamos que C' es el tensor deformacién de Cauchy-Green a derecha, ademés A y p son
constantes materiales.

Intuitivamente se supone que la funcién respuesta de un cuerpo elastico debe entregar
tensiones extremas en la presencia de deformaciones extremas. En particular, ciertas compo-
nentes de la tensién deberian tender a infinito en valor absoluto cuando cualquier estiramiento
principal tiende a infinito (extensién infinita) o tiende a cero (compresion infinita). El modelo
de Saint Venant-Kirchhoff posee la primera de estas caracteristicas, pero no la segunda.

6.1.2. Ecuaciones de elasticidad. Sea ahora go(X) la densidad de masa de un cuerpo
eldstico en su configuracién de referencia B, y sea by, (X, t) la descripciéon material de un
campo de fuerza de cuerpo espacial por masa unitaria b(x,t), es decir

b (X, t) = b(e(X,1)).

Entonces, poniendo P(X,t) = P(F(X,t)) en la ecuacién de balance de momento lineal
(Lema 4.10) obtenemos un sistema cerrado para el movimiento ¢ de un cuerpo eldstico. En
particular, el movimiento debe satisfacer la siguiente ecuacién para todo X € Byt > 0:

00p = V* - (P(F)) + 0obu. (6.3)

Esta es la ecuacion de elastodindmica.
Comentamos que en virtud de la definicién de un tensor de segundo orden se tiene que

VX 15]” = P, ;, v en virtud de la regla de la cadena y de la hipdtesis de homogeneidad
obtenemos

. 0P, 0Fy
vVX. Pl =2 :
| ] 0Fy 0X;
Como Fj; = ¢y, podemos escribir (6.13) en componentes como
D% %y, oP,;
= A ———— by, Aip = —2,
Qg ~ RuMgxax, T Pur =GR

donde b; denota las componentes de b,,. Concluimos que (6.3) es un sistema de ecuaciones

diferenciales parciales de segundo orden para las componentes de ¢. Tipicamente, la ecuacién

(6.3) es no lineal en ¢. Las no-linealidades se deben a la forma funcional de la funcién

respuesta de tension P(F)y dela fuerza de cuerpo b,,. Bajo condiciones apropiadas respecto

de la funcién P(F') suponemos que (6.3) admite un rango de soluciones tipo onda.
Igualando ¢ a cero en (6.3) obtenmos la ecuacion de elastostdtica

VX . (P(F)) + gobm = 0. (6.4)
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Esta es la forma Lagrangiana de la ecuaciéon de equilibrio local introducida en la Seccién 2.4,
para el caso de un sélido elastico.

6.1.3. Consideraciones de indiferencia respecto del marco. Demostraremos ahora
que las funciones respuesta de tensién para un solido elastico deben satisfacer ciertas restric-
ciones para ser compatibles con el axioma de indiferencia respecto del marco.

Lema 6.1 (Indiferencia respecto del marco de la respuesta de tensién). El campo tension
de Cauchy es indiferente respecto del marco si y solo si la funcion respuesta de tension S
puede ser escrita en la forma

S(F)=FS(C)F" (6.5)

para alguna funcion S :V? 5 V? donde C = F'F. Equivalentemente, las funciones P Y
3 deben satisfacer

P(F) = F%(C), %(F)=3(C)
para alguna funcion X : V? — V2. En particular,
3(C) = Vdet CS(C).

Demostracion. Sea x = ¢(X) un movimiento arbitrario y sea x* = ¢*(X,t) un segundo
movimiento definido por &* = g(x,t) = Q(t)x + ¢(t), donde Q(t) es un tensor de rotacién
arbitrario y ¢(t) es un vector arbitrario. Ademds, sean S(x,t) y S*(x*,t) los campos tensién
de Cauchy en B y B*, respectivamente. Entonces de acuerdo al Axioma 4.5 (de indiferencia
respecto del marco material) se debe satisfacer

QT (t)S*(x*,t)Q(t) = S(x,t) paratodox € By, t >0,

donde x* = g(x,t). Utilizando las descripciones materiales S,,(X,t) = S(p(X,t),t) y
S (X, t) = S*(p*(X,t),t) podemos escribir esta condicién como

QT (1)S: (X, )Q(t) = S(X,t) paratodo X € B, t > 0. (6.6)

Como la funcién respuesta S entrega la tensién de Cauchy en cualquier movimiento admisi-

A ~

ble se tiene que Sp,(X,t) = S(F(X,t)) y S, (X,t) = S(F*(X,t)). Ademds, en virtud del
Lema 4.16, se tiene que F* = QF'. Estos resultados, combinados con (6.6), implican que la
funcién respuesta S debe satisfacer

Q"S(QF)Q = S(F). (6.7)

Asi, el campo tension de Cauchy en un cuerpo elastico es indiferente respecto del marco si y
sélo si (6.5) es vélido. En particular, esta relacién debe ser vélida para todo F' con det F' > 0
y toda rotacién @ (porque ¢ y g son arbitrarios).

En lo siguiente demostraremos que (6.7) es valido para los tensores F' y @ indicados si
y s6lo si (6.5) es vdalido. Para empezar suponemos que (6.7) es vélido, y sea F = RU la
descomposicién polar a derecha de F. Entonces eligiendo @ = R" en (6.7) obtenemos

S(F)=RS(U)R". (6.8)
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Se define C? .= /CyC~'/? = (v/C)~'. Luego, como U = C"/?  se tiene que R = FC /2,
Insertando ambas relaciones en (6.8) entrega el resultado en (6.5), especificamente,

S(F)=FS(C)F*, donde S(C)=C"'2S(CY*)C~V>2.

Reciprocamente, si suponemos que (6.5) es valido, entonces es muy directo verificar que
(6.7) es valido para los tensores F'y @ indicados. Entonces concluimos que el campo tension
de Cauchy en un cuerpo eldstico es indiferente respecto del marco si y sélo si S puede ser
expresado en la forma (6.5). Los resultados para P y ¥ son consecuencias inmediatas de
(6.1) y de la relacién det C = (det F)?. |

A grandes rasgos, el Lema 6.1 afirma que las funciones respuesta de tensién para un
cuerpo elastico son indiferentes respecto del marco si y sélo si dependen del movimiento
mediante el tensor de deformacién de Cauchy-Green a derecha C. Como C = FTF, donde
F = VX, vemos que las funciones de respuesta indiferentes respecto del marco serdn, en
general, no lineales respecto del movimiento ¢.

Comentamos ademas que el Lema 6.1 puede ser utilizado para demostrar que el modelo de
Saint Venant-Kirchhoff introducido en (6.2) efectivamente es indiferente respecto del marco.
En particular para este modelo se tiene que

B(F) = Mtr G)I +2uG, donde G = %(C ~I)yC=F"F.
Insertando esto para G obtenemos 3(F) = (C), donde
- A
3(C) = §(tr(C’ —I)I+p(C—1). (6.9)

6.1.4. Problemas de valores iniciales y de frontera. Un problema de valores iniciales
y de frontera para un cuerpo elastico es un conjunto de ecuaciones para la determinacion
del movimiento de un cuerpo dado sujeto a condiciones iniciales especificadas en B en el
instante ¢ = 0 y a condiciones de frontera sobre 0B para instantes ¢ > 0. Tipicamente se
supone que B es un conjunto abierto y acotado. Sin embargo también es util considerar
conjuntos abiertos no acotados tales como el exterior de una regién dada o todo el espacio
Euclidiano.

El siguiente es un problema de valores iniciales y de frontera estandar para un cuerpo
eldstico con la configuracién de referencia B: Hallar ¢ : B x [0, T] — E3 tal que

00p = V¥ . (P(F)) + 0ob, en B x [0,T], (6.10a)

p =g sobre 'y x[0,T], (6.10b)
P(F)N =h sobre T, x [0, 7], (6.10c)
p(-,0) =X en B, (6.10d)
@(-,0) =V, en B. (6.10e)

En este sistema, I'q y I', son subconjuntos de dB tales que 'yUT', = 0By I'qNT', = &, 0
es la densidad de masa referencial, by, es la descripcion material de un campo de fuerza de
cuerpo por masa unitaria especificado, P es una funcién respuesta de tension indiferente del
marco (ver Lema 6.1), IN es el campo vectorial normal unitario sobre 0B, y g, h 'y V son
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campos dados. La ecuacién (6.10a) es el balance de momento lineal, (6.10b) es una condicién
de frontera de movimiento sobre I'g, (6.10c) es una condicién de frontera de traccién sobre I',,
(6.10d) es la condicidn inicial para el movimiento ¢, y (6.10e) es una condicién inicial para
la velocidad material ¢. En general las condiciones iniciales deben ser compatibles con las
condiciones de borde en el instante t = 0.

Comentamos que (6.10) es un problema de valores iniciales y de frontera no lineal para
la aplicacion del movimiento ¢. La existencia y la unicidad de soluciones sobre intervalos de
tiempo [0, 7] finitos pueden ser demostradas bajo hipétesis adecuadas respecto de la funcién
respuesta, los valores iniciales y de frontera impuestos, el dominio B y los subconjuntos I'g
y I',. En general se requiere de métodos numéricos para obtener informacion cuantitativa
acerca de las soluciones.

La cantidad h que aparece en (6.10c) es un campo de traccién impuesto para la primera
tension de Piola-Kirchhoff. Corresponde a la fuerza externa sobre la frontera actual expresada
por area unitaria de la frontera referencial. Como tipicamente las fuerzas externas fisicamente
relevantes son expresadas por area unitaria de la frontera actual, las expresiones para h
tipicamente dependen del movimiento ¢. En particular, los elementos de area superficial en
las configuraciones actuales y referenciales son relacionados mediante ¢ (ver Seccién 3.6).

El problema (6.10) permite condiciones de frontera méas generales. Por ejemplo, ¢;( X, t)
puede ser especificado para todo X € T (i = 1,2,3), y P;;(X,¢)N;(X) puede ser especifica-
do para todo X € I (i = 1,2, 3), donde I'; y I". con subconjuntos de 9B con las propiedades
Ul =90B y Iy NI = @ para i = 1,2, 3. Asi, varias componentes del movimiento o de
la traccion pueden ser especificadas en cada punto de la frontera.

Comentamos finalmente que cualquier solucién de (6.10) que es independiente del tiempo
se llama una configuracion de equilibrio o configuracion de reposo del cuerpo. Tales configu-
raciones deben satisfacer el problema de valores de frontera no lineal

vXx. (P(F)) + 00by =0 en B,
@p =g sobre 'y, (6.11)
P(F)N =h sobre I',.

Mientras que (6.10) tipicamente posee una solucién tnica, se espera que (6.11) posee solu-
ciones genuinamente no unicas en varias circunstancias. Efectivamente, fenémenos como el
pandeo pueden ser entendidos en términos de tal no unicidad.

6.1.5. Isotropia y funciones respuesta simplificadas. Aqui introduciremos el concepto
de isotropia para un cuerpo elastico y estudiaremos las implicaciones para la funcion res-
puesta de tension. En particular demostraremos que las funciones respuesta para un cuerpo
isotropico son particularmente simples.

Definicién 6.2 (Cuerpo eldstico isotrépico).AUn cuerpo eldstico con_la configuracion de
referencia B y la funcion respuesta de tension S se llama isotrépico si S(F) = S(FQ) para
todo F € V? con det F > 0 y todos los tensores de rotacién Q.

La Definicién 6.2 implica que un cuerpo elastico es isotrépico si el campo tensién de
Cauchy es invariante bajo rotaciones de la configuracion de referencia B. A grandes rasgos,
un cuerpo elastico es isotropico si posee la misma “rigidez” en todas las direcciones. Muchos,
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pero no todos, los materiales poseen esta propiedad. Esta propiedad sera expresada ahora
en términos de funciones tensoriales isotropicas.

Lema 6.2 (Respuesta de tension isotrépica). Si la funcion respuesta de tension S de un
cuerpo elastico isotropico es indiferente respecto del marco, entonces las funciones respuesta
de tension S y X del Lema 6.1 satisfacen las siquientes identidades para todos los tensores
de rotacion Q:

S(QCQY) =QSQ", =(QCQ') =Q=Q".
Ast, 8 43 son funciones tensoriales isotropicas en el sentido de la Seccion 1.1.5. Ademds,
a su vez, la funcion S debe ser una funcion tensorial isotropica, es decir

S(QFQ") = QS(F)Q"
para todos los tensores de rotacion Q.

Demostracion. Como QT es una rotacién si y sélo si Q lo es, la Definicién 6.2 implica que
S debe satisfacer

S(F)=S(FQ") (6.12)

para todo F' € V? con det F' > 0 y todo tensor de rotacién Q. Adem4ds, como S es indiferente
respecto del marco, se tiene que

S(F)=FS(C)F" (6.13)
para alguna funcién S(C), donde C = F'F. Combinando (6.12) y (6.13) obtenemos
FS(C)F' = FQ'S(QF'FQ")QF",
luego, como det F' > 0,
S(C)=Q'S(QF'FQ")Q o QS(C)Q"=S(QF'FQ"). (6.14)

Ast, S(C) es una funcién tensorial isotrépica de acuerdo a lo definido en la Seccién 1.1.5. El
resultado para 3(C) sigue del resultado anterior para S(C') y de la relacién

5(C) = Vdet CS(O).

En particular se tiene que

QE(C)Q" = Vdet CQS(C)Q" = 1/det(QCQ")S(QCQ") = =(QCQ").
Concluimos que a su vez, £(C) es una funcién tensorial isotrépica. El resultado de que S(F)

debe ser una funcién tensorial isotrdpica es una consecuencia directa de (6.13) y (6.14). W

Ahora podemos utilizar este resultado para demostrar que las funciones respuesta de
tension para un cuerpo elastico isotrépico son particularmente simples.

Lema 6.3 (Funciones respuesta de tensién simplificadas). La funcion respuesta de tension
S para un cuerpo eldstico isotropico es indiferente respecto del marco si y solo si esta funcion
puede ser escrita en la forma

S(F) = F(Bo(Zc)I + Ai(Zeo)C + Bo(Ze)C ) FT (6.15)
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para algunas funciones By, Ba, B3 : R* = R, donde I denota el conjunto de los tres invarian-
tes principales (ver Seccion 1.1.3.9) del tensor de deformacion de Cauchy-Green a derecha C'.
Equivalentemente, las funciones respuesta P y 3 pueden ser escritas en la forma

P(F) = F(VO(IC)I + ’71(1())0 + ’}/Q(Ic)c_l),
X(F) = %(Zo)I + 11(Ze)C + 12 (Ic)C ™
para funciones Yo, V1,72 : R — R.

Demostracién. Si S es una funcién respuesta indiferente respecto del marco para un cuerpo
isotrépico eldstico, entonces el Lema 6.1 implica que S(F) = FS(C)F para alguna funcién
S(C), donde C = F'F, y el Lema 6.2 implica que S(C) es una funcién tensorial isotrépica.
Ademés, 8(C') debe ser simétrica porque S(F) es simétrica debido a la definicién de un sélido
eldstico. En virtud del Lema 1.12 podemos escribir S(C) en la forma

S(C) = Bo(Ze)I + Bi(Zc)C + Bo(Ze)C!

para algunas funciones (3, 3y, 83 : R3 — R. Entonces necesariamente S (F') debe poseer la
forma (6.15). Viceversa, si S(F') posee la forma indicada, se puede verificar directamente
que esta forma satisface la Definicién 6.2 y por lo tanto es indiferente respecto del marco.
Los resultados para P y 3 son consecuencias de (6.1) y de la relacién det C = (det F')*. En
particular, si S(F) posee la forma indicada, entonces P y 3 poseen las formas indicadas

con v, = vdet CB;, 1 =0,1,2. [ |

Comentamos que el Lema 6.3 implica que las funciones respuesta de tension para un
cuerpo elastico isotropico estan completamente definidas por tres funciones escalares de los
invariantes principales de C.

Comentamos, ademés, que el modelo de Saint Venant-Kirchhoff dado por (6.2) efectiva-
mente es un modelo de un sélido elastico isotropico. En particular para este modelo tenemos,
utilizando (6.9),

~ A _
3(F) = 5(“(0 NI+ p(C —1I) =v%(Zc)I +7%(Ze)C + 72(Zc)C 7,
donde
A 3\
N=gul-——p n=p 72=0

6.2. Sélidos hiperelasticos

En esta seccion estudiaremos el modelo constitutivo de un sélido hiperelastico, el cual
representa un caso especial del sélido eldstico introducido en la secciéon anterior. Se presen-
tara un resultado que demuestra que un solido eldstico satisface la desigualdad de energia
mecanica si y solo si es hiperelastico. También estudiaremos las implicaciones de la indiferen-
cia respecto del marco y se establecera un resultado respecto del balance de energia mecanica
total. Terminaremos con un breve listado de algunos modelos hiperelasticos comunes en la
practica.



6.2. SOLIDOS HIPERELASTICOS 159
6.2.1. Definicién.

Definicién 6.3 (Sélido hipereldstico). Un cuerpo continuo con la configuracién de referen-
cia B se llama sélido hiperelastico si:

1.) El cuerpo es eldstico con las funciones respuesta de tension S(F), P(F) y 3(F) para
los campos de tension Sn(X,t), P(X,t) y X(X,t), respectivamente.
2.) La funcion P posee la forma

P(F)=DW(F) (6.16)

donde W : V? — R es una funcién dada, llamada funcién densidad de energfa de
deformacién, y DW (F') denota la derivada de W en F (ver Definicion 1.10).
3.) La funcion W tiene la siguiente propiedad:

DW(F)F* = FDW(F)" para todo F € V?, det F > 0.

La propiedad (1) implica que en cualquier movimiento, el primer campo tensién de Piola-
Kirchhoff es dado por P(X,t) = P(F(X,t)). La propiedad (2) constata que la funcién res-
puesta P es la derivada de una funcién escalar energia de deformacién W. Esta propiedad
tiene varias consecuencias importantes. Por ejemplo, esta propiedad garantiza que la de-
sigualdad de energia mecénica esté satisfecha, y que los sistemas en (6.10) y (6.11) poseen
una estructura variacional. La propiedad (3) asegura que la ecuacién de balance del momento
angular (Lema 4.11) autométicamente estd satisfecha, tal como lo exige la definicién de la
funcién respuesta de un cuerpo elastico.

6.2.2. Consideraciones de indiferencia respecto del marco. En lo siguiente desarro-
llaremos un resultado que demuestra que la funcion energia de deformacion debe poseer una

forma particular para que el axioma de indiferencia material respecto del marco esté satis-
fecho.

Lema 6.4 (Indiferencia respecto del marco de funcién respuesta de tensién de un material
hiperelastico). El campo de tension de Cauchy en un cuerpo hipereldstico es indiferente
respecto del marco si y solo si la funcion energia de deformacion W puede ser expresada
como

W(F) = W(C) (6.17)

para algunaAfuqcio/nAW V2 5 R, donde C = FTF. En este caso, las funciones respuesta

de tension P, 3 y S estdn dadas por las respectivas expresiones
N _ N _ N 2 _
P(F)=2FDW(C), X(F)=2DW(C), S(F)= FDW(C)F", 6.18
(F) (©). E(F)=2DW(C). S(F)= —=—FDIWOF",  (6.15)

donde DW (C) denota la derivada de W en C.

Demostracion. Por brevedad demostramos que (6.17) es suficiente para la indiferencia del
marco, omitiendo la demostracién de la necesidad. Empezamos demostrando que (6.17)
implica la forma funcional de P indicada en (6.18). A partir de la versién de componentes
de (6.16) obtenemos
- ow
P (F) = F).
(F) = G ()
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Ademis, como W (F) = W(C)y C = F'F, la regla de la cadena implica que

- oW 0C,,;
Pij = )
OCya OF;
donde omitimos los argumentos. Como C,,,; = Fj,, Fi, obtenemos
oC,,
OF 'l = 0kiOmj Frt + FrmOriOtj = OmjFu + 01 Fi,

lo cual implica que

. oW oW
P=—F, +—_—F .
CATo M + Cp; ™

Notando que DW(C) es simétrico porque C' lo es, podemos escribir esta identidad como

- ow ow
By = Fapre + Fanrer—,
=g, T g
o en notacién tensorial,
P(F)=2FDW(C). (6.19)

Asi, (6.17) implica la forma funcional de P informada en (6.18). Luego demostraremos
que esta forma es suficiente para la indiferencia respecto del marco. A partir de (6.1) y la
identidad det C' = (det F')? tenemos que

P(F) = (det F)S(F)F~T = Vdet CS(F)F~".
Combinando esta expresién con (6.19) obtenemos
2FDW(C) = Vdet CS(F)F 7,

lo cual implica que

. 92 _
S(F)=F DW(C) | F".
"= (e )
Asi, S posee la forma indicada en (6.18), y la indiferencia respecto del marco es una conse-
cuencia del Lema 6.1. La forma de ¥ dada en (6.18) es una consecuencia de (6.1). |

Una explicacién intuitiva de la suficiencia de (6.17) para la indiferencia respecto del marco
sigue del Lema 4.16, el cual demuestra que el tensor C' no es afectado por movimientos rigidos
superpuestos. En particular, W (F') es un campo escalar indiferente respecto del marco si
posee la forma (6.17).

La propiedad (3) en la Definicién 6.3 estd satisfecha para cualquier funcién de energia
almacenada de la forma (6.17). Esto es una consecuencia de la relaciéon DW (F) = 2FDW (C)
y de la simetria de DW (C).

El concepto de isotropia también puede ser aplicado a cuerpos hiperelasticos. En parti-
cular, un cuerpo hipereldstico es isotrépico si y sélo si la funciéon W(C) en (6.17) puede ser

expresada en a forma W (C) = W (Z¢) para alguna funcién W : R? — R, donde Z¢ denota
el conjunto de los invariantes principales de C' (Tarea).
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Finalmente comentamos que el modelo de Saint Venant-Kirchhoff dado por (6.2) efecti-
vamente es hipereldstico. En particular, a partir de (6.9) se tiene que

- A
3(F) = §(tr(C —I)I+p(C—1),
y podemos verificar que 3(F) = 2DW (C), donde

- A
W(C) = 5(6(C - )’ + %tr((C ~ 1)
Ademss, como W(C) depende solamente de los invariantes principales de C, el modelo es

isotropico, como ya demostramos en la Seccién 6.1.

6.2.3. Consideraciones de energia mecanica. Aqui se supone que el modelo isotérmico
de un sélido elastico es energéticamente pasivo (de acuerdo a lo discutido en la Seccién 4.7).
Demostraremos que el modelo satisface la desigualdad de energia mecéanica (Lema 4.17) si y
solo si es hiperelastico. También se demostrara un resultado acerca de la ecuacién de balance
de la energia mecanica total.

Lema 6.5 (Desigualdad de energia mecéanica para sélidos elasticos). Un sdlido eldstico sa-
tisface la desigualdad de energia mecdnica (Lema 4.17) si y solo si es hipereldstico, es decir
P(F) =DW(F) (6.20)
para alguna funcion energia de deformacion W (F).
Demostracion. Por brevedad demostramos que (6.20) es suficiente, omitiendo la demostra-
cién de la necesidad. Sea P el primer campo tensién de Piola-Kirchhoff y supongamos que
(6.20) es vélido. Entonces
P(X.t)=P(F(X,t)) =DW(F(X,t)),
lo que implica que
P(X,t): F(X,t)=P(F(X,t)): F(X,t)=DW(F(X,t)) : F(X,t)
P (6.21)

= aW(F(X,t)) para todo X € B, t > 0.

Integrando esta expresién sobre un intervalo de tiempo [t, ;1] arbitrario obtenemos
t1 .
/ P(X,t): F(X,t)dt=W(F(X,t1)) - W(F(X,t)) paratodoX € B. (6.22)
to

Para todo proceso cerrado e isotérmico en [tg, t1] se tiene que p(X,t;) = ¢(X, ty) para todo
X € B, lo que implica que F(X,t;) = F(X,ty) para todo X € B. Asi el lado derecho de
(6.22) se anula y la desigualdad de energia mecanica queda satisfecha para cualquier funcién
energia de deformaciéon W (F'). |

Lema 6.6 (Balance de energia hipereldstica). Sea ¢ : B x [0,00) — E3 un movimiento de
un cuerpo hipereldstico con la funcion energia de deformacion W(F'), y en cualquier instante
t >0 sea By la configuracion actual de B. Entonces

%(U(Bt) + K(By)) = P(B;) paratodot >0,
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donde U(By) es la energia total de deformacion definida por
U(B,) = / W(F(X.1)) dVx.
B

K(B:) es la energia total cinética y P(B;) es la potencia de las fuerzas externas sobre By

(ver Capitulo 4).

Demostracion. A partir del Lema 4.12 se tiene que
—K (By) + /P (X,t): F(X,t)dVx = P(By),
mientras que (6.21) implica que
/PXt Xt)dVX——/W Xt))dVX

Combinando ambas identidades llegamos al resultado deseado. [ |

En el caso de ausencia de fuerzas externas el Lema 6.6 implica que la energia total de
un cuerpo hiperelastico, definida como la suma de las energias cinética y de deformacion, es
conservada a lo largo de movimientos (Tarea). Efectivamente las ecuaciones de movimien-
to pueden ser consideradas como un sistema Hamiltoniano separable, siendo la energia de
deformacién la energia potencial.

6.2.4. Modelos comunes. En virtud del Lema 6.5, muchos modelos isotérmicos de sdli-
dos elasticos utilizados practicamente efectivamente son hipereldsticos. Efectivamente, la
desigualdad de energia mecanica, derivada a partir de la desigualdad de Clausius-Duhem
(Segunda Ley de Termodindmica) exige que modelos eldsticos sean hipereldsticos. Termina-
mos la Seccién 6.2 con el listado de algunos modelos hiperelasticos (indiferentes respecto del
marco e isotropicos) comunes, todos definidos a través de su funcién energia de deforma-

cién W(C): el modelo de Saint Venant-Kirchhoff

W(C) = %(tr G+ ptr(G?), G = %(C —I), \u>0, (6.23)
el modelo Neo-Hookeano
W(C)=atrC + F(\/M), I'(s) =cs* —dlns, a,c,d>0, (6.24)
el modelo de Mooney-Rivlin
W(C)=atrC +btrC, +T'(VdetC), C,=(detC)C™", a,b>0, (6.25)
y el modelo de Ogden
3 %i/2) Y tr(CY/?) + T'(Vdet C)
Zzlaz tr(C ]Zl r(C] , (6.26)

M,N >1, Cli,bj>0, ’)/1,5]21

Todos estos modelos, en particular (6.24), (6.25) y (6.26), han sido utilizados para describir
materiales similares a goma bajo deformaciones grandes. En particular, los modelos (6.24),
(6.25) y (6.26) tipicamente han sido utilizados para modelar materiales incompresibles. En
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tal caso, el término I'(v/det C) es omitido y la restriccién det F = 1, o equivalentemente,
det C = 1, es considerada conjuntamente con un multiplicador (ver Seccién 4.6). En el
caso general compresible considerado aqui, el término I'(v/det C) apropiadamente genera
tensiones extremas en el caso de compresion extrema cuando cualquier estiramiento principal
tiende a cero, o equivalentemente, det C' — 0. En este sentido los modelos (6.24), (6.25) y
(6.26) son mas aptos para deformaciones extremas que el modelo (6.23), el cual no posee esta
propiedad como ya mencionamos en la Seccién 6.1. Todos los modelos (6.23)—(6.26) generan
tensiones extremas apropiadas en el caso de una extension extrema cuando cualquier de los
estiramientos principales tiende a infinito.

6.3. Linealizacién de las ecuaciones de la elasticidad

Para casi todos los modelos constitutivos de interés las ecuaciones de movimiento de un
solido elastico son demasiado complicadas como para permitir una solucién exacta, por lo
tanto a veces uno trata de remplazar estas ecuaciones por aproximaciones mas simples. En
esta seccion se determina un conjunto de ecuaciones simplificadas para un soélido eldstico
bajo la hipdtesis de deformaciones pequenas.

Para motivar el tratamiento, consideremos un cuerpo eldstico en reposo en una configu-
racion de referencia B libre de tension. Se dice que una configuracién es libre de tension si
una (por lo tanto, todas) de las funciones respuesta de tensién se anula cuando F = I, es
decir

P(I)=0, =(I)=0, S8(I)=o0, (6.27)

donde recordamos que O denota el tensor (de segundo orden) nulo. Supongamos que el
cuerpo esta sujeto a una fuerza de cuerpo, que la condiciones iniciales y de frontera son
como en (6.10), y que by, g, h y V| son pequenos en el sentido de que

b (X, 1) . R(XL)|, V(X)) =0C), (6.28)

donde 0 < € < 1 es un parametro pequeno. En este caso es muy razonable suponer que el
cuerpo desvia solo ligeramente desde su configuracién de referencia en el sentido de que

(X, t) — X| = O(e). (6.29)

Efectivamente, si b, = h = Vj = 0y g = X, entonces las ecuaciones en (6.10) estan
satisfechas por ¢(X,t) = X para todo X € Byt > 0.

Queremos ahora deducir un conjunto de ecuaciones simplificadas para describir movi-
mientos que satisfacen (6.29) bajo las hipdtesis (6.27) y (6.28). Discutiremos problemas de
valores iniciales y de frontera para estas ecuaciones y estudiaremos las implicaciones del
axioma de indiferencia respecto del marco y de la hipotesis de isotropia.

6.3.1. Ecuaciones linealizadas y tensores de elasticidad. En virtud de (6.28) supo-
nemos que by, g, h y V pueden ser escritos en la forma

b =cbV), go=X+egV, B =chV, Vi=cV{] (6.30)

m
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para algunas funciones bfrll), g, I y Vél). Luego, en virtud de (6.29), buscamos una
expansion en serie de potencias de ¢ en la forma

¢ = X +euV + 0(e?), (6.31)

donde uM es un campo incégnito. Si por u® = ¢°— X denotamos el campo de desplazamiento
asociado con ¢°, entonces (6.31) implica que u® posee la expansién

uf =0+ cuV + O(?). (6.32)

Ahora presentamos una ecuacién de derivadas parciales para la perturbacion de primer
orden u(!) del desplazamiento. A partir de (6.10a) deducimos que u® = ° — X satisface la
ecuacion de balance de momento lineal

o0t = VX - (P(F?)) + 0ob5,, (6.33)
donde F* es el gradiente de deformacién asociado a ¢°, es decir
F? =V*e® =T +eV¥u) + 0?).
La siguiente definicién sera 1til para simplificar (6.33).

Definicién 6.4 (Tensores de elasticidad). Sean P(F), 3(F) y S(F) las funciones respuesta
de tension de Piola-Kirchhoff y de Cauchy de un sélido eldstico. Entonces se definen los
tensores de elasticidad de cuarto orden A, B y C asociados con 35> Y S, respectivamente,
por
op; 0% 0S;;
A = —2(I Biii = ——2(I), Cijm = —=2(I).
=g, D Biw =55 (I, Cyu =75 (1)

En notacion tensorial se tiene

d .
A(H)= —P(I+aH)| =DP(I)H paratodo H € V?,

da a0
con expresiones similares vdlidas para B y C (ver Definicion 1.11).

Utilizando la Definicién 6.4 podemos desarrollar la funcién respuesta de tensién P(F<)
en una serie de Taylor en torno a € = 0 para obtener

P(F*) = P(F)|__, +cA(V¥u) + O(e?).
Como P(I) = O, obtenemos
P(F?) = eA(VXuY) + O(?). (6.34)

Insertando (6.34), (6.32) y (6.30) en (6.33) y conservando solamente los términos de la
primera potencia de € obtenemos

oots = VX - (A(V*uM)) + gobly. (6.35)

Esta es la version linealizada de la ecuacién de balance de momento lineal (6.10a). Aplicando

condiciones similares podemos obtener versiones linealizadas de las condiciones de frontera
e iniciales (6.10b)—(6.10e).
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6.3.2. Problemas de valores iniciales y de frontera. La linealizacién de (6.10) nos
entrega el siguiente problema de valores iniciales y de frontera para la perturbacién de
primer orden del desplazamiento en un séliudo eldstico: Hallar u*) : B x [0,7] — V tal que

oorV = VX . (A(VXu(l))) + 00bV en B x [0, 77,
u) = gV sobre Ty x [0, 7],
AVXuDYN = Y sobre T, x [0,7], (6.36)
u(-,0)=0 en B,
aW(,0)=V enB.

Tipicamente, estas ecuaciones son llamadas las ecuaciones linealizadas de eldstodinama-
ca. Estas ecuaciones forman una aproximacién del sistema (6.10) adecuada para describir
desviaciones pequenas desde una configuracion libre de tension en un sélido elastico. En el
sistema (6.36), I'y y I', son subconjuntos de 0B tales que 'qUT', = 0By I'q4ynNTl, = @,
0o es la densidad de masa referencial, A es el tensor de elasticidad de cuarto orden asociado
a la funcion respuesta de tension P, IN es el campo vectorial normal unitario sobre 0B, y
bg), gV, R y V(()l) son campos de perturbacién dados. Cualquiera de las condiciones de
frontera més generales discutidas en el contexto de (6.10) también puede ser considerada
para (6.36).

Comentamos que el sistema (6.36) representa un problema de valores iniciales y de fron-
tera lineal para el campo de perturbacién ). En el caso que A posee simetrfa mayor y
satisface condiciones de elipticidad fuerte (ver Seccién 6.4 més adelante), entonces este siste-
ma posee una solucién tnica sobre cualquier intervalo de tiempo [0, 7] dado, bajo hipétesis
leves respecto de los datos iniciales y de frontera impuestos, el dominio B y los subconjun-
tos I'q y I'y.

En virtud de (6.29), la diferencia entre la configuracién de referencia fija B y la configura-
cién actual By = ¢,(B) es de primer orden en ¢ para todo t > 0, por lo tanto frecuentamente
no se distingue entre las coordenadas materiales y espaciales al considerar solo la respuesta
lineal en modelos de elasticidad.

Cualquier solucién de (6.36) que sea independiente del tiempo debe satisfacer el siguiente
problema de valores de frontera:

VX (A(VXu)) + bl =0 en B,
u) = gV sobre Ty, (6.37)
AVXuDYN = hY  sobre T,.

Tipicamente estas ecuaciones se llaman ecuaciones linealizadas de elastostdtica. Si A satisface
condiciones de simetria mayor y de positividad, entonces este sistema posee una solucién
tnica bajo hipétesis leves respecto del dominio y los datos impuestos sobre I'q (siempre que
[q # @). SiTqy = @, entonces el campo dado R debe satisfacer condiciones de resolubilidad
(la fuerza resultante y el momento angular deben anularse), y las soluciones son unicas sélo
hasta una deformacién rigida arbitrariamente infinitesimal.
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6.3.3. Propiedades de los tensores de elasticidad. En lo siguiente estudiaremos los
tensores de elasticidad de cuarto orden, demostrando que estos tensores son todos iguales.
Estudiaremos también las implicaciones de la ley de balance del momento angular y el axioma
de indiferencia respecto del marco. Demostraremos que el tensor de elasticidad de un cuerpo
elastico isotrdpico posee una forma particularmente simple.

Lema 6.7 (Equivalencia de los tensores de elasticidad). Sean A, B y C los tensores de
elasticidad asociados a las funciones respuesta de tension P, 3 y S, respectivamente, de

un cuerpo eldstico. Si la configuracion de referencia del cuerpo es libre de tension, entonces
A=B=C.

Demostracion. Por brevedad demostramos solamente que A = C. La demostracién de B = C
es similar (Tarea). Empezamos notando que a partir de (6.1) tenemos que

P(F) = (det F)S(F)F~.

Diferenciando ambos lados respecto de F' = I y aplicando la Definiciéon 6.4 para el lado
izquierdo obtenemos

A(H) = % (det(I + aH)S(I + aH)(I +aH)™")

= %(det(I +aH))|  SI)IT +det(I )di(S(I +aH))| I
4 det(I)S’(I)% (I +aH)™)

para todo H € V2. Como S§(I) = O para una configuracién de referencia libre de tensién y
det I =1 se tiene que

A(H) = dd (S’(I+ oH)) = C(H) paratodo H € V7,
a=0
lo que demuestra el resultado. [ |

Comentamos que este resultado implica que un sélido eldstico con una configuracion
de referencia libre de tensién posee un tensor de elasticidad unico, normalmente denotado
por C. Este tensor puede ser determinado a partir del conocimiento de cualquier de las tres
funciones respuesta de tension P So08.

Este resultado también puede ser interpretado como una afirmacion de que las funciones
respuesta de tensién P, 3 y S poseen la misma linealizacién en F' = I; especificamente,

P(F?) = cC(VX¥u) + 0(e?),
S(F°) = eC(VXuV) + O(e?),
S(F°) = eC(VXuW) + O(e?).

Asi, en la aproximacién lineal, los dos campos de tensién de Piola-Kirchhoff y el campo de
tension de Cauchy son indistinguibles.
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Lema 6.8 (Simetria menor a izquierda del tensor de elasticidad). Consideremos un cuerpo
eldstico con una configuracion de referencia libre de tension y un tensor de elasticidad aso-
ciado C. Entonces la ley de balance de momento lineal implica que C(H) es simétrico para
todo H € V?. Asi, C posee una simetria menor a izquierda en el sentido de que Cijir = Cjint,
o equivalentemente (ver Seccion 1.1.4.5)

A:C(B)=sym(A):C(B) para todo A,B € )?.

Demostracion. La ley de balance de momento angular implica que S’(F)T = S’(F) para todo
F € V? con det F > 0. Por la definicién de C se tiene para todo H € V? que

C(H)" = (iS(I + o H)

T
d . d -
= —S(I+aH)" = —S(I+aH =C(H
T aO) daS( +aH) 1 S(I+aH) C(H),

a=0 o

a=0

donde la igualdad entre el tercer y el cuarto término se debe al hecho de que det(I+aH) > 0
cuando « es suficientemente pequeno. Asi, C(H) es simétrico para todo H € V2. A partir
del Lema 1.10 se concluye que

G :C(H)=sym(G): C(H) paratodo G, H € )?

lo cual, por definicién, significa que C posee simetria menor a izquierda. La condicién respecto
de las componentes C;;j; sigue del Lema 1.11. [ |

Lema 6.9 (Simetria menor a derecha del tensor de elasticidad). Sea S la funcién respuesta de
tension de Cauchy de un cuerpo eldstico con una configuracion de referencia libre de tension
y el tensor de elasticidad C. Si S es indiferente respecto del marco, entonces C(W) = O
para todo tensor W € V? antisimétrico. Entonces C posee una simetria menor a derecha en
el sentido de que Cijiy = Ciji, 0 equivalentemente (ver Seccion 1.1.4.5)

A:C(B)=A:C(sym(B)) para todo A, B € V>.
Demostracion. Debido a la indiferencia respecto del marco tenemos a partir de (6.7)
S(QF) = QS(F)Q"

para todo F' € V2 con det F > 0 y todas las rotaciones Q € V2. Poniendo F = I y utilizando
la hipétesis S(I) = O obtenemos

S(Q)=0 (6.38)

para cualquier rotacién Q. Sea ahora W € V? un tensor antisimétrico arbitrario. En virtud
del Lema 1.7, exp(aW) es una rotacién para cualquier a € R, luego (6.38) implica que

S’(exp(aW)) = O para todo a € R. (6.39)
Por la definicion de C se tiene que
d - d - 2 3
C(W) = =8I +aW) :—S(I+aW+a—W2+a—W3+...>
da o da 2 6 0
“ “ (6.40)

= %S (exp(aW))

a=0
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Combinando (6.40) y (6.39) obtenemos que C(W') = O para cualquier tensor antisimétrico
W € V2, 1o cual implica que

C(H) = C(sym(H)) para todo H € V?
lo cual, por definicién, significa que C(H) posee simetria menor a derecha. La condicién

acerca de las componentes C;j; sigue del Lema 1.11. [ |

El siguiente resultado demuestra que el tensor de elasticidad C posee una forma particu-
larmente simple si el cuerpo es isotropico.

Lema 6.10 (Tensor de elasticidad para un sélido isotrépico). Sea S la funcion respuesta de
tension de Cauchy de un cuerpo eldstico con una configuracion de referencia libre de tension
y el tensor de elasticidad C. Si el cuerpo es isotropico, entonces el tensor de cuarto orden C
es isotropico en el sentido de la Seccion 1.1.5 y posee la forma

C(H) = \tr H)I +2usym(H) para todo H € V?
donde \ y i son constantes.
Demostracion. Parta un cuerpo isotrépico elastico tenemos en virtud del Lema 6.2 que
QS(F)Q" = 5(QFQ")
para todo F € V? con det F' > 0 y toda rotacién Q € V2. Sea H € V? arbitrario. Entonces,

en virtud de la definicién de C tenemos que

d . d .
QCH)Q" = Q-8 +aH)| Q"= —-QS(I+aH)Q"

a=0

S(I+aQHQ")

a=0

— 45(QU +aH)Q)
da

donde la igualdad entre el tercer y el cuarto término se debe a que det(I +«H) > 0 cuando

« es suficientemente pequeno. Asi, C es isotrdpico en el sentido de la Seccién 1.1.5. Ademas,

en virtud del Lema 6.8, el tensor C(H) es simétrico para cualquier H € V? simétrico, y

debido al Lema 6.9 se tiene que C(W) = O para cualquier W € V? antisimétrico. Asi, C

satisface las presuposiciones del Lema 1.13, el cual establece el enunciado. [ |

d

«

=C(QHQ"),

a=0

a=0

6.3.4. Ecuaciéon de elasticidad isotrépica y linealizada. En virtud de los Lemas 6.7
y 6.10, la ecuacién linealizada de balance de momento lineal (6.35) asume una forma simple
si el cuerpo es isotrépico. En particular tenemos

C(VX¥uM) = X(tr V¥u)T + 2 sym(VX¥uD).
Tomando la divergencia obtenemos
vX¥ . c(Vv¥uM) = VX (A tr(VEuINT + 2psym(VF¥ )
=Vv*. ((/\“15:11)6% + pull] + pufl)) e @ €j>
1 1 1
= (uphdy + puy) + pull)) e

(1) (1)
i,ji€1 T MU i€

= Nuj € + pu 5.5i€i
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= A\VX (VX uW) 4 pAX D 4 VX (VX )
= pA*ul + (A + ) VX(VE ),
Asi, podemos escribir (6.35) como
00tV = pAXu® + (A 4+ ) VE (VX - u®) 1 bl (6.41)

A veces la ecuacion (6.41) es llamada ecuacion de Navier para la perturbacién del desplaza-
miento u"). Es una aproximacién de la ecuacién de balance del momento lineal apropiada
para describir desviaciones pequenas desde una configuraciéon de referencia libre de tension
de un solido elastico isotrépico.

6.4. Solidos elasticos lineales

En la Seccién 6.3 obtuvios ecuaciones linealizadas para un sélido elastico partiendo de
ecuaciones no lineales. En esta seccion consideraremos una clase de modelos que da origen a
ecuaciones similares. Sin embargo, aqui las ecuaciones lineales son el resultado de hipotesis
constitutivas y no de una linealizacion.

6.4.1. Definicion.

Definicién 6.5 (Sélido eldstico lineal). Un cuerpo continuo con la configuracion de referen-
cia B se llama sélido elastico lineal si:

1.) El campo de la primera tension de Piola-Kirchhoff es de la forma
P(X,t) = P(F(X,t)) para todo X € B, t > 0,

donde P : V? — V2 es una funcion respuesta dada.
2.) La funcion respuesta P es de la forma

P(F) = C(VXu), (6.42)

donde VXu = F — I es el gradiente del desplazamiento y C es un tensor de cuarto
orden dado llamado tensor de elasticidad del cuerpo.
3.) El tensor C satisface las condiciones de simetria menor a izquierda y a derecha.

La propiedad (1) implica que la tensién en un punto en un sélido eldstico lineal depende
solamente de una medida de la deformacién actual en este punto. La propiedad (2) y la
simetria menor a izquierda en (3) implican que la primera respuesta de tensién de Piola-
Kirchhoff es simétrica. La propiedad (2) y la simetria menor a derecha en (3) implican
que esta respuesta de tension es una funcion lineal del tensor de deformacion infinitesimal
E = sym(V*u); especificamente, P(F) = C(E).

Insertando (6.42) en las ecuaciones de elasticidad (6.10) obtenemos un sistema que posee
la misma forma que las ecuaciones linealizadas (6.36), con u* remplazado por u, etc. En
particular las ecuaciones resultantes son lineales en el campo de desplazamiento u. (Riguro-
samente, también tenemos que suponer que la fuerza de cuerpo dada y los datos de frontera
son lineales en u.) Asi, las ecuaciones exactas para un solido elastico lineal poseen la misma
forma que las ecuaciones linealizadas de un sélido elastico no lineal con una configuracién
de referencia libre de tension.
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En general la ley de balance del momento angular no esta satisfecha en un sélido elastico
lineal. En particular, en virtud de (6.1) la simetria del campo de la primera tensién de Piola-
Kirchhoff en general no implica la simetria del campo de tensiéon de Cauchy. Sin embargo, a
la luz de los Lemas 6.7 y 6.8, el balance del momento angular esté satisfecho en un sentido
aproximado, y es visible en la simetria menor a izquierda de C.

En general el modelo constitutivo de un sélido elastico lineal no satisface el axioma
de indiferencia respecto del marco. En particular, de acuerdo al Lema 6.1 la indiferencia
respecto del marco exige que P(F) = FX(C) para alguna funcién $(C), lo que en general
es incompatible con la hipodtesis de linealidad. Sin embargo, a la luz de los Lemas 6.7 y 6.9,
la indiferencia respecto del marco esta satisfecha aproximadamente, y se manifiesta en la
simetria menor a derecha de C.

Finalmente comentamos que un ejemplo clasico de un sélido elastico lineal viene dado
por el modelo isotropico definido por

C(E) = Atr E)I 4 2usym(E). (6.43)

En este caso A y u se llaman constantes de Lamé del cuerpo. En virtud de los Lemas 6.7 y 6.10,
este modelo es consistente con la linealizaciéon de cualquier modelo no lineal, indiferente
respecto del marco, e isotropico con una configuracion de referencia libre de tensién. En
particular la ecuacién de balance del momento lineal asume la forma (6.41).

6.4.2. Propiedades generales. En lo siguiente estudiaremos algunas propiedades de soli-
dos elasticos lineales. Demostraremos que un sélido elastico lineal es hiperelastico si el tensor
de elasticidad posee simetria mayor. También introduciremos condiciones respecto del tensor
de elasticidad bajo las cuales se pueden demostrar resultados de existencia y unicidad para
las ecuaciones de elastodindmica y elastostética lineal en (6.36) y (6.37).

Definicién 6.6 (Sélido elastico lineal hiperelastico). Un sélido eldstico lineal se llama hi-
perelastico si la funcion respuesta P satisface

P(F)=DW(F)

para alguna funcion W : V? — R, llamada una densidad de energfa de deformacién para el
cuerpo.

La Definicién 6.6 es consistente con el concepto de un sélido hiperelastico general. Sin em-
bargo, al contrario del caso general, no se impone una condicién de simetria sobre DW(F)FT.
El siguiente resultado proporciona una condicién suficiente bajo la cual un sélido elédstico
lineal es hipereldstico. Efectivamente, esta condicién también es necesaria (Tarea).

Lema 6.11 (Condicién para sdlidos lineales hiperelasticos). Si el tensor de elasticidad C
posee simetria mayor, entonces un solido lineal eldstico es hipereldstico. En este caso la
funcion

W(F) = %VX'U, : C(VXu), (6.44)



6.4. SOLIDOS ELASTICOS LINEALES 171

donde VXu = F — I, es una funcion densidad de energia de deformacion para el cuerpo.
Equivalentemente, en virtud de las simetrias menores de C,

W (F) = %E . C(E),

donde E = sym(VXu) es el tensor de deformacidn infinitesimal.

Demostracién. Para un sélido lineal eldstico se tiene que P(F) = C(F — I). Asi, suponiendo
que C posee simetria mayor, queremos demostrar que C(F — I) = DW(F'), donde W (F)
estd dado en (6.44). En virtud de la Definicién 1.10 se tiene que

d

DW(F): A= —W(F + aA)

para todo A € V2,
da

a=0
y a partir de (6.44), utilizando VX¥wu = F — I, obtenemos

d
—WI(F A
1 (F +aA)

:%(%(F—i—aA—I):C(F-FOéA—I))

a=0 a=0

1 1
= (éA:C(F—l—ozA—I)—l—é(F%—aA—I):C(A))

a=0

_ %A:C(F—I)+%(F—I) .C(A).

Utilizando la simetria mayor de C, y el hecho de que A : B = B : A para todo A, B € V?,
obtenemos

d
DW(F): A= d—W(F +aA)l =C(F-1I):A paratodo A€ )V?
« a=0
lo que implica que DW (F') = C(F — I), como es requerido. [ |

Comentamos que es directo verificar que el tensor de elasticidad para el modelo isotropico
posee simetria mayor, por lo tanto el modelo isotrépico es hiperelastico.

La hiperelasticidad tiene muchas consecuencias importantes. En particular, tal como
para sélido elasticos generales, la hiperelasticidad garantiza la satisfaccion de la desigualdad
de energia mecanica. También implica la satisfacciéon de un balance de energia como en el
Lema 6.6. Ademas, la hiperelasticidad implica que las ecuaciones de elastodinamica lineal y
de elastostética lineal ((6.36) y (6.37), respectivamente) poseen una estructura variacional.

Comentamos, ademas, que en general un tensor C de cuarto orden contiene 81 pardmetros
independientes. Si C satisface las condiciones de simetria menor a izquierda y a derecha
requeridas por un sélido elastico lineal, entonces el niimero de parametros independientes se
reduce a 36. Ademas, si C posee simetria mayor, el niimero de parametros independientes se
reduce a 21 (Tarea). Si ademds C es isotrdpico, el nimero de pardmetros independientes es
solo 2.

Ahora introduciremos varias condiciones sobre el tensor de elasticidad que garantizan
que las ecuaciones para un soélido elastico lineal estén bien puestas. Luego comunicaremos
un resultado que caracteriza estas condiciones para el modelo isotropico.
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Definicién 6.7 (Elipticidad fuerte). Un tensor de cuarto orden C se llama fuertemente
eliptico si A : C(A) > 0 para todo A € V? de la forma A =a®b cona # 0, b # 0. El
operador C se llama positivo si A : C(A) > 0 para todo A € V? con AT = A # O.

Lema 6.12 (Elipticidad fuerte y positividad del modelo isotrépico). Se considera un sdlido
lineal, eldstico e isotrépico con las constantes de Lamé \ y p. Entonces:

1.) C es fuertemente eliptico si y solo si >0 y XA+ 2u > 0.
2.) C es positivo si y solo si >0 y 3\ + 2u > 0.

Demostracion. Para demostrar (1), consideremos un tensor arbitrario A de la forma A =
a®b, donde a, b # 0. Entonces, en virtud de (6.43) y utilizando las identidades I : A = tr A,
trla®@b)=a-by(a®b): (c®d)=(a-c)(b-d) obtenemos

A:C(A)=\trA)? +2usym(A): A=XNa -b)*+pulaxb+bxa): (a®b)
=(A+p)(a b’ +pu(a-a)b-b).
Introduciendo la proyeccion perpendicular

brob_2%
a-a

y remplazando b obtenemos
A:C(A)=(\+2u)(a-b)?+ pla-a)(b--bh).

A partir de este resultado obtenemos que A+ 2 > 0y p > 0 implican que C es fuertemente
eliptico. Viceversa, si C es fuertemente eliptico, entonces eligiendo b tal que b-a = 0
obtenemos p > 0, y eligiendo b tal que b* = 0 obtenemos \ + 2 > 0.
Para demostrar (2) se considera un tensor simétrico arbitrario A, y se define el tensor
simétrico H := A — oI, donde
L tr(A
a=g r(A).

Entonces, en virtud de (6.43) y utilizando que sym(A) = A, A = H+al el : H =
tr(H) = 0, obtenemos

A:C(A) = \trA)? +2uA: A= \3a)? +2u(H + ol) : (H + oI)
=9\ +2u(H : H+2al : H+ o1 : I)=9)\a” +2u(H : H + 30%)
=3a*(3\+2u) + 2u(H : H).
A partir de este resultado vemos que 3\ 4+ 2u > 0 y g > 0 implican que C es positivo.

Viceversa, si C es positivo, entonces eligiendo A tal que o = 0 obtenemos p > 0, y eligiendo
A tal que H = O obtenemos 3\ + 2 > 0. [ |

Comentamos que la condicién de elipticidad fuerte, en combinacion con la simetria ma-
yor, garantizan resultados de existencia y unicidad apropiados para las ecuaciones de elasto-
dindmica lineal (6.36). En este caso estas ecuaciones son del tipo hiperbdlico y permiten un
rango completo de soluciones tipo onda. Para el modelo isotrépico estas condiciones estan
satisfechas si > 0y A+ 2u > 0 (Tarea).
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La condicion de la positividad, conjuntamente con la simetria mayor, garantizan resul-
tados de existencia y unicidad apropiados para las ecuaciones de elastostatica lineal (6.37).
Para el modelo isotrépico estas condiciones estan satisfechas si > 0y 3A 4+ 2u > 0.

Finalmente es muy directo verificar que si un tensor de elasticidad C es positivo, entonces
es fuertemente eliptico. Esto es una consecuencia de las simetrias menores de C si uno
considera tensores de segundo orden simétricos de la forma A = sym(a ® b).

6.5. Ejercicios

Problema 6.1 (Tarea 4, Curso 2013). Se considera un cuerpo eldstico con la configuracién
de referencia B y la funcién respuesta elastica P(F).

a) Demostrar que cualquier deformacién independiente del tiempo y homogénea x =
(X)) satisface las ecuaciones del equilibrio (6.4).

b) Demostrar que la fuerza de superficie externa por &rea unitaria deformada requeri-
da para mantener una configuraciéon de equilibrio homogénea es de la forma t(x) =
An(x), donde A es un tensor constante dependiente de Py ¢, y n(x) es el campo
normal unitario exterior sobre el cuerpo deformado.



