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Capitulo 1

Dinamica de poblaciones de especies individuales. Parte I:
Modelos de primer orden

1.1. Modelos discretos

En este capitulo trataremos primeramente de modelos simples de primer orden, donde
se supone la informacién acerca de la poblacion tales como las tasas de nacimiento y de
mortalidad estd dada en ciertos momentos dados, pero no se considera su fluctuacién continua
sobre intervalos de tiempo.

El modelamiento parte de la hipdtesis general que el nimero de individuos, es decir, el
tamano de la poblaciéon N,y en el instante n 4+ 1 puede ser calculado directamente desde el
tamano en el instante N,,, ademas sea d la probabilidad de muerte de cualquier individuo dado
entre dos pasos temporales (la llamada mortalidad per cdpita), y sea b el nimero promedio de
partos de un individuo entre dos pasos temporales (la llamada produccion o reproduccion per
capita. Concluimos que dN es el nimero de las defunciones y b/N el niimero de nacimientos
de una poblacién dada del tamano N durante un paso temporal. Precisamente, obtenemos
la ecuacién recursiva

Nyy1 =N, —dN, +bN, = (1—d+0b)-N, =\ N,, (1.1)
donde definimos el parametro
Ai=1—d+b.

Este modelo es el modelo mas simple lineal de primer orden, done lineal significa que
la ecuacién de diferencias (1.1) es lineal, y el modelo se llama de primer orden dado que
N, 11 depende solamente de N,,, pero no depende de N en instantes anteriores. La ecuacién
se llama ecuacion de Malthus y fue descrita por primera vez en 1798 por el matematico
Thomas Malthus. El pardmetro A\ se llama tasa de crecimiento neta. Ahora, si Ny es el
tamano de la poblacion al inicio del periodo investigado, y si se supone que A es constante,
obtenemos

N,=\'Ny, n=1,2,...,

es decir obtenemos un crecimiento exponencial.

1.1.1. Dinamica de poblaciones de insectos. La observacién de poblaciones de insectos
es particularmente conveniente puesto que la distancia entre las generaciones es exactamente
un ano, es decir una poblacién vive precisamente un ano, y en al ano siguiente hay que contar
solamente los descendientes. Estas observaciones implican algunas modificaciones para el
modelo descrito arriba.
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Primeramente definimos una nueva variable Ry que denota el nimero de huevos puestos
por individuo, y que dan origen a individuos nuevos que salen del huevo el ano siguiente
y que sobreviven. Aqui no se considera ninguna condicion de competencia. Entonces, este
modelo esta caracterizado por los valores

d=1,
puesto que al final de un ano se mueren todos los individuos de una poblacién, y
b= R(b

puesto que la tasa de nacimientos corresponde al nimero de huevos por individuo. Ahora,
suponiendo que una poblacion observada puede ser descria por un crecimiento de acuerdo a
la ecuacion de Malthus (1.1) (“crecimiento Malthusiano™), obtenemos la tasa de crecimiento
neta

A = Ry.
Entonces, un modelo muy simple de una poblacion de insectos esta dado por
Npi1 = RoN,, n=0,1,2,.... (1.2)

Ahora, si una poblacién se desarrolla de acuerdo al modelo (1.2), va a crecer monoto-
namente y su tamano superara cualquier limite. Tal comportamiento, sin embargo, no es
muy realista puesto que la naturaleza no provee una cantidad ilimitada de recursos como
alimentos, por lo tanto hay que modificar el modelo anterior. No basta modelar el tamano
de la poblacién solamente como funcion de los huevos viables el ano anterior. Efectivamente.
el numero de individuos supervivientes debe ser acotado en dependencia del tamano actual
de la poblacién. Para tal efecto definimos un factor S(N) llamado cuota de supervivencia de
una poblacién del tamano N. Asi obtenemos la siguiente modificacién del modelo anterior:

Nn+1 = S(Nn)RoNn, n = 0, 1, 2, e (13)

Al contrario del crecimiento Malthusiano, la tasa de crecimiento ahora depende del ta-
mano actual de la poblacién, y ya no es un factor constante A. Un tal modelo se llama
dependiente de la densidad. Ya no considera solamente los nacimientos y muertes en una
poblacién, sino que tambien la densidad, definida como ntimero de individuos, por ejemplo,
por centimetro cuadrado o cubico. Otros factores de influencia, tales como poblaciones de
predador y presa, competencia intra- o inter-especifica y factores abiéticos como el tiempo
aun no se consideran aqui. Mencionamos tambén que este modelo es deterministico, es decir
no se consideran elementos estocasticos.

Antes de considerar modelos adicionales que incorporan efectos adicionales en el mode-
lamiento definimos algunos términos para facilitar el estudio de modelos dependientes de la
densidad. Se definen las funciones f y F' a través de

Nyi1=: F(N,) - N, =: f(N,),

donde F'(N) se llama la produccion per cdpita, es decir la produccién de descendientes por
individuo de la poblacién, y f(N) entonces denota el numero de los descendientes de una
poblacién del tamano N. Por ejemplo, para el modelo dado por (1.3) tenemos que

F(N) = S(N)Ry, f(N)=F(N)N = S(N)RyN.
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1.1.2. Modelos de poblaciones de insectos con competencia. En el parrafo anterior
ya consideramos el efecto de la densidad de una poblacion. Aqui incluiremos, adicionalmente,
el efecto de la competencia dentro de una especie, es decir, la competencia intra-especifica.
Esto significa que la competencia tiene lugar entre los individuos de una especie, pero no entre
diferentes especies. Tal competencia se refiere a un recurso limitado como espacio (terreno)
o alimentos. En general se consideran los siguientes conceptos de competencia, basados en
la forma del partazgo del recurso.

= Ninguna competencia. Si no hay competencia sabemos que
S(N)=1 paratodo N.

» Competencia por torneo (contest competition). Este tipo de competencia implica que
hasta un valor critico N, del tamano de la poblacién, cada individuo recibe una parte
suficiente del recurso para sobrevivir. Si el nivel critico estd alcanzado, solamente
N. individuos (por ejemplo, los mas fuertes, mas rapidos, o mejor adaptados) logran
asegurarse su parte necesaria para sobrevivir, mientras que los demas fallecen. Esto
implica que en este caso

1 si N <N,

S(N) =
() N./N si N> N..

» Competencia por pelea (scramble competition). Este tipo de competencia corresponde
a la siguiente situacion. Hasta un un valor critico N, del tamano de la poblacion, cada
individuo recibe una parte suficiente del recurso para sobrevivir, pero si N > N, cada
individuo recibe una parte del recurso demasiadamente pequena para sobrevivir, lo
que tiene como consecuencia la extinciéon completa de la poblacion. En este caso se
tiene que

1 si N <N,

S(N) =
() 0 si N> N..

Estos prototipos de competencia practicamente no ocurren en la naturaleza, sino que
demuestran los extremos entre los cuales se encuentran las competencias reales. Para datos
de poblaciones reales levantados empiricamente es dificil clasificar la competencia, y el ta-
mano critico N, normalmente no es visible, ademas no es muy realista suponer que que una
poblacion se extingue repentinamente si su tamano ya es muy grande.

Como salida de estos problemas se analiza el comportamiento asintético de S(N), es
decir de

F(N)=S5(N)-Ry cuando N — oo.

Solamente después de este andlisis clasificaremos la funcién S(N) segin su tipo de competen-
cia. Ya mencionamos que las competencias encontradas normalmente no son ni enteramente
“por torneo”, ni enteramente “por pelea”. Un concepto 1util para el andlisis de la compe-
tencia es el de la compensacion. Aqui como “compensacién” se entiene la capacidad de una
poblacién de compensar un crecimiento excesivo del tamano de la poblaciéon por un ajuste
de la tasa de mortalidad o de la cuota de supervivencia. Aqui se habla de
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= compensacion exacta si existe una compensacion exacta de un numero creciente de
individuos en el instante n por una mortalidad creciente en el instante n + 1. Tal
situacion corresponde a

F(N)H%, es decir  f(N) — ¢, cuando N — oo,

donde ¢ es una constante,
= subcompensacion si la mortalidad elevada no completamente compensa el crecimiento
del tamano de la poblacién, es decir si

F(N) es decir  f(N) — cN'™, 0<b<1, cuando N — oo,

c
H —

NY’
= sobrecompensacion si la mortalidad esta elevada excesivamente y se tiene que

F(N) es decir  f(N) — c¢N'™® b>1, cuando N — oo.

c
— m’

Ahora, los tipos de competencia descritos anteriormente pueden ser caracterizados por
diferentes valores o rangos del pardmetro b: para b = 0 no hay competencia, para b ~ 1
observamos competencia por torneo (contest competition) y para b > 1 competencia por
pelea (scramble competition).

Un ejemplo de un modelo que exhibe los tres tipos de competencia es la llamada ecuacion
de Hassell (Hassell, 1975):

RoN,
(14 aN,)"

con parametros Ry > 0, a > 0 y b > 0. Para esta forma especial de la funcion f pode-
mos analizar las consecuencias del factor de reproduccion Ry y el tipo de la competencia
representada por el parametro b. Para tal efecto primeramente se reducira el ntimero de los
parametros. Fijando

Ny = f(Nn) = (1'4)

T, = alN,

obtenemos
Tnt1 = f(In, RO: b) =

La ventaja de esta forma es que esta ecuacién solamente contiene aquellas dos variables
cuyas influencias queremos examinar. Para tal efecto es 1til considerar las llamadas telaranas
(cobwebs) que nos permiten visualizar el comportamiento del tamafno de la poblacién. Para
una tal telarana el eje x corresponde el tamano de la poblacién en el instante n y el eje y al
tamano en el instante n + 1. Partiendo de un valor inicial Ny se calcula la primera iterada

Nl = f(NO)v

luego se cambia el indice n 4+ 1 a » moviendo el punto encontrado a la diagonal. Partiendo
de la diagonal se calcula la segunda iterada; procediendo en forma andloga se completa la
telarana. A modo de ejemplo ilustramos en la Figura 1.1 el compartamiento de poblaciones
descritas por la ecuacién de Hassell (1.4).
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Ficura 1.1. Telaranas (cobwebs) de la ecuaciéon de Hassell (1.4) (a) para
b=1, (b) para b > 1.

Observamos que aumentar la tasa de reproduccién Ry tendria como consecuencia une
elongacion de las curvas en la direccién del eje N, ;. Para la tasa de reproduccién se tie-
ne aqui que Ry > 1, puesto que sino se deberia observar una disminuciéon continua de la
poblacién, la cual tendria como consecuencia la extincion de la poblacion.

La Figura 1.1 (a) ilustra que para b = 1, la poblacién se estabiliza en un cierto nivel,
mientras que en la Figura 1.1 (b) el tamano de la poblacién empieza a oscilar entre dos
valores.

1.1.3. Estabilidad de modelos discretos de primer orden. Al final de la seccion
anterior consideramos el comportamiento de poblaciones en dependencia de la funcién f.
Aqui vamos a considerar el marco general de ecuaciones de diferencias de primer orden de
la forma

Nt+1 :f(Nt), t:0,1,2,.... (15)
Sea un valor inicial Ny dado, el cual da origen a una sucesion {V;}ien,. Esta sucesién se
llama solucion de la ecuacion de diferencias (1.5). Para esta solucién se definen los siguientes
conceptos:

» La solucion se llama estable o neutralmente estable si existe otra solucion {N;}ren, que
queda cerca de la solucién {NV; }sen,, es decir | N; — Ny| queda pequefio para todo t € N
siempre que | Ny — Ny| esté pequeno.

» La solucion se llama asintoticamente estable si es estable y ademas existe otra solucién
{Ni}tien, tal que

IN, — N,| - 0 cuando t — oo.

= La solucion se llama solucion de punto fijo o estacionaria o equilibrio si existe un valor
N* tal que

N; = N* para todo t.
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F1cgura 1.2. Comportamientos diferentes de poblaciones: (a) comportamien-
to asintoticamente estable, (b) comportamiento 2-periddico, (c) comporta-
miento 4-periédico, (d) comportamiento cadtico.

Evidentemente, en virtud de (1.5) un valor N* puede ser punto fijo sélo si N* = f(N*).
» La solucién se llama p-periddica si Ny, = N; para todo t suficientemente grande y
Nitq # N, para todo t y todo ¢ < p.
= La solucién se llama aperiddica si no es periddica.

Sea N* la interseccion del grafo de f con la diagonal N,y ; = N,,. Los diagramas sugieren
que la frontera entre los comportamientos estables e inestables esta dada por

A= f(N*)=1.
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Esta observacion puede ser fundamentada facilmente. Para tal efecto sea n; := N; — N*.

Restando de (1.5) la ecuacién N* = f(N*) obtenemos
Nir1 = Nep1 — N*
= f(N) = f(N7)
= f(N"+ Ny — N*) — f(N7)
= f(N"+n) — f(N7)
= f'(N*)ne + O (nf) .
Esto nos entrega una ecuaciéon aproximada, la llamada ecuacion linealizada:
i1 = f(N*)ng,  f'(N*) = const.,
con la soluciéon
ny = no(f'(N"))"
Definiendo A = f/(N*) obtenemos la siguiente clasificacién:

= )\ < —1: comportamiento oscilatorio inestable,
—1 < X < 0: comportamiento oscilatorio estable,
0 < A < 1: comportamiento monétono estable,
A > 1: comportamiento monétono inestable.

1.2. Modelos continuos

En la seccion anterior consideramos modelos discretos en el tiempo de primer orden. De-
mostraremos ahora como estos modelos pueden ser desarrollados para lograr una represen-
tacion continua con respecto al tiempo. Para tal efecto, volvemos a considerar las variables b
y d como tasas per capita de reproduccion y de mortalidad, respectivamente. Asi, la probabi-
lidad de un parto durante un pequeno intervalo de tiempo del tamanio At es b- At + O(At?),

mientras que la probabilidad de muerte de cualquier individuo dado es d - At + O(At?).

No considerando efectos estocasticos, obtenemos la siguiente ecuacién para el nimero de

individuos en el instante ¢ + At:
N(t+ At) = N(t) + bN(t)At — dN(t)At + O(At?).
Restando N (t) en ambos lados y dividiendo por At obtenemos
N(t+ At) — N(t)
At

Tomando el limite At — 0 obtenemos la derivada

N(t+At) = N N
i MEEAD = NO AN v DN donde = b—d.
At—0 At dt

Para la condicién inicial

— bN(t) — dN(t) + O(AL).

obtenemos la solucion

(1.6)

(1.7)
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Ficura 1.3. Datos empiricos de una poblaciéon de bacterias.

Tal como en el caso discreto, un crecimiento descrito por la ecuacion (1.7) se llama creci-
miento Malthusiano. El parametro r se llama pardmetro Malthusiano o tasa de crecimiento
per capita. Evidentemente, también en el caso continuo este modelo no considera efectos
dependientes de la densidad o de la competencia intra-especifica. Ademaés, se supone que b
y d y por lo tanto r son constantes. El niimero de los descendientes esperados por individuo
es

Ry = b/d,

lo que resulta considerando que cada individuo “produce” con una tasa b por un periodo de
tiempo esperado 1/d. En este modelo el valor de Ry determina si una poblacién crece (si
Ry > 1) o se extingue (si Ry < 1). La variable r = b — d mide la velocidad del crecimiento.

Si se considera la densidad de la poblacién, el crecimiento estd dado por una ecuacién
diferencial del tipo

N
=), t>0 (1.8)

junto con la condicién inicial (1.6). Ahora hay que determinar la funcién f. Tal como en el
caso discreto, escribiremos frecuentamente

dN
S = F(N) = NF(N),

donde f(N)y F(N) son la tasa neta de crecimiento y la tasa neta de crecimiento per capita,
respectivamente.

Para identificar la funcion f, se puede utilizar un planteo empirico que consiste en el
siguiente procedimiento: se analizan datos empiricos y se decide cuales son sus principales
caracteristicas. Luego se define una expresion algebraica de f que posee estas caracteristicas,
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y que involucra un nimero (de preferencia pequeno) de parametros. Finalmente se eligen los
parametros de tal manera que el ajuste a los datos sera lo mejor posible.

La Figura 1.2 muestra datos empiricos de una poblacién de bacterias. La funcién N(t)
que representa las mediciones describe una curva en forma de S, es decir que posee un punto
de inflexién. Por otro lado, se tiene que

f(0)=f(K)=0, f(N)>0 para0<N < K

para una constante K llamada la capacidad del sistema descrito. En virtud de estas consi-
deraciones, la forma mds simple de ala ecuacién diferencial (1.8) es la siguiente:

%V = f(N)=rN (1 - %) . (1.9)

Esta ecucacién se llama ecuacion logistica con los parametros r y K,y ella posee una solucién
explicita la cual determinaremos enseguida. Por separacion de variables obtenemos

dN
N(1l-—=
(%)
Integrando sobre t € [0,t] y N € [N, ] obtenemos

1 N K
1dt = / —/ —— ___dN,
/ N K N N N, (K —N)N

luego
1 K — Nyg)N
£ = Llog B NN
r (K — N)Ny
Despejando N obtenemos
KN rt
N(t) = 0° (1.10)

K + No(ert — 1)
Un crecimiento que satisface esta ecuacion se llama crecimiento logistico. La Figura 1.2
muestra este crecimiento para r = 0,01, K = 100, y una variedad de valores de Nj.

Comentamos que la férmula del crecimiento logistico (la ecuacién diferencial ordinaria
(1.9) o su solucién (1.10)) tiene una larga trayectoria. En 1838 Verhulst (Verhulst, 1838)
la propuso para describir la poblacién humana. Fue retomada por Pearl y Reed (1920) y
utilizando esta ecuacion pronosticaron el resultado del censo de Estados Unidos de 1930 con
un error que probablemente era menor que el cometido en el censo mismo. Sin embargo,
con la ayuda de este modelo se pronosticé en 1924 la poblacién total humana de dos mil
millones, cifra que ya fue falsificada en 1930; el prondstico de 1936 que la poblaciéon humana
nunca iba a exceder los 2.6 mil millones fue falsificado en 1955.

Después de estos retrocesos Pearl reconocié que este modelo no era adecuado para la
descripcion humana, especialmente como los avances médicos y tecnologicos regularmente
aumentan la capacidad de la tierra. Por otro lado, el modelo logistico es muy apropiado para
otras poblaciones tales como bacterias.
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F1aurA 1.4. Crecimiento logistico descrito por la ecuacién (1.10) para r =
0,01, £ = 100, y diferentes valores iniciales Ny. Se observa que para Ny > 0,
N(t) — K cuando t — oc.
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Capitulo 2

Dinamica de poblaciones de especies individuales. Parte II:
Modelos edad-estructurados

La estructura de una poblacion esta dada por su distribucion de sexos y la estructura de
edad de sus individuos. Estos factores seran considerados aqui. Un ejemplo my famoso en la
literatura se debe a Leonardo de Pisa (1175-1250), mejor conocido como Fibonacci, nombre
que le fue dado por un historiador de matematicas en el siglo 19 porque Leonardo de Pisa
agregd a su nombre “de la familia de los Bonacci”.

2.1. Los conejos de Fibonacci

En el ano 1202 Fibonacci publicé el libro Liber Abaci en el cual introducié el sistema
de nimeros decimales en Europa (ver la traduccién al inglés por Sigler, 2002). En el tercer
capitulo Fibonacci se pregunto: Supongamos que una pareja de conejos estd expuesta en un
cercado cerrado. ;Cuantas parejas hay después de un ano?

Para resolver el problema, supuso que cada pareja puber tiene una pareja de conejos por
mes como descendientes, y las parejas de conejos alcanzan su pubertad (madurez sexual) en
su segundo mes de vida. Para el modelamiento matematico, sea v, el nimero de parejas
de la edad de k meses al instante n, ademas sea vy, el nimero total de todas las parejas al
instante n, es decir

Yn = Z Yk -
k=1

Para facilitar el andlisis se supone que ningin de los conejos se muere, y que cada pareja
produce descendientes en cada mes después de su segundo mes de vida. Asi cada conejo que
tenfa la edad de k (meses) en el instante n (meses) tendrd la edad de k 4+ 1 (meses) en el
instante n 4+ 1 (meses). Asi, sin nacimientos y midiendo la poblacién cada mes tendriamos
que

Ynk = Yny1,k+1 Paray =0, k > 0.

Ademas, en el paso de tiempo n+ 1 se agrega un nimero de parejas de conejos de la edad un
mes que es igual al nimero de parejas de la edad dos meses o mayor en el instante anterior,
es decir

Yint2 = Yont+1 +Y3ns1 + .0
Sin pérdida de la generalidad se suponen las siguientes condiciones iniciales:

yk’ozo, k:1,3,4..., y270:1.

17
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Aqui obtenemos

Ynt2 = Z Ypn+2 = Yin+2 T Z Ypm+1 = Z Yin+1 T Z Ypn+1 = Yn T Ynt1-
p=1 p=1 =2 p=1

Para este problema tenemos la condicién inicial
Yo =1,

la cual no es suficiente para la solucién de la ecuacion

Yn+2 = Yn T Ynt1, 1 € N, (2.1)
pero asi obtenemos

11=0, v1=0, ys1=1, y1 =0 parak >3,
luego y; = 1. Entonces las condiciones iniciales para la solucién de (2.1) son
Yo=1t1 =1 (2.2)

La ecuacién (2.1) es una ecuacién de diferencias homogénea lineal. Posee la solucién
general

Un = AT + A2y, neN,

donde Ay y Ag son soluciones de la siguiente ecuacion llamada ecuacion caracteristica de la
ecuacion de diferencias:

N —A-1=0.
Esta ecuacién resulta de insertar el planteo
yp =CA", n €Ny
en (2.1). En general, la ecuacion caracteristica de la ecuacién de diferencias
Tpio = QTpi1 + Br,, neNy, [F#0
estd dada por
M —al—3=0. (2.3)

En nuestro caso de la ecuacién (2.1) obtenemos como solucién de (2.3)
1
A=—-(1x£vV5);
2 ( \/_) ’
utilizando (2.2) obtenemos
n+1 n+1
1 (1+vB) 1 [1-V5

Esta solucién ilustra que se trata de un modelo con crecimiento geométrico con la tasa de
crecimiento asintética de

A= (1+\/g).

N —
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2.2. Matrices de Leslie

Los “conejos de Fibonacci” sirven como ejemplo introductorio para la descripcion mas
exacta de poblaciones edad-estructuradas. Aqui nos referimos como edad-estructurada a una
poblacién donde las tasas de mortalidad y de reproduccion dependen de la estructura de la
edad de cada individuo. Definiendo

» 21, como el nimero de las parejas de los conejos de un mes de edad al instante n y
= 25, como el nimero de las parejas de los conejos adultos (de mas de un mes de edad)

al instante n
“n+1\ _ 0 1 21
(22,n+1) N [1 1] (Zzn) » n € No,

o en representacion matricial

obtenemos

Zn41 = LGa ne N07

donde 2z, = (21, 22.0) "

Esta consideracion serd generalizada ahora. Si w denota una clase de edad mayor y se
supone que ningun individuo permanece mas de un paso de tiempo en una clase de edad,
entonces L asume la forma de una matriz w X w de la forma

[s1my syma S1Mw—1  S1My,
S9 0 0 0
0 S3 0 0
L = 0 0 0 0 (2.4)
00 S 0 |

donde s es la fracciéon de supervivencia y m es la fertilidad que depende de la edad, es decir,
s1m; es el numero esperado de los descendientes de individuo de la edad ¢ que sobreviven
desde su nacimiento hasta el primer censo. Esta matriz es conocida como matriz de Leslie
(Leslie, 1945).

Aqui se considera que un individuo es fértil solamente durante un sub-intervalo [, 3] de
su tiempo de vida, por lo tanto

1=1,...,w.

=0 parai<aoi>[,
m.
“1>0 paraa<i<}p,

Bajo las presentes hipdtesis la matriz L es no negativa. Si el proceso es estacionario, L
es constante y para casi todas las condiciones iniciales se llega a una distribucién de edad
estable, y una tasa de crecimiento \; cuando n — oo, donde A es el valor propio dominante
(es decir, del mayor valor absoluto) de la matriz L, puesto que

~ n
zZn &~ Av Y,

donde v; es el vector propio correspondiente (Lv; = A\jv;) y A es una constante. En el
caso de que L tambien es primitiva, el Teorema de Perron-Frobenius asegura que el valor
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propio dominante A\; de L es real y positivo, y que las componentes de v, son positivas. Para
fundamentar este aspecto discutiremos ahora algunas propiedades de matrices no negativas,
y demostraremos el Teorema de Perron-Frobenius.

2.3. Matrices no negativas

Definicién 2.1. Sean A = (a;;) € R™", B = (b;;) € R™*". Entonces se escribe A > B
(A > B) si a;; > b;j (a;; > bi;, respectivamente) para todo 1 < i < n, 1 < j < n. S
0 es la matriz cero y A > 0 (A > 0), entonces se dice que A es no negativa (positiva,
respectivamente). Para B € C"*" se denota por |B| la matriz no negativa con los elementos

|bis].
Lema 2.1. Sea A > 0 una matriz n X n irreducible, entonces
(I+A)"">o0.
Demostracion. Es suficiente demostrar que para cualquier vector & # 0, > 0, se tiene que
(I+A)" 'z >0.
Para tal efecto definimos la sucesion de vectores no negativos
Tpy1 =T+ Az, 0<kE<n—-2;, x:==wx,

luego demostraremos que a1 tiene menos componentes cero que oy paracada 0 < k < n—2.
Puesto que

Tt = T + Axy,

es evidente que @jy; no tiene mas componentes cero que xy. Si ambos vectores &y v Xk
poseen un igual nimero de componentes cero, entonces existe una matriz de permutacion
P € R™" tal que

Px; ., = (3) , Px, = (’g) , a>0 3>0, (2.5)

donde existe un nimero 1 < m < n tal que a,3 € R™. Particionando la matriz nueva
PAPT con respecto a los tamaos de los vectores en (2.5), podemos escribir

0

a) /3 All A12 /6 mxm (n—m)x(n—m)
(0) = (0) N [Am A22} (0)’ A €R™, - Ap R ’

Esto implica que

(O‘> = Pz, = Px), + PAx, = Px;, + (PAP") Pxy,

es decir

A21ﬁ = 07

pero dado que Ay > 0y 3 > 0, eso puede ocurrir solamente si Ay = 0, lo que contradice
la hipétesis que A es irreducible.
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Concluimos que @x;,; no puede tener ni mas, ni el igual nimero de componentes cero
que xy, es decir debe tener menos componentes cero que xy, y puesto que xy tiene a lo mas
n — 1 componentes cero, xy tiene a lo mas n — k — 1 componentes cero, por lo tanto

Tp_1 = (I + A)nilwo > 0,
lo que concluye la demostracién. [ |

Ahora, si A = (a;j) > 0, A € R™" es irreducible y & > 0,  # 0 es un vector arbitrario,
sea

Evidentemente, rp, e Ry rp, >0y

re =sup{o > 0| Az > ox}. (2.6)
Ahora consideremos la cantidad r > 0 definida por
7= sup{rs}. (2.7)
220

Puesto que
e = Tae para todo a > 0,

hay que considerar solamente el conjunto

P={xecR" x>0, |z| =1}
sea @ el conjunto correspondiente

O={yeR"|3zecP:y=T+A)" 'z}
En virtud del Lemma 2.1, Q contiene solamente vectores positivos. Multiplicando ambos
lados de la desigualdad Az > ryx por (I + A)"~! obtenemos
Ay > 12y,

y en virtud de (2.6) concluimos que ry, > 75, por lo tanto una manera equivalente de definir
la cantidad r es

r = sup{ry}. (2.8)
yeQ

Puesto que P es un conjunto compacto de vectores, también Q es un conjunto compacto de
vectores, y como 7, es una funcién continua sobre Q, existe necesariamente un vector z > 0
para el cual

Az >rz, (2.9)

pero no existe ningun vector w > 0 tal que Aw > rw. Todos los vectores z # 0 que
satisfacen (2.9) se llaman vectores extremales de la matriz A.
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Lema 2.2. Sea A > 0 una matriz n X n irreducible. Entonces la cantidad r definida por
(2.7) es positiva. Ademds, cada vector extremal z de A es un vector propio positivo de A
con el valor propio correspondiente r, es decir

Az=rz, =z>0.

Demostracion. Sea & = (1,...,1)T. Puesto que A es irreducible, ninguna fila de A puede
desaparecer, y por lo tanto ninguna componente de A§ puede ser cero. Por lo tanto, r¢ > 0,
lo que demuestra que r > 0.

Para demostrar la segunda parte del lema, sea z un vector extremal tal que

Az —rz=mn, conn>0. (2.10)

Sin # 0, entonces alguna componente de 1 es positiva, y multiplicando (2.10) por (I+A4)"!
nos entrega

Aw—rw >0, conw:=(I+A)"'2>0.

Asi tendriamos que 7, > 7, lo que contradice la definiciéon de r en (2.8). Por lo tanto,
Az =rz, y puesto que w > 0, concluimos que z > 0, lo que concluye la demostracion. M

Lema 2.3. Sea A = (a;j) > 0 una matriz n x n irreducible, y sea B = (b;;) € C*™*" tal que
|B| < A. Si 3 es algin valor propio de B, entonces

6] <7, (2.11)

donde r es la constante positiva de (2.7). Ademds, la igualdad es vdlida en (2.11), es decir
B =rexp(ip) para algin ¢ € R, si y sélo si |B| = A, y si B posee la forma

B=¢"DAD ™, (2.12)
donde D es una matriz diagonal cuyos elementos diagonales tienen el valor absoluto uno.

Demostracion. Si fy = By donde y # 0, entonces
By; = sz’jyja I<i<n
j=1

Utilizando las hipétesis de este lema y la notacion de la Definicion 2.1, concluimos que

1Bllyl < |Blly| < Alyl,

lo que implica que 3] < rjy < 7, lo que a su vez demuestra (2.11).

Ahora, si |B| = r, entonces |y| es un vector extremal de A. Entonces, en virtud del
Lema 2.2, |y| es un vector propio positivo de A que corresponde al valor propio r > 0, por
lo tanto

rly| = |Blly| = Aly|, (2.13)
y puesto que |y| > 0, concluimos de (2.13) y la hipétesis |B| < A que
|B| = A. (2.14)
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Para el vector y, el cual satisface |y| > 0, definimos

D;:diag@,...,y_n).
1] Y|

Evidentemente los elementos diagonales de esta matriz D tienen el valor absoluto uno, y

y = Dlyl.
Definiendo 3 = re'® podemos escribir By = By como
Cly| = rlyl, (2.15)
donde
C=¢""D'BD. (2.16)

Desde (2.13) y (2.15), igualando términos iguales a r|y| obtenemos
Cly| = [Blly| = Alyl, (2.17)

En virtud de la definicién de C en (2.16), |C| = | B|. Combinando este resultado con (2.14),
concluimos que

IC| = |B| = A. (2.18)

En virtud de (2.17) concluimos que Cly| = |C||y|, vy dado que |y| > 0, sabemos que
C = |C| y en en virtud de (2.18), C = A. Combinando este resultado con (2.16) obtenemos
el resultado deseado B = exp(ip)DAD™'. Vice versa, es obvio que si B posee la forma
(2.12), entonces |B| = A, y B posee un valor propio (3 tal que || = r, lo que concluye la
demostracion. [ |

Poniendo B = A en el Lema 2.3 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Si A > 0 es una matriz n x n irreducible, entonces el valor propio r > 0
del Lema 2.2 es igual al radio especttral o(A) de A.

En otras palabras, si A > 0 es una matriz n x n irreducible, su radio espectral o(A)
es positivo, y la interseccion (en el plano complejo) del circulo |z| = p(A) con el eje real
positivo es un valor propio de A.

Lema 2.4. Si A > 0 es una matriz n X n irreducible y B es alguna sub-matriz principal
cuadrdtica de A, entonces o(B) < o(A).

Demostracion. Si B es alguna sub-matriz principal cuadratica de A, entonces existe una
matriz de permutacion P tal que B = Ay, donde

PAP" =
[A21 Az

En tal caso, definimos

c;_[’g g}.
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Aqui B y A, son submatrices principales cuadraticas de PAPT de los tamanos m x m y
(n —m) x (n — m), respectivamente, donde 1 < m < n. Obviamente,

0<C < PAPT

y o(C) = o(B), pero puesto que C = |C| # PAP”, la conclusién sigue inmediatamente
del Lema 2.3 y del Corolario 2.1. [ |

Juntaremos los resultados obtenidos hasta ahora en el Teorema de Perron (1907) y Fro-
benius (1912).

Teorema 2.1 (Perron-Frobenius). Sea A > 0 una matriz n X n irreducible. Entonces:

1. A posee un valor propio positivo igual a su radio espectral.

2. Al walor propio o(A) le corresponde un vector propio & > 0.

3. 0(A) incrementa cuando cualquier elemento de A es incrementado.
4. o(A) es un valor propio simple de A.

Demostracion. Los enunciados 1. y 2. son consecuencias inmediatas del Lema 2.2 y del
Corolario 2.1.

Para demostrar 3., supongamos que incrementamos algun elemento de la matriz A, lo
que entrega una nueva matriz irreducible A con A > Ay A # A. Aplicando el Lema 2.3
concluimos que p(A) > o(A).

Para demostrar que p(A) es un valor propio simple de A, es decir, o(A) es un cero de la
multiplicidad uno del polinomio caracteristico

(t) == det(tI — A),

usamos que ¢'(t) es la suma de todos los determinantes de las sub-matrices principales de
tI — A del tamano (n — 1) x (n — 1). Ahora, si A; es alguna sub-matriz principal de A,
entonces el Lema 2.4 implica que det(tI — A;) no puede desaparecer para ningin t > o(A),
por lo tanto

det(o(A)T — A;) >0

y entonces

¢'(0(A)) >0,
es decir p(A) no puede ser un cero de ¢(t) con una multiplicidad mayor que uno, por lo
tanto o(A) es un valor propio simple de A. [ |

2.4. La ecuacién de Euler-Lotka

En 1760, Leonhard Euler publicé una trabajo sobre la estructura de la edad de la pobla-
cién humana. Este trabajo fue desarrollado mas por Alfred Lotka (Lotka, 1925). Nosotros
empezamos la discusion por el caso discreto en el tiempo.

Sea ahora u; ,, el nimero de los individuos femeninos de la clase de edad ¢ en el instante n
y sea {u, }nen, Una sucesion con

_ T
u, = (U’O,n7 ul,nu e 7uw71,n7 uw,n)
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que satisface
Upir = Lu,, n=0,1,2,... (2.19)
donde L es la matriz de Leslie (2.4).
Utilizando la ecuacién (2.19) obtenemos
Upp = (2.20)

)

Uimp 0515i-1 " * Si—n41 = Wi—noli/li—, para i >n,
U0n—iSiSi—1 "+ S1 = bp_il; para i < n,

donde se define por
li = 5;Si—-1..-951

la funcion de supervivencia que describe la probabilidad con la cual un individuo sobrevive
desde su nacimiento hasta la edad ¢, ademds b, = ug,, es el nimero de nacimientos en el
instante n.

La especificacién para ¢ > n corresponde a aquellos individuos que desde una edad inicial
1 —n alcanzan la edad 7 en el instante n, mientras que la descripcién para ¢ < n corresponde
a aquellos que nacieron en el instante n — ¢ y que sobreviven hasta tener la edad i en el
instante n.

Esta es una solucién posible. Lamentablemente la tasa de nacimientos b es desconocida
y depende de u, por lo tanto es necesario determinar una ecuaciéon para b. Multiplicando
(2.20) por m; y sumando obtenemos

:Zmiui,n Zlml n—i + Z U;— nO Zfz n—i T Gn; (221)
=1

i=n-+1
aqui
fi=lim;
es la funcion neta de maternidad denotando el nimero de descendientes nacidos en el ins-
tante n por madres nacidas en el instante n — i. La sucesién {g,}nen, queda determinada
por condiciones iniciales. La ecuacién (2.21) see llama ecuacion de renovacion de Euler.
Aqui nos interesa el comportamiento asintético de b,, y entonces de wu,, cuando n es

grande. La sucesién {g, },en siempre es finita bajo la hipétesis de la existencia de una edad
méxima w, es decir g, = 0 para n > w. Sea ahora n > w, entonces (2.21) asume la forma

- zw: Fibn_i. (2.22)
i=1

Esta ecuacion es una ecuacién de diferencias lineal con coeficientes constantes. Para resolverla
utilizamos el planteo

by, = bp\".
Insertdndolo en (2.22) obtenemos
A= AN ATt f, (2.23)
es decir una ecuacion polinomial del grado w para A. Su solucién general esta dada por
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bajo la hipétesis que todas las raices son diferentes. La solucién general de la ecuacién (2.19)
para n > w esta dada por

Ujp = bn—il;.
Se puede demostrar que A multiplicado por la ecuacién (2.23) es la ecuacion
det(L — \I) =0.

Utilizando el Teorema de Perron-Frobenius y suponiendo que L es primitiva obtenemos
que existe un valor propio positivo dominante \; cuyo valor absoluto es mayor que el valor
absoluto de todos los demas valores. Asi obtenemos que

b, =~ A1\] cuando n — oo.

Esta ecuacién nuevamente describe un crecimiento geométrico. La ecuacién (2.22) también
se escribe en la forma

w w

-7 —7ri

1= g lime™" = E Jie ",
i=1 i=1

donde se utiliza A = e".

La ecuacion se llama ecuacion de Euler-Lotka. Permite facilmente determinar el niimero
de descendientes generados por un individuo durante su vida. Esta cantidad se llama tasa
de reproduccion Ry, estd dada por

Ry = Zl:limi = Zl:fz

Podemos esperar el crecimiento de una poblacion si Ry, > 1. El parametro \; denota la
rapidez del crecimiento.

2.5. Aproximacion de McKendrick para la estructura de edad

La aproximacién de McKendrick para poblaciones edad-estructuradas fue publicada por
primera vez en 1926 y considerada nuevamente por von Foerster en 1959. El planteo es ilus-
trado mas facilmente utilizando un diagrama Lezis. Se supone que el proceso es estacionario
donde las tasas de mortalidad y de nacimiento dependen de la edad. La Figura 2.1 muestra
una poblacion con estructura de edad, donde cada segmento lineal representa la vida de un
individuo.

Sea ahora la u(a, t) la densidad de los individuos (femeninos) con la edad a en el instante ¢,
es decir el nimero de individuos que tienen una edad a entre a; y as > a; en el instante a

esta dada por
a2
/ u(z,t) da.
al

Después de un paso de tiempo At la edad de cada individuo crece por Aa = At, por lo tanto

u(a + Aa,t + At) = u(a,t) — d(a)u(a, t)At + O(At?),
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Ficura 2.1. Diagrama Lexis. Los circulos cerrados (e) denotan la muerte de
un individuo, y los circulos abiertos (o) el nacimiento de un descendiente, el
cual genera una nueva linea en el diagrama.

donde d es la funcién de mortalidad y d(a)At + O(At?) es la probabilidad con la cual un
individuo se muere durante el periodo [t,t 4+ At]. Estas consideraciones motivan la siguiente
ecuacion de derivadas parciales:

Ou  Ou

da ot
La ecuacién (2.24) se llama ecuacion de derivadas parciales de McKendrick. Se busca una
solucién de (2.24) para 0 < a < w y t > 0, donde w es la edad maxima de la especies
considerada. Las condiciones iniciales son

—du. (2.24)

u(a,0) =up(a), 0<a<w.

Los nacimientos entran a través de la funcion
B

b(t) = u(0, 1) = / w(a, tym(a) da,

67

donde [, ] es la edad fertil de un individuo y m es la funcién de maternidad.
Para resolver la ecuacion de McKendrick, supongamos por el momento que la funcién

w(0,t) =b(t), t=0

estd dada. La ecuacién (2.24) debe ser resuelta en el cuadrante positivo del plano (a,t), con
condiciones dadas para a = 0 y ¢t = 0. Ahora nos imaginamos trasladarlos a lo largo de una
de las rectas del diagrama Lexis, una recta de la pendiente 1,

t=t(a) =a+c, c= constante.
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., Qué pasa con u al seguir una de esas rectas? En la recta, u puede ser descrita solamente
por a:

u(a,t) = u(a,t(a)) = u(a,a+ c).
Tomando la derivada total y utilizando (2.24) obtenemos
du  Ou  Oudt

da_8a+8tda_ “

es decir la ecuacién de derivadas parciales (EDP) para u se reduce a una ecuacién de derivadas
ordinarias (EDO), la cual puede ser resuelta por métodos conocidos como la separacién de
variables. Una condicion en t = 0 0 a = 0 es necesaria para completar la solucién, dependiente
de cual de estos ejes es intersectado primero por la recta del diagrama Lexis, es decir en
dependencia de si ¢ > 0 o ¢ < 0.

En general, una curva a lo largo de la cual una EDP se reduce a una EDO es conoci-
da como curva caracteristica (o simplemente caracteristica) de la ecuacién. Generalmente,
consideremos una EDP del tipo

0 0
Fa 8155+ 9(0.0,6) 5 = hz.9.0)

La curva parametrizada s — (z(s),y(s)) es una curva caracteristica de esta EDP si la
ecuacion se reduce a una EDO sobre ella. Pero puesto que

do _ 9¢dr 9 dy
ds  Oxds Oyds’
el triple (z(s),y(s), ¢(s)) debe satisfacer las ecuaciones caracteristicas

dx dy do
= Fals) s, 605), L =909, 5(),00), S5 = hla(s),u(s), 6(5)).
Volvamos al caso de la EDP de McKendrick (2.24). En este caso, las curvas caracteristicas
estan dadas por

Sobre estas curvas definimos

a(s) = wu(a(s),i(s)),
y de acuerdo con la definicién de una curva caracteristica la EDP se reduce a una EDO. En
este caso,
w_mm+m&_
ds Odads Otds
Comparando con (2.24) obtenemos las ecuaciones caracteristicas
da  di . da
ds 7 ds 7 ds
es decir las curvas caracteristicas del pendiente uno en el cuadrante positivo del plano (a,t),

y las condiciones iniciales para s = 0 que tenemos que aplicar dependen de si las rectas
intersectan o el eje a o el eje ¢ tal como en el diagrama Lexis (Figura 2.1). Para t > a

~

—d, (2.25)
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intersectan el eje t cuando s = 0. Si parametrizamos el eje t como t = 7, a = 0, entonces las
condiciones para t, a y 4 en s = 0 son

t(0) =7, a(0)=0, a(0)=b(r). (2.26)

Ahora, integrando las ecuaciones (2.25) con las condiciones iniciales (para la integracién con
respecto a s) (2.26) obtenemos

a—ils)=s, t=i(s)=s+7 dls)=b(r)exp (— /0 d(o) da) o)
es decir
i(s) = b(r)i(s), I(a) = exp <— /O " (o) da) | (2.28)

Para expresar la solucién en las variables originales notamos que de la segunda ecuacion en
(2.27) obtenemos

T=t—s=1t—a
y por lo tanto desde (2.28)
u(a,t) =b(t —a)l(a) parat > a.

Aplicando argumentos similares para el caso t < a y combinando los dos resultados obtene-
mos finalmente

w(a, ) = up(a —t)l(a)/l(a—t) parat < a,
7 b(t — a)l(a) para t > a.

La funcién a — [(a) se llama funcion de supervivencia. La Figura 2.5 muestra tres
ejemplos tipicos. El tipo I es tipico para poblaciones humanas, donde normalmente gran
parte de los individuos sobrevive hasta tener una cierta edad y después fallece (sin embargo,
la mortalidad infantil causa una cierta distorsién de la curva ideal). El tipo II es tipico de
pequenos aves, y el tipo III es tipico de organismos tales como peces que ponen millones de
huevos de los cuales la gran mayoria nunca termina en individuos adultos. El tipo II, donde
la mortalidad d(a) es efectivamente una constante d independiente de a, es el méas facil de
tratar matematicamente.
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Capitulo 3

Dinamica de poblaciones interactuantes. Parte I: Modelos de
predador-presa

En este capitulo estudiaremos la interacciéon de diversas especies, considerando prime-
ramente sistemas formados por parasitos y sus huéspedes, luego predadores y sus presas y
finalmente dos especies en competencia mutua. Un aspecto importante en el analisis ma-
tematico de este tipo de modelos es la teoria de bifurcaciones, de la cual se presenta una
resena en la ultima parte del capitulo.

3.1. El modelo de Nicholson y Bailey

El modelo de Nicholson y Bailey (1935) trata de describir la interaccién entre parasitos y
sus huéspedes. La importancia de estudiar esta interaccion es ilustrada por el hecho de que
aproximadamente 10 % de las especies multicelulares de la tierra son parasitos. Los parasitos
cumplen con importantes funciones de control biolégico del niimero de insectos o la epidemia
de insectos. De la biologia sabemos que los pardsitos, por ejemplo avispas o moscas, tienen
por lo menos un estado parasitico y un estado de vida libre en su ciclo de vida. Los insectos
parasiticos normalmente poseen ciclos anuales de vida. Para el modelamiento suponemos
que las generaciones son discretas y no intersectan. Hay que enfatizar que los prondsticos del
modelo no fueron confirmados por la realidad, y que hay que modificarlo para adaptarlo a
sistemas reales.

En lo siguiente, sean H, y P, el nimero de los huéspedes y de los parasitos, respec-
tivamente, en la generaciéon n, ademas sean Ry > 1 la tasa de reproduccion per capita del
huésped sin parasitos y ¢ el nimero promedio de huevos puestos por el parasito en el huésped,
que sobreviven y que a su vez ponen huevos en el ciclo siguiente. Ademads sea f(H,, P,) la
fraccion de huéspedes no afectados por parasitos.

Como el inicio de un ciclo entendemos la fase de la puesta de los huevos por el parasito.
Respecto a los huéspedes, despreciamos efectos que dependen de su densidad, es decir se
supone que sin parasitos los huéspedes se multiplican exponencialmente. Depués de que un
parasito ha puesto sus huevos, el nimero total de huéspedes es H f(H, P) und por lo tanto
el numero de huéspedes afectados por parasitos es H(1 — f(H, P)). Obtenemos entonces las
siguientes ecuaciones de diferencias:

Hn+1 == Roan(Hn, Pn), (31)
Ppy1 =cH,(1— f(H,, P)). (3.2)

Definicién 3.1. Un estado (H*, P*) se llama estado estacionario de las ecuaciones de dife-
rencilas

Hn+1 = Z<Hn7 Pn)7 Pn+1 = h(Hn7 Pn)
31
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si H* = i(H*, P*) y P* = h(H*, P*).

Sea ahora J* el Jacobiano o la matriz funcional asociada al sistema (3.1), (3.2) evaluada
en el estado estacionario (H*, P*), es decir

-5 5
—(RoHf(H,P) ~—=(RoH f(H, P)
po| ) gy 1
7 (cH(L= f(H,P)) 55 (cH(1— f(H,P)))

[ Ro(f(H*,P*) —i—H*fH(H*,P*)) RoH* fp(H*, P*)
_c(l — f(H*, P*) — H*fH(H*,P*)) —cH* fp(H*, P*)

donde fy =0f/0H y fp = 0f/OP. Definiendo h := H — H* y p := P — P* y re-escribiendo
(3.1), (3.2) como

Y

Hy1 = RoH,, f(Hy, Py) =:i(Hy, Py,
P, = cHn(l — f(Hn,Pn)) =:9(H,, P,)
obtenemos
hpy1 = Hypn — H = i(H,, P,) — H =i(H,, P,) —i(H", P¥)
=ig(H*,P*)(H, — H")+ip(H", P*)(P, — P"),
Pont1 = Ppp1 — H" = g(Hn, Fy) — P* = g(H,, P,) — g(H", PY)
= gu(H*, P*)(H, — H") + gp(H", P*)(P, — P),
donde ip = 9i/OP, iy = 0i/0H, gp = 0g/OP vy gy = 0g/0H. Podemos entonces escribir

(i) =7 ().
Pn+1 Pn

Sean Ai,..., A, los valores propios de J* ordenados tales que |Ai| > ... > |\, v sean
v1,...,v, los vectores propios correspondientes. En este caso podemos representar (h,, p,)*
como

2
(zZ) = ; AN ;.

En los casos respectivos [A;| < 1y |A1] > 1 tenemos las identidades

h h
lim "11=0 "
e ‘ (p) ‘ ' (p>
respectivamente.

Entonces para la estabilidad necesitamos que || < 1. El polinomio caracteristico de J*
esta dado por

— OQ,

N—pA+7=0, B=trJ*, ~=detJ"

En virtud de |\] < 1, las condiciones de estabilidad son 8 <~y +1y vy < 1.
Para un analisis de estabilidad de concreto especificaremos en lo siguiente una funciéon f.
Suponemos que la busqueda de los parasitos para encontrar un huésped corresponde a un



3.1. EL MODELO DE NICHOLSON Y BAILEY 33

proceso de Poisson. Para poder discutir este aspecto tenemos que realizar una breve digresion
a la teoria de probabilidad.

Definicién 3.2 (Proceso estocdstico). Sea I un conjunto de indices dado. Un proceso es-
tocastico indicado por I es un conjunto de variables aleatorias { X} er definidas sobre un
espacio de probabilidad (2, F', P) con valores en S.

Definicién 3.3 (Proceso de Poisson). Un proceso estocdstico se llama proceso de Poisson si

1. la distribucion de los eventos en un intervalo de tiempo depende solamente de la lon-
gitud de este intervalo, pero no depende de su ubicacion en el eje temporal,

2. no hay correlacion del nimero de eventos en intervalos disjuntos,

3. el tiempo de espera hasta el primer evento es casi sequramente positivo y finito, es
decir que es casi sequro que dos eventos no aparecen simultaneamente.

Para poder identificar la funciéon f definimos algunas variables. Sea a el parametro de
la eficiencia de la busqueda, donde la bisqueda comienza en la generacion n al inicio de la
temporada (estacion) y termina en el instante 7 durante la temporada. El anidamiento se
realiza en dependencia del nimero de huéspedes atin no afectados y del nimero de parasitos.
Obtenemos entonces

dH

dt
y donde se supone que el nimero de parasitos es constante: P = P,. Resolviendo la ecuacion
diferencial (3.3) obtenemos

=—aPH, n<t<n+r7, dondea«a=a/T, (3.3)

H(t) = e ",
El nimero de huéspedes al inicio de la temporada es
H(n) = Hy,
y al término de la temporada,
H(n+71)=H,f(H,, P,).
Ahora podemos calcular f:

H(n+r1 e—aP(n+T) CwPr Y
f(Hy, Po) = ;[(To ) - e—aPn =e T =el
Las ecuaciones (3.1) y (3.2) nos entregan las respectivas identidades
P*RO o @ IOg RO
c(Ro—1) a c¢(Ry—1)

1
P*=—-logRy, H"=
a

y finalmente
Ro(f(H*,P*) —i—H*fH(H*,P*)) RoH* fp(H*, P*)
c(l — f(H*, P*) — H*fH(H*7P*)) —cH* fp(H*, P*)

_ofo loefo by L) p Mo logft
aC<R0—1) RO RO 0

vy=detJ" =

= (
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Ry log Ry
=00 oy
Ry —1 ’

es decir el sistema es inestable. Esto no corresponde a la realidad puesto que en un sistema
inestable se extinguirian o los parasitos o los huéspedes.

Esta discrepancia puede ser motivada por el exceso de “generosidad” en las presuposicio-
nes del modelo. Para lograr un modelo mas realistico habria que modificar algunas hipdtesis.
Primeramente, hay que evitar la extincion del huésped remplazando la expresién RyH,, por
una funcién no lineal y mas realista. Andlogamente, una expresion no lineal deberia rempla-
zar nuestra hipotesis de que aH es la tasa per capita del anidamiento de los parasitos en
los huéspedes. También habria que considerar que el tiempo disponible para encontrar un
huésped disminuye cuando crece la densidad de los parasitos, puesto que dos individuos que
se encuentran deben apartarse antes de poder continuar sus respectivas busquedas.

Por otro lado, la bisqueda de los parasitos no es enteramente aleatoria, sino que prefieren
buscar huéspedes en aquellos lugares donde los han econtrado en una bisqueda anterior,
ademas algunos huéspedes son mas faciles de econtrar que otros. Esta heterogeneidad puede
aumentar la estabilidad.

Si se cambia la hipdtesis de una distribucién de Poisson y se supone una distribucion del

tipo
—k
f(H,P)= (1 + %)

la cual corresponde a la distribucion de Poisson para k — oo, entonces el estado estacionario
es estable para k < 1.

3.2. El modelo de Lotka y Volterra

En 1925 el mateméatico Vito Volterra, quien estaba interesado en ecuaciones diferenciales
e integrales, converso con su futuro yerno, el biélogo marino Umberto d’Ancona. D’Ancona
se estaba preguntando por qué si las actividades pesqueras en el mar mediterraneo habian
disminuido como consecuencia de la Primera Guerra Mundial, la proporcién de peces pre-
dadores efectivamente habia incrementado, y consulté a Volterra si habia alguna manera
de tratar este fenémeno matematicamente. Volterra publicé un articulo muy largo sobre el
tema en 1926 (Volterra, 1926). Alfred Lotka habia propuesto las mismas ecuaciones en su
libro publicado en 1925 (Lotka, 1925). Sin embargo, Lotka y Volterra diseniaron sus mode-
los no como herramienta de prondstico cuantitativo, sino que para facilitar la comprensién
cualitativa de ecosistemas.

En la interaccion presa-predador, sea U el niimero de presas y V' el numero de predadores.
En palabras la interaccién puede ser expresada como

tasa de cambio de U = tasa neta de crecimiento de U sin predacion
— tasa de pérdida de U por predacién,
tasa de cambio de V = tasa neta de crecimiento de V' por predacion

— tasa de pérdida de V sin presa.



3.2. EL MODELO DE LOTKA Y VOLTERRA 35

Asi se supone implicitamente, y de manera poco realista, que la interaccién presa-predador
es el unico determinante en la dindmica de las poblaciones. Otras presuposiciones hechas por
Lotka y Volterra son las siguientes.

= La presa es limitada solamente por la presencia del predador, y en ausencia del pre-
dador creceria exponencialmente.

= La respuesta funcional del predador es lineal. En otras palabras, el término de preda-
cion es lineal en U.

= No hay interferencia entre los predadores en la buiisqueda de presa. En otras palabras,
los encuentros entre predadores no consumen tiempo o en otra forma reducen la efi-
ciencia de busqueda por la presa. Matematicamente, el término de predacién es lineal
en V.

= En la ausencia de la presa el predador se extingue exponencialmente.

» Cada muerte de un individuo de la presa contribuye de manera idéntica al crecimiento
de la poblacion de predadores. Esto es mas realista si consideramos U y V' como
biomasa al lugar de nimeros.

Las primeras tres de estas hipotesis reflejan las presuposiciones del modelo de Nicholson y
Bailey para sistemas de huésped-parasitos. La combinacion de la hipdtesis de una respuesta
funcional lineal con la hipétesis de no interferencia entre los predadores genera términos pro-
porcionales a UV, denominados ley de accion de masa, en analogia a términos que aparecen
en ecuaciones cinéticas de reacciones quimicas. Obtenemos entonces el siguiente sistema de
ecuaciones:

d d
o =aU —UV, 4V =eyUV — pV. (3.4)
dr dr

Adicionalmente queremos incluir el efecto de pesca. Sea E el esfuerzo de pesca y sean p
y q los coeficientes de pesacbilidad del predador y de la presa, respectivamente. En tal caso
obtenemos al lugar de (3.4) el sistema de ecuaciones diferenciales

d—U:aU—pEU—vUV, ﬂzavUV—qEV—ﬁV. (3.5)

dr dr
Este sistema posee un estado estacionario trivial (0,0) y el estado estacionario no trivial

dado por
g = 4EXD e o pE (3.6)
ey Y

Antes de analizar la naturaleza de (3.6), discutiremos el efecto del incremento de la pro-
porcién de los predadores en la pesca mencionado inicialmente. Supongamos por el momento
que el sistema ha alcanzado el estado estacionario no trivial (U*, V*). Entonces la proporcién

de los predadores pescados esta dada por
_ qEV* _ ¢g(a—pE)
pEU*  p(gE+3)

Es facil ver que

P'(E) <0,
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es decir que cuando el esfuerzo de pesca disminuye (tal como sucedié durante la Primera
Guerra Mundial), crece la proporcién de los predadores en la pesca.

Al parecer, este modelo puede exitosamente explicar un efecto observado en realidad. Sin
embargo permanece la pregunta: jes justificada la hipdtesis que el sistema haya alcanzado el
estado estacionario (U*, V*)? Para poder contestar eso, volvamos a analizar el sistema (3.5).
La estabilidad del estado estacionario es determinada por los valores propios del Jacobiano

reg ]
eyV* 0 '
Esta matriz satisface trJ* = 0, det J* > 0, es decir sus valores propios son puramente
imaginarios. Entonces, las ecuaciones linealizadas por el estado estacionario poseen soluciones
periddicas, pero las ecuaciones no lineales podrian tener soluciones periddicas o soluciones
en forma espirales que convergen al o se alejan del estado estacionario, en dependencia de
los términos no lineales. Para aclarar esto hay que realizar un anélisis no lineal.
Primeramente definimos variables nuevas

uw=U/U*, v=V/V* t=(a—pE)T.

Observar que o — pFE es la tasa de crecimiento de la presa en ausencia de predadores. Ahora
las ecuaciones se convierten en

((11—1; =u(l —v), % =av(u — 1), (3.7)
donde
g D
a—pE’

Ahora, dividiendo la segunda ecuacién en (3.7) por la primera, obtenemos
dv  av(u—1)

— = . 3.8
du  u(l—0) (3:8)
Esta ecuacion es separable, es decir es equivalente a
du dv
—1)— —1)— =0
aw—1)" + (0 =1 =0,
y su integral es
O (u,v) = a(u —logu) + v —logv = A, (3.9)

donde A es una constante de integracién. Las trayectorias en el plano (u,v) son las conturas
de la superficie

w = ®(u,v)

en el espacio (u,v,w) (es decir, las iso-lineas de w) son curvas cerradas que corresponden a
soluciones periédicas de (3.7), es decir de (3.5), ver Figura 3.1.

Puesto que las poblaciones son periddicas, podemos calcular la poblacion en promedio
de casa especie, la cual es proporcional a la pesca, durante un periodo 7T'. Sean entonces

17 1 /T
ﬂ::?/o u(t) dt. @:T/O ot) dt.
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FI1Gura 3.1. Curvas ®(u,v) = A, representando trayectorias periédics de
(3.7), para a = 1/2, correspondiendo a A = 1,6,1,7,...,3,2 (ver (3.9)). El
punto (u* = 1,v* = 1) es el estado estacionario de (3.7).

Ahora, dividiendo la primera ecuacién en (3.7) por Tu, la segunda por T'v e integrando de 0
a T obtenemos

1 t=T 1 t=T _

T [log u(t)L:O =1-1, T [log v(t)L:O =a(l — a).
Sin embargo, en virtud de la periodicidad, el lado izquierdo de cada una de estas ecuaciones
desaparece, por lo tanto

u=1 v=1,
o equivalentemente,
U=U* V=V~

La poblacién en promedio es la poblacion estacionaria, y nuestra conclusiéon anterior queda
valida, lo que explica por qué el decrecimiento del esfuerzo de pesca en el Mar Adriatico
causé un incremento de la proporcion del predador en la pesca. Mas generalmente, el principio
de Volterra afirma que una intervencién en un sistema de predador-presa que extingue ambos
presa y predador en proporciéon a los tamanos de la poblacion de cada especie tiene el efecto
de incrementar el promedio de la poblacién de la presa.



38 3. MODELOS DE PREDADOR-PRESA

Consideremos ahora otro pronostico del modelo de Lotka y Volterra. El modelo pronostica
soluciones oscilatorias, las cuales corresponden a sistemas reales por lo menos por tiempos
cortos. Sin embargo, nuestra expectativa es que si aplicamus algin cambio pequeno a las
ecuaciones (para corregir hipdtesis no realisticas), las soluciones cualitativas deben quedar
las mismas, en particular oscilatorias. Desafortunadamente, esto no es asi. Se puede demos-
trar que agregar un término arbitrariamente pequeno a las ecuaciones puede cambiar los
pronosticos cualitativos del modelo, es decir el modelo es estructuralmente inestable. Esta
inestabilidad estrucural estd vinculada a la separabilidad de la ecuacién (3.8); después de
una pequena modificacién de las ecuaciones, ya no existe ninguna cantidad conservada que
corresponde a ®(u,v). En otras palabras, y como ilustra la Figura 3.1, existe una familia de
soluciones oscilatorias, mientras que necesitamos una solucion oscilatoria aislada, llamada
ciclo limite, para que el modelo sea estructuralmente estable. En la proxima seccion modifi-
caremos el modelo y trataremos de obtener un sistema estructuralmente estable que pueda
explicar el comportamiento oscilatorio presa-predador.

3.3. El modelo de Rosenzweig y MacArthur

Ahora remplazaremos dos de las hipdtesis no realisticas del modelo de Lotka y Volterra
(3.4). Primeramente remplazamos la constante «, la tasa de crecimiento per cépita de la
presa en ausencia de predacion, por la expresion mas realistica

@(U)zr(l—%),

ya derivada anteriormente, donde K es la densidad maxima de la presa. Ademas, la expresion
lineal vU, que corresponde a la respuesta del predador a la presa, es remplazada por la
respuesta funcional mas general ®(U). Derivaremos enseguida una expresién algebraica para
este término. En cualquier caso, el modelo que discutiremos ahora es de la forma

dU U dV

E:TU (1—?> - Vo), EzeV@(U)—BV, (3.10)
conocido como modelo de Rosenzweig y MacArthur.

Para modelar la respuesta funcional, consideremos el “presupuesto de tiempo” de un pre-
dador individual. Se supone que la cantidad de presa cazada por un predador es proporcional
a la densidad de la presa y al tiempo utilizado efectivamente para la biisqueda. Notamos que
el tiempo solamente de bisqueda es el tiempo total usado para actividades de alimentacion
menos el tiempo necesitado para tratar itemes de presa individuales. Es decir, si NV denota el
nimero total de itemes de presa cazados durante un periodo, 7' es la duracién del periodo,
U es la densidad de la presa, s es la tasa de la bisqueda y h es el tiempo de tratamiento
(“handling time”), entonces

N =sU(T — hN),

es decir
sUT

N —
1+ hs
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y por lo tanto
sU
OU) = .
() 1+ shU
Ahora obtenemos un estado estacionario en (U*, V*) dado por

U = (1 + shU*), V'=-— <1 - ﬂ) (14 shU*).

es s K
Ahora simplificaremos estas ecuaciones utilizando variables no dimensionales. Sean
U sV y er
Uu=—, v=-— = —.
K’ r’ h
Asi, definiendo
rh mh
a=—, b=shK, c¢=—,
e e

obtenemos al lugar de (3.10) las ecuaciones

L (R A Y

dt dr dt K K) 1+shU) e
_rh u(l_u)_i—u - (3.11)
e Tl‘i‘ShK?

dv  d()dr  sh [ esUV
_aar_sh —mV
14 shU

dt ~ dr dt  re
V(U b\ (e
o \1+shU e v 1+ bu “)-

También aqui podemos calcular los puntos de equilibrio. Utilizando

(3.12)

c
u=-+cu*

b

obtenemos .

uw(l—c)= x

luego

ademas obtenemos que

1 1 c c
e Sl b)) == (1 —S Y (14—
vt =gl m L+ bu) b( b(l—c>)( *(1—(:))
1(b+ be c c? )_b—2cb+ch—|—bc—bc2—c—l—cz—c2
. —

—¢c l—c¢ (1—¢)? b2(1 — ¢)?
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_b—c(1+D)
Co2(l—-ce)?
Este resultado es realistico solamente si
b
T

Para realizar un andlisis de estabilidad formamos el Jacobiano J* en los puntos de equ-
librio. El equilibrio es inestable si

v:=detJ" >0, [:=trJ" >0.
Si representamos du/dt y dv/dt en la forma

d d
d_itj/:u]%u?ru)a _,U:Ug(u’y)

obtenemos, en virtud de f(u*,v*) = f* = g(u*,v*) = ¢* = 0, la ecuacién

Se tiene que

En virtud de
bu* b b2 * b2 *
fi= g, g =TT O
1+ bu* (1 + bu)?
se tiene que v > 0. Ahora debemos considerar la traza
B=u'f,+0v"g,

Puesto que g, = 0, también sabemos que g; = 0, por lo tanto

<0

f=uf,
Para f; > 0 el sistema se pone inestable. Pero en virtud de
b—c(1+b)

vb? (1—c)?
f=a|-1+—r ) =a|-1+— | =a(-1+b—c(1
f a( +<1+bu)2> a< +1+1%c a(=14b—c(1+b))

la condicién de inestabilidad f;; > 0 es equivalente a
b—c(1+0) > 1.

Puesto que la funcién de respuesta del predador a la presa es una funcién saturante (¥ (u) =
®(u)/u, donde ¥'(u) < 0), la consecuencia de un incremento en la densidad de la presa es
que una fraccién menor de la presa sera cazada. Es decir, los factores que desestabilizan el
sistema son aquellos que fortalecen el efecto de saturacién. Este efecto se amplifica cuando u
se mueve desde la parte de la funcién con pendiente fuerte a la parte con pendiente menor.

Esto sucede (i) incrementando la pendiente de la funcién de respuesta, (ii) reduciendo el
estado estacionario de la presa en la presencia de predacion mas a la regién de pendientes
fuertes o (iii) incrementando el estado estacionario de la presa en la ausencia de predacién
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mas hacia la regién de saturacion. Por lo tanto, algunos de los factores que de-estabilizan el
sistema son los siguientes:

1. un incremento de la eficiencia s de los predadores en capturar presa,

2. un incremento de la eficiencia e de los predadores en convertir la presa en biomasa del
predador,

. un decrecimiento de la tasa de mortalidad del predador m, o

4. un incremento en la capacidad (de la presa) del sistema K.

w

3.4. Competencia

El principio de exlcusion competitiva afirma que si dos especies ocupan el mismo nicho
ecolégico, una de ellas se extingue. Aqui se dice que dos especies ocupan el mismo nicho
ecoldgico si interactuan en la misma manera con la otra especie respectiva, requieren de los
mismos nutrientes, viven en el mismo habitat en el mismo tiempo, etc.

Sean U; y U, la biomasas de las especies 1 y 2, respectivamente, que supuestamente
ocupan el mismo nicho, y supongamos que en ausencia de su respectivo competidor, cada
especie crece segun la ecuacion logistica, es decir

v, U .
o v ( Ki) =

Aqui el término U;/K; representa la competencia intra-especifica. Ahora supongamos que la
competencia inter-especifica es analoga a la competencia intra-especifica. Esto nos lleva al
sistema de ecuaciones diferenciales

dU1 U1 +OéU2 dU2 UQ—I—ﬁUl
ar 7”1U1 < ,1 ) , dr TZUQ ( F72 ) )

wobei a es el coeficiente de competencia de la especie 2 con respecto a la especie 1, v
es el coeficiente de competencia inverso (el coeficiente de competencia de la especie 1 con
respecto a la especie 2). Supongamos, por ejemplo, que ambas especies compiten por frutas,
y que un individuo de la especie 2 come dos frutas para cada fruta comida por un individuo
de la especie 1. En este caso, « = 2 y f = 1/2; en general para dos especies del mismo
nicho ecoldgico se tiene que af = 1. Notar que este coeficiente de competencia tiene una
interpretacién relevamnte solamente si consideramos dos especies del mismo nicho.

En lo siguiente, nuevamente trataremos de simplificar las ecuaciones definiendo variables
no dimensionales, en este caso

U, U,
U=—, U=, =77
K K, !

Tal como en el caso de (3.11) y (3.12) obtenemos aqui
du K dv r
Ezu(l—u—aﬁu), E:iv(l—ﬁKlKgu—v).
Remplazando
Ko K T2

E> b:ﬁ Cc=

4=« —
sz 1
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FI1GUuraA 3.2. Campo de direcciones de (3.13) para a > 1, b < 1, mostrando
también las nulclinas.

obtenemos

d d
d—z::u(l—u—av), d—z:cv(l—bu—v). (3.13)
Esto entrega el equilibrio

. 1—a . 1-10

Y T1—ab v T 1 _ab

Estos equilibrios son realisticos biolégicamente solamente paraa <1, b<loa >1,b> 1.
El comportamento de ambas especies para los diferentes valores es ilustrado en la Figura 3.2.

Las rectas dibujadas en los campos de direcciones son las nulclinas del sistema, es dedir
a lo largo de ellas se tiene que du/dt = 0 o dv/dt = 0, respectivamente, es decir en nuestro
casou=1—avyv=1-bu.

En la Figura 3.2, el campo de direcciones indica que u sera extinguido paraa > 1y b < 1,
puesto que todas las flechas apuntan a (u =0, v = 1).

Analogamente, la Figura 3.3 muestra que para a < 1 y b > 1 todas las flechas apuntan
hacia (u = 1, v = 0), lo que significa que la especie 1 sera extinguida. Segun la Figura 3.4,
también en el caso 1 @ > 1 y b > 1 sobrevive solamente una especie, en dependencia de los
datos iniciales. Finalmente, la Figura 3.5 muestra el caso hipotético a < 1, b < 1, en el cual
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(3.13) para a < 1, b > 1, mostrando

ambas especies sobreviven. Pero para dos especies del mismo nicho ecolégico se tiene que
ab = af = 1, por lo tanto este caso no es posible que dos especies vivan en el mismo nicho.
Matemadticamente, podemos respresentar du/dt y dv/dt nuevamente en la forma

du
— =uf(u,v),
= uf(u,v)
lo que entrega la matriz jacobiana
. |utfy
7= [v*f;‘

dv
dt

= vg(u,v),

u*f;‘]

vt fy

Suponiendo que f < 0y g: < 0 obtenemos que tr J* < 0. Entonces, para lograr estabilidad
se debe satisfacer la condicion det J* > 0, es decir f} gk > frg*, o equivalentemente, aff < 1.
Sin embargo, dado que dos especies del mismo nicho ecoldgico deben satisfacer aff = 1, estas

dos especies nunca pueden convivir.

3.5. Conclusiones

Las relaciones entre huéspedes y parasitos y entre presas y predadores son las mismas. Sin
embargo, debido al ciclo anual su comportamiento, los sistemas de huéspedes y parasitos se



44 3. MODELOS DE PREDADOR-PRESA

1.2

~
NN N

0.8+

NN N AN

N N N N N NS
I N N N N NS

0.6

NN N Y N N N NN
NN N N A U N NN
NN N N N N N NN
NN NN N VAN VA NN

N U U N N N N N NN
NV U N N N N N NN
N VL VAN VAN N N NN
N NN N N N NN
\\\\\\\\'\'\\\\‘\\\\
Co NN

0.2

0.2 1 1 1 1 1 | ]
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

FI1GUurA 3.4. Campo de direcciones de (3.13) para a > 1, b > 1, mostrando
también las nulclinas.

modelan por una ecuacién de diferencias, mientras que el modelo apriopiado de la interaccién
predador-presa es una ecuacién diferencial.

En el caso simple del modelo de Nicholson y Bailey notamos que el sistema es oscilatorio
con una amplitud creciente, es decir el parasito o incluso el parasito y el huésped se extinguen.
Tal como en el modelo de Lotka y Volterra, se elige una funcién de respuesta lineal, la cual se
remplaza en el modelo de Rosenzweig y MacArthur por una funcién mas realistica no lineal.

Al contrario del modelo de Nicholson y Bailey, el modelo de Lotka y Volterra posee
una amplitud constante. Sin embargo, el sistema es inestable puesto que un cambio de
los datos iniciales tiene como consecuencia un cambio completo de la oscilaciéon. Rara vez
tales oscilaciones pueden ser observadas en la naturaleza; mas frecuentamente se observan
estados estacionarios estables. Mecanismos posibles que estabilizan un tal sistema son la
heterogeneidad del ambiente y la no aleatoriedad del patréon de busqueda del predador,

es decir un predador tiende a buscar presa en aquellos lugares donde alguna vez la habia
encontrado.

3.6. Estabilidad y bifurcaciones
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F1gura 3.5. Campo de direcciones de (3.13) para a < 1, b < 1, mostrando
también las nulclinas.

3.6.1. Ecuaciones de diferencias de primer orden. Consideremos una ecuaciéon de
diferencias del tipo

L1 = f($t>ﬂ)7 (314)

donde 1 es un parametro y no necesariamente estamos considerando un modelo de dindmica
de poblaciones, asi que x; puede tomar valores positigvos o negativos. En muchas situaciones,
x denotara la perturbacion de un estado estacionario.

Evidentemente, el comportamiento de una solucién de (3.14) puede variar con u. Por
ejemplo, si el valor propio f incrementa desde f; < 1 a f; > 1 cuando el pardmetro u es
incrementado mas alla de un valor critico p., esperamos que el caracter del estado estacionario
cambia desde “monotonamente estable” a “monotonamente inestable”, de acuerdo al andlisis
de la Seccién 1.1.3. Un diagrama del comportamiento de la solucién (mostrando los estados
estacionarios, las 6rbitas periddicas, su periodicidad etc.) se llama diagrama de bifurcacion, y
los puntos en los cuales la solucion cambia su comportamiento son los puntos de bifurcacion.
A modo de ejemplo, describiremos enseguida todos los tipos de bifurcacién posibles con la
ecuacién de primer orden (3.14).
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Transcritical bifurcation at (0,0)
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F1GURA 3.6. Una bifurcacién transcritica.

3.6.1.1. Bifurcaciones silla-nodo. Un ejemplo tipico de una bifurcacién silla-nodo es la ecua-
cion

Te1 = [ (@, ) = 2+ p— 3.

Esta ecuacion no posee ningun estado estacionario para g < 0, y dos estados estacionarios
(* = £/it) para p > 0. El estado estacionario 2* = /Ji es estable, y el estado estacionario
r* = —, /it es inestable. El punto de bifurcacién es (z, 1) = (2, pe) = (0,0), donde f(0,0) =
0, y el valor propio correspondiente es f,(0,0) = 1. Mas generalmente, se dice que una
bifurcacion silla-nodo ocurre cuando cerca del punto de bifurcacién la ecuacion (3.14) posee
una curva unica de puntos fijos en el plano (z,p), la cual pasa por el punto (x.,puc) y
estd localizada a un lado de la linea p = .. Una tal bifurcacién ocurre en un punto (e, p.)
bajo las siguientes condiciones:

f(xca,uc) = 07 fx(x(:;ﬂc) = 17 fu(xca,uc) 7£ 07 fxw(mca,uc) 7é 0.

3.6.1.2. Bifurcaciones transcriticas. La ecuacién prototipica de este caso es
2
Tip1 = Ty + Py — T .

La ecuacién posee dos estados estacionarios:

x* = 0 estable, z* = u inestable para p <0,
x* = 0 inestable, * = p estable para pu > 0.

Evidentemente, el punto de bifurcacién es (z,u) = (z., 1) = (0,0), y el valor propio en el
punto de bifurcacién es f,(0,0) = 1. Ver Figura 3.6.

Mas generalmente, se dice que una bifurcacion transcritica ocurre cuando cerca del punto
de bifurcacién la ecuacién (3.14) posee dos curvas de puntos fijos en el plano (z, u), de las
cuales cada una pasa por el punto (z., ti.) y existe en ambos lados de la linea y = ., y donde
hay un intercambio de propiedades de estabilidad en el punto de bifurcaciéon. Sin pérdida
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Pitchfork bifurcation at (0,0)
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FicuraA 3.7. Una bifurcacion “pitchfork”.

de generalidad (podemos redifinir x si necesario) podemos considerar una de estas curvas
como x = 0. Entonces, una tal bifurcacién ocurre en un punto (x, i) bajo las siguientes
condiciones:

f(xCaNC) =0, faﬁ(xCaNC) =1, fu(meC) =0, fwu(vaNC) # 0, fm(@:a/&:) =0.

3.6.1.3. Bifurcaciones tipo “pitchfork”. Conideremos la ecuacion prototipica

Ty = f(2y, ) = 24 + pavy — 53?,

la cual posee el estado estacionario trivial z* = 0 para g < 0 y tres estados estacionarios
para > 0, el estado estacionario trivial z* = 0 y los dos no triviales z* = 4, /u. El estado
trivial es estable para p < 0 y los dos estados no triviales son estables para > 0. El punto
de bifurcacion es (z, u) = (z¢, pe) = (0,0), y el valor propio correspondiente en el punto de
bifurcacién es f,(0,0) = 1, ver Figura 3.7.

Mas generalmente, se dice que una bifurcacion pitchfork ocurre cuando cerca del punto
de bifurcacién la ecuacién (3.14) posee dos curvas de puntos fijos en el plano (z, u), de las
cuales cada una pasa por el punto (z, i) y de las cuales una existe en un lado y la otra en
ambos lados de la linea p = p.. Sin pérdida de generalidad (podemos redifinir x si necesario)
podemos considerar que aquella de de estas curvas que existe en ambos lados de p = p. es
x = 0, lo que nuevamente simplifica las condiciones de bifurcacion. El estado estacionario
trivial es estable en un lado de u = p., y ambas soluciones no triviales son estables si x = 0
es inestable, e inestables si x = 0 es estable. Una tal bifurcacién ocurre en un punto (e, p.)
bajo las siguientes condiciones:

f(xm:u(:) =0, fx(xm,uc) =1, fu(xCch) =0,
fm<$07,u0) =0, fmt(xc’/%) # 0, fxz:r(meC) # 0.
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(a) Period-doubling bifurcation at (0,0) (b) Period-doubling cascade to chaos
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FiauraA 3.8. (a) Una bifurcacién periodo-doblante simple. El estado estacio-
nario trivial pierde su estabilidad cuando p > 0, y las curvas --- representan
las soluciones 2-periodicas que asumen de manera alternante los valores su-
periores e inferiores, (b) una cascada de bifurcaciones periodo-doblantes que
lleva al caos.

3.6.1.4. Bifurcaciones tipo “flip” o “periodo-doblantes”. La ecuacion prototipica es

Topr = [y, 1) = —2¢ — pay + 7.

Un estado estacionario es el trivial * = 0, que existe para todo u. Existe también una
curva de estados estacionarios dada por (z*)* = u + 2, la cual es generada por una bifurca-
cién pitchfork desde el estado estacionario trivial en (z, ) = (0, —2); no nos interesa esta
bifurcacién.

El punto de bifurcacion de interés es (x,pu) = (xe, ) = (0,0) con el valor propio
f(0,0) = —1. Aqui el estado estacionario trivial pierde su estabilidad y cambia del com-
portamiento “oscilatorio estable” a “oscilatorio inestable”, pero no existe ningun estado
estacionario estable para p > .. ;Qué pasa aqui con las soluciones de la ecuacion?

Podemos encontrar una respuesta considerando la segunda iterada f2 = fo f de f, la
cual es equivalente a considerar cada segundo término de la sucesién {z;}en. Es fécil ver
que cuando p crece de p < 0 a p > 0, y la derivada f, en la rama trivial cambia de un
lado de —1 a otro, la derivada (f?), cambia de un lado de 1 a otro, y (con algo de trabajo)
vemos que este punto corresponde a una bifurcacién pitchfork de f2. Entonces aparecen dos
estados estacionarios nuevos x; y 3 de f2 que no son estados estacionarios de f. La tnica
posibilidad que existe aqui es que éstos corresponden a soluciones de f (es decir, de (3.14))
2-periodicas que oscilan entre xj y x3. Una Orbita estable del periodo 2 bifurca desde el
estado estacionario trivial en (0,0), ver Figura 3.8 (a).

Mas generalmente, se dice que una bifurcacion periodo-doblante ocurre cuando cerca del
punto de bifurcacién la ecuacion (3.14) posee una sola curva de puntos fijos en el plano (z, ),
mientras que su segunda iterada f? experimenta una bifurcacién pitchfork en (., y1c). Sin
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pérdida de generalidad (podemos redifinir z si necesario) podemos considerar que la curva de
puntos fijos es la linea z = 0, lo que también aqui simplifica las condiciones de bifurcacién.
Esta curva es estable en un lado de p = p., y la solucién 2-periodica es inestable si ocurre
donde z* = 0 es estable, y es estable si ocurre donde z* = 0 es inestable. Una tal bifurcacién
ocurre en un punto (z., p.) bajo las siguientes condiciones:

(e pe) =0, fol@e, pe) = —1, fi(xc’/%> =0,
me:c('rC’ /‘LC) = 07 fzg,u(xcﬂ MC) 7é 07 fgzz(xm ,uc) 7é 0

En tal caso se pueden obtener resultados adicionales. Bajo condiciones relativamente
generales, los estados estacionarios z} y o3 de f? sufren el mismo destino que los estados
estacionarios triviales de f, es decir producen estados estacionarios estables de f*, luego
de 8, etc. En tal situacién la bifurcacién de un estado estacionario estable en estado esta-
cionario inestable mas una érbita estable 2-periodica es seguida por una cascada de tales
bifurcaciones periodo-doblantes que generan érbitas de las longitudes 4, 8, etc. Esta cascada
(ver Figura 3.8 (b)) se acumula en algin valor p, del parametro de bifurcacién. Para valores
14> s Un comportamiento mucho mas complicado, incluyendo el caos, es posible.

Hay muchas definiciones del caos, pero para nuestros propositos el comportamiento cadti-
co de la ecuacién Nyi1 = f(N;) puede ser caracterizado por las siguientes dos propiedades:
existen soluciones aperiddicas, y se puede observar el llamado efecto mariposa, es decir una
gran sensitividad de la solucion con respecto a la condicién inicial, es decir un pequeno error
en la epecificacion de la condiciéon inicial puede generar grandes diferencias en la solucion
numérica. Una solucién cadtica es casi indistinguible de comportamiento aleatorio, a pesar
de que proviene de una ecuacién deterministica.

El “camino al caos” periodo-doblante ocurre tipicamente en modelos de crecimiento de
poblaciones con funciones f que poseen varios extremos con un parametro de bifurcacién en
la tasa de reproduccion basica, es decir es bien posible que el comportamiento caético ocurre
en sistemas ecologicos.

(3.15)

3.6.2. Teoria de bifurcaciones para ecuaciones diferenciales ordinarias. La estabi-
lidad de la solucién estacionaria de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

&= f(ep) (3.16)

depende de los valores propios del Jacobiano de f evaluado en ella. Este estado estacionario es
asintoticamente estable si todos los valores propios tienen parte real negativa, y es inestable
si por lo menos un de los valores propios tiene una parte real positiva. Tal como para
ecuaciones de diferencias podemos utilizar la teoria de bifurcaciones para estudiar los cambios
cualitativos en el comportamiento de la solucién que pueden suceder cuando p varia.

3.6.2.1. Bifurcaciones con valor propio cero. La descripcion y el andlisis de bifurcaciones de
(3.16) con valor propio 0 son casi idénticos a los resultados correspondientes de bifurcaciones
con el valor propio 1 de ecuaciones de diferencias. Efectivamente, si comparamos la ecuacién
de diferencias

T = T + [z, 1) (3.17)
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con la ecuacion diferencial

&= f(z,p) (3.18)

vemos que los estados estacionarios de ambas son los mismos, es decir el diagrama de bi-
furcaciones de estados estacionarios es el mismo, ademéds cada valor propio de (3.17) es 1
més el valor propio correspondiente de (3.18). Es decir, podemos traducir los resultados de
la Seccion 3.6.1 acerca de las bifurcaciones silla-nodo, transcritica y pitchfork directamente
a (3.18). Las condiciones para la ocurrencia de cada una de estas bifurcaciones en un punto
(¢, 1) son las siguientes, donde nuevamente hemos simplificado la discusién suponiendo
que las bifurcaciones transcritica y pitchfork son desde la soluciéon trivial. Una bifurcacién
silla-nodo de (3.18) ocurre si

f(xcnuc) = 07 fx(xcnuc) - 07 fu(xca ,uc) 7é 07 fxx($caﬂc) 7é 0.

Una bifurcacién transcritica de (3.18), con una rama de soluciones siendo z = 0, ocurre si

f(anuC) = 07 fw(xC7/’LC> = 07 f,u(xc; ,uc) = 07 fx,u(xcu ,uc> # 0; fzz(xm ,uc) % 0.

Una bifurcacién pitchfork de (3.18), con una rama de soluciones siendo = = 0, ocurre si

f(xca ,uc) = 07 fm(xca Nc) = 07 f/l(wC7/’LC) = Oa
fm(xc’/%) =0, fﬂ«“u(mm/%) # 0, fmx(xmﬂc> # 0.

Solamente estos tres tipos de bifurcaciones son posibles para ecuaciones diferenciales ordina-
rias de primer orden. No existe ninguin analogo de las bifurcaciones periodo-doblantes para
ecuaciones de diferencias (asociadas al valor propio —1).

3.6.2.2. Bifurcaciones de Hopf. En mas de una dimension existe otra posibilidad como un
estado estacionario puede perder su estabilidad. Especificamente, un par de valore propios
complejos conjugados puede cruzar el eje imaginario hacia el semiplano derecho. Tal bifurca-
cién normalmente se llama bifurcacion de Hopf (tambien bifurcacion de Poincaré-Andronov-
Hopf). La ecuacién prototipica es

&= pr—wy—z(@+y?), §=wr+py—yla®+y°), (3.19)

donde w es una constante. El punto de bifurcaci 6n es (x,y, 1) = (0,0,0), y el Jacobiano
evaluado en (0,0, ) posee los valores propios p £ iw. Transformando (3.19) a coordenadas
polares (R, ¢) mediante R? = x? + y?, ¢ = arctan(y/x) obtenemos las ecuaciones

R:;LR—R?’, d)zw.

Este sistema posee la solucion trivial R = 0 para todo pu, y la solucién periddica R = /i,
¢ = wt para > 0. La solucién trivial pierde su estabilidad cuando p crece mas alla de 0, y
la solucion periddica es estable donde existe.

Maés generalmente sea x* = 0 la solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias para todo u y para p cerca de p. supongamos que el Jacobiano del sistema J* posee
un par de valores propios complejos conjugados A(x) y (1), que estan localizados en el eje
imaginario para pu = . (es decir, Re A(ie) = 0), y donde todos los demds valores propios tie-
nen parte real negativa. Para sistemas de segundo orden esto ocurre si tr J* = 0 para p = .
mientras que det J* > 0. Supongamos también que los valores propios A(u) y A(u) cruzan
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(a) Supercritical Hopf bifurcation at (0,0) (b) Subcritical Hopf bifurcation at (0,0)
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FiaurA 3.9. Una bifurcacién de Hopf (a) supercritica y (b) subcritica. La
bifurcacion supercritica es estable. La bifurcacién subcritica es inestable cer-
ca del punto de bifurcacion, pero muy frecuentamente tales bifurcaciones se
ponen estable a lo largo de la rama mediante una bifurcacion silla-nodo, co-
mo mostrado aqui. En este caso la expectativa es ver una oscilacion de gran
amplitud cuando p pasa por cero.

el eje imaginario hacia la derecha cuando p crece més alld de p., es decir Re X' (u.) > 0.
Entonces existe una solucién periddica, inica hasta desplazaientos de fase, para cada p en
una vecindad unilateral de p.. Existen dos posibilidades: en el caso subcritico, existe una
solucion periddica inestable para p < e, donde la solucion trivial es estable; y en el caso
supercritico, existe una solucion periédica estable para p > ., donde la solucién trivial es
inestable, ver Figura 3.9.

La condicién para sub- o super-criticalidad es la siguiente. Supongamos que después de
una posible transformacién el punto de bifurcacion es (z,y, ) = (0,0,0) y que el sistema

con U = 0 esté dado por

Entonces la condicién para super-criticalidad es a < 0, donde a es definida por la siguiente
expresion, evaluada en el origen:

1
a = 1_6(fma: + fa:yy + Gozy gyyy)

1
+ w_w(fffy<fmx + fyy) - gfl?y(gmc + gyy) - flxgmz + fyygyy)‘

Literatura citada en este capitulo
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Capitulo 4

Dinamica de poblaciones interactuantes. Parte 1I:
Metapoblaciones

4.1. Introduccién

El Capitulo 3 ilustra que dos especies nunca pueden ocupar el mismo nicho ecoldgico.
Siempre una de la especies es reemplazada por la otra. Por otro lado, por ejemplo en el
habitat del océano no existen muchos nichos ecolégicos dado que hay solamente pocos re-
cursos disponibles. Sin embargo, en el caso del plankton muchas especies conviven en el
mismo habitat, lo que es posible solamente si las diferentes especies ocupan regiones dife-
rentes. Esta observacion nos lleva al concepto de la metapoblacion, la cual es la totalidad de
sub-poblaciones de una cierta especie. Las sub-poblaciones viven en habitates aislados (los
llamados patches) (ver Figura 4.1). Su dindmica es determinada por la interaccién entre la
extincion de sub-poblaciones locales y la recolonizacién de patches desocupados.

Debido a la heterogeneidad espacial, diferentes especies pueden coexistir en el mismo ni-
cho ecoldgico. Un experimento famoso fue realizado por Huffaker en los anos 1950 (Huffaker,
1958), el cual ilustra el concepto de una metapoblacién. El experimento de laboratorio de
Huffaker (1958) consistié en un sistema de predador-presa formado por dos acaros; un fitéfago
(Eotetranychus sexmaculatus) que se alimenta en naranjas y otro depredador ( Typhlodromus
occidentalis) que depreda sobre éste. Huffaker estudi6 varias distribuciones de naranjas y
bolas de gomas con diferentes niveles de complejidad espacial para controlar la dispersion
de los acaros, comprobando que una colocacién compleja, espacialmente heterogénea, pro-
movia la coexistencia de las dos especies, que se hacia imposible en distribuciones simples y
homogéneas.

Una poblacién siempre vive sobre una naranja (ver Figura 4.2); su parte libre forma
un patch. Si se considera una naranja con una poblaciéon mixta de predadores y presa, la
poblacién total se extingue rapidamente. Pero si consideramos un gran ntimero de patches
(naranjas) en un ambiente complejo (ver Figura 4.3) ambas especies pueden coexistir por un
nimero de ciclos.

En general es dificil incorporar efectos espaciales en modelos matematicos. En lo siguiente
conoceremos una posibilidad de incluir estos efectos implicitamente, y la cual entrega modelos
faciles de analizar. Consideraremos primeramente el caso de una especie.

4.2. Modelos de una especie

4.2.1. Modelo de Levins. Consideremos primeramente el caso discreto en el tiempo. Sea
K el numero total de los patches habitables. Cada patch se encuentra en uno de los siguientes
estados: o estd ocupado por individuos de la especie bajo consideracién (colonizado) (estado
1), o esté desocupado (abandonado) (estado 0). Ademas se supone que todos los patches son

53
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FIGURA 4.1. Metapoblacién formada por sub-poblaciones A-D (fuente:
http://coryi.org/metamodel.htm, descargada en octubre de 2009).

FIGURA 4.2. Patch aislado del experimento de Huffaker (1958).

idénticos y que cada patch esta aislado de y conectado con los demas patches de la misma
manera.

Ahora sean p(t) la fraccién de los patches ocupados en el instante ¢, edt la probabilidad
de desocupacion de un patch ocupado durante el intervalo siguiente del tamano d6t, e la tasa
local de extincién, cp(t)dot la probabilidad de ocupacién de un patch desocupado durante el
intervalo siguiente del tamano dt, y sea ¢ la tasa local de colonizacién. Al contrario de los



4.2. MODELOS DE UNA ESPECIE 55

et i e . Tetieen i

m : E;;HLIL .Eﬁ u..lur: "' -S4 -I..LHJ-J m% ;: b 344 ; E S S -
e TR L -
| ]
! * :
Ez,mn 4a§'
s 2
2 1,000 m‘g

E

E] —
z 50 100 150 200 Days 32
Cycle 1 Cycle 2 Cycle 3 |

F1auRrA 4.3. Metapoblacién de dcaros (Huffaker, 1958): desarrollo de la po-
blaciéon en un ambiente complejo.

FIGURA 4.4. Cambios del estado de un patch para una especie.

modelos anteriores, los cambios de estados se refiere a la ocupacién de los patches, pero no

directamente al tamano de la poblacion.
Tenemos que especificar las probabilidades de los cambios del estado durante un intervalo

de tiempo del tamano §t. La probabilidad del cambio al estado desocupado es ep(t)dt, y la
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probabilidad del cambio al estado ocupado es ¢p(t)(1 —p(t))dt. Ahora, considerando el limite
0t — 0, obtenemos un comportamiento continuo y el modelo completo se convierte en la
ecuacion diferencial ordinaria

— =cp(1 —p) —ep, (4.1)

llamada modelo de Levins (Levins, 1969).

Comparando el modelo de Levins con otros, vemos que e corresponde a la tasa de falle-
cimiento y ¢ a la tasa de nacimiento. Se puede suponer que para valores grandes de K el
modelo es una buena aproximacion de la realidad. Nos interesa ahora saber bajo qué con-
diciones la poblacion termina de crecer, es decir queremos identificar el estado estacionario
del modelo. Para tal efecto igualamos el lado derecho de (4.1) a cero. Despejando p de la
ecuacion resultante obtenemos las dos soluciones p =p; =0y

p=p=1-°,
C

es decir existe un equilibrio en p* = 1 — e/c mientras que el punto estacionario trivial p; = 0
no es interesante para poblaciones. Evidentemente, aqui importa la tasa de reproduccion
bésica Ry = c/e, es decir la fraccién de patches que pueden ser colonizados por la sub-
poblacién desde un patch antes que esta misma sub-poblacion sea extinguida. Tal como en
otros modelos, aqui Ry > 1 significa el crecimiento de la metapoblacién, para Ry = 1 no hay
crecimiento, y para Ry < 1 se extingue la metapoblacién. Una poblacién puede sobrevivir
solamente si

C
R0:—>1,
(&

puesto que en tal caso e/c < 1y luego p* > 0. Esto sucede si la tasa de colonizacién c es
suficientemente grande o la tasa de extincion e es suficientemente pequena.

4.3. Modelos de especies interactuantes

4.3.1. Competencia entre dos metapoblaciones. Consideremos ahora dos especies di-
ferentes que ocupan el mismo nicho ecolégico, es decir que son competidores. Para tal efecto
extendemos el modelo de Levins de la Seccién 4.2.1 a dos metapoblaciones que compiten.
En tal caso, un patch puede estar desocupado (estado 0), ocupado por la especie 1 (esta-
do 1), ocupado por la especie 2 (estado 2) o ocupado por ambas especies (estado 12). Pero
suponemos que la especie 1 es superior e inmediatamente reemplaza a la otra especie, por lo
tanto el estado 12 no puede ocurrir. Tampoco consideraremos el modelamiento de dindmica
locales, y suponempos que los efectos de competencia contribuyen o a la reduccién de la tasa
de colonizacién ¢, o al incremento de la tasa de extincién e.

En lo sigiuente p; denota la fraccién de los patches ocupados por la especie 4, p;; denota
la fraccién de los patches ocupados por especies ¢ y j, e; es la tasa local de extincion de la
especie 7, y ¢; es la tasa local de colonizacién de la especie 7. Los cambios de estado de un
patch estdn descritos en la Figura 4.5.

Obtenemos las siguientes ecuaciones para dos metapoblaciones competitivas:

dpy

d
- api(l—p1) —epr, % = copa(1l — p1 — p2) — €apa — c1p1p2. (4.2)



4.3. MODELOS DE ESPECIES INTERACTUANTES 57

O
7( C1P1 C2P2 \\62
N

FiGuraA 4.5. Cambios del estado de un patch para dos especies que compiten.

Para la especie 1 recuperamos el modelo de Levins, dado que el comportamiento de la
especie 1 (la superior) no depende de la especie 2 inferior. Por otro lado, la especie 2 solamente
puede colonizar los patches desocupados por ambas especies, lo que motiva el factor (1 —p; —
p2) en la segunda ecuacién de (4.2), ademds a parte del término de extincién hay que restar
aquel término que corresponde al reemplazo de la especie 2 por colonizacion de la especie 1

(éste es el término cipips).
Tal como en el caso del modelo para una especie nos interesan los puntos estacionarios
del sistema de ecuaciones diferenciales (4.2). Igualando los lados derechos a cero obtenemos
« € —€

€1 %
p1 =0, p2=0, b = =1-—, pzzl—————pp
C1 C1 C2 C2

donde p5 =1 — ey/cy para p; = 0. Esto significa que los puntos estacionarios son

P1(0,0), P2(1—6—1,o), P3(0,1—6—2), P4(p;,1—9—%—p;).
C C

C1 2

Esta informacion ilustra que las especies individuales se extinguen independientemente de la
otra especie si e; > ¢ v €3 > ¢9, respectivamente. En lo siguiente suponemos que e; < ¢; y
ey < Co, Tespectivamente.

Para determinar bajo qué condiciones las especies 1 y 2 pueden coexistir, es decir la
especie 2 sobrevive a pesar de la superioridad de la especie 1, consideramos los campos de
direcciones para c; =2,e; =1y ca =3,y co =5y ey = 1, respectivamente, ver Figura 4.6.

Evidentemente la especie 2 solamente sobrevive si p; > 0, p5 > 0. Pero la hipdtesis
e1 < ¢ ya asegura que p; > 0. Por otro lado, evaluando la condicién p3 > 0 obtenemos la
desigualdad

e2 + c1py
ey > —— L,
1 —p1
Insertando p} (con pj < 1) obtenemos
€1 —¢€;
ez + €1 2
c1 €y +C1 — e cieg + c
Co > = e = — Cq,
G- L el

1 —
C1 C1
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FI1GURA 4.6. Campos de direcciones del modelo con competencia (4.2) para
cg=2,e1=1ycy =3 (arriba) y ¢; =2, co = 5y e5 = 1 (abajo).

es decir la supervivencia de la especie 2 esta asegurada si su tasa de colonizacién ¢, que la de
la especie 1. Esto lo llamamos coezistencia fugitiva. Indirectamente, la tasa de colonizacién
incorpora la tasa de nacimiento r;, puesto que tanto mas nacimientos hay, cuanto mayor es
el nimero de patches que la especie 2 puede colonizar.

4.3.2. Modelo de predador-presa. Consideremos ahora un sistema de dos especies, una
especie predador y otra presa. El experimento de Huffaker (1958) ya discutido es un ejemplo
de tal escenario. Huffaker observé que si las dos epecies de acaros deben convivir en un
ambiente simple, por ejemplo formado por un arreglo de naranjas en una bandeja, todas
igualemente facilmente accesibles, las especies no alcanzan ni un ciclo completo de predador-
presa antes que se extingue la metapoblacion completa. Pero si se crea un ambiente complejo,
por ejemplo utilizando barreras de vaselina, puentes entre los patches y remplazando algunas
de las naranjas por bolas de goma, se reduce especificamente la tasa de colonizacién del
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F1GURA 4.7. Cambios del estado de un patch para el modelo de predador-presa.

predador y las especies pueden coexistir por un tiempo mayor. Tal coexistencia corresponde
a un patrén de patches desocupados, patches de predador y presa y de patches de presa
afluente.

Queremos desarrollar un modelo de este sistema, donde se considera la especie 3 como
predador, reservando el indice 2 para una especie inferior a la especie 1. Aqui un patch puede
estar desocupado (estado 0), ocupado por la especie 1 (estado 1), ocupado por la especie 3
(estado 2) o ocupado por ambas especies (estado 13). Pero suponemos que la especie 3, el
predador, no puede existir sin presa, por lo tanto el estado 3 no puede ocurrir.

Utilizando los cambios del estado ilustrados en la Figura 4.7 obtenemos aqui el siguiente
modelo:

dp; dp1s

— = 01]?1(1 —P1— p13) — €1P1 — C3P1pP13, F

dt = C3P1P13 — €13D13. (4.3)

La tasa de cambio dp;/dt de los patches ocupados solamente por la especie 1 estd com-
puesta por un término de colonizacién (que a su vez, depende de la fraccién de patches
desocupados) del cual se resta un término de extincién y un término que corresponde a la
colonizacion por la especie 3 (el cual depende de la fraccion de los patches ocupados por las
especies 1 y 3). La tasa de colonizacién de la especie 1 es ¢1p; puesto que se supone que la
colonizacién no sale de patches ocupados por el predador, sino que solamente de los patches
ocupados solamente por la especie 1.

La tasa de cambio dp;3/dt de los patches ocupados por ambas especies estd compuesta
por un término de colonizacién del cual se resta un término de extincion. Por supuesto, una
transiciéon 13 — 1 es imposible. El término de colonizacion cspipi3 depende de p; porque el
predador puede colonizar solamente los patches ocupados por la especie 1.

Analizando este modelo obtenemos los siguientes puntos estacionarios:

e
Pl(O;O)v P2<1_C_170)ﬂ P4(p>{’p){3)7
1
donde

*
« €13 . _all=p)—a
P = ) P13 = .
C3 1+ c3
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F1GURA 4.8. Campos de direcciones del modelo de predador-presa (4.3) para
g =4,e1 =1, c3 =2 (arriba) y ¢ = 6 (abajo), y e13 = 2.

Tal como en los casos anteriores las tasas de colonizacién de ambas especies deben ser
mayores que las tasas de extincion correspondientes, puesto que en caso contrario la especie

&

LN e B B S B B B S B N S B B B B e i 1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

P

correspondiente siempre se extinguira.

Para el predador persiste el problema de que se puede extinguir por dos motivos: porque
extingue la totalidad de la presa por predacién, o porque coloniza un nimero de patches

insuficiente.

Para analizar bajo qué condiciones la especie 3 puede sobrevivir consideremos los campos
de direcciones del modelo de predador-presa (4.3) para ¢y =4, e =1, c3 =2y c3 =06,y
e13 = 2 (ver Figura 4.8). Solamente en el segundo caso se produce un estado estable tal
que la especie 3 (y la especie 1) sobreviven. Este estado es caracterizado por pf; > 0, o

equivalentemente

€13 €1
— <1l——
C3 &1
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F1GURA 4.9. Cambios del estado de un patch para el modelo de la coexistencia
de metapoblaciones competitivas debido a predacion.

Esto significa que para asegurar su supervivencia, la tasa de colonizacion ¢z del predador
debe ser suficientemente grande, o la tasa de extincion e;3 debe ser suficientemente pequena.

4.3.3. Coexistencia de metapoblaciones competitivas debido a predacion. Con-
sideraremos ahora un sistema formado por tres especies: la especie 1 (la “superior”), la
especie 2 (el “mejor colonizador”) y la especie 3 (el predador). Combinando las discusiones
de los modelos anteriores vemos que ahora tenemos que considerar los estados de un patch
desocupado (estado 0), ocupado por la especie 1 (estado 1), ocupado por la especie 2 (estado
2), ocupado por las especies 1 y 3 (estado 13) y ocupado por las especies 2 y 3 (estado 23),
ver Figura 4.9.
Definiendo la fraccion de patches desocupados

po:=1—p1 —p2—pi3 — P23

podemos deducir de la Figura 4.9 el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

dp

d_tl = c1(po + p2)p1 — csp1(p13 + p2s) — eipu,
dps

Fr CopoP2 — C1P1P2 — C3p2(P13 + P23) — €22,

4.4
dpis ( )
O = c3p1(p13 + p23) + c1pip2s — €13pis,
dpas
W = 63]02(]913 + p23) — C1P1P23 — €23P23.

Los diferentes términos de colonizacién y de extincién son analogos a los modelos ante-
riores. Sin embargo hay que notar que aparece una contribucion c¢;p;ps3 que corresponde a la
colonizacién de un patch en estado 23 por la especie 1, admas ahora la tasa de colonizacién
de la especie 3 depende de pi3 + po3, es decir de la fraccion de los patches ocupados por el
predador.
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FI1Gura 4.10. Solucién numérica del modelo (4.4) para dos poblaciones
competitivas de presa y un predador con ¢; = 1, co = 14, ¢35 = 25y
€1 — €9 = €13 — €93 — 0,7

Tal como ya senala el titular de esta seccidn, el presente modelo da origen a un resultado
intesante. Supongamos que estudiamos las especies 2 y 1 bajo las condiciones de las Seccio-
nes 4.3.1 y 4.3.2 eligiendo ¢; = 1y ¢ = 1,4. Asi, ¢5 no satisface la condicién de supervivencia
de la especie 2. Pero, si agregamos un predador como especie 3 con c3 = 2,5, las tres especies
pueden coexistir. No se extingue la especie 2 (ver Figura 4.10). Esto es posible gracias al
mecanismo de la coexistencia fugitiva, donde el predador genera un nimero suficiente de
patches desocupados que pueden ser colonizados por la especie 2.

Literatura citada en este capitulo
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Capitulo 5

Enfermedades infecciosas. Parte 1

5.1. Introduccion y consideraciones preliminares

El desarrollo de modelos matematicos de enfermedades tiene diversas motivaciones. Por
un lado, mediante el modelamiento matematico se espera poder estimar el nimero total de
afectados por una enfermedad para poder tomar medidas de prevencién. Por otro lado se
desea saber por qué algunas enfermadades aparecen de repente, se propagan rapidamente,
y luego desaparecen igualmente rapidamente afectando solamente una pequena parte de la
poblacion. Para el control de epidemias es muy importante poder evaluar la eficiencia de las
vacunaciones con la finalidad de controlar, o a lo mejor totalmente extinguir, la enfermedad.

El primer modelo matematico de una enfermedad fue propuesto por Daniel Bernoulli en
1766; para més detalles nos referimos al articulo de Dietz y Heesterbeek (2002). Bernoulli
traté de fundamentar la utilidad de la vacunacion contra la viruela. Otra contribucién im-
portante fue la de Sir R.A. Ross, quien en 1902 recibi6 el premio Nobel en medicina por su
trabajo sobre la malaria, en el cual demostré que esta enfermedad puede ser controlada si se
controla el nimero de los mosquitos. Aqui nos referiremos mucho al trabajo de Kermack y
McKendrick (1927), que era uno de los primeros que representaron una buena aproximacion
a datos reales, por ejemplo de la plaga de Bombay de 1905/1906 (ver Figura 5.1). Ademaés,
definiendo el concepto del llamado valor umbral fue posible por primera vez pronosticar la
dimensién de una epidemia.

En los anos siguientes fueron desarrollados modelos cada vez méas complejos para incorpo-
rar muchos factores diferentes. El problema es el grado adecuado de la complejidad: algunos
modelos son muy simples y no entregan mucho detalle, pero es muy simple resolverlos y
evaluarlos. Los modelos mas complejos entregan informaciéon mucho mas detallada, pero son
dificiles de resolver y no permiten un anélisis cualitativo.

Para disefiar un modelo de una enfermedad hay que decidir qué factores se incorporaran
respecto a las caracteristicas de la poblacién afectada, el tipo de la enfermedad y del modo
de la salida de los infectados de la poblacion. Los siguientes son algunos de estos factores.

= La dindmica de la poblacion. La poblacién puede ser considerada cerrada, es decir no
existen nacimientos ni fallecimientos naturales en la poblacion, o abierta, es decir se
consideran nacimientos y fallecimientos naturales.

s Fl grado de enfermedad de cada individuo. Se debe decidir si un individuo puede ser
afectado por una enfermedad de manera “gradual”, o si la naturaleza de la enfermedad
permite solamente constatar si el individuo esta enfermo o no.

s La estructura de edad de la poblacion. Esta informacion importa si se trata de una
enfermedad que afecta particularmente gravemente a ninos o alternativamente, a an-
cianos.

63
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Ficgura 5.1. Modelamiento de la “plaga de Bombay” (segin Kermack y
McKendrick, 1927).

» Distribucion de sexo. Esta informacion es, evidentemente, de interés para el modela-
miento de enfermedades transmitidas sexualmente.

Podemos distinguir entre los sigiuentes tipos de enfermedades.

» Enfermedades microparasitarias. La enfermedad es causada por un virus (por ejemplo,
el sarampién), una bacteria (por ejemplo, la tuberculosis) o un insecto (por ejemplo,
la malaria). La caracteristica bésica es que un individuo o esté enfermo, o esta sano.

= Enfermedades macroparasitarias. La enfermedad es transmitida por un gusano, por
ejemplo la lombriz solitaria, o un artrépodo como la pulga. En tales casos, el grado de
la enfermedad es interesante.

s Enfermedades epidémicas. La enfermedad se dice epidémica si estalla solamente en
ciertos momentos o bajo condiciones determinadas, al contrario de las llamadas enfer-
medades endémicas.

» FEnfermedades endémicas. La enfermedad se dice endémica si es muy extendida en una
poblacién y reaparece en periodos regulares.

En lo siguiente subdividiremos la poblacién afectada por una enfermedad en las siguientes
clases de individuos.

= Susceptibles. La clase de los susceptibles, denotada S, contiene todos aquellos indivi-
duos que no estan enfermos, pero que pueden pillar la enfermedad.

= Latentes. La clase de los latentes, denotada FE, es formada por los individuos que se
han contagiado con la enfermedad, pero ain no exhiben los sintomas de la enfermedad.
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FI1GUurA 5.2. Modelo SI. Solucién numérica de (5.2) con la funcién f(S, 1)
dada por (5.3) con g = 0,01 y la condicién inicial S(0) = 950 y 1(0) = 50 (en
una poblacién de N = 1000 individuos).

= Infecciosos. La clase de los infecciosos I contiene los individuos clasicamente enfermos,
es decir quienes son infecciosos y exhiben los sintomas.

= Removidos. La clase de los removidos, denotada R, comprende todos los individuos
que ya no pueden ser afectados por la enfermedad porque han fallecido, o porque son
inmunes.

» Portadores. Esta clase, denotada C', es formada por todos los individuos que son
infecciosos, pero inmunes contra la enfermedad.

En lo siguiente consideraremos una poblacion homogénea y homogenamente mezclada
afectada por una enfermedad microparasitaria.

5.2. Modelo SI epidémico

El modelo SI es el mas simple posible, donde la poblacién solamente consiste en suscep-
tibles (S) e infecciosos (I), y si se enferma un individuo, la enfermedad es permanente (no
hay recuperacién). Se supone que la poblacién es cerrada, es decir siempre se tiene que

S(r)+1(r) = N, (5.1)
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donde S(7) es el numero de los susceptibles y I(7) es el nimero de los infecciosos en el
instante 7. Las hipdtesis (en este caso, muy simples) resultan en el diagrama

S —1.
Estas consideraciones desembocan en las siguientes ecuaciones diferenciales:
ds dl
— =—f(5,1 — = f(9,1 5.2
dT f( ) )7 dT ( ) )7 ( )

donde f(S, 1) es la incidencia de la enfermedad, es decir la tasa de infeccién. El planteo més
simple para f(S,1) es

f(S,I)=X\1)S =pIS, (5.3)
donde A(I) es la fuerza de la infeccién, es decir, A\(I)67 + O(672) es la probabilidad de
infeccion de un susceptible durante el préximo intervalo de tiempo de la duracién d7. La
formula mas simple es

A1) = BI, (5.4)

donde el parametro (3 es la tasa de infeccién por contactos. La Figura 5.2 muestra un ejemplo
numérico.
Una desventaja de la ecuacion (5.4) y de la respuesta funcional 5S es la linealidad de
ambas; falta el efecto de saturacién. Hasta ahora, el esquema del modelo es
s 5T,
Sin embargo, utilizando (5.1) podemos eliminar S puesto que S = N — I. Asi obtenemos la
ecuacion

dl

es decir obtenemos la ecuacién logistica ya conocida.

5.3. Modelo SIS epidémico

Para mejorar el modelo SI de la Seccion 5.2 consideremos ahora el efecto de recuperacion,
pero donde la recuperacion no resulta en inmunidad, es decir un individuo recuperado puede
nuevamente enfermarse. Veremos que un tal modelo puede modelar una enfermedad que
permanece en la poblacion como enfermedad endémica. El modelo SIS puede ser representado
por el siguiente esquema:

S— 11— 5.

En lo siguiente se supone que el periodo considerado es muy corto comparado con la vida
de los individuos, es decir podemos despreciar efectos de nacimientos y fallecimientos en la
poblacion. Asi obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales:

ds dI
2 (S +g(I), == f(S,I)—g(I
o = S8 D+gl), —=f(S1)—g(l),
donde g(I) representa la recuperacién. El modelo mas simple es g(I) = I, entonces obte-
nemos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

ds
= —BIS . (5.5)
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dl

— =I5 —~I 5.6
donde v es la tasa de recuperacon, es decir la probabildad de recuperacion de un individuo
en el siguiente intervalo de la longitud de 7 es yo7 + O (672).

Lema 5.1. El tiempo de permanencia de un individuo en la clase I es distribuido exponen-
cialmente con el promedio 1/7.

Demostracion.

1. Demostraremos primeramente que la probabilidad de que un inviduo que lleva el tiem-
po 7 enfermo aun estd infeccioso es e~77. Sea p(7) esta probabilidad. Si una fraccién
~ de los individuos enfermos sale da la clase I, entonces se tiene que p'(7) = yp(7).
La solucién de esta ecuacién diferencial es p(7) = p(0)e™ ", puesto que p(0) = 1.

2. Demostraremos ahora que el tiempo promedio de permanencia en la clase I es
_ 1
T=—.
y

Utilizando la defincién de 7 obtenemos (con una notacién un poco informal)

o0 L 1 Te V] e ]
/ e 7T dr — T + —e Tdr - B
0 B Y 0 o 7 . Y 0 7 Jo

T = S = T = T
I
0 7 o 7 Jo
1 1
0—(0——= —
( 72) vl
= = —_= = — = T.
1 1y
Y Y
Esto concluye la demostracién del Lema 5.1. [ |

La desventaja del modelo es que la tasa de recuperacién no depende del tiempo que un
individuo ya ha permanecido en la clase I. En cualquier caso obtenemos el esquema

s s

Para facilitar la discusiéon del modelo introduciremos variables no dimensionales. Utilizando

S I t
u:N:>S:uN, v:N:>I:vN, t:77':>7':;
obtenemos de (5.5) las ecuaciones
d(ulN d —BvuN d N
(ut):—ﬁvNquvaN(:)—u:m—u—i—v(:)—u:—ﬁvu .
d; dt ~y dt v
Defimos la tasa de reproduccion bdsica
N
RO = ﬁ_a
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F1Gura 5.3. Modelo SIS. Solucién numérica de (5.5), (5.6), con la funcién
f(S,I) dada por (5.3) con 3 = 0,01, v = 1, (correspondiente as Ry = SN /vy =
10) y la condicién inicial S(0) = 950 y I(0) = 50 (en una poblacién de N =
1000 individuos).

donde AN es la tasa con la cual un infeccioso individual en una poblaciéon del tamano N
contagia a los demds individuos, y 1/ es la esperanza del tiempo que un infectado permanece
infeccioso, por lo tanto Ry es el niimero esperado de contactos infecciosos hechos por un
infectado. Ahora la ecuacién para u asume la forma

d
d—? = —Rouv + v = —(Rou — 1)w. (5.7)
Los cémputos para (5.6) son andlogos. Obtenemos las ecuaciones
du dv
i — (Rou — 1) v, = (Rou — 1) v.

Teorema 5.1. Para Ry < 1 se extingue la enfermedad. Para Ry > 1 la enfermedad perma-
nece en la poblacion como enfermedad endémica.

Demostracion.
1. Sea Ry < 1 con u =1 — v. Utilizando (5.7) obtenemos

dv

-5 = (Ro(1 —v) —1)v

v
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FI1GURA 5.4. Modelo SIS. Solucién numérica de (5.5), (5.6), con la funcién
f(S,I) dada por (5.3) con 3 = 0,01, v = 5, (correspondiente as Ry = SN /vy =
2) y la condicién inicial S(0) = 950 y 1(0) = 50 (en una poblaciéon de N = 1000
individuos).

= Rov — Rov® — v = Ryv — v — Ryv® = (Ry — 1)v — Rov?.
Puesto que Ry < 1y v? > 0, —Ryv? < 0 y por lo tanto
0 < (Ry—1)v para Ry < 1.

Ahora se muestra que v decae exponencialemente y tiende a cero. Efectivamente, la
solucién positiva de v = (Ry — 1)v es v = Cefo~. Puesto que eo=) — 0 cuando
t — o0, la cantidad v desaparece exponencialmente cuando t — oo.

. En el segundo caso sea Ry > 1 con u = 1 — v. En lo siguiente demostraremos que
la ecuacién (5.7) posee un limite cuando t — o0, y que este limite es un estado
estacionario. La ecuacion diferencial ordinaria

o= (Ro(1—v)—1)v

es del tipo de Bernoulli. La sustitucién z(t) = v(#)'™%, con o = 2 en el presente caso,
entrega la solucion

Ry

— (Ce(~Rot1)t ]
z e + Ro—1
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F1curA 5.5. Modelo SIS. Solucién numérica de (5.5), (5.6), con la funcién
f(S,I) dada por (5.3) con § = 0,01, v = 20, (correspondiente as Ry = SN/vy =
1/2) y la condicién inicial S(0) = 950 y I(0) = 50 (en una poblacién de
N = 1000 individuos).

o equivalentemente

(5.8)

es decir
1
1 =1—-—
mr=1-g
Se verifica facilmente que
vt=1——
Ry
es ademas un estado estacionario, con el valor correspondiente de
. 1
ut = —.
Ry
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A modo de ejemplo presentamos en las Figuras 5.3, 5.4 y 5.5 soluciones numéricas de
(5.5), (5.6), con la funcién f(S,I) dada por (5.3) con 8 = 0,01 y v = 1 (Figura 5.3),
v =5 (Figura 5.4) y v = 20 (Figura 5.5), correspondientes a los valores Ry = 10, Ry = 2
y Ry = 1/2, respectivamente. En los primeros dos casos la enfermedad permanece en la
poblacién como enfermedad endémica, en el iltimo se extingue.

Lema 5.2. En el modelo SIS la proporcion de los infecciosos v satisface la ecuacion logistica

dN N
SN (1-2).
a ( K)

para N =v conr =Ry —1 szl—Ro_l.

Demostracion. Insertando r = Ry y K =1 — 1/ Ry obtenemos

N
rN(l—?):(Ro—l)v 1-— Ul = (Ro(1 —v) — 1)v = Rov — Ryv® — v.
1 —
Ry
Por otro lado, de (5.8) obtenemos que
dv —Ryv? 4+ v?
E = R()’U — v+ L i
Ry
Se puede verificar facilmente que ambos términos son iguales. [ |

5.4. Modelo SIR epidémico

El modelo SIR epidémico es una extension de los modelos SI y SIS con la novedad
esencial de que ahora los individuos que salen de la clase I (de los infecciosos) no pueden
ser infectados nuevamente, sino que terminan en la clase R de los removidos, es decir para
el proposito del modelamiento estos individuos se consideran inmunes, muertos o aislados.
Esta consideracion inlcuye diversas enfermedades infantiles como la rubéola. El esquema que
corresponde a este tipo de enfermedades es

S — 11— R.

El modelo mas simple de una enfermedad SIR fue propuesto por Kermack y McKendrick
(1927).

En lo siguiente se supone que el tiempo de incubacion de la enfermedad es despreciable,
y que la duracion de la epidemia comparada con la esperanza de vida de los huéspedes es
igualmente despreciable, asi que no se tomaran en cuenta los nacimientos y fallecimientos.
Entonces se considera una poblacién cerrada, es decir S(7) + I(7) + R(1) = N, donde
S(7), I(T) y R(7) son los numeros de los individuos susceptibles, infecciosos y removidos,
respectivamente, en el instante 7.

La ecuaciones diferenciales correspondientes son las siguientes:

ds df dR
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FIGURA 5.6. Plano de fase del modelo SIR epidémico para Ry < 1 (izquierda)
y Ro > 1 (derecha).
es decir estamos considerando el esquema
s 251 LR

Utilizando las variables no dimensionales

u—E v'—i w—E t:=
N7 L N, - N, _’77-
obtenemos las ecuaciones
du dv dw
pri —Ryuv, pri (Ro — 1), - = (5.10)
donde nuevamente N
Ry = 9N
v

Las ecuaciones (5.10) pueden ser resueltas sobre el simplex bi-dimensional
ng{(U,v,w)|O<u<1, 0<v<],0<w<1l, u—l—v+w:1}.

Sin embargo, puesto que las primeras dos ecuaciones de (5.10) no dependen de w, este simplex
puede ser proyectado sobre el plano (u,v) (plano de fase). Resulta un tridngulo acotado por
u=0,v=0yu+v=1.

El trazado de las curvas visibles en la Figura 5.6 puede ser determinado mediante el campo
vectorial o por integracién de las ecuaciones diferenciales (5.10). Aqui queremos limitarnos a
consideraciones cualitativas. Para tal efecto estudiamos las nulclinas, es decir las curvas en
el plano de faso en las cuales el campo vectorial es o horizontal, o vertical, es decir donde
y =002 =0.

En el presente modelo, el eje u (v = 0) es una nulclina para ambas ecuaciones de (5.10),
es decir cada punto de este eje es un punto estacionario. En el diagrama derecho de la
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FI1GURA 5.7. Modelo SIR. Solucién numérica de (5.9), con la funcién f(S, 1)
dada por (5.3) con 8 = 0,01, v = 1, (correspondiente as Ry = fN/vy = 10) y
la condicién inicial S(0) = 950, 1(0) = 50 y R(0) = 0 (en una poblacién de
N = 1000 individuos).

Figura 5.6, que corresponde al caso Ry > 1, la nulclina Ryu — 1 = 0 divide el triangulo. En
el diagrama izquierdo esto no sucede puesto que u = 1/Ry estd a la izquierda del eje v, es
decir fuera de la regién considerada.

El interés principal estd en la estabilidad del estado (u = 1,v = 0), es decir (S = N, I =
0), que corresponde a una poblacién enteramente sana (libre de la enfermedad considerada),
y para el cual queremos saber si una epidemia puede ocurrir. Para tal efecto formamos el
Jacobiano que corresponde a las primeras dos ecuaciones de (5.10) y lo evaluamos en (0, 1):

J— —Ro’U —Rou 0 —RO
o Rov Ro'U—l 0 Ro—l ’

(u=1,v=0) |:

Esta matriz posee los valores propios & = 0y & = Ry — 1. El siguiente teorema entrega la
explicacién mateméatica de los eventos ya considerados en la Figura 5.6.

Teorema 5.2. Se considera el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

%az = Az, AcR"™. (5.11)

1. Cada solucion x = ¢(t) de (5.11) es estable si todos los valores propios de A poseen
una parte real negativa.
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F1cura 5.8. Modelo SIR. Solucién numérica de (5.9), con la funcién f(S, 1)
dada por (5.3) con 8 = 0,01, v = 5, (correspondiente as Ry = N/y = 2) y
la condicién inicial S(0) = 950, 1(0) = 50 y R(0) = 0 (en una poblacién de
N = 1000 individuos).

Cada solucion x = ¢(t) de (5.11) es inestable si existe un valor propio de A con parte
real positiva.

Supongamos que todos los valores propios de A poseen una parte real no negativa y
que los valores propios \, = ioy,..., N\ = ioy (donde i* = —1, con 0y,...,01 € R)
son puramente imaginarios. Sea k; la multiplicidad del valor propio \; = ioj, lo que
significa que el polinomio caracteristico de A puede ser escrito en la forma

p(N) = (A —ioy)* - (X —ioy)kig(N),

donde todas las raices de q(\) poseen una parte real negativa. En este caso cada so-
lucion & = @(t) de (5.11) es estable si para cada valor propio \; = io; la matriz A
posee exactamente k; vectores propios linealmente independientes. En caso contrario,
cada solucion ¢(t) es inestable (Braun, 1993).

En virtud del Teorema 5.2, el estado estacionario (1,0) es estable si Ry < 1, puesto que
en tal caso & 2 < 0, e inestable si 7y > 1, puesto que en este caso §; 2 = 0. En otras palabras,
si Ry < 1, el estado estacionario libre de enfermedad (1,0) es estable, es decir la enfermedad
desaparece, mientras que para Ry > 1 este estado es inestable y podria estallar una epidemia.
A modo de ejemplo presentamos en la Figuras 5.7, 5.8 y 5.9 ejemplos numéricos de los casos
Ry =10, Ry = 2y Ry = 0.90, respectivamente.
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FIGURA 5.9. Modelo SIR. Solucién numérica de (5.9), con la funcién f(S, 1)
dada por (5.3) con 3 = 0,01, v = 11, (correspondiente as Ry = BN/~ = 0.90)
y la condicién inicial S(0) = 950, I(0) = 50 y R(0) = 0 (en una poblacién de
N = 1000 individuos).

En muchas situaciones es muy importante determinar el nimero total de las personas
afectadas por una epidemia. Asi es posible tomar medidas de prevencion y estimar, por ejem-
plo, la cantidad de medicamentos que debe ser almacenada. El nimero total esta dado por la
cantidad de individuos en la clase R al final de la epidemia. Para tal efecto, consideraremos
el sistema (5.10), el cual es separable en el espacio (u,v,w). Se puede calcular que

dw dwdt 1 B 1

du  dt du ¢ —Rouwv  Rou’ (5.12)
do_dvdt g gy L _fuzl 1 |
du dtdu —Rouv —Rou Rou

Las trayectorias en el simplex Sy en el espacio (u, v, w) pueden ser determinadas exacta-
mente resolviendo ambas ecuaciones. Sin embargo, el interés principal estd en donde termina
la trayectoria T" que comienza en el estado (1,0,0), es decir en el estado estacionario libre
de enfermedad. Se obtiene esta trayectoria integrando la primera ecuacién de (5.12) y apro-
vechando la condicién inicial (que la trayectoria debe pasar por (1,0,0)). Asi, resolviendo la
primera ecuacién de (5.12) obtenemos

u = Cefow, (5.13)
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FIGURA 5.10. Las funciones w +— 1 —w y w — e 0% para Ry < 1 (izquierda)

y Rp > 1 (derecha). El punto de interseccién determina el tamano final de la
epidemia.

donde la condicién inicial entrega que C' = 1. Esta ecuacién es valida sobre la totalidad de 7.
Una consecuencia del sistema (5.10) es que u y w son funciones mondtonas y acotadas de t,
por lo tanto u(t) — uy y w(t) — wy cuando t — oo y entonces

dw
—(t
dt<)_>0’

y por lo tanto v(t) — 0 cuando t — oo. Resumiendo se tiene que

(u(t),v(t), w(t)) — (u1,0,w1) = (1 —wy,0,w;) cuando t — oco.
Tomando el limite en (5.13) cuando ¢t — oo, obtenemos, usando u = 1 — w, que

1 —w;, = e o, (5.14)

La Figura 5.10 muestra las dos funciones w — 1 —w y w — e " que aparecen en
(5.14). Esta ecuacién no posee una solucién positiva para Ry < 1, ademds existe solamente
una solucion positiva cuando Ry > 1, ademdas quedan susceptibles cuando la epidemia ha

pasado. Para Ry > 1, el niimero total de infectados es Nw;, donde w; es la tnica solucion
positiva de (5.14).
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Capitulo 6

Enfermedades infecciosas. Parte 11

6.1. Modelo SIR endémico

El modelo SIR presentado en la Seccion 5.4 considera el caso epidémico, es decir se supone
que la duracién de la enfermedad es corta comparada con la esperanza de vida del huésped,
por lo tanto los efectos de nacimientos y de fallecimientos no fueron considerados. El tema
de este capitulo es el caso endémico del modelo SIR, es decir se considera un enfermedad que
permanentemente estd presente en una poblacién. En tal caso un modelamiento realistico
debe incluir los nacimientos y fallecimientos.

La posibilidad més simple seria suponer que el nimero de nacimientos es igual al nimero
de fallecimientos. Esto es una hipotesis razonable si se considera, por ejemplo, el sarampién
en un pais desarrollado, puesto que en paises desarrollados poca gente se muere como con-
secuencia de una tal enfermedad. La situacion es otra en paises subdesarrollados, para los
cuales el modelamiento debe explicitamente incluir el fallecimiento de enfermos (ver Brauer
y Castillo-Chavez (2001), pp. 275-337).

Soper (1929) propuso el primer modelo SIR con nacimientos y fallecimientos para el
sarampién. Se suponia una tasa de nacimientos constante en la clase S (de los susceptibles)
y una tasa de fallecimientos constante en la clase R (de los removidos). Este modelo no
resulté satisfactorio, puesto que la consideracion de nacimientos y fallecimientos solamente
en estas respectivas clases es poco realistica. También desde el punto de vista matematico
su modelo presenté problemas puesto que si R(0) y 1(0) se eligen suficientemente pequenos,
resulta que R(t) se pone negativo. Las ecuaciones diferenciales propuestas por Soper (1929)
son las siguientes (con b = d):

d d/ d
—S:—ﬁSI—i—dN, — = pSI —~I, —R:’yl—dN.
dr dr dr

Resumiendo, podemos decir que este modelo resulté poco 1til.

El modelo de Kermack y McKendrick (1932) partié de la hipétesis de que los nacimientos
contribuyen a la clase S, y son proporcionales al tamano total de la poblaciéon. Por otro
lado se supone que la tasa de fallecimientos en cada clase es proporcional al nimero de
los respectivos individuos. El modelo de Kermack y McKendrick (1932) permite describir el
crecimiento exponencial o la extincién de la poblacién si la tasa de nacimientos es diferente
de la tasa de fallecimientos. El trabajo de Kermack y McKendrick (1932) también discutié la
pregunta interesante de si una enfermedad puede controlar el tamano de una poblacion si
ésta crecerd exponencialmente en su ausencia.

La mayoria de las siguientes hipétesis fue propuesta por Hethcote (1976). Puesto se
incluyen los nacimientos y los fallecimientos, la poblacién ahora ya no esta cerrada. El tamano
de la poblacion queda constante solamente bajo ciertas presuposiciones acerca de las tasas

7



78 6. ENFERMEDADES INFECCIOSAS. PARTE II

de nacimientos y de fallecimientos. Ademas, los muertos y los inmunes ya no se juntan en la
clase R (como en el modelo SIR anterior), sino que la clase R ahora solamente contiene los
inmunes.

Entonces, en lo siguiente conideraremos una poblacién abierta con la tasa de nacimien-
tos B (no “per cépita”) y las tasas de falleciemientos (per capita) debido a la enfermedad ¢
y no relacionado con la enfermedad d. Para simplificar el modelo suponemos que ¢ y d son
constantes, pero se hacen varias hipotesis con respecto a B. Se excluye, ademas, la llamada
transmision vertical, es decir el contagio de un recién nacido por sus padres (incluso si esto
sucede con ciertas enfermedades tales como el SIDA). Esto significa que todos los nacimientos
tienen lugar en la clase S. La enfermedad puede ser representada por el siguiente diagrama:

cl

B 8IS yI
S I R

as dl dR

Existen dos posibilidades de lograr un estado estacionario endémico. Se considera B =
bN, b= dy c =0, es decir no hay fallecimientos debido a la enfermedad, o la poblacién es
controlada por la enfermedad. Los dos casos seran analizados en las secciones 6.1.1 y 6.1.2,
respectivamente.

6.1.1. Modelo SIR endémico sin muerte por enfermedad. En este caso el modela-
miento no contempla la muerte por enfermedad, es decir las hipdtesis son
B=bN, b=d, c=0.

Asi, el tamano total de la poblacién queda constante, y resultan las siguientes ecuaciones
diferenciales (con b = d):

ds d/ dR
= _pN — BIS — — =03IS —~I —bl, — =~I—DbR. 1
I b BIS —bS, T BIS —~I —bl, o = bR (6.1)
Para simplificar el analisis introduciremos variables no dimensionales:
S I R
U—N, ’U—N, U)—N, t—("}/‘i‘b)T

Las substituciones de u, v y w son las mismas que en el capitulo anterior, pero se elige otra
substitucién para t, puesto que los individuos salen de la clase I con una tasa mayor dado
que podrian morirse por una causa no debida a la enfermedad. Se obtienen las siguientes
ecuaciones diferenciales:
du b dv dw ¥ b
— = —(1—u) — Rpuwv, — = (Rou—1)v, — = v — w,
dt 7+b< )= Ro a ~ (o T v+b  y+b
donde

(6.2)

BN
Ry = —.
Tyt
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Evidentemente, el valor de Ry es otro que en el modelo SIR epidémico, puesto que el tiempo
de permanencia en la clase I se reduce de 1/y a 1/(y + b). Sin embargo, en la mayoria de
casos se tiene que b < 7, es decir el valor numérico de Ry casi no es cambiado. El sistema
de ecuaciones (6.2) puede ser resuelto sobre el simplex bi-dimensional

52:{(u,v,w)|0<u<1, 0<v<l, 0<w<l, u—l—v—i—w:l}.
Puesto que las primeras dos ecuaciones de (6.2) no dependen de w, Sy puede ser proyectado

sobre el plano de fase (u, v) para realizar anélises de estabilidad. Para tal efecto identificamos
el Jacobiano del sistema (6.2) proyectado sobre el plano (u,v):

b b
——— — Rpv  —Rpu ——- —Ry
J = v+b =| v+0b
R()U Ro'LL -1 (1,0) 0 RO -1
Formulando el polinomio caracteristico correspondiente, podemos calcular los valores propios
b
= —— =Ry — 1.
&1 A 13 0

En virtud del Teorema 5.2 de la Seccién 5.4 obtenemos que para Ry < 1, {12 < 0, lo que
signfica que el estado libre de enfermedad es estable, mientras que para Ry > 1, se tiene que
& <0y & >0, es decir el estado libre de enfermedad es inestable.

Para analizar la estabilidad del estado estacionario endémico (u*, v*) igualamos los lados
derechos de (6.2) a cero, lo que entrega

1 b 1
= gt — (1 =) 6.3
Y R07 v ’Y+b( Ro) ( )

Nuevamente podemos analizar la estabilidad del estado estacionario endémico considerando
el Jacobiano. Aqui obtenemos que

b B Rob 1
J - —m—R(ﬂ) —Rou _ ) 7—{—[)
R(ﬂ) Rou -1 ) m(RO - 1) 0
Asi obtenemos la ecuacién caracteristica
ROb b Rob 9 b
— — O+ —(Ry—1)=0 = +&+——(Ro—1)=0
(- - ) o+ —r-1) s (R
= 4+ aé+a,=0,
donde definimos
Rgb b
= > 0, = ——Ro—1) > 0.
aq ~ T b ao ~ T b( 0 )

Si a;2 > 0 hay que demostrar para la estabilidad del estado estacionario endémico que
detJ >0y trJ <0siag,ay >0, es decir

—Ryb

trJ =
' v+0b

b
<0, detdJ=——(Ry—1)>0.
¢ 7+b<0 )
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F1GURA 6.1. Modelo SIR endémico sin muerte por enfermedad para Ry > 1.

A modo de ejemplo, ilustraremos el modelo SIR endémico sin muerte por enfermedad
en la Figura 6.1, y por tres soluciones numéricas de las ecuaciones (6.1), ver Figuras 6.2,
6.3 v 6.4. En todos los ejemplos consideramos una poblaciéon de N = 1000 individuos, y
se parte del dato inicial S(0) = 950, 1(0) = 50 y R(0) = 0. En las Figuras 6.2, 6.3 y 6.4
se conideran los parametros v = 1, v = 5 y v = 11, respectivamente, tal como en las
respectivas Figuras 5.7, 5.8 y 5.9 de la Seccién 5.4. Sin embargo, aqui de considera en cada
caso el efecto de nacimiento y de muerte (donde estd entendido que la muerte no es por
enfermedad) poniendo b = d = 0,1v. Asi, el pardmetro Ry asume los respectivos valores
Ry =fN/(y+b) =909, Ry =181y Ry =0,8264.. ..

En los primeros dos casos, tenemos Ry > 1, lo que indica que el estado estacionario

endémico es estable. Efectivamente, de acuerdo con (6.3), este estado estd dado por el triple
(S*, I*, R*) con

Insertando los valores numéricos, obtenemos

(S* =110, I* = 80.90, R* = 809.09) (6.4)
para el caso de la Figura 6.2 y

(S* = 550, I* = 40.90, R* = 409.09) (6.5)

para el caso de la Figura 6.3. Observamos que en ambis casos, después de ciertas oscilaciones,
el sistema se estabilice en el estado estacionario endémico (6.4) y (6.5), respectivamente.
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FiGura 6.2. Modelo SIR endémico sin muerte por enfermedad. Solucion
numérica de (6.1) con los pardmetros 8 = 0,01, v = 1, b = 0,1y = 0,1,

N = 1000 (correspondiente a Ry = SN/(v+ b) =9.09) y la condicién inicial
S(0) = 950, 1(0) = 50 y R(0) = 0.

Por otro lado, en el caso de la Figura 6.4, solamente el estado libre de enfermedad es
estable dado que Ry < 1, y efectivemamente el sistema converge a éste.

6.1.2. Modelo SIR endémico con muerte por enfermedad. En este caso utilizaremos
las hipétesis

B=0bON, b>d, c>0,

las cuales nos llevan al sistema de ecuaciones diferenciales

ds dl dR
— =bN —-pIS—-dS, —=pIS—~]—cl—-dlI, — =~I—-dR. (6.6)
dr dr dr
Una solucién libre de enfermedad de (6.6) esta dada por (5,7, R) = (N,0,0) con S(t) =
N(t) = Noe=* la cual no puede ser realistica indefinidamente. Se prefiere considerar una
tasa de nacimientos constante B al lugar de una tasa de nacimientos per capita. Asi obte-
nemos las ecuaciones diferenciales ligeramente modificadas

ds df dR

T =B-pIS—dS. ——=pIS—yl—cl—dl, — =yI—dR. (6.7)
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Ficura 6.3. Modelo SIR endémico sin muerte por enfermedad. Solucion
numérica de (6.1) con los pardmetros 8 = 0,01, v = 5, b = 0,1y = 0,5,

N = 1000 (correspondiente a Ry = BN/(y+b) = 1.81) y la condicién inicial
S(0) = 950, I(0) = 50 y R(0) = 0.

Sumando estas tres ecuaciones obtenemos

dN

— =B —cl —dN. 6.8

e (6.8)
Para el andlisis es suficiente trabajar con tres de estas cuatro ecuaciones diferenciales junto

con la relacion algebraica
N=S+I1+R.

En lo siguiente se consideraran las ecuaciones diferenciales para N, S e I. Dado que la
poblacién es abierta, no podemos reducir el modelo a solamente dos ecuaciones.

Un estado estacionario libre de enfermedad estda dado por (N, N, 0) con Nj = B/d. El
valor de N puede ser calculado facilmente igualando el lado derecho de (6.8). (Puesto que
este estado es libre de enfermedad, es obvio que S = N§ e I = 0). Asi, también cambia el
valor de Ry, es decir el nimero de contactos infecciosos que realiza un infeccioso que entra
en este estado, se cambia a

6B

Ro= g rera (6.9)
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FIGURA 6.4. Modelo SIR endémico sin muerte por enfermedad. Solucion
numérica de (6.1) con los pardmetros § = 0,01, v = 11, b = 0,1y = 1,1,
N = 1000 (correspondiente a Ry = BN/(y+b) =0,8264...) y la condicién
inicial S(0) = 950, 1(0) =50 y R(0) = 0.

Se denota por (N, S,I)= (N7, ST, I7) el estado estacionario endémico, donde Ry > 1.
Para calcular sus componentes, igualamos primero el lado derecho de la segunda ecuacién
de (6.7) a cero, lo que entrega

I(BS—y—c—d) =0,

ecuacién de la cual se desprende que I = 0 (solucion del estado estacionario libre de enfer-
medad, que no nos interesa aqui) o

S = 7+;+d: djzo. (6.10)
Igualando a cero el lado derecho de la primera ecuacién de (6.7) obtenemos
B—-p1S—-dS =0,
es decir
]_f:—devLB_d(Ro—l) (6.11)

psy B
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y procediendo de la misma manera con el lado derecho de (6.8) obtenemos

B — clf
Ny =—+
! d
Para analizar la estabilidad der este estado estacionario endémico, consideremos el Jacobiano:
—d 0 —c —d 0 —c
J=|10 —-pI—-d ) =10 pBIf—d —-pBSy
0 61 —y—c—d+ S 0 BI; 0

(N7, 87.I7)
La ecuacién caracteristica
(—d—&)(& + (BI + d)¢ + B°SI) =0

posee las soluciones

—BI+d+ /Bl +d?—432SI

fl = _d7 62,3 = 9

Utilizando las identidades
ST =d(Ry—1)(v+c+d), (BI; +d)=dR,

podemos escribir

—dR, d*R?
§o3 = 5 Oi\/ 40 —d(Ry — 1)(v+ c+d). (6.12)

Considerando que la duracién en promedio de la infeccién, dada por 1/(~y+b), es normalmente
muy pequena comparada con la esperanza de vida 1/d, es decir d < (v + b), se pueden
despreciar los términos que contienen d?, caso en el cual las ecuaciones para & y &3 en (6.12)
se simplifican a

—dR,

+/—d(Ry — 1)(y + ¢+ d).

§o3 R &a3 =

Las partes reales de & 23 son negativas. Por lo tanto, el estado endémico estacionario es
estable. Por otro lado, puesto que

Im§2,3 ~ Im€2,3 = :l:i\/ 62If Tv

el estado estacionario endémico es alcamzado mediante una oscilaciéon amortiguada con la
frecuencia
— 2 T*x Q*
w = +/P?I{S}

B 27 2

y el periodo
w /(Y +erd)d(Ry—1)
Incluyendo el efecto de muerte por enfermedad ya tenemos un modelo bastante complejo

y con un numero de parametros que permiten simular diferentes escenarios. Aqui conside-
raremos solamente un ejemplo, cuyos parametros permiten comparar los resultados con el
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FiGura 6.5. Modelo SIR endémico con muerte por enfermedad. Solucion
numérica de (6.7), (6.8) con los parametros § = 0,01, v = 5, N(0) = 1000,
b = 0,1y = 05, B = bN(0) = 500, ¢ = d = 0,25 (correspondiente a

Ry = BB/[d(y + ¢+ d)] = 3.63) y la condicién inicial S(0) = 950, 1(0) = 50,
y R(0) =0.

ejemplo de la Figura 6.3 del modelo endémico SIR sin muerte por enfermedad. Estos parame-
tros son 3 = 0,01, v =5, N(0) = 1000, b = 0,1y = 0,5, B =bN(0) =500 y ¢ = d = 0,25,
que segin (6.9) corresponden a

B _
Ry = 6— = 3.63,
d(y+c+d)
es decir, existe un estado estacionario endémico estable dado aqui por
B 500 d(Ry—1) 0,25-2.63 —
ST = = — =550, I = = = 65.90,
" dRy, 0,25-3.63 ! 3 0,01

B —cly 500 —0,25- 65.90
d 0,25
La Figura 6.5 muestra que efectivemente las cantidades S, I, N y R convergen a este estado

estacionario cuando t crece. Por otro lado, las curvas S(t) e I(t) muestran ciertas oscilaciones
(rapidamente amortiguadas). En este caso obtenemos

N} = =1934.00, R'=N;—I'— S =131818.

— 2
W= \/0,012 -65.90 - 550 &~ 1,9039, T = T x 3,3001.
w
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Ficura 6.6. Comportamiento tipico del sarampién sin vacunacion. Ejemplo
de Providence, Rhode Island, USA.

Efectivamente, este valor de T es consistente con la distancia entre los dos primeros minimos
de S(t) y la distancia etre los dos primeros maximos de I(¢) que exhibe la soluciéon numérica
de la Figura 6.5.

También en la realidad ciertas enfermedadea tales como el sarampion exhiben tales pa-
trones de comportamiento periédico con periodos cercanos a T'. Sin embargo la periodicidad
frecuentamente es causada por factores exogéneos (ajenos a la naturaleza de la enfermedad),
por ejemplo el ritmo del ano escolar. Por otro lado, la Figura 6.6 ilustra que el comporta-
miento real muchas veces no es amortiguado (como en la Figura 6.5), sino que se observan
oscilaciones aparentemente mas irregulares.

6.2. Vacunacién y control de enfermedades

El interés principal del desarrollo de modelos matematicos de enfermedades son las po-
sibiliades de prondstico, control, e incluso eradicacién de enfermedades. La idea es tomar
medidades que modificam aquellos parametros que componen Ry, con la finalidad de lograr
que Ry < 1. Una opcidén, por ejemplo, es aumentar el valor de 7, es decir la fraccién de los
indiviuos que salen de la clase /. En el Reino Unido se tomé esta medida para combatir la
enfermedad BSE (en castellano, Encefalopatia Espongiforme Bovina (EEB), mas conocida
como “mal de la vaca loca”) matando los individuos enfermos. Por otro lado, adicionalmente
se traté de reducir Ry reduciendo el valor de . Durante la epidemia de EEB se traté de
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FIGURA 6.7. Esquema de una vacunacién (segin www.who.org, 2004).

lograr esto aislando manadas enteras de animales. La tltima opcion es de reducir el tamano
de una poblacién matando animales antes de que estalle la enfermedad.

6.2.1. Modelo SIR epidémico con vacunacion. En lo siguiente utilizaremos nuevamen-
te el modelo SIR epidémico de la Seccién 5.4, es decir se considera una poblacién cerrada,
y que la vacuna es perfecta, es decir que un individuo inmediatamente se pone inmuno des-
pués de la vacunacion. Por supuesto, en la practica esta hipotesis no es muy realistica. Por
otro lado, dado que se trata de un modelo SIR epidémico, sera solamente necesario vacunar
una parte de una la poblacién, puesto que se supone que no ingresan individuos nuevos a
la poblacion. En lo sigiuente se denota por p la fraccién de los individuos vacunados, y sea
q := 1 — p. El esquema de la epidemia es

S—I1—85.

La enfermedad estalla solamente si el estado estacionario nuevo (u,v) = (g,0) es inestable.
Tal como en la Seccion 5.4, los valores propios del Jacobiano estdan dados por

§1=qRy—1y&=0.
Esto implica que el estado es estable para
qRO < 17

lo que a su vez implica que se debe vacunar una fraccion

1
p}ﬁ:zl—R—o (6.13)

de la poblacién para evitar la aparicién de la epidemia.
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6.2.2. Modelo SIR endémico con vacunacion. En lo siguiente consideraremos el mo-
delo SIR endémico de la Seccién 6.1 con vacunacion, donde nuevamente se supone que la
vacuna es perfecta. Se supone, ademas, que el nimero de individuos recién nacidos es balan-
ceado por quienes salen de la poblacion, es decir se considera una poblacién cerrada, y que
la vacuna se suministra a un individuo poco después de su nacimiento. En la realidad, por
supuesto, la vacunacion de bebés no es aconsejable médicamente, pero para el propdsito del
modelamiento matematico se supone que el instante de la vacunacién esta despreciablemen-
te cerca del nacimiento. En analogia a la Seccién 6.1 obtenemos las siguientes ecuaciones
diferenciales:

d df d
—S:qu—ﬁSI—bS, — = 0IS —~I —bl, —R:pr+’yI—bR, (6.14)
dr dr dr

donde bgN es el ntimero de individuos que permanece en S debido a la vacunacion, y bpN
es el nimero de individuos que ingresa la clase R debido a la vacunacién.

Aqui una enfermedad estalla solamente si el estado estacionario nuevo (u,v) = (¢,0) es
inestable. Calculando los valores propios del Jacobiano correspondiente obtenemos

Si=qRy—1, & =0,

es decir que para qRy < 1 el estado estacionario es estable, y que hay que vacunar una
fraccion p > p (dada por (6.13)) de la poblacién para evitar la aparicién de la enfermedad.

[lustraremos nuestras consideraciones en la Figura 6.8, donde nuevamente consideramos
el caso del modelo SIR endémico con los parametros del ejemplo de la Figura 6.3. Para
este caso, Ry = 1.81 (sin vacunacién), es decir de (6.13) obtenemos p = 0,45. Los gréficos
de la Figura 6.8 muestran el comportamiento de la enfermedad para p = 0 < p (caso de la
Figura 6.3), donde la enfermedad se convierte latente, p = 0,25 < p (vacunacién insuficiente),
p = 0,5 > p (vacunacién suficiente) y p = 0,75 > p (vacunacién suficiente, pero el sistema
alcanza un estado estable mas rapidamente que para p = 0,5).

6.2.3. Conclusiones. Resumiendo nuestro analisis podemos decir que basta vacunar una
fraccion p > p = 1 — Ry de una poblacién para prevenir la aparicién de una enfermedad.
Este efecto, que protege igualmente a los individuos no vacunados, se llama inmunidad
colectiva (traduccién del término “herd immunity”). Una vacunacién siempre presenta un
cierto riesgo para un individuo, dado que para una pequena fraccién la vacunacién con el
agente patogeno de la enfermedad provoca la aparicion de esta misma enfermedad. Como
conclusién, los padres de un nino deberian convencer los demas padres que manden a vacunar
sus hijos, pero no deben mandar a vacunar su propio hijo, porque éste seria protegido por la
inmunidad colectiva. Sin embargo en realidad tal estrategia es muy arriesgada, porque a pesar
de la vacunaciéon podria estallar la enfermedad en la poblacién, con obvias consecuencias
hasta mortales para un nino desprotegido.

El cuadro 6.1 muestra algunas propiedades con los valores correspondientes de Ry y de p.
Este cuadri muestra que para enfermedades como el sarampién o la tos ferina no es posible
lograr una inmunidad colectiva puesto que la fraccién de la poblacion que habria que vacunar
un porcentaje de la poblacién (més de 90 %) que excede lo factible. Sin embargo, en el caso
de la viruela se tratd exsitosamente de lograr inmunidad a través de un programa mundial
de vacunacion. El virus de la viruela existe en Europa solamente en el laboratorio, y también
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FicurA 6.8. Modelo SIR endémico sin muerte por enfermedad y con vacu-
nacién de la fraccion p de la poblacién. Solucién numérica de (6.14) con los
parametros # = 0,01, v = 5, b = 0,1y = 0,5, N = 1000 (correspondiente
a Ry=[N/(y+0b)=181) y la condicién inicial S(0) = 950, I(0) = 50 y
R(0) = 0. El gréfico para p = 0 (sin vacunacién) es idéntico a la Figura 6.3. El
caso p = 0,25 < p = 0,45 ilustra una vacunacion insuficiente. Los casos p = 0,5
y p = 0,75 ilustran una vacunacion suficiente.

en otros continentes la viruela esta practicamentye extinta. Esto se debe, por un lado, al
valor de Ry relativamente bajo; por otro lado se tiene una vacuna altamente eficaz contra la
viruela. Tambien para la difteria el valor de Ry es relativamente bajo, sin embargo aun falta
una vacuna eficiente contra esta enfermedad, por lo tanto aiin no se ha logrado extinguirla.
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Enfermedad Ry  p[%)]
Viruela 3-5  67-80
Sarampién  12-13 92

Tos ferina 13-17 92-94
Difteria 4-6 75-83
Paperas 4-7  T5-86

CuADRO 6.1. Ejemplos de enfermedades (segin Brauer y Castillo-Chavez, 2001).

6.3. Modelos edad-estructurados

Existen ciertas enfermedades que particularmente afectan ciertas clases de edad de una
poblacién. Para modelarlas es muy deseable incluir la estructura de edad de una poblacion.
Para ilustrar las modificaciones que debemos aplicar a los modelos ya discutidos, considere-
mos el modelo SIR endémico de la Seccion 6.1, el cual extenderemos ahora para incluir la
estructura de edad de una poblacién. Entonces, sean s(a, t), i(a,t) y r(a,t) las densidades del
niumero de susceptibles, infecciosos y removidos, respectivamente, es decir sea, por ejemplo,

a2
/ s(a,t) da = ntimero de susceptibles con edad entre a; y as,
al

junto con
n(a,t) = s(a,t) +i(a,t) +r(a,t).

Asi, obtenemos las siguientes ecuaciones de derivadas parciales:

0s ds ,

a—t-(a, t) + a—q(a, t) = —=X(i)(a,t)s(a,t) — d(a,t)s(a,t),

%(a, t) + %(a, t) = A(i)(a,t)s(a,t) — (v(a) +c(a) + d(a))z’(a, t), (6.15)
%(a, t) + %(a, t) =y(a)i(a,t) — d(a)r(a,t).

donde definimos -
A7) (a,t) ::/ B(a,a")i(d,t)da’. (6.16)
0

Aqui A es un funcional que depende de la funcion ¢ de los infecciosos de todas las clases de
edad, donde f3(a, d’) es la tasa de infeccién por pares de entre un susceptible de la edad a y
un infeccioso de la edad o', ademds hay que introducir una condicién para a = 0, la cual en
nuestro caso sera la tasa de nacimientos. Definimos

B(t) :==s(0,t) = /000 b(a)n(a,t)da,

donde b(a) es la funcién de maternidad. Todos los recién nacidos pertenecen a la clase S
de los susceptibles, es decir como siempre se supone que no hay transmision vertical de la
enfermedad.

Desafortunadamente el sistema (6.15) es demasiadamente complejo para permitir un
analisis simple. Sin embargo, después de algunas simplificaciones podemos identificar la edad
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en promedio de la infeccién. Supongamos entonces que la tasa de infeccién por pares 3(a, a’),
la tasa de fallecimientos natural d(a), la tasa de nacimientos b(a), la tasa de fallecimientos
debido a la enfermedad c(a) y la tasa de recuperacién y(a) son todas independientes de la
edad. Asi, la ecuacién (6.16) se simplifica a

(i) (a,t) = 5/0002'(@',@ da’ = BI(t),

donde I(t) es el nimero total de los infecciosos. Asi, la fuerza de la infeccién es proporcional
al numero total de los infecciosos, tal como en los modelos anteriores.

En virtud de nuestras experiencias con modelos edad-estructurados en el Capitulo 2
podemos suponer que en algtin instante el sistema asume un estado estacionario en el cual
la distribucion de edades permanece constante, es decir en el cual las derivadas con respecto
a t son cero. Ademds se supone que no hay muerte por enfermedad (¢ = 0), y que las tasas
de nacimientos y de fallecimientos son iguales e independientes de la edad, es decir b = d.
Sea, ademds, ((a,a’) = # (una constante), y sea

_ BN
_’y+b

la tasa de reproduccion basica correspondiente. Obtenemos entonces las siguientes ecuaciones
diferenciales ordinarias:

0

@) = ~(A0) + Dys(a) = ~(5T + B)s(a),
L (@) = Mi)s(@) — (3 + Dila) = BT5(a) — (7 + Do), (6.17)
dr

(@) = 5ila) ~ br(a)
con las condiciones iniciales
s(0) =bN, i(0)=0, r(0)=0,
las que, a su vez, implican la condicién inicial
n(0) = bN.
Sumando las ecuaciones y resolviéndolas junto con la condicién inical obtenemos
n(a) = n(0)e .

Puesto que I es constante, podemos resolver las ecuaciones (6.17), obteniendo

s(a) = bNe~ 9 j(g) = bN)\ A (e_(7+b)“ - e_(’\+b)“) , r(a) =n(a) — s(a) —i(a).
-7
Integrando con respecto a a obtenemos
bN AN MYN
=" =" g T (6.18)

A+b A+0)(y+b)’ A+0)(y+b)
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Puesto que A = 3 podemos despejar A de (6.18) obteniendo

BbN
A= h=b(Ry— 1),
~ b (0 )

y tal como en la Seccion 5.3 obtenemos la edad de infeccion en promedio

/0 ais(a)da R
/ (@ AP bR
0

Asi obtenemos una nueva posibilidad de estimar la fuerza de una infeccion y la tasa de
reproduccién bésica asociada. Definiendo la esperanza de vida @ := 1/b obtenemos

Ry = w/a.

Esta informacién es bastante 1til, puesto que en situaciones reales podemos determinar
facilmente a y w.

A modo de ejemplo, segiin anales hospitalarias de Inglaterra y Gales de los anos 195669,
para el sarampion se tiene que w = 70 anos y a = 4,8 anos, correspondiente a Ry = 14,58.

Finalmente mencionamos que el modelo edad-estructurado permite facilmente estudiar
efectos de vacunacién. Si p es la fraccion de los susceptibles vacunados brevemente después
de su nacimiento y ¢ = 1 — p, las condiciones iniciales nuevas son

5(0) = gbN, i(0) =0, r(0)=pbN;
los demés ingredientes del modelo quedan sn cambiar. Asi obtenemos los valores nuevos de

Ry y a dados por R, = qRyy @’ = a/q, es decir la vacunacién incrementa la edad en promedio
de la infeccion.

a
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Capitulo 7

Enfermedades infecciosas. Parte II1

7.1. Enfermedades transmitidas por vectores

En este capitulo se consideraran enfermedades donde el agente patdogeno es transmitido
desde un individuo ya infectado a un individuo susceptible mediante un transmisor, por
ejemplo un insecto como en el caso de la malaria. La malaria es una enfermedad que no es, a
su vez, infecciosa (en el sentido de una propagacién por contacto fisico), sino que es provocada
por un parésito, el cual puede vivir en un huésped intermedio. Tales enfermedades exhiben
el fenémeno de “infeccién criss-cross” (criss-cross infection): el vector infecta el huésped, y
luego el huésped infecta otro vector.

En el caso de la malaria, el vector es el mosquito Anopheles. El agente patogeno es un
parasito que se inyecta a la circulacion de la sangre humana por un mosquito femenino
cuando ella se ingiere la sangre humana, necesaria para el desarrollo de sus huevos. El
parasito se desarrolla en el cuerpo humano y eventualmente produce gametocitas que pueden
ser ingeridos por un mosquito al morder. Los gametocitas fusionan para formar cigotas,
que siguen desarrollandose en el mosquito y eventualmente llegan a la glandula salival del
mosquito para nuevamente iniciar un ciclo de vida.

Para poder modelar la malaria tenemos que considerar el estado de enfermedad de la
poblaciéon humana tanto que de la de los mosquitos. Se supone que la poblacién humana
es cerrada y del tamano Np, ademas de que los mosquitos no se mueren de la enfermedad,
y que las tasas de nacimientos y de muertes de los mosquitos son iguales y por lo tanto la
poblaciéon de los transmisores es igualmente constante (mas precisamente, del tamano N).

Para el modelo més simple podemos suponer que no existe inmunidad adquirida ni para
los humanos, ni para los mosquitos, lo que entrega las ecuaciones diferenciales

ds dl
d_Tl:_f1<Sh]2>+’Ylll7 d—;=f1(517f2)—7111,
dsS dr.
2 = — fo(Se, Ir) + ela + boNy — doSs, == = fo(Sa, 1) — Yoly — dao,
dr dr
con by = dy. La funcién de incidencia para los humanos esta dada por
S
f1(S1, 1) = Clp1ﬁ1112.

El parametro a es la tasa de mordiscos de los mosquitos, es decir cada mosquito femenino
se ingiere, en promedio, adT + O(67?) porciones de sangre humana en un perfodo corto de
la duracién A7. Este respuesta funcional de los mosquitos hacia los humanos se supone
constante, es decir se supone que siempre se encuentra un niumero suficiente de victimas
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humanas para que un mosquito pueda tomar sange. De estas porciones, una fraccién S; /I
se toma de susceptibles, y cada porcion causa la infeccién con la probabilidad p;.
La funcién de inciodencia para los mosquitos esta dada por

I
f2(52, [1) = Clpz&ﬁla

1
donde f5 es de forma similar que f;, y po es la probabilidad de infeccién de un insecto
susceptible al morder un humano.

Supongamos que Ry es el nimero de casos segundarios humanos que genera un caso
(infectado) primario insertado en una poblacién de humanos e insectos susceptibles. El caso
humano genera ap,No /1 N7 casos de mosquitos, de los cuales cada uno genera ap; /(72 + b2)
casos humanos, por lo tanto se tiene que

R — a’p1pa Ny
0= ——"F"F"""""7T=7-

1M1 (72 + b2)
Simplificando las ecuaciones definiendo

Sl [1 SZ [2
U =—, V| =—, U= —, Ug=—
YNy VTN PN, PN,
obtenemos las ecuaciones
d d
% = 71(041112“1 - Ul), % = (72 + 52)(0421111@ - 02),

con uy +v9 =1y uy+ vy =1, donde

_ p1Na o = apa

= 2 1= .
N Y2 + bo

El sistema posee un equilibrio en (v, v2) = (0,0) y un equilibrio no trivuial en (v}, v3), donde
se tiene que

Qg -

% 109 — 1 10 — 1
V= —F,  E—
! Oél(OéQ + 1) 041(042 + 1)

Esto es realistico biolégicamente si ajap > 1, es decir si se tiene que

*
Vy =

a?p1pa Ny
Y1 N1 (72 + 52)

En tal caso (vj,v}) es estable, es decir la malaria permanece endémicamente si y sélo si
Ry > 1.

Ry = > 1.

7.2. Enfermedades macroparasitarias

Ciertas enfermedades trépicas son transmitidas por macroparasitos, es decir por organis-
mos pluricelulares como gusanos y artrépodos incluyendo pulgas y piojos. Se distinguen de
los microparasitos por la mayor duracién de una generacion y un ciclo de vida més corto. Se
puede suponer que el parasito infecta solamente una determinada especie de huésped y lo
hace en su fase adulta, mientras que las larvas viven libremente en el ambiente y maduran
apenas que encuentran un huésped y lo infectan.
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Para las enfermedades macroparasitarias el grado de la infestacion, es decir el nimero
de parésitos albergados por un individuo, es un indicador importante de la extensién de una
enfermedad. Este grado de infestaciéon debe ser considerado por los modelos matematicos.
Se define por H; el nimero de huéspedes de los cuales cada uno alberga i parasitos, lo cual
entrega las ecuaciones

dHy

— —\H, + 0H,,
d(g 0+ 0Ly (7.1)
d—tl = —( AN+ i0)H; 4 (i +1)6Hipy + NH;_1, 0> 1.

Sea
N=>H
i=0
el nimero total de huéspedes. Sumando todas las ecuaciones en (7.1) obtenemos
AN  ~dH; 0
dt & dt

7=

es decir N es efectivamente constante. Sin embargo, estas ecuaciones no son suficientes para
determinar H;, puesto que la fuerza de infeccion, A, depende de la poblacién de los parasitos.
Necesitamos entonces una ecuacion para la poblacién de los parasitos.

Sea L el numero de larvas en los alrededores y M el niimero de parasitos maduros en los
huéspedes, es decir

M = i 1H;.
i=0

Las ecuaciones para las larvas son

AL af - AN —dL,
dt

donde b es la tasa per cépita de produccién de larvas (por parte de los parasitos adultos) y d
es la tasa de muerte per capita de las larvas. La fuerza de la infeccion A multiplicada por el
numero de huéspedes N da la tasa con la cual las larvas infectan los huéspedes. Estas larvas
inmediatamente se ponen maduras, por lo tanto

dM
—— = AN — M. 2
i g (7.2)

Esta ecuacién podria haber sido obteniendo la i-ésima ecuacién de los huéspedes por 7 y
sumando las ecuaciones resultantes. Ahora, si usamos el siguiente modelo para la fuerza de
la infeccién:

A=0L,
donde 6 es una constante, obtenemos la siguiente ecuacién para las larvas:
dL
— =bM —ONL — dL. (7.3)

dt
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Entonces tenemos ahora dos ecuaciones con coeficientes constantes, (7.2) y (7.3). No-
tamos que ambas poblaciones crecen exponencialmente si el determinante del Jacobiano
correspondiente es negativo, es decir, si

5(ON + d) — bON < 0.

. Cudl es la tasa de reproduccion basica Ry de esta enfermedad? Podemos decir que Ry
es el nimero esperado de los descendientes de un parasito adulto que sobrevive y luego se
reproduce. Un pardsito adulto genera larvas con la tasa b durante el periodo esperado 1/4,
y cada larva tiene la esperanza de vida 1/(0N + d), donde ON es la probabilidad por tiempo
unitario de madurar exitosamente. Asi se tiene que

b ON
AON +d’
La condicion bajo la cual la poblacién de parésitos crece exponencialmente es simplemente
Ry > 1. La fase de infecciéon es muchas veces mucho mas cotrta que la face madura, por
ejemplo en el caso de la especie Ascaris limbricoides. Esto sugiere que la aproximacion por
un cuasi-estado estacionario,

Ry

L=~0,
puede entregar un resultado ttil. Con esta aproximaciéon obtenemos la fuerza de la infeccion
ObM
A=0L=
ON +d

y la ecuacion para M es

dM

— =0(Ry— 1)M

de la cual nuevamente se puede deducir un crecimiento exponencial para Ry > 1.



Capitulo 8

Modelamiento espacial. Parte I: Movimiento biolégico

8.1. Introduccién

Tanto en la biologia como en la fisica se supone que el azar influye los movimientos. En
la fisica, por ejemplo, el movimiento aleatorio de moléculas de un fluido genera la llamada
difusion molecular. Ademas, las particulas del fluido estan sujetas a la adveccidn, es decir son
transportadas a lo largo de una corriente. Por supuesto el movimiento biolégico de células, por
ejemplo, es diferente de la difusion y la adveccién molecular (pero existen ciertas semejanzas).
Una diferencia importante es el hecho de que la difusién es independiente de nacimientos y
muertes, ademds el movimiento biolégico de células y de organismos es influenciado por otros
individuos o substancias del medio ambiente. Estos fenémenos incluyen la quimiotazis, donde
el movimiento depende de un gradiente quimico. El movimiento biolégico aleatorio puede
ser descrito por modelos microscopicos o macroscépicos. En lo siguiente desarrollaremos una
teoria macroscopica dada por un planteo continuo.

8.2. Teoria macroscépica del movimiento

La siguiente teoria del movimiento esta basada en el principio de la conservacién de la
materia. Para el planteo continuo consideramos la conservacién de particulas en un volumen
arbitrario y fijo V' limitado por una superficie S. En tal caso se tiene la siguiente ecuacién
de conservacion:

particulas particulas nimero neto creacion neta
enVenel = enVenel + departiculas + de particulas
instante ¢t + dt instante ¢ que entran a V' en V.

El dltimo sumando incluye el crecimiento y la disminucién del nimero de particulas por
nacimientos, muertes, crecimiento, y descomposicion.

La computacién del niimero de particulas que entran al volumen V' requiere el concepto
del vector de flujo. Este vector especifica la tasa y la direccién del movimiento de las particulas
bajo las influencias de adveccién, difusién y otros efectos. Sean ahora J(x,t) el flujo de
particulas en el lugar @ en el instante ¢, J = |J| la longitud o el valor absoluto de J, m =
(1/J)J la direccién del flujo de particulas, y u la concentracién volumétrica de particulas,
es decir, J = Jm.

Consideremos ahora el flujo de particulas que atraviesa una pequena superficie test dS que
posee el vector normal m. Entonces, J.S es el nimero neto de las particulas que atraviesan la
superficie test en la direccién positiva de m. Esta cantidad se llama el caudal por la superficie.
Por otro lado, el flujo de particulas esta relacionado con la velocidad en promedio v por la
ecuacion J = uv.
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Para poder determinar la corriente por la superficie de un volumen arbitrario debemos
conocer la tasa con la cual las particulas atraviesan la superficie in otras direcciones (diferen-
tes de m). Para tal efecto consideremos nuevamente una pequena superficie test dS con el
vector normal n. La tasa con la cual las particulas atraviesan d.S depende de cos ©, donde ©
es el angulo incluido entre el vector de flujo (normalizado) m y el vector normal n sobre dS.

Para m™n = cos O y el elemento de superficie orientado ndS = dS el caudal estd dado
por

I =JcosOdS =Jm-ndS =J -ndS.

Ahora podemos re-escribir la ecuaciéon de conservacién en términos matematicos, hasta un
error de segundo orden en Jt, como

/Vu(w,t—i-ét)dV:/Vu(sc,t)dV—/SJ(:c,t)-ndS(St—i-/vf(w,t)dV(St.

Aqui f(zx,t) describe la generacién neta de particulas por volumen y tiempo unitario. Res-
tando fv u(a,t)dV de ambos lados y dividiendo el resultado por ¢t obtenemos la ecuacién

t+ot) — t
/“(m’ +00) —ul@ ) gy, —/J(m,t)«nd5+/ f(z, ) dV.
v ot s v
Tomando el limite 0t — 0 y aplicando el Teorema de Gauss se llega a

/V%dv_—AJ(w,t)~ndS+/vf(m,t)dv_—/VV~Jdv+/Vf(w,t)dV,

es decir
/(M+V-J—f)dvzo, (8.1)
v ot

siempre que las funciones involucradas sean suficientemente suaves. Puesto que (8.1) debe
ser valido para volumenes V' arbitrarios, el integrando debe desaparecer, es decir

%—FV-J—f:O. (8.2)
ot
Esta es la ecuacién basica de la conservacién de la materia.

Para especificar el flujo J, consideremos primeramente el flujo por adveccion con la velo-
cidad v. En tal caso, el flujo advectivo estd dado por J.q, = uw, donde u es la concentracién
volumétrica de particulas. Asi obtenemos la ecuacion de adveccion con término fuente

ou

a:—V-J+f=—V-(fuu)ntf.

Por otro lado, se puede considerar un flujo que es proporcional al gradiente de la concen-
tracién, y dirigido hacia donde la concentracion disminuye. Especificamente, el flujo difusivo
Jair esta dado por la llamada ley de Fick Jqr = —DVu con el coeficiente de difusion D.
Esto entrega la siguiente ecuacion de difusion con término fuente:

B
8—;‘:—V-Jdif+f=v-(Dvu)+f.
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En la presencia de adveccién y difusion se tiene que J = J,qy + Jair v obtenemos la
siguiente ecuacion de adveccion-difusion con término fuente:

ou
il - (vu) + V- (DVu) + f.
En el caso de un flujo uni-dimensional en un dominio tri-dimensional con las coordenadas
cartesianas x, y y z en la direccion de z, todas las variables dependen solamente de x y t. Si
la velocidad v es constante, no hay generacién neta (f = 0) y D es el coeficiente de difusién,

llegamos a la ecuacién de adveccién-difusion

ou ou 0%u

o~ Vor TV
Ejemplo 8.1. Consideremos la solucion de la ecuacion
ou aJ
o~ or !

para f =0 yx € R con la condicion inicial u(z,0) = ug(x) para x € R. El nimero de
particulas en el instante t = 0 estd dado por

Noz/ ug() dw;

o0

para el numero de particulas en un instante t general se tiene que

N(#) = / " (1) da.

—00
llustraremos que aqui se tiene el principio de conservacion de la materia, es decir que Ny =
N(t) para todo t. Supongamos que J(x,t) =0 si || es suficientemente grande, entonces
M9 (x,t)

AN(t) Mou(x,t) _ K Mo
T [ e g [ S - i e =0

lo que confirma la conservacion de la materia.

8.3. Movimiento dirigido (taxias)

Los organismos y células no se mueven solamente aleatoriamente, sino que también res-
ponden positivamente o negativamente a estimulos externos. En muchas situaciones, la res-
puesta es un movimiento dirigido para acercarse a o alejarse de la fuente del estimulo. Este
fenomeno se llama taxia.

En la biologia las taxias aparecen en varias formas. Una de ellas es la quimiotazis, es
decir un movimiento de orientacién (de animales o plantas) causado por estimulos quimicos.
La fototazis es el movimiento dirigido para acercarse a o alejarse a una fuente de luz; otro
fenémeno es la galvanotaxis, done el movimiento es una reacciomn frente a un estimulo
eléctrico. Ademas, el movimiento de organismos tambi’en es la reacci 6n a la presencia de
otros individuos de la misma especie, de predadores y de presas.

De todos estos movimientos, la quimiotaxis es el tipo de movimiento m&as importante.
Aqui sucede que la substancia quimica esta secretada por individuos de la misma especie. Por
ejemplo, las hormigas encuentran su camino siguiendo pistas de una substancia mensajera, la



100 8. MOVIMIENTO BIOLOGICO

llamada feromona. La quimiotaxis también se realiza en el nivel celular. Por ejemplo durante
la formacién de un tumor se produce una multitud de substancias quimicas que influye el
crecimiento de células vecinas.

Consideremos ahora la reaccién quimiotéctica de un organismo unicelular (por ejemplo,
una bacteria), donde se supone que la substancia quimiotactica estd producida externamente.
Aqui se supone que la reaccién es proporcional al valor absoluto del gradiente quimico y posee
la misma direccién que el gradiente. Entonces, si v es la velocidad en promedio con la cual se
mueven las bacterias, se supone una proporcionalidad del tipo © ~ Ve, por lo tanto si J quim
denota el flujo quimiotédctico y u es la densidad de las bacterias, se tiene que Jguim ~ uVe,
puesto que J = uv. Aqui ¢ denota la concentracién de la substancia quimica.

En virtud de lo anterior obtenemos que Jguim = xuVc, donde x es una constante de
proporcionalidad, el llamado coeficiente quimiotactico o la sensitividad quimiotdctica. La
reaccion quimiotactica se llama positiva o negativa en los respectivos casos y >0y x < 0.

Ahora, si se supone que las mismas bacterias producen la substancia quimica, llegamos
al siguiente modelo mas complicado:

ou dc

i f(u) =V - (xuVe)+ V- (D, Vu), i g(u,c) +V - (D.Ve),
donde f(u) es la tasa neta de reproduccién de las bacterias y g(u,c) describe la tasa neta
de produccion de la substancia quimica, es decir la tasa de produccién menos la tasa de
descomposicién. Tipicamente se elige f(u) = 0 puesto que la reproduccién de las bacterias

es un proceso mucho més lento que la produccién y la degradacion de la substancia quimica.

8.4. Estados estacionarios y tiempos de travesia

La ecuacion de difusion es una ecuacion de derivadas parciales que puede ser dificil de
reolver. Sin embargo, en muchas situaciones bioldgicas se busca un etado estacionario en el
cual todas las variables son independientes del tiempo t. Si se trata de un problema uni-
dimensional, la EDP se convierte en una ecuacién diferencial ordinaria.

Consideremos ahora un ejemplo de esta situacion, tomando en cuenta que para alcanzar
un estado estacionario no es necesario que el flujo desaparezca; solamente ya no puede variar
en el tiempo. En lo siguiente queremos calcular el flujo y el tiempo que las moléculas (u otras
particulas) requieren para atravesar un cierto dominio, el llamado tiempo de travesia.

Desde la ecuacién de conservacién (8.2) obtenemos la siguiente ecuacién para el estado
estacionario:

V- J+f=0,
donde J es independiente de ¢. Si no hay generacién neta (f = 0) obtenemos en una dimen-
sion espacial

dJ
de
es decir J = (', donde C es una constante de integracion. Si el flujo es solamente difusivo,
se tiene que J gt = —DVu, es decir en una dimension espacial
du
Jaig = —D—

dx’
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Es decir, obtenemos
—-D— =C,
dt
con un coeficiente de difusion constante D, por lo tanto la estacién estacionaria esta dada
por

u=Ax+ B, A=-C/D,

con B como constante de integracion, y donde las constantes pueden ser evaluadas utilizando
las condiciones de borde.

Para determinar los tiempos de travesia o permanencia se supone que las particulas entran
a V por un subconjunto S; de la superficie y salen de V' por otro subconjunto S de la misma
superficie. Sean [; e I; los caudales de entrada y de salida de particulas, respectivamente.
Consideremos el estado de equilibrio con [ := I; = I5, ademas sea /N el nimero de particulas
contenidas en V. La probabilidad con la cual una particula arbitraria sale de V' en el proximo
periodo de duracién dt es 15t/N. El tiempo de travesia, es decir el tiempo en promedio que
una particula requiere en promedio para atravesar el volumen V' para llegar desde S| hasta Sy
esta dado por

T=N/I.

A modo de ejemplo, consideremos el proceso de difusiéon de una substancia con un coe-
ficiente de difusion constante y en una dimensién espacial, desde x = 0 hasta x = L, donde
se supone que las condiciones de borde son

uw(0,t) = up, u(L,t)=0,

ademds que las particulas inmediatamente desaparecen después de llegar a x = L. Queremos
identificar el estado estacionario y el tiempo de travesia entre x = 0y x = L. Aqui se supone
que las particulas desaparecen inmediatamente depués de llegar a * = L. Puesto que el
problema es uni-dimensional, interpretamos u como concentracién uni-dimensional (nimero
de particulas por longitud unitaria), y J representa el caudal como la tasa con la cual las
particulas pasan por un cierto punto. El problema de valores de frontera uni-dimensional
esta dado por
d?u
D@ =0 paraz e (0,L), u(0)=mwup, u(L)=0,

con la siguiente solucién que se obtiene ajustando las constantes A y B en la solucién general
u(x) = Az + B a las condiciones de frontera:

u(z) = uop (1 - %) :

lo que entrega

du Up
I=J=-D P D 7
El nimero de particulas estd dado por
L 1
N = u(z)dz = = Luy,
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es decir el tiempo de travesia es

1
N §LUO 1L2
T = — = = ——.
I p% 2D

L

El coeficiente de difusién depende del tamano de las moléculas y del medio por el cual
las moléculas o particulas difunden. Un valor tipicode D correponde a moléculas de oxigénio
en agua: D = 107° cm?/s. Esto significa que tales moléculas difunden en 0,1 segundos por
una célula de la extensién 10 um, pero la difusién por un axén neuronal de la longitud 1m
duraria nada menos que 27 anos. Este ejemplo demuestra que la difusién no es un mecanismo
muy apto para describir el transporte por distancias muy largas.

Tipicamente, el coeficiente D para moléculas pequenas en el aire es de la magnitud
D = 107'cem?/s. Esto significa que que la transmisién de moléculas de un perfume, por
ejemplo, en una sala cerrada basada solamente en difusién duraria un tiempo del orden
un mes. Esto significa que en muchos contextos la difusién aparece combinada con otros
fenénemos tales como la adveccién.



Capitulo 9

Movimiento biolégico. Parte II: Invasiones biolégicas

9.1. Una invasion biolégica: un modelo de la propagacion del ratén almizclero

En el ano 1905, un principe introducié ratones almizcleros (Ondatra zibethica) a la
ciudad de Dobrisch, Reptblica Checa, a 40 kilémetros al sur-oeste de Praga. Desde entonces
estos animales se propagaron por toda Europa (ver Figura 9.1). Tal como veremos aqui,
esta propagacion puede ser caracterizada por una ecuacion de difusién. La primera pregunta
es si los datos observados apuntan solamente al fenémeno de difusion, o a un proceso de
difusion y crecimiento de la poblacién. Para analizar este problema desarrolaremos un modelo
matematico. Una ecuacion que combina el crecimiento exponencial con la propagaciéon por
movimiento aleatério esta dada por

% =oau+ V- (DVu), (9.1)

donde u denota la densidad de los individuos. Se supone que la propagacién empieza con
la introduccion de M individuos en el origen x = 0, lo que implica la condicién inicial
correspondiente

u(z,0) = Mé(x),

donde §(z) denota el J-impulso unitario centrado en x = 0. Asi obtenemos la siguiente
solucion de (9.1):

M R?
u(R,t) = 1Dt P (at - ﬁ) . (9.2)

La Figura 9.2 muestra esta solucion para D = 10, M =20, a =0,1,yt =2,4,6,...,16.

Observamos que inicialmente se encuentra en x = 0 un peak de la densidad u que
corresponde a la introduccién inicial de los M individuos. Luego, para tiempos t avanzados,
observamos el crecimiento y la propagacion de la poblacion de los animales. Para t > 0, la
onda se propaga hasta la infinidad, por lo tanto hay que definir una linea de propagacion
maxima. Supongamos entonces que u; es un pequeno valor de densidad, y que el area de
propagacién de los individuos en el instante ¢ corresponde a la regién en la cual u(x,t) > u;.
En el presente modelo, este drea es, evidentemente, circular con el radio R = R;(t). El radio
R(t) estd relacionado con la densidad (dada) u; por

exp (m - Zig’?) , (9.3)

Dt
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(a)

Ficura 9.1. (a) El ratén almizclero (Ondatra zibethica). (b) Frentes de pro-
pagacién del ratén almizclero en Europa después de 1905. (La fuente de esta
figura es Britton (2003), p. 161, pero ya aparece en el articulo de Skellam
(1951) quien, a su vez, se refiere a Ulbrich (1930).)

es decir
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FicGura 9.2. Onda de propagacion de los ratones almizcleros: evaluacion de
(9.1) para D =10, M =20, « = 0,1, y t = 2,4,6, ..., 16.

o equivalentemente

(9.5)

A D 2
lnt+ln< T ul) =at (1)

4Dt
Cuando ¢ es muy grande, el tnico término que puede balancear at es R3(t)/(4Dt), por lo

tanto despreciando Int y términos constantes comparados con O(t) obtenemos para valores
grandes de t la ecuacién lineal aproximada

R, ~ V4aDt, (9.6)

es decir la velocidad de la onda de propagacién de la poblacion de los animales tiende
al valor constante v4aD. Este modelo presenta dos problemas: por un lado, se supone
que la velocidad de los animales es ilimitada; por otro lado, el modelo permite densidades
ilimitadas, es decir u(0,t) — oo cuando t — oco. Sin embargo este modelo entrega una buena
aproximacién (por ejemplo, la proporcionalidad Ry (t) ~ t).

9.2. La propagacién del roble comin en Gran Bretana (Skellam, 1951)

Skellam (1951) consideré la propagacién del roble comun (Quercus robur, ver Figura 9.3)
en Gran Bretana desde el iltimo periodo glacial. Se sabe que una generaciéon dura mas de 60
anos, y que bajo condiciones éptimas (tierra no cultivada y factores de crecimiento como luz,
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Ficura 9.3. El roble comun (Quercus robur).

agua y viento 6ptimos) un arbol no produce més de 9 millones de descendientes maduros.
Las bellotas se dispersan cayendo del arbol con una distancia de dispersion de no més de
50 metros. Utilizando las ecuaciones (9.3) y (9.4) se puede calcular que una poblacién de
robles, inicialmente comenzando con un sélo arbol, durante 20000 anos se propaga por un
area circular con un radio no mayor de 67 kilometros, y que un arbol produce no més de 16
descendientes.

9.3. Soluciones de onda viajera para sistemas de reaccion-difusién: propagacion
de epidemias

En el modelo SIR del Capitulo 5 discutimos el modelo SIR epidémico dado por (5.9). En
este modelo epidémico consideramos una poblacién cerrada sin tomar en cuenta nacimientos
y fallecimientos debido a la enfermedad. En particular no tomamos en cuenta la estructura
espacial de la epidemia. Sin embargo, los datos reales de epidemias muestran una propagacion
espacial en la forma de una onda. Para poder describir este fenémeno extenderemos el modelo
SIR no-espacial a un modelo espacial. Para tal efecto suponemos que S, I y R representan
las densidades de los susceptibles, infecciosos y removidos, respectivamente, que dependen
del tiempo y de la posicion espacial. Modificamos ligeramente las definiciones anteriores,
suponiendo por ejemplo que ahora (3 es la tasa de infeccién de un infeccioso por densidad de
infecciosos.

A modo de ejemplo podemos considerar la rabia como enferemedad que afecta a poblacio-
nes de zorros. Los individuos sanos de esta especie permanecen en sus respectivos cotos. Sin
embargo esta enfermedad se propaga por distancias muy largas de manera aleatoria debido
a asaltos de zorros enfermos a zorros sanos, por ejemplo en peleas por territorio. Por estos
motivos el siguiente modelo ha sido sugerido como modelo de la rabia:

oS ol 0?1 OR
donde D es el coeficiente de difusién de zorros infectados. No se considera la difusion de
zorros susceptibles. Es decir, una epidemia es la propagacién de estados infectados en una
poblacién de estados susceptibles. Se supone que S — N, I — 0y R — 0 cuando £ — oo.
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Definiendo las variables no dimensionales

@t=S/N, 9=1I/N, w=R/N y t=n~1, x==~&r/D)Y?
donde Ry = BN/ es la tasa de reproduccién bésica, es decir el nimero de contactos de un
individuo enfermo. Tal como en el Capitulo 5 obtenemos la siguiente interpretacién: para

Ry < 1 no estalla una epidemia, es decir la rabia no se propaga; para Ry > 1 si se propaga.
Buscaremos ahora una solucién en forma de onda viajera en la forma

(z,t) =u(s) =ulz+ct), vz, t)=uv(s)=v(r+ct),

donde ¢ es una velocidad de propagacién constante. Asi obtenemos las siguientes ecuaciones:

cu' = —Rouv, cv' = Rouv — v + 0", cw' =wv (9.7)
considerando las restricciones
u(s) — 1 cuando s — —o0, u(s) — uy cuando s — o0,
v(s) — 0 cuando s — o0, (9.8)
w(s) — 0 cuando s — —o0, w(s) — w; cuando § — 0.

En virtud de
v dv " d(v)

W du’ o du

podemos dividir la segunda y la tercera ecuacion de (9.7) por la primera para obtener

dv 1 Ld(v dw 1

du + Rou + c du’ du Rou (9:9)
Integrando (9.9) con respecto a u obtenemos

1 1 1
v:—u+R—Olnu+Ev’—|—A, w:—R—Olnu+B,
donde A y B son constantes de integracion y
Inu

De las condiciones (9.8) se desprende que dado que u y v poseen un limite cuando s — +o0,
igualmente v’ posee un limite: v'(s) — 0 cuando s — too. Utilizando que A =1y B =0
(considerando s — 400) se tiene que w = w(u) y

1
' = —~uv, Vv =clu+w(u) —1+v).
c

Considerando s — oo obtenemos el requerimiento adicional u; + w; = 1, luego
1—w = exp(—ROwl).

Esta ecuacién siempre posee la solucion w; = 0, es decir no estalla una epidemia. En el
Capitulo 5 demostramos que para Ry < 1 no existe ninguna otra solucién positiva. Esto
implica que para Ry < 1 no estalla una epidemia. Para Ry > 1 existe otra soluciéon w; que
satisface las condiciones

O<w <1 y Ro(l—wl):R0u1<1.



108 9. INVASIONES BIOLOGICAS

Si elegimos Ry > 1 tal que se satisface la condicion
1
0<u < — <1,
SR
los tinicos puntos criticos son (u1,0) y (1,0), el estado libre de enfermedad. En el primer caso
obtenemos, analizando el Jacobiano J(u,0), un punto de silla puesto que

- R()ul —1

trJ(ul,O):c, detJ(ul,O)—R—<O
0
Para el estado (1,0) un andlisis de estabilidad entrega un nodo inestable si
2> 4(Ro — 1)
Ry
puesto que aqui se tiene que
Ry —1
trJ(1,0) = ¢, detJ(1,0) = OR > 0;
0

por otro lado se obtiene un punto inestable si
2 _ ARy —1)

<l —.

Ry
Literatura citada en este capitulo
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Capitulo 10

Formacion de patrones: Leyes de Fick e inestabilidad de Turing

10.1. Leyes de difusion de Fick

10.1.1. Primera ley de difusiéon de Fick. Consideremos un disolvente liquido que con-
tiene una substancia no disuelta. Si la substancia se mezcla con el disolvente, entonces el
liquido que se produce se llama solucion, la cual se caracteriza por la concentracién masica C
deonde C' es la masa de la materia no disuelta por volumen unitario. En general se producen
fluctuaciones espaciales de la concentracién, las cuales producen el fenémeno de difusion. El
flujo difusivo por una superficie unitario en un intervalo de tiempo unitario esta dado por la

primera ley de difusion de Fick:
oC
= D,
oz’

donde C' = C(x,t) es la masa de la materia no disuelta por volumen unitario, j es la
densidad del flujo particular, y D es el coeficiente de difusiéon. Podemos extender esta ley al
caso multi-dimensional, obteniendo la relacion

j=-DVC, (10.1)

donde C = C(z,y, z,t) nuevamente es la concentracién masica y j = (Jz, jy, j-) es la densidad
del flujo o simplemente, el flujo.

10.1.2. Segunda ley de difusion de Fick. Para derivar la segunda ley de difusién de Fick,
consideremos ahora la cantidad de la substancia contenida en la regién V' en el instante ¢:

M/txy, dv,

y el flujo por la superficie S de la region V' (ver Figura 10.1) dado por

J:/j.nds.
S

Debido a la conservacion de masa se tiene que

9 C’(t,x,y,z)dV:—/j-ndS.

Puesto que la region V no cambia en el tiempo, podemos intercambiar la derivacién con
respecto a t con la integracion para obtener

/QC’(t,x,y,z)dV+/j-ndS:0.
v Ot s
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n

S

Ficura 10.1. El flujo por la superficie S de la region V.

interior de la célula

membrana

exterior de la célula

FiGura 10.2. Una célula con una membrana de espesor ) muy pequeno.

En lo siguiente se supone que V' es una regién estandar de Gauss, es decir V' es cerrado
y acotado con una superficie suficientemente suave. Aplicando el Teorema Integral de Gauss
obtenemos la ecuacién

/(QC(t,:E,y,z)%—V-j) dV =0,
v \ Ot

y puesto que V fue elegido arbitrario, el integrando debe ser nulo, es decir
0 C(t )+V-5=0

— T, Y, 2 -3 =0.

8t Y ) y? J

Utilizando la primera ley de difusién de Fick (10.1) obtenemos la ecuacién de difusion clésica

2C — DAC =0.
ot
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10.2. Computacién de la difusion por una membrana

En lo sigiuente consideraremos una célula (ver Figura 10.2), donde no nos interesa lo que
sucede en el interior de ella, sino que nos limitamos al exterior, el interior, y la membrana
de la célula. Simplificamos ademés el modelo suponiendo que la difusién intra-celular es tan
grande que la concentracion quimica en su interior es uniforme. Ademads se supone que la
concentracion en el exterior es constante, puesto que el espacio exterior de la célula es tan
grande que la fraccion de substancia que difunde hacia su interior es insignificante.

Queremos ahora calcular la difusién de una substancia por una membrana de un espesor ¢
muy pequeno, tomando en cuenta que la estructura de la membrana en sus superficies puede
causar discontinuidades de la concentracién. Sean ahora C, y C} las concentraciones en el
exterior y el interior de la célula, respectivamente. Queremos calcular C} en dependencia de
C, v de la concentracion inicial en el interior, denotada C}.

Debido a la discontinuidad las concentraciones en las superficies interior y exterior de la
membrana difieren de C; y C., respectivamente. Sean C; y C, las respectivas concentraciones
sobre las superficies interior y exterior de la membrana. Asi obtenemos las relaciones

Ce - FCB; Ci - FCi;

donde T' es una constante, el llamado coeficiente de particion (ver, por ejemplo, Jones y
Sleeman, 2003).

Suponiendo que el espesor de la membrana, ¢, es muy pequeno, podemos aproximar el
gradiente de la concentracion por

i G-
de ©~ 6
En virtud de la primera ley de difusién de Fick (10.1) se tiene que

D,
]:E<Ci_ce)'

Puesto que no se pueden observar las concentraciones C; y C, en el interior de la membrana,
aprovechamos la discontinuidad en la superficie de la membrana celular obteniendo

. I'D
J = T(Ci - Ce)~

Ahora sean m la masa de la substancia en el interior de la célula, A la superficie y V el
volumen de la célula. Ahora, segun el principio de la conservacién de masa se tiene que

dm
A
dt JA,

y si se supone que la concentracién en el interior de la célula es uniforme espacialmente, pero
variable en el tiempo ¢, obtenemos

m:CIV
y por lo tanto
dC; Al'D
- _jA=T 20—,
th J 5 (C.— )
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Dividiendo esto por V' obtenemos la ecuacién diferencial

dc; I'DA
dt —k(Ce—Ci), k—W

Utilizando el dato inicial C'(t = 0) = C}p podemos escribir la solucién como

Oi<t) = Ce + (OiO — C'e)e_kt,

es decir podemos calcular la concentracién en el interior de la célula si conocemos la concen-
tracién C, en el exterior de la célula y la concentraciéon C} en su interior en el instante ¢t = 0.
Obviamente, C; — C, cuando t — oo.

Hasta ahora hemos supuesto que el espesor § de la membrana es muy pequeno. Ahora
consideraremos un modelo donde esto ya no es asi. Se supone, ademas, que la membrana
inicialmente no contiene substancia. Estas hipotesis nos llevan al problema de valores iniciales
y de frontera dado por

oC

57— DAC =, (10.2)
C(0,t) = Cy, (10.3)
C(0,t) = Cy, (10.4)
C(z,0) =0, 0<z<o. (10.5)

Resolveremos primeramente el problema con datos de frontera homogéneos, luego agregare-
mos los datos no homogéneos mediante una funcion lineal de x. Para resolver el problema
de valores iniciales se utiliza el planteo

C(x,t) = X(x)T(t).

Derivando este producto una vez con respecto a t y dos veces con respecto a x e insertando
los resultados en (10.2) obtenemos la ecuacion

X(z)T'(t) — DT (t)X"(x) = 0.
Dividiendo esto por C(x,t) = X (z)T'(t) obtenemos

T LX)
T(t) X(z)

= 0. (10.6)

Puesto que la funcién T' depende solamente de t y X depende solamente de z y la diferencia
es cero, ambos términos en (10.6) deben ser constantes, es decir

') X"(z) w? <
0 = Px @ A=A

Esta ecuacién nos lleva a dos ecuaciones diferenciales ordinarias de primer y segundo orden,
respectivamente. Obtenemos

X"(z) + =AX(z) =0 (10.7)
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con las condiciones de borde de Dirchlet homogéneas
C(0,t) = X(0)-T(t) =0= R X :=X(0) =0, (10.8)
C(6,t) = X(9)-T(t) =0= Ry X := X(J) =0.

El sistema fundamental asociado con la ecuacion diferencial ordinaria (10.7) esta dado por

cos(g\/Xx) para A > 0, Sin(%ﬁx) para A > 0,
Xiyi=11 para A =0, Xoy:=<(w para A = 0,
cosh(%x/—)\x) para A < 0, sinh(%x/—)\:v) para A < 0.

Para poder resolver el problema de valores de frontera de Sturm (10.7), (10.8) se debe
satisfacer

’Rlxu RiXan| _

RoXin RaXon

Insertando las condiciones de borde R1X = 0y R, X = 0 obtenemos

1 0
cos(VAZJ) sin(VAZ4) _

1 - oo
cosh(v/=A%4) sinh(v/ =A%) sinh(v/— A7)

Esta condicién estd satisfecha si v/X = n, es decir los valores propios estén dados por A = n?
y las soluciones propias son

sin(v/ ) '
= 0.

X, (x) = sin <%x> :

Concluimos que la solucién completa de la ecuacién diferencial (10.7) estd dada por la com-
binacién lineal de las soluciones propias

X(z) = iAn sin (?m) .

Como solucién de la ecuacion diferencial

T(t) 92 0?2
obtenemos después de la separacion de variables y una integracién

Dn?r?t
T(t) = exp (— 5 > .

y por lo tanto la siguiente solucion de la ecuacién de derivadas parciales con condiciones de
borde homogéneas:

O(x,t) = X (2)T(t) = i A, sin (?) exp (-#) .
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Para obtener la solucién del problema de valores de frontera con datos de borde no ho-
mogéneos sumamos a la solucién del problema homogéneo una funcién lineal en = que inter-
pola los valores de frontera. Asi obtenemos la funcién

o] 2_2
Cz,t) =Cy + (Cy — Cl)% + ZA" sin (?) exp (—DT;;T t> :
n=1

Ahora tenemos que determinar los coeficientes A, de tal manera que la condicién inicial
esté satisfecha. Asi obtenemos la condicion

C(,0) = C, + (Cy — 01)% + ZA" sin <%> =0.
n=1

Para calcular los coeficientes A,, desarrollamos la funcién z — C} + (Cy — Cl) en una series
de Fourier y luego comparamos los coeficientes. Los coeficientes B,, son

nmx
B, 5/ (Ch + ( 02—01)5)81n<5)dx
nmwx
5/ 013111 d —1-5/ (Cy — C’l)gsm<7> dz
) nran1° 2 x nrzy 6 1°
=3 [—%Cl (T)] T3 [“’2 - g eos (557) ﬂ

2 [0C,—C, nrxry\ o
—i—g/o 5 cos( 5 )de

26’1 2 20 O . /nmz\19
— — (1 — cos(nm)) — %(Cl Cy) cos(nm) — P — [sm (Tﬂo
2

= E(Cl -, cos(mr)).

La comparacién de coeficientes nos entrega que
2
A, =—-B, = —(Cg cos(nm) — Cl).
nm
Asi obtenemos la siguiente solucién de nuestro problema de valores iniciales y de frontera:

X
O([lf,t) = Cl + (CQ — Cl)g

— 2 . Dn?7t (10.9)
+ Z E 02 cos(nm) — C’l) sin (%?) exp <_ 7;277 ) )
n=1

Finalmente calculamos la densidad del corriente particular j en la superficie x = 0 de la
membrana. Esta cantidad esta dada por

= (%)

=0
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Derivando (10.9) con respecto a x obtenemos

j=—(Cy— C«1>2 2 (Cy cos(nm — C1)) exp (

—Dn?nm%t
) ) ! ’

52

10.3. El modelo de inestabilidad de Turing

En lo siguiente estudiaremos el proceso de formacion de patrones, por ejemplo de los
motivos en los pelajes de los animales. Primeramente nos concentraremos en el caso uni-
dimensional, referiéndonos al modelo de Alan Turing (1912-1954) publicado en 1952 (Turing,
1952). El trabajo de Turing se centra en la morfogénesis, es decir en el estudio de las formas
complejas y patrones que resultan del desarrollo de un organismo vivo.

La morfogénesis se efectua en dos procesos, un proceso quimico y un proceso mecanico. En
el proceso quimico los llamados morfogenes se crean desde la informacion genética. Durante
el proceso mecanico los morfogenes estimulan el crecimiento, el cual termina en el desarrollo
del patron. Todos los morfogenes son moléculas de senales capaces de formar un gradiente
de concentracion, el cual, a su vez, determina el posicionamiento de las células alrededores.

En lo siguiente estudiaremos un modelo matematico de la formacién de patrones. Para
tal efecto derivaremos primeramente una ecuacién de derivadas parciales de la segunda ley
de Fick, para la cual se realiza un analisis de estabilidad e inestabilidad. Consideremos
ahora un volumen que contenga una mezcla de substancias quimicas con las concentraciones
respectivas ¢y, ¢a, ..., C,, ademas suponemos que existe una fuente f de estas substancias
que depende de las concentraciones ¢y, s, ..., c,. En analogia a la segunda ley de difusién
de Fick, la conservacion de masa implica la ecuaciéon

g/ci(x,t)dV:—/ji-ndeL/fidV, i=1,...,n.
ot Jy v v

Intercambiando la derivacién con respecto a t con la integracién, aplicando la primera ley
de difusién de Fick
3;,=DNV¢, 1=1,...,n,
y aplicando el Teorema de Gauss obtenemos
dc;
ot

Esta ecuacion corresponde a la segunda ley de Fick con un término de fuente adicional. Para
simplificar la discusién nos limitaremos a solamente dos substancias quimicas (n = 2). En
tal caso obtenemos el siguiente sistema de dos ecuaciones de derivadas parciales (EDPs):

:DiACi—f—fi(Cl,...,Cn), Z:1,77’L

0 0
% = D1Acy + fi(e, c2), % = DyAcy + fa(er, ca).

Consideremos ahora estas ecuaciones en una dimension espacial. En tal caso obtenemos
801 8201 802 8262
— =D1—— — =Dy—— . 10.10
o 192 + filer, e2), ot 250 + faler, 2) ( )

Supongamos que existe un estado estacionario (¢ o, c2,9) para el cual las substancias quimicas
estan bien mezcladas y distribuidas uniformamente. Se supone que en la ausencia de difusion
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(Dy = Dy = 0) este estado estacionario es asintéticamente estable. Ahora, si (¢, c20) €s
una solucion constante de (10.10), se debe satisfacer que

f1 (01,0, 02,0) = f2(01,07 c2,0) = 0.

Ahora perturbamos el estado estacionario estable bajo el efecto de difusién. Es decir, trata-
mos de identificar condiciones bajo las cuales la difusion desestabiliza el estado estacionario
(€10, Cap). Para tal efecto re-escribimos ¢;(z,t) y ca2(x,t) como

ci(x,t) =10+ di(x, ), (10.11)
ca(x,t) = o0 + da(z, 1), (10.12)
donde d;(x,t),ds(z,t) < 1 son términos de perturbacion. Sea ¢ := (¢1(z, 1), ca(z,t)). Desa-

rrollando las funciones f; y fo en una series de Taylor por el estado estacionario ¢y =
(¢1,0, C20) Obtenemos

0 0
a_f(cl 0, C2,0) + (c2 — C2,o)a—f

(010,020)—|—d2 (61,0,02,0) +O(|C—Co|2), 1=1,2.

filer,e2) = filer0,c20) + (a1 — 1) (c10,C20) + (’)(|c — ¢y )

dfi
Jcy

Despreciando los términos O(|c — c0] ) e insertando los términos (10.11) y (10.12) en (10.10)
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones de derivadas parciales para los términos de
perturbacion dy y ds:

od; 0%d; of;
ot Da2 dla

Para el siguiente anélisis definimos la notacion

T De;
Asi podemos escribir las EDPs (10.13) en la forma
Ody 0%d,
1 _D
ot Tl oa?
Odo 0?d,
=Dy——
ot O
Ahora definimos los planteos para la solucion
d1 = (dl,la d2’1>T = ale"t COS(k‘I), (1016)
dg = (dLQ, d272)T = ageat sin(k:x),

donde k y las componentes de los vectores a1 y o son constantes reales. Se supone, ademas,
que o € C. Para el andlisis de estabilidad no necesitamos la solucién general en la forma
de una combinacion lineal de los planteos de solucion. Sin pérdida de la generalidad nos
limitaremos al planteo (10.16), y escribiremos a = (ay, )T al lugar de a.

Ahora, insertando (10.16) en las ecuaciones (10.14) y (10.15) y dividiendo los respectivs
resultados por ¢! cos(kx) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

0fi

802 (Cl 0,C2 0) 1= 1,2 (1013)

(c10,Co0) + da=—

(Cl 0,020) 1,j=1,2.

"+ andy + arads, (10.14)

® + andy + asds. (10.15)

2 2
a0 = aj10q + ajaay — Dhk a1, Q90 = Q2101 + A0 — Dok~ as.
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Esto es un sistema lineal homogéneo para las desconocidas oy y aa:
041(0' —ay + D1k2) — (aQ19 = 0, —Qia91 + OZQ(O' — Qoo + DQ]CQ) = 0.

Nos interesan soluciones no triviales (ay, ) # (0,0) de este sistema, es decir se debe satis-
facer

o — aqq + leQ —a12

—a91 0 — Q29 + D2k2 =0

Calculando el determinante obtememos la siguiente ecuacion cuadratica para o:
0'2 + O'((Dl + DQ)kQ - (Clll + a22)) + (CLH — leQ)(aQQ — DQkQ) — A120921 = 0 (1017)

Utilizando esta ecuacién analizaremos ahora la estabilidad de las soluciones del sistema de
ecuaciones parciales diferenciales (10.14), (10.15). Para tal efecto notamos primeramente que
la solucién (10.16) crece exponencialmente si Reo > 0. En tal caso, el estado estacionario
homogéneo (c1,c20) es inestable con respecto a pequenas perturbaciones. Por otro lado,
cuando Reo < 0, la solucién (10.16) decrece con el tiempo, es decir el estado estacionario
(c1,0,C20) es estable.

Seguin nuestra hipétesis, el estado estacionario (¢, o) es asintéticamente estable en la
ausencia de difusién, es decir cuando Dy = Dy = 0. Insertando esta condicién en (10.17)
obtenemos

2
" — U(an + ag2) + a11a92 — ag2a9; = 0.

Las soluciones de esta ecuacién cuadratica son

1
0172 =5 (Cln + agp £ \/(an + ag)? — 4(anag — CL12G21)> .

Definiendo A := aq1 + a92 v B := aj1a99 — a12a9; obtenemos que
/ /
U]_ _'_ 0'2 = a1 + a22,

puesto que

/ /
o1+ 0y = = A = an + ag;

A++VA2—-4B A—+A2—-4B A A
+ =-+=
2 2 2 2
ademads, observamos que
Ui : Ué = A11G22 — Q12021

en virtud de

, %:(A+%ffﬂa.(A_ﬁﬁfﬂa

oy -
2
(A \/A2—4B) (A \/A2—4B)
2 2 2 2
AZ_A2—4B

= — ————— = B = aj1a22 — a12a9;.
4 4
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Estas relaciones nos entregan restricciones que las cantidades aq1, ass, a12 y az; deben sa-
tisfacer para el estado estacionario sea estable. La estabilidad del estado estacionario implica
que

Reo! <0, i=1,2, (10.18)

lo que implica que
ail + ago :O'll—i—O'é < 0. (1019)

Por otro lado se puede demostrar facilmente que en el caso de estabilidad, es decir cuando
(10.18) es valido se debe satisfacer que

11092 — A12A21 = 0'1 . O'é > 0. (1020)

Esto sigue de una discusién de dos casos. Si 01,04 € Ry 0,0} < 0, entonces sabemos que
oy -0y = Reo] - Redy > 0. Por otro lado, si 07,0, € C\R, entonces sabemos que o] = 7}
y por lo tanto o} - 0 = |o}|* > 0. Por lo tanto hemos encontrado en (10.19) y (10.20) las
condiciones necesarias para asegurar la estabilidad de la solucion.

Sin embargo, no nos interesa la estabiliad de (¢, ca0), sino que las condiciones que
permiten la formacion de patrones. Este fendmeno occure cuando el estado estacionario se
pone inestable debido al efecto de la difusion. Para analizar cuando eso sucede supongamos en
lo siguiente que Dy, Dy > 0. En este caso, la ecuacién (10.17) posee las siguientes soluciones:

A*+VA¥® — 4. B
012 = ’

’ 2

donde definimos
A* = ayy + agy — (D1 + Dy)k*,  B*:= (a1, — D1k*)(ags — Dok?) — aypas;.
En analogia al caso Dy = Dy = 0 se puede demostrar que
o1+ 03 = A* = (a11 + az) — (D1 + Da)k?, (10.21)
010y = B* = (a1; — D1k*)(agy — Dok?) — arzas:.
Puesto que Dy, Dy > 0, obtenemos de (10.19) y (10.21) que
o1+ o0y <0. (10.22)

Para producir la inestabilidad de la solucién tenemos que asegurar que se satisfaga o;-09 < 0.
Para tal efecto definimos la funcion

]{I2 — H(k’2> = (CLH — D1k2)(a22 - Dgl{?Z) — a12091 = 0109, (1023)

la cual discutiremos en lo siguiente.
Ahora, supongamos primeramente que 01,09 € C\R. En este caso, (10.22) implica que

1 1
Reo; = 5(0'1 +03) <0, Reoy= 5(‘71 +03) <0,

ademas se tiene que

0'1‘0'220'1'5'1:‘0'1|2>0.



10.3. EL MODELO DE INESTABILIDAD DE TURING 119

Concluimos que la solucién decae exponencialmente, y que por lo tanto (cy.9, ¢20) sigue siendo
estable bajo el efecto de difusién. Es decir, para 01,092 € C\R no se produce la inestabilidad
deseada.

Consideremos entonces el caso contrario, es decir o1,0, € R, y trataremos de obtener
inestabilidad para ciertos valores de k2. Para lograr esto se debe satisfacer oy - 05 < 0, es
decir en términos de la funcién definida en (10.23),

H(k*) =01 - 09 = (a11 — D1k?)(az — Dak?®) — ayaas
=D, Dyk* — (Dyags + D2Cl11)/€2 + a11aG92 — A12a21,

se debe demostrar que existen valores k? tales que H(k?) < 0. La funcién k? — H(k?) es
una parabola abierta hacia arriba con

H(O) = Q1G99 — G12a97 > 0.

La funcién k* — H(k?) posee dos ceros reales si el discriminante es mayor que cero. Esto
sucede si

(Dlagg + D2a11)2 > 4D1D2(a11a22 — algagl), (1024)
es decir obtenemos dos ceros reales positivos si
Diass + Deaqq > 0. (1025)

Bajo las restricciones (10.24) y (10.25) k? — H(k?) es una pardbola abierta hacia arriba
que asume un valor positivo en k? = 0, y que por lo tanto posee dos ceros positivos reales.
En virtud de la desigualdad (10.25) y (10.19) concluimos que D; # Dy, puesto que si fuera
Dy = Dy, la desigualdad (10.25) implicaria que

0 < Diags + Diay; = Dy(ag + an),

0 sea agy + aj; > 0, lo que contradice (10.19).

Volviendo al modelo de morfogénesis, concluimos que la formacién de patrones esta condi-
cionada a que una substancia morfogenética difunde més rapidamente que la otra. Resumien-
do podemos decir que el estado estacionario (¢1,c20) es estable, y pequenas pertubaciones
se amortiguan, si H(k?) > 0 para todo k? > 0. En este caso no se produce ningiin patrén. Por
otro lado, este estado es inestable, y pequenas pertubaciones no se amortiguan en general,
si existen valores k; < ky tales que H(k?) < 0 para k} < k* < k3. En este caso si{ podemos
esperar la formacion de patrones.

El caso limite corresponde a H(k?) > 0 para todo k? > 0, pero cuando existe exactamente
un valor k? tal que H(k?) = 0. Este punto k2 es el punto tangencial de la parabola con el
eje k?. Para este valor k2 se tiene que

I fain  ax
= —+=2).
2 (Dl Dy
Insertando, ademas, la condicion de que el discriminante debe anularse, es decir

(D1a22 + D2a11)2 = 4D1D2(a11a22 - a12a21)7
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entonces llegamos a

2 — (G11G22 - Cl126l21) 1/2

o DD,

10.4. Sistema activador-inhibidor

Supongamos ahora que ay; > 0, entonces (10.19) implica que ass < 0. Recordamos que
definimos a1 y age como

ay; = —1(01,0, 02,0), Qo9 = —2(01,0, 02,0)7
8C1 302
es decir a;; > 0 corresponde a
df
—(6170, 6270) > 0.
861

Esto significa que cuanto méas de la substancia ya existe, tanto mayor sera su tasa de pro-
duccién. También se dice que la substancia con la concentracién ¢; es un auto-activador. (El
lo siguiente, hablaremos simplemente de “la substancia ¢;” y “la substancia c,”.) Para la
substancia ¢y concluimos que

ofs

302
es decir cuanto mas de la substancia existe, tanto menor es su tasa de produccién, por lo
tanto se dice que la substancia con la concentracién co es un auto-inhibidor. Resumiendo,

hablaremos del activador c¢; y del inhibidor cs.
Ahora, (10.25) implica la desigualdad

(c10,C20) <O,

D, an
puesto que segin (10.19) se tiene que a;; < —ag. Por lo tanto concluimos que Dy > Dy,
es decir el inhibidor ¢y difunde mas rapidamente que el activador ¢;. Luego discutiremos los
coeficientes a1s y a91, siempre suponiendo que ¢; es el activador y ¢ es el inhibidor, es decir
que

0 0
ay = 8—2(01,0702,0) >0, axp= 8_2(61’0’62’0) < 0.
En tal caso (10.20) significa que aj2a9; < 0. Aqui hay dos casos posibles.

Siajp < 0y az > 0, entonces la matriz A = (a;;) posee la siguiente estructura de signos:

a=7 7.

es decir aqq,a91 > 0y ag,a;s < 0, es decir ¢; activa a si misma y a cy. Por otro lado, la
substancia co se inhibe a si misma y a ¢, por lo tanto hablamos de un sistema activador-
inhibidor.

Siap > 0y ag <0, entonces la matriz A = (aij) posee la siguiente estructura de signos:

A=t
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es decir ¢; activa a si misma, pero inhibe a ¢o. A su vez, la substancia ¢y inhibe a si misma,
pero activa a c¢;. En tal caso, se habla de un sistema de retroalimentacion positiva.

Ejemplo 10.1. Consideremos el sistema de ecuaciones de derivadas parciales

2 2 2
2

ox2’ ot ozr?’
con el estado estacionario
1 1

C10 = E’ Co0 = b_2

Formando las derivadas parciales de las funciones fi = ¢2/co—bey y fo = ¢t —co con respecto
a c1 y ca obtenemos los coeficientes a;j, 1,5 = 1,2. En este caso,

2
ain =b, axp=-1, ap= —b27 a1 = b’
es decir ¢; es el activador y cy es el inhibidor Las condiciones (10.19) y (10.20) implican
que se debe tener que 0 < b < 1. Para analizar cuando se produce una inestabilidad debemos

discutir la funcion
k* — H(k®) = D1 Dok* — (bDy — D1)k* + b,
tratando de encontrar puntos k* con H(k*) < 0. Es decir, las desigualdades (10.24) y (10.25)
implican que
bDy — Dy >0, (bDy — Dy)? = 4D Dyb.

En nuestro caso, el inhibidor difunde mds rdpidamente que el activador dado que

& > 1 > 1.

Dy b

Finalmente queremos determinar el llamado espacio de parametros de Turing. En virtud de
la desigualdad

(bDy — D1)? > 4D Dyb
se tiene que
b’D3 + D} — 6D, Dsb > 0.

Dividiendo esto por D? obtenemos

272
_ng2 - —6gfb +120,
luego ,
bD,
(Fl — 3) —-82>0,
es decir
%Df > 3+ 2V/2.

Asi podemos limitar el espacio de pardmtros para los cuales se producen inestabilidades y por
lo lanto, patrones.
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10.5. Formacién de patrones

Consideremos ahora al sistema de ecuaciones diferencias parciales

8C1 - D 8201 (902 . 8202
ot o ot o
sobre un dominio acotado x € [0,!] junto con los datos iniciales

c1(x,0) =uy(z), co(x,0) =us(z), =z €]0,1],

+f1(01702)a —|—f2(01,02)

donde wu;(x) y us(z) son concentraciones dadas, y las condiciones de borde del tipo “flujo
cero”
8ci
ox
Estas condiciones implican que las substancias morfogenéticas no pueden entrar al ni salir del
dominio. Estas condiciones de borde siguen siendo vélidas para los términos de perturbacién,
es decir

(x,t) =0, x=0,1, i=1,2.

S @ =0 z=01 i=12 (10.26)

Si nuevamente utilizamos el planteo

d = ae” cos(kx),

entonces la condicién de borde (10.26) implica que sin(kl) = 0 y por lo tanto
k=k, ==, neN.

De acuerdo con nuestras consideraciones tedricas podemos definir la funcién k% — H(k?) y

calcular su cero
1 (an 22
== —=— 4+ ==|.
2 (Dl + DQ)

TL27T2 . 1 a1 i 929
2 2\D, D,)’
la cual, a su vez, entrega una relacién entre n y el tamano [ del dominio. Esto significa que

el patrén depende del tamano [ del dominio. Ahora debemos analizar si podemos elegir n de
tal forma que se satisface H(k?) < 0. Esto sucede si

Esto implica la relacion

n?m?

ﬁ<77<@ donde H (ki) = H (k3) = 0. (10.27)
En tal caso la desigualdad es de la forma
Diagy + Daayy — ((Dyag + Daary)? — 4Dy Dy A)V/? _ n?m?
2D1 Dy [?
_ Diagy + Dyayy + ((Drags + Daayp)? — 4Dy Dy A)/?
2D, Dy
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cl

c>c 1,0 c<c_1,0

1/2%1 1 X

RN

FicurA 10.3. Patron espacialmente uni-dimensional para n = 1.

donde definimos
A= 110922 — Q12021 > 0.

Supongamos ahora que [ sea elegido tal que la inclusién (10.27) esté satisfecha solamente
para n = 1. En tal caso, la solucion deseada esta dada por

e
c1(x,t) ~ c10 + e’ cos <T> :

Esto significa que existen algunas regiones donde la concentracién es mayor que la concentra-
cién del estado estacionario, y otras donde es menor. Si asociamos ambas posibilidades con los
colores negro y blanco, respectivamente, obtenemos la situacion ilustrada en la Figura 10.3.

Si alternativamente suponemos (a modo de ejemplo) que [ es elegido tal que (10.27)
esté satisfecha solamente para n = 2 obtenemos la solucion

2mx

z,t) ~ c1 0+ ae” cos (T) ,

—

1

la cual corresponde al patrén ilustrado en la Figura 10.4.
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cl

AT

AT

F1GURA 10.4. Patron espacialmente uni-dimensional para n = 2.

10.6. Formacién de patrones en dos dimensiones espaciales

Se considera el dominio Q7 := Q x [0,7] con © = [0,1]? y el sistema de reaccién-difusion
(Murray, 2003) dado por

) AA), () =,
% =79(u,v) +dAB(u),  g(u,v) =b—u’v.

(10.28)

Sea I' la frontera de 2. Se considera el sistema (10.28) junto con las condiciones iniciales
w(z,y,0) =uo(z,y), v(x,y,0) =vo(z,y) para (x,y) € Q (10.29)
y las condiciones de frontera de flujo cero
VAu)-n=0, VB(u) -n=0, (10.30)

donde m es el vector normal de I'. La discusion anterior del caso uni-dimensional puede
ser extendida a dos dimensiones espaciales (ver detalles en Murray, 2003). Por otro lado,
queremos analizar si atin se produce el fenémeno de formacién de patron si los términos de
difusién que hemos conocido hasta ahora, A(u) = B(u) = u, son remplazados por funciones
de difusion degeneradas (es decir que son constantes sobre ciertos u-intervalos).

Consideremos primeramente el caso de difusién no degenerada, A(u) = B(u) = 0. El
sistema (10.28) posee un estado estacionario positivo (ug, v9) dado por

b
(a+b)*’

up=a-+b, wvyg= b>0, a+b>0.
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Una condicion necesaria para la existencia de una inestabilidad debido a difusi’on es la validez
de la desigualdades

fugo <0,
fu+ 90 >0,
Jugo = fogu >0, (10.31)
dfu + g0 > 0,
(dfu + g0)* — 4d(fugo — fogu) > 0.
Evaluando las desigualdades (10.31) para el sistema (10.28) obtenemos las condiciones
futgo<0=0<b—a< (a+b)?
fugo = fogu > 0=> (a+b)* >0,
dfu + go > 0= d(b—a) > (a+b)*
(dfu+ 90)* = 4d(fugo = fogu) > 0= (d(b — a) = (a +1)*)* > 4d(a +b)".
Ahora definimos las funciones
d(b—a) — (a+b)* = /[db—a) — (a+ )32 — 4d(a + b)*

L(a,b,d) := 2d(a 1 b) ;
db—a)— (a+b)*+/[db—a) — (a+b)3]2 — 4d(a + b)*
M(a,b,d) = St D .

En virtud del andlisis de dominions rectangulares generales presentado por Murray (2003),
obtenemos que la solucién inestable (con patrén) del problema de valores iniciales y de
frontera (10.28)—(10.30) est4a dada por

w(z,y,t) = Z Crm exp(A(k?)t) cos(nmz) cos(mmy),

donde los coeficientes ¢, son constantes que dependen de la series de Fourier de la condicién
inicial para w, y se suma sobre todos los niimeros enteros n y m que satisfacen

vL(a,b,d) =: ki < k* = 7*(n® + m*) < k3 := yM(a,b,d). (10.32)
Aqui A(k?) es la solucién positiva de la ecuacién
N AAE (L +d) = (futg0) +h(E) =0,
donde se define
h(k?) = dk* = y(dfu + 90)K +7*(fugo = fogu),
y las expresiones f,, fu, gu V ¢» son evaluadas en estado estacionario.

Para determinar soluciones numéricas del problema de valores iniciales y de frontera
(10.28)—(10.30) definimos la malla

(zi,y;) = (iAx, jAz), 4,7=0,...,J,
el paso temporal At := T /N y los valores aproximados

ufh & s,y ta), o = oy 0.
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(a) b)

Initial datum u Initial datum v,
"

FIGURA 10.5. La versi6n discreta del dato inicial (a) uo(z,y), (b) vo(zx,y).

Utilizamos la férmula explicita simple
At
ultt = ugl + Aty f(ufy, vf) + A_ﬁ(AN — A+ Aw — Ap) AL,
JAN?
ot = o7 + Atyg(uf,vff) + m(AN — A+ Ay — Ag) BE,
i,j:o,...,J’ ’n,:O’.”’N_]_,

donde A}, := A(uf;), Bf; := B(uj};), y los operadores de diferencias estédn definidos por

A A.,': AZ,J—‘,—I_A/L] Sijzo,...7<]_].7 A Au-: Al]_AZ,]—l Sij:17--~7j,
N 0 en caso contrario, S 0 en caso contrario,
Aij_Ai—l,j Siizl,...,J,

AuA. — Ai+1,j_Aij Si’i:O,...,J—l,
By - — .
0 en caso contrario.

0 en caso contrario,

AWAij = {

Para el caso no degenerado se utilizan los pardmetros
a=-05, b=19, d=448, (10.33)

considerando diferentes valores de v para lograr que la inclusién esté satisfecha por diferentes
pares (n,m), y por lo tanto se produzcan patrones diferentes. Para los parametros (10.33)
se tiene que

up =14, vy =20,96939, L =0,51865, M =0,78731.

Discutiremos tres casos diferentes del valor de 7. En todos los casos, el dato inicial es una

funcion suave, representada en la Figura 10.5, y la discretizacién esta definida por J = 120
(o J = 160).
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gamma=210, u(xy.0.12) gamma=210, v(x,y,0.12)

u(z,y,t =0,12) v(z,y,t =0,12)

0.6
x

v(z,y,t =0,24)

ma=210, v(xy,0.24)

u(z,y,t =0,24)

10, u(x,y,0.24)

0.4 0. 8 1.0 0. . . 0.6
x x

u(z,y,t = 0,36) v(z,y,t =0,36)

gamma=210, u(x,y,0.36) gamma=210, v(x,y,0.36)

F1GURA 10.6. La solucién numérica para v = 210 (primera parte).

Consideremos primeramente el caso v = 210, para el cual se tiene que

L M
T2 A 11,035549, - ~ 16,751948,
m s

127
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u(z,y,t = 0,48) v(z,y,t = 0,48)

gamma=210, u(x,y,0.48) gamma=210, v(xy,0.48)

.6

u(z,y,t =0,72) v(z,y,t =0,72)

gamma=210, u(xy.0.72) gamma=210, v(xy.0.72)

0.2 04 0.6 0.8
x x

u(z,y,t =1,2) v(z,y,t =1,2)

gamma=210, u(xy,1.2) gamma=210, v(xy,1.2)

F1cura 10.7. La solucién numérica para v = 210 (segunda parte).

por lo tanto (10.32) estd satisfecha para n,m € Ny con
n® +m? € {12,13,...,16}.

Los pares posibles son (n = 0,m = 4) y (n = 2,m = 3), o vice versa. En las Figuras 10.6 y
10.7 observamos la formacion de un patron que efectivamente corresponde a n =2, m = 3.
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u(z,y,t = 0,06)

5, u(x,y,0.08)

0.8

u(z,y,t = 0,18)

gamma=395, u(x,,0.18)

u(z,y,t =0,3)

gamma=395, u(x,y,0.3)

v(z,y,t = 0,06)

-395, v(x,y,0.06)

0.97

0.965

0.96

04 0.6

v(z,y,t =0,18)

gamma=395, v(x,y,0.18)

'U(l', yat = 073)

jamma=395, v(x,,0.3)

F1cura 10.8. La solucién numérica para v = 395 (primera parte).

Luego se escoge el valor v = 395, correspondiente a

L M
T2 A 20,757342, - ~ 31,509617,
m s

129
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u(z,y,t = 0,36) v(z,y,t =0,36)

gamma=395, u(x.y,0.36)

gamma=395, v(x.y,0.36)

1.0 X 04 0.6
x

v(z,y,t = 0,42)

gamma=395, v(x,y,0.42)

u(z,y,t = 0,42)

gamma=3895, u(x.y,0.42)

0.4 0.6
x

u(z,y,t =0,6)

gamma=395, u(x.y.0.6)

1.0 X . . 0.8

v(z,y,t =0,6)

gamma=395, v(x,y.0.6)

F1cura 10.9. La solucién numérica para v = 395 (segunda parte).

es decir (10.32) estd satisfecha para n, m € Ny con
n*+m? € {21,22,...,31}.

Aqui los pares posibles son (n =0,m =5), (n=1,m=25), (n=2,m=>5)y (n=3,m=4)
(o vice versa). Las Figuras 10.8 y 10.9 muestran la solucién numérica.
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u(z,y,t = 0,06) v(z,y,t = 0,06)

gamma=800, v(x,y,0.06)

gamma=800, u(x.y,0.06)

144

1.42

1.38

136

1.34

u(z,y,t = 0,36) v(z,y,t =0,36)

gamma=800, u(x.y,0.36)

Ficura 10.10. La solucién numérica para vy = 800.

Para v = 800 obtenemos

yM

L
7 - ~ 63,816945,
s

5~ 42,040186,
s
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—~

up(,y) vo(z, )

gamma=395, u=1.2, v 0.7, u(xy) gamma=395, u=1.2, v =0.7, v (xy)

|

04 0.8 08 0.0 0.2 04 0.8 08 1.0
. .
u(z,y,t = 0,06) v(z,y,t = 0,06)
gamma=395, un=1.2‘ Vc=0,7, u(x,y,0.08) gamma =395, uc-".Z, VE-U 7. v(x.y.0.08)

b w - - ‘ 108
1.08

08 . 1.04
1.02

0.6 1

- 0.98

0.94

02 0.92
0.9

0.0

0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
. .
u(z,y,t =0,12) v(z,y,t =0,12)
gamma =395, u 1.2, v =07, U(xy.0.12) gamma=395, u =12, .07, v(xy.0.12)

11
1.05
1
0.95
0.9

FI1GURA 10.11. El dato inicial y la solucién numérica (primera parte) para
v = 395 y difusién degenerada.

por lo tanto (10.32) estd satisfecha para n,m € Ny con

n® +m? € {43,44,...,63},
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u(z,y,t = 0,18)

gamma=395, u 1.2, v =0.7, U(xy,0.18)

\ e
00 o0

xy,t—036

gamma=395, u =12, v =07, (x,y,0.36)

0.2

0.0
0.0

u(w,y,t

gamma=395, u =12, ¥=0.7, u(xy,0.6)

7

)
|
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v(z,y,t =0,18)

gamma=335, u.<1.2, v =0.7, ¥(x.0.18)

00" 00

v(z,y,t =0,36)

gamma =395, u=1.2, v <07, v(x,0.36)

0.6

0.4 06
x

v(z,y,t =0,6)

gamma=35, u =12, v,=0.7, v(xy,0.6)

02

F1GUurA 10.12. La solucién numérica (segunda parte) para v = 395 y el caso

de difusion degenerada.

y los pares admisibles son (n = 0,m = 7),
m=3m=17),n=4m==6)y (n =
numérica. Para v = 800 se utiliz6é J = 160

ILm=7),n=2m=7), (n=23m=06),
5). La Figura 10.10 muestra la solucién
lugar de J = 120.



134 10. LEYES DE FICK E INESTABILIDAD DE TURING

Una reciente investigaciéon (Bendahmane et al., 2009) mostré que fenémenos muy simila-
res (por lo menos) a la formacién de patrones pueden aparecer si remplazamos los términos
de difusién Au y Av por AA(u) y AB(v), donde definimos las funciones

{O for u < ue := 1,2, {0 for u < v. := 0,7,

A(u) = B(u) =

u—ue for u > uc, u—v. foru> v..

Las Figuras 10.11 y 10.12 muestran la solucién numérica.
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