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1. Sean (H, {(-,") g, ||-||z) un espacio de Hilbert real y A : H x H — R una forma bilineal
acotada con operador inducido A € L(H,H). Suponga que existen operadores
S1, Sy € L(H, H) y constantes ay, ay > 0 tales que

a)

c)

(STA(7),T)n = arll7llly v (ASo(7), 7w > a7l V7 € H.
Pruebe que para todo F' € H' existe un unico & € H tal que
Alo,7) = F(r) V7€ H, (1)
y deduzca la existencia de C' > 0, independiente de I, tal que
ol < C|F|lm.

Sea {Hp}p>o una familia numerable de subespacios de dimensién finita de H
tal que ]llir% dist(7,Hp,) = 0 VT € H,y,dado F € H’, considere el esquema
_)

de Galerkin: Hallar o, € Hj, tal que
A(O’h,Th) = F(Th) \V/Th - Hh. (2)

Suponga que para i = 1 o para i = 2 (pero no para ambos), existen opera-
dores inyectivos S;;, € L(H}, Hy) para todo h > 0, y constantes C;, 6 > 0,
independientes de h, tales que

1Si(h) — Sin(m)lle < Cih°|ISi(m)llw V7 € Hy.

Demuestre que existe hg > 0 tal que para todo h < hg el problema (2) tiene
solucion tunica, es estable, y se verifica la estimacion de Cea.

Qué puede decir sobre las hipétesis para a) y b) si A es simétrica ?

2. Sea () un abierto acotado de R™ con frontera I' Lipschitz-continua, y considere la
aplicacién ||| - ||| : HY(Q) — R definida por

1/2
llelll = { IvBq + lo@li3e} ~  ¥ove BY(Q),

donde 7 : H*(Q) — H'Y?(T') es el operador de trazas usual. Utilice un argumento
analogo al de la demostracion de la desigualdad de Poincaré generalizada para probar
que | -|lia v |l - 1l] son equivalentes en H'(2).
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3. Sea Q0 un abierto conexo y acotado de R? con frontera I', y sea Q7 la region anular

acotada por I' y una curva cerrada X cuyo interior contiene a I". Ademds, sean
Yo ¢ HY Q™) — HY2T) y o - HY(QF) — HY?(0QF) = HY2(T) x HY?(%) los
operadores de trazas respectivos, y denote  := Q- UT UQT.

a) Demuestre que v € H'(2) si y sélo si:

v e L*Q), vlo- € HY(Q), v|gr € H(QT), v 75 (W|a-) = (v]g+) en T.
Dados f~ € L*(Q7), f+ € L*(Q*), gr € HYX(T), y g5 € HY/%(X), considere el
problema de transmisién: Hallar (uv=,u™) € HY(Q7) x H'(QT) tales que

—Au” = f en Q, —Aut = ft en QF,

N @)= en Iy ap(Ver) =9 (Vuh) =g en T, g

W(Vut) =gz en %, y /U+/ ut =0,

donde vy, : H(div;Q7) — H=Y2(D) y ~4, : H(div;QF) — HY2(0Q%) = H-Y2(T)
x H=1/2(X) son los operadores de trazas normales respectivos (v apunta hacia QF
en I' y hacia el exterior de Q" en X).

b) Utilice identidades de Green en espacios de Sobolev convenientes y deduzca
una formulacién variacional de (3) con incégnita en un subespacio cerrado V
de HY(Q).

c¢) Identifique una condicién de compatibilidad sobre los datos, y demuestre en
tal caso que la formulacién obtenida en b) posee una tnica solucién, la cual
depende continuamente de f~, fT, gr, y gs.

d) Pruebe que el esquema de Galerkin asociado es convergente para cualquier
familia numerable {V},},~0 de subespacios de dimensién finita de V' tales que
]llirré dist(v, V) = 0 Vo e V.

_)

e) Demuestre que la formulacién obtenida en b) es equivalente a una formulacién
variacional mixta con incégnita en H(2) x R, y verifique que ella satisface las
hipotesis del Teorema de Babuska-Brezzi.

4. Sea Q) :=]la,b| y para cada n € N introduzca una particién
a=2g <11 < <Tp_1<zTyp=>.

Ademas, denote h := max { rj—xi—1: je{l,2,..,n} }, defina el espacio

Vii= {v € LAQ): vlayiwy € Pollesn,ay]) Vi€ {1,2,m} |,

y considere el operador IT;, : L?(Q) — V}, que a cada v € L?*() le asigna su mejor
aproximacién IT,(v) € Vj, con respecto al producto escalar de L?(f2). Demuestre
que existe una constante C' > 0, independiente de n y de h, tal que

||U — Hh(’l}) ||L2(Q) < Ch|’U|H1(Q) Vv € Hl(Q)



5. Sean 2 un abierto acotado y convexo de R? con frontera poligonal I, f € L*(Q),
yu € HYQ) N H*Q) la tnica solucion de: —Au = f en Q, w=0 en T.
Dada una familia regular de triangulaciones {7}, }s>0 de € hecha de tridngulos K y
lados e, se definen los espacios de LAGRANGE y de CROUZEIX-RAVIART, respectiva-
mente, como sigue:

X = {UGC(Q): vlg € P1(K) YVKeT,, v=0 en F},

Vi = {v € L*(Q): v|lg € P(K) VK €T,, ves continua en los puntos

medios de los lados e € T, , v =0 en los puntos medios de los lados e C T} .

1/2
a) Defina ||v,|, = { Z |Uh|%,K} Vv, € Vi, pruebe que ||-||; es una norma
KeTy,
sobre V},, y concluya que existe un unico u, € V}, tal que

n(un,vp) = Z/Vuh Vo, = F(v,) = /fvh Yo, € Vj.

KeTy,

b) Demuestre que existe C' > 0, independiente de h, tal que

- F
fu—ull < €4 inf fu—wnfy + sup el El Ly
vp€Vh wrEVE\0 ||wh||h

c) Integre por partes en cada K € 7T, y pruebe que

ap(u, wy) — F(wy) :Z Vu-vuw, —Z Z /Vu v (wp, — Poe(wp))

KeT;, /0K KeT;, eCOK

Z Z / (Vu — VI, (u)) - v (wn — Poe(wn)) Ywy €V,

KeT, eCOK

()
donde Il : H 2(Q) N HY(Q) — X}, es el operador de interpolacién global de
Lagrange y Py : L*(e) — Py(e) es el proyector ortogonal.

y

d) Deduzca a partir de (4) y (5) que existe C' > 0, independiente de h, tal que

lu—uplln < Chlulzag.
6. Sean K = [0,1], K = [z;_1,;], hj := x; —x;_1 > 0, y considere la aplicacién afin
F : K — K definida por
F(#)=h;ji +x;, Vi€K.
(a) Dado un entero r > 0, demuestre que v € H"(K) s{ y sélo sf © := vo I €
H"(K), y en tal caso pruebe que

~ r—1/2
|U|HT(K) = h] / |U|HT(K)



(b) Sean m, k enteros tal que 0 < m < k+1,y sea Il € L(HMY(K), H™(K)) tal
que IIp = p Vp € Py, donde Py es el espacio de polinomios de grado < k.
Ademas, sea II el operador definido por

v = (IIo)o F7' VYove HY(K).
Demuestre que existe C' > 0, que depende sdlo de K y f[, tal que
||’U — HUHH’"(K) S C thrlim |'U|Hk+1(K) .

7. Sean (X1, (-, )x,), (X2, (-,)x,), € (Y, (-, -)y) espacios de Hilbert, defina el producto
X = X; x Xy, y considere operadores lineales y acotados P : X — X, Q: X — Y,
A: X1 =X, B: X1 — Xo,yC: Xy — Xy, tales que:

A B*
P = .
B -C
Sea V := Vj x V5 el kernel de Q, donde V; C X; y Vo C X,, y suponga que:

i) existe a > 0 tal que

(A(x1),z1)x, > alnlk, Vo € Vi

ii) existe § > 0 tal que

(B(21), z2)

sup %2 > Bllaallx, Vs € Va.

z1€VI\0 1] x,
iii) (C(z2),22)x, > 0  Vay € Va.
iv) existe 8> 0 tal que |Q*(y)||lx > Bllylly Yy €Y.
a) Pruebe que para todo (f,g) € X X Y existe un tnico (z,y) € X x Y tal que
P(z) + Q'(y) = [,
Qx) = g,

(6)

y encuentre explicitamente una constante C' > 0 tal que

I wllxer < C{Iflx + gl |-

b) Defina un esquema de Galerkin para (6) y establezca condiciones suficientes
que aseguren su solubilidad unica y estabilidad.

¢) Demuestre la estimacion de Cea para el esquema definido en b).



8. Sea ), un dominio acotado de R? con frontera I's, v sea €2; la region anular acotada
’ JR—
por I's y por una curva cerrada I'y cuyo interior contiene completamente a {25, como
se muestra en la siguiente figura:

El propdsito de este ejercicio es analizar el acoplamiento de un fluido viscoso que
ocupa la region €2; con un material poroso que vive en {25. Si > 0 es la viscosidad
y K es una matriz simétrica y uniformemente definida positiva que representa la
permeabilidad del medio poroso, entonces las ecuaciones constitutivas estan dadas
por las leyes de Stokes y de Darcy, respectivamente, esto es:

oi(u,p1) = —p I+ 2pe(wy) en Q y ug=—-KVpy en Q,
donde (uy,uz) y (p1,p2) denotan las velocidades y presiones en los dominios corres-
pondientes, I es la matriz identidad de R**?, oy(uy, p1) es el tensor de esfuerzos y

e(u;) = 3 (Vu1+(Vu1)t> es el tensor de deformaciones. Asi, dados f; € [L*(4)]?

y fo € L*(£) tal que fm f2 = 0, nos interesa: Hallar u := (uj,us) y p := (p1,p2)
tales que

(o1(ay,p)v) - v — P2 en [I'5 (balance de fuerzas normales),

K
—p(al(ul,pl)l/)-t = u;-t en [y

( —divoi(u,p) = fi en €); (conservacién de momentum),
divu; = 0 en ; (conservacién de masa),
uy = 0 en Iy (deslizamiento nulo),
divuy, = fo en €y (conservacién de masa),
u v = uy-v en [I's (conservacién de masa),

ley de Beavers-Joseph-Saffman) ,

\

donde v es el vector normal unitario exterior a {21, t es el vector tangencial a I's,
k > 0 es la constante de friccion, y la ley de Beavers-Joseph-Saffman establece que
el esfuerzo de corte es proporcional a la velocidad de deslizamiento (bajo el supuesto
experimental que u, - t es despreciable).



a) Pruebe que el balance de fuerzas normales y la ley de Beavers-Joseph-Saffman
pueden re-escribirse formalmente como la siguiente ecuacién en H~'/2(Ts):

Ul(ul,pl)y+p21/:—%(u1-t)t en PQ.
b) Defina los espacios

[H%I(Ql)]Z ={vi € [H'Q)]*: vi=0 en I},
H(div; Q) = {vy € [L*(Q)]*: divvy € L* ()},
H := [H} ()] x H(div; ),

Q = (L*(Q1) x L*()) x H'2(I'y),

y demuestre que una formulacién variacional mixta del presente problema de
transmision se reduce a: Hallar (u, (p,\)) € H x @ tal que

a(u,v) + b(v,(p,\) = /Q fi-vi Vv:i=(vy,vy) € H,
(7)

b<u7 <q7£)> = = f2Q2 v<q7€) = ((QI7q2)7§) S Qu
Qo
dondea: Hx H— Ryb:HXx( — R son las formas bilineales definidas
por
a(u,v) = QM/ e(w) :e(vy) + £ / (W t)(vi-t) + | K lug-vo,
Q1 K Fz QQ

b(v,(¢,§)) = —/Q ¢ div vy —/QCJQdiVVer/F(Vl-I/+V2-V)§.

¢) Demuestre que si (u,(p,\)) € H x @ es una solucién de (7), entonces para
todo ¢ € R, (u,(p,\)) € H x Q también lo es, con p = (p; + ¢, ps + ¢)
v A := A+ c. En tal caso, deduzca cémo debe modificarse la definicién del
espacio () para evitar estas soluciones adicionales.

d) Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que el problema (7) (con el
espacio () modificado de acuerdo a c¢)) posee una tinica solucién.

9. Considere un abierto acotado €2 de R" con frontera I' suficientemente suave, y defina
el espacio

H(div;Q) = {v c[LA ()] : dive = Z g:;: }

provisto del producto escalar

(v, W) 5 aiv0) ::/v~wdx+/divvdiv wdr Yov,w e H(div;Q).
0 Q



a) Demuestre que (H(div;€Q); (-, ") miv;0)) es un espacio de Hilbert.

b) Utilice el hecho que [C§°(€2)]™ es denso en H(div;€2) para probar que existe un
operador lineal y continuo v : H(div;) — H=Y2(T) tal que y(u) = u-vV
u € [C§°(2)]™, donde v es el vector normal unitario exterior a I'.

10. Considere un abierto acotado €2 de R? con frontera I suficientemente suave, y defina
el espacio

61)2 61)1
Q) — L 20012 . _ G2 Oon 2
H(rot; Q) := {v:= (v,v2) € [L(Q)]" :  rotv := o o € L (Q)}

provisto del producto escalar
(0, W) Hrot:2) = / v-wdr + / rotv rotwdzr Vv, w € H(rot; ).
Q Q

a) Demuestre que (H(rot;€2); (-, ) grot;2)) €s un espacio de Hilbert.

b) Pruebe que existe un operador lineal y continuo v : H(rot; {2) — H=Y2(T) tal
que y(u) = u-7Vu € [C5(Q))? donde 7 es el vector tangencial unitario de
r.

11. Sean Q un abierto acotado de R" con frontera I' de clase C%', f € L*(Q), y considere
el problema de valores de contorno:

—Au=f en Q, u=0 en I.

a) Demuestre que una formulacién variacional mixta de este problema se reduce
a: Hallar (o, u) € H(div; ) x L?(Q) tal que

/QO'-‘rdx + /QudiV(T)d:L‘ - /deiv(a)d:p = /vadx (8)
para todo (7,v) € H(div;Q) x L*(Q).

b) Dados 41, d2 > 0, fundamente la introduccién de las ecuaciones

9 /(Vu —0)- (Vo+7)dr =0 V(r,v) € H:= H(div;Q) x Hy(Q), (9)

P /Qdiv(a) div(T)dr = —d9 /QfdiV(T) de VT € H(div;2),  (10)

luego sume (8), (9) y (10), y obtenga una formulacién variacional mixta mod-
ificada: Hallar (o, u) € H tal que

A((o,u), (T,v)) = F(r,v) V(r,v) € H, (11)

donde A : Hx H — R es una forma bilineal y F' : H — R es un funcional lin-
eal. Entonces, demuestre que, eligiendo ¢; y dy convenientemente, el problema
(11) posee una tunica solucién, la cual depende continuamente del dato f.



12. Sea € un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C%!'. Dada f € [L*(Q)]?,
nos interesa el siguiente problema de elasticidad lineal: Hallar el desplazamiento
u € [HY(Q))? y el tensor de esfuerzos o € H(div;Q) tal que

o=Mre(u)l,+2ue(u) en Q,

dive=—f en Q u=0 en I,

donde A, 1 > 0 son las constantes de Lamé, Iy es la matriz identidad de R?*2, y
e(u) := 2 (Vu+ (Vu)T) es el tensor de deformaciones. Es facil verificar que e(u)
puede re-escribirse como e(u) = Vu — v en Q,donde y:=3(Vu—(Vu)T)es
una nueva incégnita (llamada rotacién) que vive en el espacio

Ri:={ne[LXQ"*: n+n" =0}

a) Demuestre que una formulacién variacional mixta de este problema se reduce
a: Hallar (o, (u,7v)) € H x Q tal que

a(o, ) +b(t,(0,y)) = 0 VreH,

b(o,(v,n)) = —/Qf-vdx V(v,n) €Q,

(12)

donde H := H(div;Q), Q :=[L*(V* xR, ya: Hx H—-R,b: Hx Q - R
son las formas bilineales definidas por:

1 A
a(o,T) 3:@/§2027'd37—m/ﬂtr(0')tr(7)d:c Vo, 7€ H,

b(t,(v,n)) = / v - div 'TdSL’—l-/ T:ndx YV (r,(v,n)) € HXQ.
Q Q
b) Demuestre que a y b satisfacen las hipdtesis de la teorfa de Babuska-Brezzi.

13. Sean X y M espacios de Hilbert y sean a : X x X — R, b : X xM — R
dos formas bilineales acotadas. Suponga ademas que a es simétrica y semi-definida
positiva sobre X. Dados F' € X', G € M’ se define el operador J : X x M — R,

T(w.p) = Falv,v) + bo.) — Flv) — Cln).

Considere entonces los siguientes problemas variacionales:

Hallar (u,\) € X x M tal que

a(u,v) + b(v,\) = Fv) Vv e X,
b(u,p) = G(u) Vp e M. (13)
Hallar (u,\) € X x M tal que
J(u,p) < JT(u,A) < T(v,N) V(v,u) € X x M. (14)

Demuestre que (u, A) es solucién de (13) si y sélo si (u, A) es solucién de (14).
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14. Sea  un abierto acotado de R? con frontera I.

a) Considere el espacio de Sobolev H'(2) con norma || - || Q) Y semi-norma
| |m1(q). Defina la aplicacién

5 1/2
llelll == {\vﬁm) ; (/) } Voe H\Q).

y demuestre que existen C, Cy > 0 tales que
Culllvlll < vl < Colllvlll Vv e HY(Q).

b) Considere el problema de valores de contorno:

—Au=f en €, @:0 en [, /u:O,
v Q

donde f € L%*(9) es tal que / f = 0, y demuestre que su formulacién débil
Q
se reduce a: Hallar (u,\) € H'(Q) x R tal que

/Vu~Vv+)\/v:/fv Vo e HY(Q),
Q Q Q

u/uzO ViueR.
Q

Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que este problema tiene
solucion tunica, la cual depende continuamente de f.

c) Extienda el andlisis en b) al caso discreto y deduzca espacios de elementos
finitos que garanticen la solubilidad y estabilidad del esquema de Galerkin
asociado. Indique la razén de convergencia correspondiente.

15. Sean (X, (-,")x), (Y, (-, )y) espacios de Hilbert y considere operadores P € £(X, X),
Qe E(X Y)y S e L(Y,Y). Suponga que S es semi-definido positivo, esto es

(S().y)y =2 0 VyeY,
y que existen constantes positivas «, 3 tales que
(Pr,z)x > allz||% Vee X

sup > Bllylly YyeY.

2 Tl
Dados f € X y g € Y, demuestre que existe un unico par (Z,7) € X x Y tal que
P S
Q@ -S| |y g

También, pruebe que existe una constante C' > 0, que depende de ||P||, o, 8y ||Q|l,
tal que [[Z[] +[[g]| < C {IIf]l+lgll} -

N
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16.

17.

Sea 2 un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C%! y sea f € [L*(Q2)]*. Se
dice que un material que ocupa la region €2 es casi-incompresible si se necesitan
cantidades muy altas de energia para producir cambios pequenos en su densidad, lo
cual genera una gran diferencia entre los tamanos de las constantes de Lamé. En tal
caso, la formulacién en desplazamiento del problema de elasticidad lineal consiste

en: Hallar u € [H'(Q)]? tal que
—2pdive(u) — AV(divu) =f en Q, u=0 en T, (15)

donde A >> p > 0 son las constantes de Lamé y
1
e(u) := 3 (Vu+ (Vu)")
es el tensor de deformaciones.

a) Defina la incégnita auxiliar p := Adiv uen 2 y demuestre que una formulacién
variacional de (15) se reduce a: Hallar (u,p) € [Hg(Q)]* x L(Q) tal que

Qu/ge(u):e(v)+/gpdiVV: /Qf-v Vv e [HIQ)?,
(16)

1
/qdivu——/pq: 0 Vq e L3(Q).
Q A Ja

b) Aplique el teorema abstracto del problema anterior para probar que (16) tiene
una unica solucion que depende continuamente del dato f.

Sean (X, (-, -)x), (Y, {-,)y) espacios de Hilbert y considere operadores P : X — X
Qe L(X,)Y)ySeL(Y,Y). Suponga que S es semi-definido positivo, esto es

(S().y)y =2 0 VyeY,
que P es nolineal, y que existen constantes M, «, 8 > 0 tales que
|Pz —Pz||lx < M||lz—zZ||lx , (Pr—Pzz—-2)x > al|lt—z|% Vo, 7 X,

y
wp {2}y

LI > Blylly vyey.
e lallx

Dados f € X y g € Y, demuestre que existe un unico par (Z,7) € X x Y tal que
P o f
Q -S

También, pruebe que existe una constante C' > 0, que depende de M, «, By ||Q|],
tal que

N

<

9

[zl + Mgl < ¢ LA+ [lgll + [P O]}

10



18. Sea  un abierto acotado de R? con frontera suave I', y sea f € [L*(Q)]?. EL
PROBLEMA DE STOKES consiste en encontrar el vector de velocidades u := (uq, us)
y la presién p de un fluido, tales que

—Au+Vp=f en Q, divu=0 en €,

u=0 en I, /pdsz. (17)
Q

Defina los espacios
o @F v Q= {ac2@: [ ai=o}.
Q

a) Demuestre que la formulacién débil de (17) se reduce a: encontrar (u,p) €
H x Q tales que:

A(u,v) + B(v,p) = F(v) Vv e H,

Vv
Blug) = 0 YgeQ, (18)

donde A: HxH—R,B: HxQ—RyF € H' estan definidos por

2
Au,v) = Z /Q Vu,; - Vv dz,
i=1

B(v,p) = —/deivvdx , F(v) :/Qf-vdx.

b) Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que el problema (18) posee
una tunica solucién, la cual depende continuamente del dato f.

19. Sean Q =|a,b[, f € L*(2), y considere el problema de valores de contorno

u = f en Q, wa)=1u'(a)=ub)=u'() =0. (19)

i) Defina la incégnita auxiliar o := u” en 2 y demuestre que una formulacién
variacional mixta de (19) se reduce a: Hallar (o,u) € H'(2) x H(Q) tal que

/a¢d:c+/u’7’d:c: 0 VreHY(Q),
Q Q
(20)
/v’a’d:c: —/fvda: Vo e Hy(Q).
Q Q

ii) Aplique la teoria de Babuska-Brezzi para demostrar que (20) tiene una tnica
solucion que depende continuamente del dato f.
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20. Dados Q := (0,1) y f € L*(Q), interesa resolver el siguiente problema:
—u" = f en Q, w0) =0, (1) =1. (21)

a) Defina o := ' en  y demuestre que una formulacién variacional mixta de
(21) se reduce a: Hallar (o, (u,)) € H x Q tal que

a(o,7) +b(t, (u,p)) = F(r) VreH,
blo, (v,¢9)) = G((v,¥)) V(v,¢) €Q,

donde H := H'(Q), Q = L*(Q) xR, Fe H,Ge @, ya: HxH — R,
b: H x @ — R son las formas bilineales definidas por

(22)

a(o,7) = /UTdZL‘ Yo, 7€ H,
Q

b7, (v, 1)) = /er’d:c+1/17(1) V(0 0) € H x Q.

b) Defina los funcionales F' y G, y aplique la teoria de Babuska-Brezzi para de-
mostrar que (22) tiene una tnica solucion.

21. (LEMA DE FORTIN). Sean H, @) espacios de Hilbert, y sea b : H x Q — R una
forma bilineal acotada que satisface la condicién inf-sup, es decir, existe g > 0 tal
que:

b(v, q)
sup 228 > glgly  WgeQ. (23)
verr [vlla
v#0
Sean {H, }nen ¥V {@n }nen sucesiones de subespacios de dimensién finita de H y @,
respectivamente, y asuma que para cada n € N existe P,, € L(H, H,) tal que

b(v—P,(v),q,) =0 NYveH, Vg, €Q,.

Suponga que la familia de operadores {P,},en es uniformemente acotada, es decir
existe C' > 0 tal que ||P,| za,m,) < C para todo n € N, y demuestre que existe
£* > 0, independiente de n, tal que

b(Vn, gn)
sup ———=
vn €Hn |’UHH}1
v #0

> B anllo YV €Qn, VYneN.

22. Sean (H,(-,-)m) y (@, (-,-)q) espacios de Hilbert, y sea B € L(H, () con espacio
nulo V := N(B).

B B
a) Demuestre que sup % = sup M VqeQ.
ven vl vevt [l
v#0 v#0
(B(v),q)

b) Suponga que existe § > 0 tal que  sup © >3 ladllo Yqe @,y

vevt vl
v#0

pruebe que H = R(B*) @ V.
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23. Sea € un abierto acotado de R™ con frontera de clase C%!, y considere el espacio
de Sobolev H?(2), con producto escalar (-,-)pz2q), norma inducida || - ||g2), ¥
semi-norma | - |2(0). Ademads, sea P;(€) el espacio de polinomios sobre € de grado
< 1 con base {po,p1,...,pn} donde po(x) = 1y pi(x) = 2; Vi € {1,....,n}, Vo :=

(SL’l, ceey

a)

b)

z,)T € Q.

(DESIGUALDAD DE POINCARE GENERALIZADA). Defina la aplicacién

. 1/2
o[l == { 0[50y + Z | (v, pi) 2o |? } Voue H*(Q),
=0

y demuestre que existen C7, Cy > 0 tales que
Cillllll < vl < Colllolll Vo e H*(9Q).

Ind.: Para la segunda desigualdad proceda por contradicciéon: suponga, en

particular, que Vn € N existe v, € H*(Q) tal que [[va|lmz@) > n|l|val]l-
Un

Luego, defina w,, := , observe que [[wy | mz2@) = 1y que |[|w,||] < %,

[0n]2(0)
y aplique el hecho que la inclusién de H?(Q) en H'(Q2) es compacta.
(LEMA DE DENY-LIONS). Considere el espacio cuociente H?(Q2)/P;(£2) con

norma || [v]||g2@)/p @) = peilgfﬂ) v = plla2), ¥ defina

W] 2@ypie) = Pl V] € H(Q)/P(Q).
Demuestre que | - | H2(Q)/pP () estd bien definida y que existe C' > 0 tal que

W a2@yee < a2

< Cllm2ye@ Vvl € HX(Q)/Pi().

Ind.: Note que para todo p € P;(2) y para todo « con |a] = 2 se tiene 9%p = 0.
Aplique la desigualdad de Poincaré generalizada.

(LEMA DE BRAMBLE-HILBERT). Sea IT € L(H?*(Q), H'(Q2)) tal que II(p) = p
Vp € Pi(2). Demuestre que existe C' > 0 tal que

||U—H(’U)||H1(Q) < C|'U|H2(Q) Yo € HQ(Q)

Ind.: Note que v — II(v) = v —p —1(v — p) Vp € P1(Q), y luego aplique el
Lema de Deny-Lions.

24. Sea () un abierto acotado de R? con frontera poligonal y sea 7T;, una triangularizacién
de 2. Dado K € T, sea vk el vector normal a K y denote por (-, -)sx la paridad
dual entre H~Y/2(0K) y H'/?(0K).
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(a) Defina los espacios

X = {UELQ(Q): vk € HY(K) VKETh},

7 = {)\ = (A\x)ker, € Hger, HV2(0K): 37 € H(div;Q)
talque T-vg = Ag en 0K ‘V’KEE},

y demuestre que

HYQ) = {veX: S Gkvl)ox = 0 VA€ Z}.

KeTy

(b) Defina los espacios

X = {Te [L2(Q) 7|k € H(div; K) VKETh}v

7 = {& = (€)xer, € Nier, HPOK): Fv e HY(Q)
talque v = & en OK ‘V’KGE},

y demuestre que

H(div; Q) ::{TEX: Z (T vi,Ek)ox = 0 VSEZ}.

KeTy

25. Sean Q :=|0,1[, f € L*Q), k €]0,2[, y considere el problema de valores de
contorno:
v+ ku=f en Q, u(0)=u(l)=0. (24)

Ademas, para cada n € N introduzca la particion uniforme

O=2g<m1 < - <2, <Tpi1 =1,

1
con rj; —r_q = 1 Vijie{l,2,...,n+ 1}, y defina el espacio

H, = {v € CQ): g ny € Pillzjn,zy)) Vi€ {12, .n+1}
y v(0) =v(l) = O}.

a) Establezca la formulacién variacional de (24) y demuestre que ella posee una
tinica solucién u € Hi(9).

b) Denote por u, € H, la solucién (cuando ella existe) del esquema de Galerkin
asociado y pruebe que  lim |lu — uy|[g1@) = 0.
n—o0

14



26. Sea € un abierto acotado de R? con frontera poligonal I'. Dado f € [L*(Q)]?, el
PROBLEMA DE STOKES con condiciones de contorno de Dirichlet consiste en hallar
un campo tensorial o (esfuerzo), un campo vectorial u (velocidad) y un campo
escalar p (presion) tal que:

o=2uVu—pl en Q, dive = —f en (), (25)
divu =0 en 2, u=0 en I,

donde 1 es la viscosidad cinematica del fluido, I es la matriz identidad de R**%, y
div es el operador divergencia div actuando sobre cada fila del tensor.

a) Demuestre que, al eliminar la incégnita p, el problema (25) se transforma en:

1
Q—Ud:Vu en Q, dive =—-f en Q, u=0 en I'. (26)
i
b) Pruebe que la formulacién variacional de (26) se reduce a: Hallar (o, u) €
H x @ tal que
1 s s .
25 o7+ [u-divr = 0 VreHd
B Ja Q (27)
/V-diVO’ = —/f-v VveqQw,
Q Q
donde

H = {T € H(div; Q) : /QtI'T = O} vy Q = [L*(D)?.

c) Defina subespacios de elementos finitos apropiados H, € Hy @, C @,y
pruebe que el esquema de Galerkin asociado a (27) es tnicamente soluble,
estable y convergente.

d) Aplique un método similar al empleado con el problema de elasticidad y defina
una formulacién aumentada de (27) cuya forma bilineal resulte fuertemente
coerciva.

27. Sean Hj y @y subespacios de dimensién finita de espacios de Hilbert H y @, re-
spectivamente, y sean a : H x H — Ry b : H x ( — R formas bilineales
acotadas que satisfacen las hipotesis de las versiones continua y discreta del Teo-
rema de Babuska-Brezzi, con constantes independientes de h. Sean (o, u) € H X Q)
y (oh,up) € Hp X @, las tinicas soluciones de los problemas de punto-silla continuo
y discreto, respectivamente, asociados a a y b. Suponga que el kernel discreto de b
estd contenido en su kernel continuo y demuestre que existe C' > 0, independiente
de h, tal que

lo—onlly < C _inf |lo—74lu-
TheHh
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28. Sea Q; un dominio acotado de R? con frontera I';, y sea €2, la region anular acotada
por I'y y por una curva cerrada I's cuyo interior contiene completamente a [ (ver
figura). Entonces, dados f; € L2(Qy), fo € L*(Q), g1 € HY2(Ty), y g2 € HY*(Ty),
interesa el siguiente PROBLEMA DE TRANSMISION: Hallar (uy,us) € H'(;) x
H'(£,) tales que

—Aup = fi en Q, —Auy=fy en (I,
8u1 8U2 (28)

Uy —uU2 = g1y g——zo en I'y, wuy =gy en Iy.

ov

a) Demuestre que una FORMULACION VARIACIONAL MIXTA-DUAL de (28) se re-
duce a: Hallar o = (01,00) € H(div;$y) x H(div;Q), u = (uj,uz) €
L2() x L2(y) y € € HY2(Ty), tales que

2

Z{/ O'i-Ti+/ uidiVTi}+<Tl-l/—Tg-l/,§>1: F(r),

i=1 (29)

2

Z/ Ul'diVO'i—F<O'1'l/—O'2'V,)\>1: G(V,)\),
Q.

=1 g

para todo T := (11, 72) € H(div;Q) x H(div;), v := (v1,v2) € L*() X
L%(Qy) y A € HY2(T';), donde

F(r)i= (ne v + (v, GV == [ fion

y (-,-); denota la paridad dual entre [H~Y/2(I';))]? y [HY?(I';})]* Vi € {1,2}.

b) Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que el problema (29) posee
una tnica solucién (o, u, &) en los espacios indicados.

c¢) Defina subespacios de elementos finitos explicitos y pruebe que el esquema de
Galerkin resultante tiene solucion tnica, es estable y convergente.
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29. Sea Q un dominio acotado de R? con frontera I' Lipschitz continua, y sean f €
[L2(Q)]? y g € [HY*()]? tal que / g-nds = 0, donde n es el vector normal

r
a I'. El PROBLEMA DE STOKES GENERALIZADO consiste en hallar la velocidad
u = (ug,us)® y la presiéon p de un fluido que ocupa la region €2, tal que

au—vAu+ Vp = f en ),
divu = 0 en Q, (30)
u =g en [,

donde v > 0 es la viscosidad del fluido y @ es un pardametro positivo.

a) Introduzca las incognitas auxiliares t := Vuy o :=vVu — plen 2, donde I
es la matriz identidad en R?*2, y pruebe que una formulacién variacional mixta
de (30) se reduce a: Hallar (t,u,o,p, &) € [L*(Q)]**? x [L?(Q)]? x H(div; Q) x
L*(Q) x R tal que

V/t:s+a/u-v—/U:s—/div(a)-v—/ptrs :/f-v,
Q Q Q Q Q Q
—/T:t—/div(T)-u + §/tr7‘ =—(tn,g),
0 0 0
—/qtrt+77/tr0' =0,
0 Q
(31)

para todo (s,v,T,q,n) € [L*(2)]?*? x [L*()]? x H(div; Q) x L?(Q) x R.

b) Defina espacios de Hilbert y operadores (formas bilineales) convenientes y
pruebe que (31) puede reformularse en base a una estructura dual-dual.

c) Utilice lo indicado en b) para demostrar que (31) tiene una tnica solucién y
que existe una constante C'(«, v) > 0 tal que

It 0,0, )| < Cle,v) {IE] + llell}-

d) Extienda el andlisis en ¢) al caso discreto y deduzca espacios de elementos
finitos que garanticen que el esquema de Galerkin asociado a (31) tiene una
Unica solucion.

30. Sea ©Q un dominio poligonal convexo de R? con frontera I', y dado f € L?*(Q),
considere la ecuacién de Helmholtz con datos de Dirichlet:

Au+u=/f en Q, u=0 en T. (32)

i) Introduzca la incognita auxiliar & := Vu en € y pruebe que una formulacién
variacional mixta de (32) se reduce a: Hallar o € H(div; () tal que

/QU-T _ /Qdiv(a)div(T) _ /Qfdiv(T) Vr € H(div:Q).  (33)
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ii)

iii)

iv)

v)

Defina el operador P : H(div;Q) — [L*(Q)]* que a cada 7 € H(div;Q) le
asigna P(7) := Vz, donde 2z € H}(Q) es la tinica solucién del problema de
valores de contorno: Az = div(r) en Q, 2z =0 en I'.Pruebe que

P es compacto y que H(div; Q) = P(H(div;Q)) @& (I — P)(H (div; 2)).

Utilice la descomposicion anterior de H(div;€2) para demostrar que (33) se
reduce, equivalentemente, a: Hallar o € H(div;{2) tal que

Alo, ) + K(o,T) = F(T1) V1 e H(div;Q), (34)

donde A y B son formas bilineales acotadas cuyos operadores inducidos A :
H(div; Q) — H(div; Q) y K : H(div; Q) — H(div; Q) son biyectivo y compacto,
respectivamente, y F' es el funcional dado a la derecha de (33).

IND. Defina el operador S(7) := (I — 2P)(7) y considere la expresion
A(7,S(7)) para probar que A satisface las condiciones inf-sup continuas.

Sea {Hp}r>o una familia de subespacios de dimensién finita de H(div; () tal
que }llir% dist (7, H,) = 0 para todo 7 € H(div;2), y considere el esquema de
ﬁ

Galerkin perturbado: Hallar o), € Hy, tal que
A(O’h,Th) = F(’Th) VThEHh. (35)
Suponga que existen operadores lineales &, : [H'(Q)]> — H}, tales que

div (ghP<Th)) = diV(Th) V1, € Hh,

||T — gh(7)||[L2(Q)]2 S Ch ||T||[H1(Q)}2 V1 e [Hl(Q)]z

Demuestre que existe hy > 0 tal que Vh < hg el problema (35) tiene solucién
unica, la cual es estable y convergente con constantes independientes de h.

Qué se puede decir del esquema de Galerkin respectivo para (34)7.

31. Sea Q un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C%!. El objetivo de este
problema es demostrar que

1
leWlizz@yze 2 5 V@ Vv € [Hy(Q)F, (36)
1 . .
donde e(v) = 5 {Vv + (Vv) } Para tal efecto, proceda como sigue.
i) Dados o := (0;) y T := (7;) en R?? se define el producto tensorial o :
2
T = Z 0i; Tij 'y se introducen los subespacios

ij=1
RZZ:={reR¥™: 1t=71} y RZZ ={rcR¥: 1t=-1}.

sim asim

Pruebe que o :7 =0 Vo € R**? V1 € R>?

sim ) asim*
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ii) Note que Vv = e(v) + w(v), con w(v) = % {VV - (Vv)t} , y recuerde

que |7 222 = 7.7 V7 € [L*Q)]**?, para probar que
Q

He(V)H%m(Q)Pw - HW<V)H[2L2(Q)}2X2 = /QV"i(VV)t

||e(v)||[2L2(Q)]2><2 + ||W(V)||[2L2(Q)]2x2 = /QVVZVV.

iii) Deduzca la identidad Vv : (Vv)* = div {VVV — div (v) V} + (div (v))?* y
concluya la desigualdad (36).

32. Sean H,, H,, @)1, ()2 espacios de Hilbert sobre R, y sean a : H Xx Hy — Ry
b; - H; x Q; = R, j € {1,2}, formas bilineales acotadas con operadores inducidos
A € L(Hy,Hy) y Bj € L(H;,Q;), j € {1,2}, respectivamente. También, sea K
el espacio nulo de B;, j € {1,2}, y sea I, el proyector ortogonal de Hy en K.
Suponga que:

i) Iy A : K7 — Kj es un isomorfismo.
ii) existen (1, By > 0 tales que
. bj(v:q) o
IB}(a)ls; = sup ———~

verr, [|v]|a;

v;ﬁO

> Pillalle, Yae@;, Vie{l2}.

Pruebe que, dados F' € H) y G € (), existe un tnico (u,p) € Hy X ()2 tal que
a(u,v) + ba(v,p) = F(v) Vv € Hy,
bi(u,q) = G(qg) Vge.

Ademas, pruebe que la hipdtesis i) es equivalente a cada una de las siguientes:

a) existe a; > 0 tal que

a(u, v)

sup > o [Jullm, Vue K

et V]| 22,

y sup a(u,v) >0  Vove Ky v#0.
ue Ky

b) existe ay > 0 tal que

a(u, v)

sup > o ||v]m, Vo e K,

werg [lulla,

y sup a(u,v) >0  Vue Ky, u#0.
veEKo
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33. Sea () un abierto acotado de R" con frontera I' suficientemente suave. Dados f €
L*(Q) y g € H™Y2(T"), considere el problema de Neumann:

—Au+u=f en Q, Vu-vr=g en T, (37)

donde v es el vector normal exterior a .

a) Defina incégnitas auxiliares convenientes y demuestre que una formulacién
mixta de (37) se reduce a: Hallar (o, p) € H(div;Q) x HY?(T) tal que

(o, T)awva + (T-V,o)r = —/fdiVT V1 e H(div;Q),
e (38)

(o-v,d)r = (g¥)r Yo e HVAD),

donde (-, )aiv.o ¥ (-, )r denotan el producto interior de H(div;2) y la paridad
dual de H='%(T") con H'/?(T"), respectivamente.

b) Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que (38) posee una tnica
solucioén, la cual depende continuamente de los datos f y g¢.

c¢) Defina subespacios de elementos finitos H, C H(div;Q) y Qn € HY?(I'), y
pruebe que el esquema de Galerkin resultante tiene solucién tnica, es estable
y convergente.

34. Sea Q un dominio acotado de R? con frontera I' Lipschitz continua, y considere
datos f € [L2(Q))? y g € [H~Y?(T')]?>. El PROBLEMA DE STOKES con condiciones
de contorno de Neumann consiste en hallar la velocidad u := (uy,u9)* y la presion
p de un fluido que ocupa la region €2, tal que

—pAu+Vp = f en €,
divu = 0 en Q, (39)
pVa-n —pn = g en I,

donde p > 0 es la viscosidad del fluido y n es el vector normal a I'.

a) Introduzca las incégnitas auxiliares ¢ := —uen 'y o := pVu — pIen Q)
donde I es la matriz identidad en R?*?, y pruebe que, eliminando p, se obtiene
una formulacién variacional mixta de la forma siguiente: Hallar (o, (u,p)) €
H x @ tal que

alo,T) + b(7T,(u,p)) = 0 VTreH,

(40)
bo, (v,0) = —/Qf-v+<g,w> V(v.9) € Q.

donde H := H(div;Q), Q = [L*(Q)]? x [HY*(I)]?, (-,-) es la paridad dual
entre [H~V2(T))2 y [HY?(M))?, ya: HxH - Ryb: HxQ — R son las
formas bilineales acotadas definidas por:

a(o,T) = %/ﬂad:Td v b(r (v, 1)) = /Qv~div7' I——
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b) Asuma condiciones de compatibilidad adecuadas sobre f y g, y luego aplique
la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que una modificaciéon conveniente de
(40) posee una tnica solucién, la cual depende continuamente de los datos.

c) Defina subespacios de elementos finitos explicitos y pruebe que el esquema
de Galerkin resultante del andlisis en b) tiene solucién tnica, es estable y
convergente.

35. Sea Q un abierto acotado de R? con frontera poligonal I'. Dados f € L*(Q) y
g € H'*(T"), considere el problema de Dirichlet:

—Au=f en Q, u=g en TI. (41)

a) Defina ¢ := Vu-v en T, donde v es el vector normal exterior a I', y
demuestre que una formulacién mixta de (41) se reduce a: Hallar (u,p) €
HY(Q) x H~Y(T) tal que

a(u,v) + b(v,p) = /va Yo e HY(Q),

blu, ) = (b, g)r Vo € HVAT),

donde a : HY(Q) x HY(2) - Ry b: H(Q) x HY*T) — R son las formas
bilineales definidas por

(42)

a(u,v) = /VU-VU Vu, ve H(Q),
Q

bv.¥) = (o)r ¥ (v,9) € HY(Q) x HTVA(T),
y (-,-)r denota la paridad dual de H~3(I") con HY/?*(I').

b) Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que (42) posee una tnica
solucién, la cual depende continuamente de los datos f y g.

c) Utilice la desigualdad de Poincaré generalizada para probar que |- |10 ¥ |- |10
son equivalentes en el espacio

H(Q) == {veH(Q): (Luyr=0}.

d) Sean Hj, y Qj, subespacios de elementos finitos de H'(Q) y H~Y2(T), res-
pectivamente, tal que

Qn = {tn € L*(T) 1 ulr, €Po(Iy) Vje{1,2,...,m}},

donde {I'y,Ts,...,I';,} es una particién de I' y Py(I';) denota el espacio de
constantes sobre I';. Aplique la equivalencia de c) para demostrar que a es
fuertemente coerciva en el espacio nulo discreto de b. Ademads, indique las
condiciones adicionales que deben satisfacer Hy, y J), para que el esquema de
Galerkin asociado a (42) tenga solucién tunica, sea estable y convergente.
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36. Sea Q un dominio acotado de R? con frontera I' Lipschitz continua, y considere datos
f e [L2(Q))?yg e [HY*I))? El MODELO DE BRINKMAN para flujos en medios
porosos con condiciones de contorno de Neumann, consiste en hallar la velocidad
u = (u1,u2)® y la presién p de un fluido que ocupa la region €2, tal que

au— pAu+Vp = f en €,
divu = 0 en Q, (43)
pVa-n —pn = g en [,

donde i > 0 es la viscosidad del fluido, o es un pardmetro positivo dado por el
cuociente entre la viscosidad y la permeabilidad, y n es el vector normal a I'.

a) Introduzca las incognitas auxiliares ¢ == —uen 'y ¢ := pVu — pIlen
Q, donde I es la matriz identidad en R?*?, y pruebe que, eliminando p y u,
se obtiene una formulacién variacional mixta de la forma siguiente: Hallar
(o,p) € H x Q tal que

alo,T) + b(T,9) = F(r) VTreH,
blo,y) = G) V¢ € Q,

donde F € H, G € Q,ya: HxH — Ryb: Hx — R son formas
bilineales acotadas.

(44)

b) Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que (44) posee una tnica
solucién, la cual depende continuamente de los datos f y g.

c) Establezca condiciones suficientes minimas sobre subespacios de elementos fini-
tos H, C Hy @ C @ para que el esquema de Galerkin asociado a (44) tenga
solucién tunica, sea estable y convergente.

d) Defina una formulacién aumentada de (44) que incorpore nuevamente a p y u,
de modo tal que la nueva forma bilineal a siga siendo eliptica en el kernel de b.

37. Sea T un tridngulo de R? con didmetro hy y sea T el triangulo canénico con vértices
(0,0), (1,0) y (0,1). A su vez, sea Fr : R*> — R? una aplicacién afin invertible tal
que FT(T\) = T, y defina ¢y = @ o F;', donde QZ es la funcién burbuja de T
Ademds, sea P, el proyector ortogonal de L*(T') en Py(T), el espacio de polinomios
constantes sobre T', con respecto al producto escalar

(f ) = /Twag Vige LT).

Aplique los lemas de Bramble-Hilbert y Deny-Lions para demostrar que existe C' >
0, independiente de T, tal que:

v —=Po(v)|lor < Chrlv|ir Yo € Hl(T).

22



38.

Dado s €]0, 1], utilice argumentos de interpolacién de espacios normados y el hecho
que (L*(T),HY(T))s2 = H*(T), para probar que existe C; > 0, independiente de
T, tal que

[0 =Po(@)llor < Cshpllvllse Vo e HXT).

Sea 2 un abierto acotado de R™, n € {2,3}, con frontera I' de clase C%! y vector
normal v. Dados f € [L2(Q)]" y g € [HY?(T)]", la formulacién en desplazamiento
del problema de elasticidad lineal con condiciones de contorno de Dirichlet, consiste
en: Hallar u € [H'(Q)]" tal que

—pAu — A+ p)Vdivu =f en Q, u=g en I, (45)
donde A, p > 0 son las constantes de Lamé del material respectivo.

a) Defina el pseudoesfuerzo & := pVu + (A+p)dival en £,y recuerde que
H(div;Q) = Hy @ R1I, donde

Hy = {T € H(div: Q) : /

Q

tr () = 0}

e I es la matriz identidad de R™*™. Luego, considere la descomposicion a =
o + cI, con o € Hy, c € R, denote por (-, -) la paridad dual entre [H~1/2(T)]"
y [HY2(T)]", y demuestre que (45) da origen a la siguiente formulacién mixta:
Hallar (o, u) € Hy x [L*(Q)]™ tal que

LT s e e
— [ o : T+ trotr7+ [ u-divr = F(1),
w o w00 o 0 ™)

/V-diVO’ = G(v),
Q

para todo (7,v) € Hy x [L*(2)]", donde

F(r) = (tv,g) V7 € H(div; ),

G(v) = —/Qf-v Vv e [L*(Q)".

b) Use la teoria de Babuska-Brezzi para probar que (46) estd bien propuesto.

c¢) Use la teoria de Babuska-Brezzi discreta para definir, explicitamente, un es-
quema de Galerkin estable para (46).

39. Sea Q un dominio acotado de R? con frontera Lipschitz continua I'. Dados f €

[L2(Q)? v g € [HY2(I")]?, el PROBLEMA DE ELASTICIDAD con condiciones de
contorno de traccién (Neumann) consiste en hallar un tensor simétrico o (esfuerzos)
y un vector u (desplazamientos), tales que

o =Ce(u), div(c)=—-f en Q, ov=g en I. (47)
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Aqui, C es el operador de elasticidad dado por la ley de Hooke (con constantes de
Lamé A, > 0), e(u) := 3 (Vu+ (Vu)*) es el tensor de pequenas deformaciones,
v es el vector normal a I', y los datos satisfacen la condicion de compatibilidad:

fo+wgm=ﬂJ Vx € RM(Q)., (48)

donde (-,-) denota la paridad dual de [H~Y/%(T")]? y [H'/%(T")]? con respecto al pro-
ducto escalar de [L*(I)]?, y RM(Q) = [Po(Q)]* @ Py(Q) ( :1:; ) es el espacio
—

de movimientos rigidos en 2. Puede probarse que (48) constituye una condicién
necesaria y suficiente para la existencia de solucion de (47).

a) Demuestre que, en primera instancia, la formulacién variacional mixta de (47)
se reduce a: Hallar (o, 1) := (o, (u,¢,7)) € H(div; Q) x @ tal que

/ Clo:7+b(r,d) =0 V7 € H(div;Q),
Q

(49)
umﬁz—sz+@w>vwzmwme@,

donde Q := [L?(Q)]2 x [HY2(T)]? x [L*(Q)]2%2

asym’ y

b(T,V) = /QV-diV(T) + (tv,¢) + /91':77 V (7, V) € H(div; Q) x Q.

b) Pruebe que el espacio de soluciones del problema homogéneo asociado a (49)
estd dado por {(a,ﬁ) co=0,di=(x,—x|r,VX), X € RM(Q)}
c) Agregue a (49) la condicién de unicidad / x-u=0Vx € RM(Q), y pruebe

Q
que la formulacién variacional resultante es equivalente a: Hallar ((o, p), d) :=
((o.p), (0, ¢,7)) € H x Q tal que

/C10':T+/p~x+b(7',ﬁ)+/x~u:0 V(r,x) € H,
Q Q Q (50)
b(a,\7)+/gp-v:—/gf~v+<g,¢) Vv = (v,¢,n) €Q,

donde H := H(div;Q) x RM(9).
d) Use la teorfa de Babuska-Brezzi para probar que (50) estd bien propuesto.
40. Sea 2 un dominio acotado de R? con frontera poligonal ', y sea {7, } >0 una familia

de triangulaciones regulares de €, cada una de ellas hecha de tridngulos K con
didmetro hg y lados e con longitud h.. Entonces, se definen los subespacios:

X5 ::{thC(Q)Z 'Uh|K €P1(K) VKG'E}a
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AM:{MGC@y M%EE@)V@EM},

%;:{@GL%D: mke%@)Vee%},

donde I'j, es la particién de I' heredada de 75, y I';, es otra particién de I', con
h = max{le] : e € T;}. Ademis, sea I, : H(Q) — X, el interpolante de
Clément, y recuerde que existen constantes positivas cj, co, independientes de h,
tales que, para cada v € HY(Q)) y e € Tj, se tiene:

In()le < allvle v llo=L@)loe < 2 b vl ,
donde w, := U{K €T,: Kne# ¢}

a) Defina un problema auxiliar conveniente con dato A, € Ay, y aplique I, para
probar que existen constantes C7, Cs > 0, independientes de h y h, tales que,
para cada ¢; € ®; se tiene:

) - B 172
sup (07, un) > O, sup M — Oy <TF) 071l -1/2.0

VR EXR\0 v ll1,0 A EAR\O ||>\h||1/2,1“ h

donde (-,-) denota la paridad dual entre los espacios H~Y2(T") y HY?(T), y
hr := max{le| : e € [',}.

b) Defina un problema auxiliar conveniente con dato ¢; € ®;, y aplique la
propiedad de aproximacion dada por:

AN =P Mlyjer < Ch? A YA e HY(T),

donde 79,1/ 2. H2 (T') — Ap esel proyector ortogonal, para probar que existen
Cy, B > 0, independientes de hr y h, tales que, para cada hr < Cjh se tiene:

<¢B7 )‘h>

sup ——t—— = B|gpllc1jer Vo5 € Oy
aneano | Anll2,r

c) Como una alternativa al andlisis sugerido por a) y b), demuestre directamente,
sin pasar por a), usando solo el operador I, que existen constantes C3, Cy > 0,
independientes de h y h, tales que, para cada ¢; € ®; se tiene:

B h 1/2
<¢h7vh> Z C3 - 04 (TF) ”(bil”—l/Q,F
v €X1\0 ||Uh||1,Q h

sup

41. Sea €2; un abierto conexo y acotado de R? con frontera I', y sea ), la region anular
acotada por I' y una curva cerrada X cuyo interior contiene a I". Ademds, sean
v HY () — HY2(T) y 42+ HY(Qy) — HY?(T) x HY2(X) los operadores de trazas
respectivos, y denote Q := Q; U T U Q. Dados f; € L?(Qy), f; € L*(), gr €

25



HY2(T'), y g € HY?(X), considere el problema de transmisién en ELASTICIDAD
LINEAL

op =Ce(u;) en €, dive; =1, en Oy,
oy = Cee(uy) en €y, divey =f, en O,
Yolw) = 75(ug) = gr en T, 7p(01) = yp(es) en T,
W(u) = gs en X,

donde C; : L2(Q;) — L2(S), ¢ € {1,2}, son los operadores lineales de Hooke en
los dominios €2; y 2 con constantes de Lamé (u1, A1) y (12, A2), respectivamente,
v v H(div; Q) — HVY2(T) y 43 : H(div;Qy) — HY2(I') x H~Y2(X) son los
operadores de trazas normales correspondientes (v apunta hacia s en I' y hacia el
exterior de {2y en X).

a) Demuestre que una FORMULACION VARIACIONAL MIXTA-DUAL de (51) se re-

duce a: Hallar o := (01,03) € H(div;;) x H(div;Q), u := (u,uy) €
L2<Ql> X L2<Q2)7 P = <p17p2) € H“asnn(Q ) X H“zs1m(§22> y 6 € H1/2< ) tales
que

Z; /Q Ci_l o T; + E(‘r, (u,p)) + <7,1/(7'1) — 712/(7'2)75>r — F(r),

b(o, (v.1)) + (1(01) =7 (02), N = G(v, . A),
(52)
para todo T := (71, T) € H(div; Q1) x H(div; Qa), v := (v1,v2) € L} () x
L2(0), 1 = () € L350 () X 12,,(25), ¥ A € HYA(T), donde b es una

forma bilineal, (-,-)r denota la paridad dual entre H=Y2(I") y HY*(I'), y F y
G son funcionales lineales y acotados que dependen de fi, f5, gr y gx.

b) Escriba (52) en la forma requerida por el Teorema de Babuska-Brezzi, iden-
tificando claramente los espacios H y ) involucrados, las formas bilineales
a: HxH —Ryb:Hx — R resultantes, y los operadores lineales in-
ducidos por ellas. Concluya luego que este problema posee una tnica solucion
(o, (u,p,&)) € HxQ, la cual depende continuamente de los datos.

42. Sean Xy, My, X5, My vy @ espacios de Hilbert reales, y defina el espacio producto
H = Xj; x My x X9 x M,. A su vez, considere operadores A; € L(X1, X7),
By € L(X1, M), Ay € L(X5,X5), By € L(Xy, M), y B € L(H,Q), y defina los
operadores matriciales A: H - H y T : H x QQ — H x ) como:

A B

A:: Bl 0

A, B}
B, 0

A B*
(47,
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a) Aplique la teoria de Babuska-Brezzi para establecer condiciones necesarias y
suficientes que garanticen la biyectividad de T.

b) Establezca un esquema de Galerkin asociado al operador 7'y demuestre la
estimacién de Cea correspondiente.

43. En la formulacién mixta del problema de elasticidad lineal en R? con condiciones
de contorno de Dirichlet aparece la forma bilineal b: H x () — R dada por

b vn) = [

V-diVT+/T:n V(r,(v,n) € HxQ,
Q Q

donde H := H(div;Q) y Q := Q1 X Qq, con Q, := [L*(D)? vy Qo := [L*(Q))%2.
Notar que b puede descomponerse como b(7,(v,n)) = by(7,v) + be(7,n), donde
by : Hx Q1 — Ryby: Hx @y — R estan dadas por

bi(T,v) = /Qv~div7' y bo(T,m) = /QT:T].

a) Sean Hj, Q15 y Qo subespacios de elementos finitos de H, (1 y @2, res-
pectivamente, y suponga que existen operadores Il;, : H — Hj, i € {1,2},
uniformemente acotados (con respecto a h), tales que para todo T € H:

i) by(r —Iyp(7T),vy) =0 Vv € Qun,
ii) by(Ilon(7),ve) =0 Vv € Qup,
iii) bo(T — Iy 4(7) — o (7)., mn) = O Vnn € Qan.

Demuestre que existe 5 > 0, independiente de h, tal que

b
sup (Th7 (Vha nh))
TrLEHL\{0} HThHH

> BV ) llo YV (Vi,nn) € Qn = Qi X Qop-

b) Sean Hj, y Qi subespacios dados, y II;, : H — Hj un operador especifico,
uniformemente acotado, tales que la parte i) de a) se verifica. A su vez, sean X,
y M, subespacios de elementos finitos de [H'(2)]? y L3(f2), respectivamente, y
suponga que para cada par (Fy, Gp) € X; x Mj, el siguiente esquema verifica,
uniformemente con respecto a h, las hipétesis de la teoria de Babuska-Brezzi
discreta: Hallar (uy, pn) € X x M, tal que

/ Vu, : Vw,, + /ph divw, = Fh<Wh) Vwy, € X},
/ qn div uy, = G’h(qh) th e M,.
Q

En particular, dado 7 € H, considere Fj, =0y

Galan) = [ (7= Tha(r)): Sl con s = (04 ) € @
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y, bajo el supuesto que Hj, contiene a curl Xj,, defina Ily,(7) = curlu,.
Demuestre entonces que Il : H — H}, es uniformemente acotado y satisface
ii) de la parte a). Ademas, suponga que 2 estd contenido en S(M,), y
demuestre, integrando por partes en la segunda ecuacién de (53), que la parte
iii) de a) también se verifica.
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