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1. Sea Q :=]a,b[ y para cada n € N introduzca una particién

a=Tg <11 < < Tp1<xp=0>.

Ademas, denote h := max { rj—xj1: je{L,2,..,n} }, defina el espacio

Vii= {v € LAQ: vlay w € Polln,a]) Vi€ {1,2,.m} ],

y considere el operador IT;, : L?(Q) — V}, que a cada v € L?*() le asigna su mejor
aproximacién IT,(v) € Vj, con respecto al producto escalar de L?*(€2). Demuestre
que existe una constante C' > 0, independiente de n y de h, tal que

||U — Hh(’U) ||L2(Q) S Ch|'U|H1(Q) Yuv € Hl(Q)

2. Sean K = 0,1], K = [zj_1,%j], hj := x; —xj_1 > 0, y considere la aplicacién afin
F: K — K definida por

(a) Dado un entero r > 0, demuestre que v € H"(K) si y s6lo si 0 := vo F €

~

H"(K), y en tal caso pruebe que

~ r—1/2

(b) Sean m, k enteros tal que 0 < m < k+1,y sea Il e L(HMYK), H™(K)) tal
que IIp = p Vp € Py, donde Py es el espacio de polinomios de grado < k.
Ademas, sea II el operador definido por

v = (IIo)o F7' VYove HY(K).
Demuestre que existe C' > 0, que depende sélo de K y ﬁ, tal que

H’U — HUHH’"(K) S C h?+1_m |U‘Hk+1(K) .



3. Sea Q un abierto acotado de R? y sea 7 := {T}, T, ..., Ty} una triangularizacién
de €2, es decir:

i) Tj es un tridngulo con interior no-vacio Vj € {1,..., N},
i) TNT =6 Vit v
i) Q = U{T;: je{l,.,N}}

a) Defina el subespacio de [L?(Q)]?
H = {1 e[l*(Q))?: div(r) € L*(Ty) Vj € {1,..,N}},

provisto de la norma

1/2
7| = {||T||L2 ap + anw M2ar, } VreH,

y demuestre que (H, | - ||) es un espacio de Hilbert real.

Indicacién: note que la pertenencia local div(T) € L*(T}) estd dada en el
sentido distribucional, lo cual significa que existe z; € L*(T}) tal que

—/ Vgp-de:/ zipder Yy e Cy(T)).
7; T;
En este caso se escribe z; = div(7T) en 7} (distribucionalmente).

b) Pruebe que existe un tinico o € H tal que ||o| < |Q'?y

/0' de+2/ (div(e) — 1)div(r)de =0 VYT €H.

4. Considere un abierto acotado €2 de R™ con frontera I suficientemente suave, y defina
el espacio

H(div;Q) = {v c[L* ()] : dive = Z g;): L¥( }

provisto del producto escalar
(U, W) H(divi0) = / v-wdr + / div v div wdz VYov, w € H(div;Q).
Q Q

a) Demuestre que (H(div;€Q); (-, ") miv;0)) es un espacio de Hilbert.

b) Utilice el hecho que [C5°(Q)]" es denso en H(div ;) para probar que existe un
operador lineal y continuo v : H(div;) — H=2(T) tal que y(u) = u-vV
u € [C5°(2)]™, donde v es el vector normal unitario exterior a I'.



5. Considere un abierto acotado 2 de R? con frontera I suficientemente suave, y defina
el espacio

H(rot; Q) := {v:= (v,v5) € [L*(Q))* :  rotv := — — — € L*(Q)}
provisto del producto escalar

(v, W) Hrot:0) = / v-wdr + / rotv rotwdzr Vv, w € H(rot; ).
Q Q

a) Demuestre que (H(rot;€2); (-, ) Hrot;)) €5 un espacio de Hilbert.

b) Pruebe que existe un operador lineal y continuo v : H(rot; Q) — H~'/2(T) tal
que y(u) = u-7Vu € [C5(Q))? donde 7 es el vector tangencial unitario de
I

6. Sea )y un dominio acotado de R? con frontera I'y, v sea €; la region anular acotada
por I's y por una curva cerrada I'y cuyo interior contiene completamente a {25, como
se muestra en la siguiente figura:

El propdsito de este ejercicio es analizar el acoplamiento de un fluido viscoso que
ocupa la region €2; con un material poroso que vive en §25. Si u > 0 es la viscosidad
y K es una matriz simétrica y uniformemente definida positiva que representa la
permeabilidad del medio poroso, entonces las ecuaciones constitutivas estan dadas
por las leyes de Stokes y de Darcy, respectivamente, esto es:

oi(u,p1) = —p I +2pe(uy) en Q y ug=-KVpy, en Oy,
donde (uy,uz) y (p1,p2) denotan las velocidades y presiones en los dominios corres-
pondientes, I es la matriz identidad de R?**?, ay(uy, p;) es el tensor de esfuerzos y

e(u;) = 3 <Vu1+(Vu1)t> es el tensor de deformaciones. Asi, dados f; € [L*(Q4)]?

v fo € L*(£) tal que sz fa = 0, nos interesa: Hallar u := (uj,us) y p := (p1,p2)
tales que



( —divoy(u,p) = fi en Q; (conservacién de momentum),
divuy; = 0 en 2 (conservacién de masa),
wy = 0 en I} (deslizamiento nulo),
divuy, = fo en €y (conservacién de masa),
u v = Uy v en I's (conservacién de masa),
(o1(u,p)v) v = —po en I'y (balance de fuerzas normales),
- g (o1(u,p)v) -t = up-t en I's (ley de Beavers-Joseph-Saffman),
\

donde v es el vector normal unitario exterior a €2y, t es el vector tangencial a I's,
k > 0 es la constante de friccion, y la ley de Beavers-Joseph-Saffman establece que
el esfuerzo de corte es proporcional a la velocidad de deslizamiento (bajo el supuesto
experimental que u, - t es despreciable).

a) Pruebe que el balance de fuerzas normales y la ley de Beavers-Joseph-Saffman
son equivalentes a la condicion

i
oi(u,p1)v + ppv = _E(ul ‘t)t en T5.
b) Defina los espacios

[Hlll(Ql)F ={vi € [H'()]*: vi=0 en I},
H(div; Q) = {vy € [L*()]?: divvy € L* ()},
H := [H} ()] x H(div; ),

Q = (L*(1) x L*()) x H'2(I'y),

y demuestre que una formulacién variacional mixta del presente problema de
transmision se reduce a: Hallar (u, (p,\)) € H x @ tal que

a(u,v) + b(v,(p,\) = /Q fi-vi Vv:i=(vy,vy) € H,
(1)

b(u7 <Q7£)> = - f2CI2 v(Qvé-) = ((q17q2)7£) S Q7
Qo
dondea: Hx H— Ryb:Hx@ — R son las formas bilineales definidas
por
atuv) i=2u [ ew)ie) + 2 [eomeg [ Kiuw,
Q4 K I Qo

b(v.(2.6) == — |

qldivvl—/ q2diVV2+/(V1'l/+V2'V)£.
(951 Qo T2



c¢) Demuestre que si (u,(p,A)) € H x @ es una solucién de (1), entonces para
todo ¢ € R, (u,(p,\)) € H x @ también lo es, con p = (p; + ¢,p2 + ¢)
v A := A+ c. En tal caso, deduzca cémo debe modificarse la definicién del
espacio () para evitar estas soluciones adicionales.

d) Defina el funcional de la energia complementaria y el operador Lagrangiano
asociado a las ecuaciones de punto silla (1), e identifique los multiplicadores de
Lagrange correspondientes.

e) Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que el problema (1) (con el
espacio ) modificado de acuerdo a c)) posee una tnica solucién.

7. Sean §2 un abierto acotado de R™ con frontera I" de clase C%!, f € L?(2), y considere
el problema de valores de contorno:

—Au=f en Q, u=0 en I.

a) Demuestre que una formulacién variacional mixta de este problema se reduce
a: Hallar (o, u) € H(div; Q) x L*(Q) tal que

/90'~de + /Qudiv(T)d:c — /deiv(a)d:c = /vad:c (2)
para todo (7,v) € H(div;Q) x L*(Q).

b) Dados 01, d2 > 0, fundamente la introduccién de las ecuaciones

9 /(Vu —0o)- (Vo+7)dr =0 V(r,v) € H:= H(div;Q) x Hy(Q), (3)

92 /Qdiv(cr) div(T)dx = —0 /Qfdiv(r) de V7 € H(div;Q), (4)

luego sume (2), (3) y (4), y obtenga una formulacién variacional mixta modi-
ficada: Hallar (o,u) € H tal que

A((o,u),(T,v)) = F(7,v) V(r,v) € H, (5)

donde A : HxH — R es una forma bilineal y F' : H — R es un funcional lin-
eal. Entonces, demuestre que, eligiendo d; y 5 convenientemente, el problema
(5) posee una tnica solucién, la cual depende continuamente del dato f.

8. Sea Q un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C%'. Dada f € [L*(Q)]?,
nos interesa el siguiente problema de elasticidad lineal: Hallar el desplazamiento
u € [H'(Q)]? y el tensor de esfuerzos o € H(div; Q) tal que

o=Mtre(u)Il,+2ue(u) en Q,

dive=—f en Q u=0 en I,

donde A, 1 > 0 son las constantes de Lamé, Iy es la matriz identidad de R?*?, y
e(u) := 1 (Vu+ (Vu)T) es el tensor de deformaciones. Es facil verificar que e(u)
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puede re-escribirse como e(u) =Vu — 5y en Q,dondey:=1(Vu—(Vu)T)es
una nueva incégnita (llamada rotacién) que vive en el espacio

Ri={ne[l*(Q*: n+nT=0}.

a) Demuestre que una formulacién variacional mixta de este problema se reduce
a: Hallar (o, (u,7)) € H x Q tal que

a(o, )+ b(T, (u,7))

b(o, (v,n)) =

0 VreH,

—/f—vd:c V(v,n) € Q, (6)

donde H := H(div;Q), Q :=[L*(Q* xR, ya: Hx H—-R,b: Hx Q — R
son las formas bilineales definidas por:

1 A
= — N e — H
a(o, T) Q,M/QU Tdr T 1) /Qtr(a)tr(T)dx Vo, 7€ H,

b(t,(v,n)) ::/Qv-div de+/QT:ndx V(r,(v,n)) € HxQ.

b) Demuestre que a y b satisfacen las hipdtesis de la teorfa de Babuska-Brezzi.

9. Sea 2 un abierto acotado de R? con frontera I.

| - |1 (). Defina la aplicacién

5y 1/2
llelll == {m%ﬂ(m n (/) } Vo e H'(9),

y demuestre que existen C, Cy > 0 tales que

a) Considere el espacio de Sobolev H'(2) con norma || - ||g1(q) y semi-norma

Crlllolll < ol < Calllvlll Vv e HY(Q).

b) Considere el problema de valores de contorno:

—Au=f en €, Ou

520 en [, /Qu:(),

donde f € L%*(Q) es tal que / f = 0,y demuestre que su formulacion débil
Q
se reduce a: Hallar (u,\) € H'(92) x R tal que

/Vu-Vv+A/v:/fv Yo e HY(Q),
Q 0 Q

,u/uzO VeeR.
)

Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que este problema tiene
solucién tnica, la cual depende continuamente de f.

6



10.

11.

12.

c) Extienda el andlisis en b) al caso discreto y deduzca espacios de elementos
finitos que garanticen la solubilidad y estabilidad del esquema de Galerkin
asociado. Indique la razén de convergencia correspondiente.

Sean X y M espacios de Hilbert y seana : X x X — R, b : X x M — R
dos formas bilineales acotadas. Suponga ademas que a es simétrica y semi-definida
positiva sobre X. Dados F' € X', G € M’ se define el operador J : X x M — R,

Tw.m) = galw,) + oo ) — F(v) — Gl).

Considere entonces los siguientes problemas variacionales:
Hallar (u, \) € X x M tal que

a(u,v) + b(v,\) = F(v) Vv e X, (7)
b(u,p) = G(u) Vp e M.
Hallar (u, \) € X x M tal que
T (u,p) < T(u,\) < J(v,A) V(v,u) € X x M. (8)

Demuestre que (u, \) es solucién de (7) si y sélo si (u, A) es solucién de (8).

Sean (X, (-,-)x), (Y, (-, -)y) espacios de Hilbert y considere operadores P € L(X, X),
Qe L(X,)Y)ySeL(Y,Y). Suponga que S es semi-definido positivo, esto es

(Sw),y)y = 0 VyeY,
y que existen constantes positivas a, [ tales que

(Pr,2)x > allz|/% VeeX

sup <Q<SL’), y>Y

> Bllylly ¥yev.
e lall

Dados f € X y g € Y, demuestre que existe un unico par (Z,7) € X x Y tal que
P @ f
Q@ -S| |y g

También, pruebe que existe una constante C' > 0, que depende de ||P||, a, By ||Q]],
tal que [|Z[| + |[g]| < C {[|IfI[+ 9]l } -

N

Sea  un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C%! y sea f € [L*(2)]%. Se
dice que un material que ocupa la region €2 es casi-incompresible si se necesitan
cantidades muy altas de energia para producir cambios pequenos en su densidad, lo
cual genera una gran diferencia entre los tamanos de las constantes de Lamé. En tal
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13.

caso, la formulacién en desplazamiento del problema de elasticidad lineal consiste
en: Hallar u € [H'(Q)]? tal que

—2pdive(u) — AV(divu) =f en ©, u=0 en I, (9)

donde A >> p > 0 son las constantes de Lamé y
]' t
e(u) := 5 (Vu+ (Vu)")
es el tensor de deformaciones.

a) Defina la incégnita auxiliar p := Adiv uen £ y demuestre que una formulacién
variacional de (9) se reduce a: Hallar (u,p) € [HJ(Q)]* x LZ(Q) tal que

2 [etw) o) + [pdivy = [ty vve mi@P,
(10)

1
/qdivu——/pq: 0 Vg € LiQ).
Q A Ja

b) Aplique el teorema abstracto del problema anterior para probar que (10) tiene
una unica solucion que depende continuamente del dato f.

Sean (X, (-,-)x), (Y, (-,-)y) espacios de Hilbert y considere operadores P : X — X,
Qe L(X,)Y)ySeL(Y,Y). Suponga que S es semi-definido positivo, esto es

Sw)y)yy =2 0 Vyey,
que P es nolineal, y que existen constantes M, «, 3 > 0 tales que
|Pz —Pz||lx < M||lz—Z||lx , (Pr—Pzz—2)x > al|lt—z|[% Vo, 7 eX,

y
(@), y)y

sup

S > Byl Vyey.
ek lallx

Dados f € X y g € Y, demuestre que existe un tunico par (Z,7) € X x Y tal que
P f
Q -S

También, pruebe que existe una constante C' > 0, que depende de M, «, By ||Q|],
tal que

N

<

9

I+ Mgl < ¢ LA+ [lgll + [P O]} -



14. Sea Q un abierto acotado de R? con frontera suave ', y sea f € [L*(Q))>. EL
PROBLEMA DE STOKES consiste en encontrar el vector de velocidades u := (uy, us)
y la presién p de un fluido, tales que

—Au+Vp=f en Q, divu=0 en €,
u=0 en I, /pd:)s:(). (11)
Q

Defina los espacios

H o= [HAQP v @:z{qewﬂ): /quxzo}.

Demuestre que la formulacién débil de (11) se reduce a: encontrar (u,p) € H X Q
tales que:

A(u,v) + B(v,p) = F(v) Vv e H,
B(u,q) = 0 VqeQ,

donde A: HxH—R,B: HxQ—RyF € H' estdn definidos por

2
Au,v) = Z /Q Vu; - Vv dz ,
i=1

B(v,p) = —/deivvd:c , F(v) :/Qf-vda:.

15. Sean (H,(-,)u) v (Q,(-,-)q) espacios de Hilbert, y sea B € L(H, () con espacio
nulo V := N(B).

B.go _ - (BO).dg

a) Demuestre que  sup VqeQ.
e |Jvf|lm vt vlla
v#0 v#0
B
b) Suponga que existe § > 0 tal que  sup % > Bllalle Vg e @,y
vevLt H
v#0

pruebe que H = R(B*) & V.
16. Dados Q := (0,1) y f € L*(Q), interesa resolver el siguiente problema:
—u" =f en Q, w(0) =0, 4(1)=1. (12)

a) Defina o := v/ en  y demuestre que una formulacién variacional mixta de
(12) se reduce a: Hallar (o, (u,)) € H x Q tal que

a(o,7) +b(t, (u,p)) = F(r) Vre€H,

bo, (v.0) = Gl(0.0) ¥ (v.) € Q. (13)



donde H := H'(Q), Q = L*(Q) xR, Fe H,Ge Q' ,ya: HxH — R,
b: H x () — R son las formas bilineales definidas por

a(o, 1) := /Ude Vo, 7€ H,
Q

b(t, (v,9)) = /Q vr'dr + ¢Y7(1) V(7 (v,¢)) € HxQ.

b) Defina los funcionales F' y G, y aplique la teoria de Babuska-Brezzi para de-
mostrar que (13) tiene una unica solucién.

17. Sean Q =la,b[, f € L*(Q2), y considere el problema de valores de contorno
u® = f en Q, w(a)=u(a)=ud) =u(d) =0. (14)
i) Defina la incognita auxiliar o := u” en Q y demuestre que una formulacién
variacional mixta de (14) se reduce a: Hallar (o,u) € H'(2) x H}(Q) tal que

/a¢dx+/u'7"dx: 0 VreHY(Q),
Q Q

(15)

/v'a'dx: —/fvdx Yo e Hy(Q).

Q Q

ii) Aplique la teorfa de Babuska-Brezzi para demostrar que (15) tiene una tnica
solucién que depende continuamente del dato f.

18. (LEMA DE FORTIN). Sean H, () espacios de Hilbert, y sea b : H X ) — R una
forma bilineal acotada que satisface la condicién inf-sup, es decir, existe § > 0 tal
que:

b(v, q)
sup
verr |[v]|g
v#0

> Blale  VaeQ. (16)

Sean {H, }nen ¥ {@n}nen sucesiones de subespacios de dimensién finita de H y @,
respectivamente, y asuma que para cada n € N existe P, € L(H, H,,) tal que

b(U - Pn(v)?Qn) =0 \V/Qn € Qn .

Suponga que la familia de operadores {P,, }en es uniformemente acotada, es decir
existe C' > 0 tal que ||P,||za,n,) < C para todo n € N, y demuestre que existe
6* > 0, independiente de n, tal que

b(Vn; Gn *

sup e ), B lanlle Ve €Qn, VneN.

vn €Hp ||Un||H

vn #0

19. Sea € un abierto acotado de R™ con frontera de clase C%!, y considere el espacio
de Sobolev H?((2), con producto escalar (-,-)p2(), norma inducida | - ||g2@), ¥
semi-norma | - |2(). Ademads, sea P;(2) el espacio de polinomios sobre €2 de grado
< 1 con base {po,p1,...,pn} donde po(x) = 1y pi(x) = z; Vi € {1,....,n}, Vo :=
(1'1, ceey Zlﬁ'n)T e Q.

10



a) (DESIGUALDAD DE POINCARE GENERALIZADA). Defina la aplicacién

" 1/2
[v]]] == { 0l32() + Z | (v, pi) 2@ I } Vv e H*(Q),

i=0
y demuestre que existen C, Cy > 0 tales que

Crllolll < Ivllaze < Calllvlll Vv e H Q).

Ind.: Para la segunda desigualdad proceda por contradiccion: suponga, en

particular, que Vn € N existe v, € H*(Q) tal que [[va|mz@ > n|l|val]l-
Luego, defina w, := Un , observe que ||wy || 2@ = 1y que |[|w,||] < &,
[onl 220

y aplique el hecho que la inclusién de H?(Q2) en H'(Q2) es compacta.
b) (LEMA DE DENY-LIONS). Considere el espacio cuociente H*(Q)/P;(€2) con

;= inf — defi
norma ||[U]HH2(Q)/P1(Q) pelll%(Q) ||U pHH2(Q)7 y delina
[W]lm2@)/pi@) = vl Y] € HX(Q)/P(Q).
Demuestre que | - |g2(q)/p, (o) esta bien definida y que existe C' > 0 tal que
Wl < V)llr2@)/P00)

< ClWlayre V] € H(Q)/Pi(Q).

Ind.: Note que para todo p € P;(2) y para todo a con |a| = 2 se tiene 0%p = 0.
Aplique la desigualdad de Poincaré generalizada.
¢) (LEMA DE BRAMBLE-HILBERT). Sea I € L(H?*(Q), H(Q)) tal que II(p) = p
Vp € Pi(2). Demuestre que existe C' > 0 tal que
||U — H('U)HHl(Q) S O |’U|H2(Q) \V/U € H2(Q) .

Ind.: Note que v —II(v) = v —p—1Il(v —p) Vp € P (), y luego aplique el
Lema de Deny-Lions.

20. Sea  un abierto acotado de R? con frontera poligonal I'. Una formulacién varia-
cional mixta para la ecuacién de Poisson en , con dato f € L*(2), y condicién de
Dirichlet dada por g € H'/?(T'), consiste en: Hallar (o,u) € X x M tal que

A(o,7) + B(t,u) = [ gT-vds, (1)
B(o,v) = — [, fvdz,

para todo (7,v) € X x M, donde X := H(div;Q), M := L*(Q), v es el vector normal
unitario exterior a I', y las formas bilineales A : X x X - Ry B: X x M — R
estan definidas por

A(p,T) ::/Qp~7'dx Vo, 7€ X,

B(1,v) ::/vdi\m‘dx V(r,v) € X x M.
0

11



a) Demuestre que A y B satisfacen las hipétesis de la teoria de Babuska-Brezzi,
y concluya que existe Cy > 0 tal que

(o, w)llxxar < Co sup  {Alp,7) + B(m,w) + B(p,v) } (2)

(rw)eX XM
l(r)l <1

para todo (p,w) € X x M.

b) El siguiente objetivo es deducir una estimacién de error a-posteriori para
(1). Para ello, sea {7, : h € I} una familia regular de triangulaciones de
Q), donde I es un conjunto finito de pardmetros dado por {h, ..., h,}, con
h; > hjy1 Vj € {1,...,m}. Como es usual, el pardmetro h estd dado por
h:=max{hyx: K € 7,}, donde hi es el didmetro de K. Sea X, x M un
subespacio de elementos finitos de X x M, asociado a la triangulacion 7, y
sea (op,up) € Xp x My, la solucién del esquema de Galerkin correspondiente
para la formulacién (1).

i) Pruebe que existe un tnico ¢ € X tal que
(o, 7V x = A0 —op,7)+ B(r,u—uy) V1T€EX.

ii) Defina J(7) := 1 ||7[|% — (7,7)x V7 € X,y demuestre que

1
5ol = min 3().

iii) Para cada K € 7;, defina (o4 k,unxi) == (on,un) |k, Xk = H(div; K),
My = L*(K), y denote por Ax : X X Xx — Ry Bg : Xg x Mg — R,
respectivamente, las restricciones de A y B al elemento K. Ademas, sea
op € HY 2(UK€Th OK) una aproximacién de u sobre las fronteras de los
elementos K tal que ¢, = g en I'. Entonces, pruebe que existe un tnico
ok € Xk tal que

<&Ka7_>XK = —AK(Uh,K,T) - BK(T, th{) - / ppT-vds V1€ Xg.
oK
iv) Defina
1 2
Jk(7) = 3 17]% . + Ax(onx,T) + B (T, up k) + o vds
oK
para todo 7 € Xk, y pruebe que

1. i
D) ||<7K||XK = Trg)l& Jr (7).

v) Use i), ii), iii) y iv) para demostrar que

lallx < D lloxl, -

KeT,
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vi) Aplique (2) y v) para concluir que existe C' > 0, independiente de h, tal
que

1/2
(o, u) = (o, un)llxxn < C { > 77?{} ,

KeTy

donde
ng = lokllx, + |If +div Uh”%Z(K) VK eT,.

21. Sea €2 un abierto acotado de R? con frontera poligonal y sea 7;, una triangularizacion
de 2. Dado K € 7, sea vk el vector normal a K y denote por (-, -)sx la paridad
dual entre H~Y/2(0K) y H'/?(0K).

(a) Defina los espacios

X = {veL2(Q): vk € H'(K) VKeTh},

Z:::{A::(AKﬁ@%ezﬂKd%H‘”%aK): 37 € H(div; Q)
talque T-vg = Ag en 0K ‘V’KE'E},

y demuestre que

HY(Q) = {UGX: Y Oivlklox = 0 YA€ Z}.
KeT,

(b) Defina los espacios

X = {re [l rlxeHdiviK) YKeT ],

7 = {& = (€ )wen, € Nier, HPOK): Fv e HY(Q)
tal que v = {x en OK ‘V’KG'E},

y demuestre que

H(d1V7Q) Z:{’TEXZ Z <T'VK>€K>8K =0 V€EZ}

KeT,

22. Sean Hj y @y subespacios de dimensién finita de espacios de Hilbert H y @, re-
spectivamente, y sean a : H X H — Ry b : H x (Q — R formas bilineales
acotadas que satisfacen las hipotesis de las versiones continua y discreta del Teo-
rema de Babuska-Brezzi, con constantes independientes de h. Sean (o, u) € H X Q)
y (oh,up) € Hp X Q, las tinicas soluciones de los problemas de punto-silla continuo
y discreto, respectivamente, asociados a a y b. Suponga que el kernel discreto de b
estd contenido en su kernel continuo y demuestre que existe C' > 0, independiente
de h, tal que

lo—oul|lg < C _inf |lo—7u|g-
TheH),

13



23. Sea €; un dominio acotado de R? con frontera I'y, y sea 2, la region anular acotada
por I'; y por una curva cerrada I's cuyo interior contiene completamente a Q; (ver
figura). Entonces, dados fi € L2(Qy), fo € L3(Qa), g1 € HY2(Ty), y g2 € HY*(Ty),
interesa el siguiente PROBLEMA DE TRANSMISION: Hallar (uy,us) € H'(;) x
H(Q,) tales que

—Aup = fi en Q, —Auy =fy en (I,
8u1 8U2 (17)

u—u =g y 5 =0 en I't1, uy =gy en Is.

ov ov

(a) Demuestre que una FORMULACION VARIACIONAL MIXTA-DUAL de (17) se re-
duce a: Hallar o := (01,09) € H(div;;) x H(div;$s), u = (uy,us) €
L2(Qy) x L2(s) y € € HY?(T'y), tales que

2

Z{/ ai~7'idx+/uidivndx}+(71-I/—T2-1/,§>p1: F(1),
Q; Q

i=1 9 i (18)
Z/ vidivo;de + (o1 - v—02- v, \)p, = G(V,A),
— Jo,

i=1 g

para todo T := (11, 72) € H(div; Q) x H(div;Qy), v := (v1,v9) € L*() x
L*(Q) y A € HY*(T'}), donde

2
F(r)=(n-v,gi)r, + (- v,g2)r, ¥y G(V,A):=— Z / fividz.
i=1 7€k

(b) Defina el funcional de la energia complementaria y el operador Lagrangiano
asociado a las ecuaciones de punto silla (18), e identifique los multiplicadores
de Lagrange correspondientes.

(c) Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que el problema (18) posee
una unica solucién (o, u, £) en los espacios indicados.
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(d) Considere el analisis y los resultados de (I. BABUSKA AND G.N. GATICA: On

the mized finite element method with Lagrange multipliers. Numerical Methods
for Partial Differential Equations, vol. 19, 2, pp. 192-210, (2003)) y establezca
un esquema de Galerkin estable para (18).

24. Sea € un dominio acotado de R? con frontera I' Lipschitz continua, y sean f €
[L2(Q)? v g € [HY?(D))? tal que / g-nds = 0, donde n es el vector normal a I'.

r
El problema de Stokes generalizado consiste en hallar la velocidad u := (uq, us)*

y la presién p de un fluido que ocupa la region €2, tal que

au—vAu+ Vp = f en 2,
divu = 0 en Q, (19)
u =g en I,

donde v > 0 es la viscosidad del fluido y a es un parametro positivo.

(a) Introduzca las incégnitas auxiliares t := Vuy o := v Vu — pIen Q, donde I
es la matriz identidad en R?*2, y pruebe que una formulacién variacional mixta
de (19) se reduce a: Hallar (t,u, o, p, &) € [L?(Q)]**% x [L?(Q)]? x H(div; Q) x
L?(92) x R tal que

V/Qt:stOz/Qu-v—/Qa':s—/ﬂdiv(a)-v—/ﬂptrs :/Qf-v,
—/QT:t—/QdiV(T)-u 4 §/Qtr7' — _(mn,g),

—/qtrt+n/tr0' =0,
Q Q
(20)

para todo (s,v,T,q,n) € [L*()]**% x [L3(Q))?> x H(div;Q) x L*(Q) x R.

(b) Defina espacios de Hilbert y operadores (formas bilineales) convenientes y
pruebe que (20) puede reformularse en base a una estructura dual-dual.

(c) Utilice lo indicado en (b) para demostrar que (20) tiene una tnica solucién y
que existe una constante C'(«, v) > 0 tal que

It 0,0, )| < Cle,v) { ] + llell}-

(d) Extienda el andlisis en (c) al caso discreto y deduzca espacios de elementos
finitos que garanticen que el esquema de Galerkin asociado a (20) tiene una
Unica solucion.

(e) Asuma la regularidad necesaria de la solucién exacta y demuestre la estimacién
de error a-priori correspondiente (razén de convergencia).

25. Extienda el método utilizado en el problema 20 para deducir un estimador de
error a-posteriori del esquema de Galerkin asociado a (6).
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26. Sean Q :=|0,1[, f € L*Q), x €]0,2[, y considere el problema de valores de
contorno:
W'+ ku=f en Q, u(0)=u(l)=0. (21)

Ademas, para cada n € N introduzca la particiéon uniforme

0:$0<$1<"'<$n<$n+1:1,

1
COn T} = Tj-1 = Vje{l,2,..,n+ 1}, y defina el espacio

H, = {v € CQ): vlw ) € Pillrj1,75]) Vi€ {1,2,.n+1}
y 0(0) = v(1) = o}.

a) Establezca la formulacién variacional de (21) y demuestre que ella posee una
tinica solucién v € HJ(9).

b) Denote por u, € H, la solucién (cuando ella existe) del esquema de Galerkin
asociado y pruebe que  lim |lu — || gy = 0.

27. Sea ) un dominio poligonal convexo de R? con frontera I', y dado f € L?(Q),
considere la ecuacién de Helmholtz con datos de Dirichlet:

Au+u=f en Q, u=0 en I. (22)

i) Introduzca la incognita auxiliar & := Vu en ) y pruebe que una formulacién
variacional mixta de (22) se reduce a: Hallar o € H(div; () tal que

/QJ-T _ /Qdiv(o-)div(T) _ /Qfdiv(T) vr e H(diviQ). (23)

ii) Defina el operador P : H(div;Q) — [L*(Q)]* que a cada 7 € H(div;Q) le
asigna P(7) := Vz, donde 2z € H}(Q) es la tinica solucién del problema de
valores de contorno: Az = div(r) en Q, z =0 en I'.Pruebe que

P es compacto y que H(div; Q) = P(H(div;Q)) & (I — P)(H(div;)).

iii) Utilice la descomposicién anterior de H(div;{2) para demostrar que (23) se
reduce, equivalentemente, a: Hallar o € H(div; Q) tal que

Alo,7) + K(o,7) = F(1) VT e H(div; ), (24)

donde A y B son formas bilineales acotadas cuyos operadores inducidos A :
H(div; Q) — H(div; Q) y K : H(div; Q) — H(div; Q) son biyectivo y compacto,
respectivamente, y F' es el funcional dado a la derecha de (23).

IND.  Defina el operador S(7) := (I — 2P)(7) y considere la expresion
A(T,S(7)) para probar que A satisface las condiciones inf-sup continuas.
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iv) Sea {Hjp}n~o una familia de subespacios de dimensién finita de H(div;2) tal
que }llirr(l) dist (7, H,) = 0 para todo T € H(div;2), y considere el esquema de

Galerkin perturbado: Hallar o), € H;, tal que
A(O’h,Th) = F(Th) VThGHh. (25)
Suponga que existen operadores lineales &, : [H'(Q)]* — H}, tales que

div (ghP(Th)) = diV(Th) V1, € Hy,

|7 = En( T2 < ChT|E @) V1 e [H'(Q)].
Demuestre que existe hy > 0 tal que Vh < hy el problema (25) tiene solucién
unica, la cual es estable y convergente con constantes independientes de h.

IND. Defina el operador Sy(7) := (I — 2&, P)(T)) v considere la expresion
A(T,Si(T)) = A(T,S(7)) — A(T,S(7T) — Sp(T)) para probar que A satisface
las condiciones inf-sup discretas.

v) Qué se puede decir del esquema de Galerkin respectivo para (24)7.

28. Sea 2 un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C%!. El objetivo de este
problema es demostrar que

1

||e(v)||[2L2(Q)}2X2 = §‘V|[2H1(Q)]2 Vv e [H&(Q)P’ (26)
donde e(v) := % {VV + (Vv)t}. Para tal efecto, proceda como sigue.
i) Dados o := (o) y T := (7;) en R?? se define el producto tensorial o :
T = i 0i; Tij 'y se introducen los subespacios
ij=1

RZ?.={r ¢ R¥*: 1f=71} y RZ? ={rcR¥: 1t=-1}.

s1m asitm

Pruebe que o :7 =0 Vo € R¥? VT ¢ R2X2

stm? astm”

ii) Note que Vv = e(v) + w(v), con w(v) := 5 {Vv — (Vv)t} , y recuerde

que |7 L2)x2 = T:17 VT € [L*Q)]**?, para probar que
Q

leMW) Iz — W)z = /QV\’r(VV)t

He(V)H[sz(Q)]zxz + ||W( )||L2 Q)2x2 = /{;VVZVV.

iii) Deduzca la identidad Vv : (Vv)* = div {Vvv — div (v) V} + (div (v))?* y
concluya la desigualdad (26).
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