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1. Sea X un espacio vectorial normado de dimensién INFINITA y sea K € K(X, X)
un operador inyectivo. Demuestre que K ! ¢ L£(X, X).

2. Sean X e Y espacios de Banach y sea A € L(X,Y). Suponga que existen
sucesiones { Fy, tuen € X', {yn tnen C Y, { )\ tuen C R tales que

sup sup S
F,|lx o0 o0 g A
y ademas

Axz = lim Z A Fo(2) yp, Ve e X.
n=1

Demuestre que A es compacto.

3. Sea p > 1y considere el operador K : [, — [, definido por

x T
K (z1,29, ..., Tgy...) = (:1:1,—2, K

5 ,?,) V (21, %2, ..y Tgy ...) € .

Demuestre que K es compacto.

4. Sean H y V dos espacios de Hilbert tales que H C V y la inyeccion ¢ : H — V
es compacta.

a) Se dice que una forma bilineal acotada A definida sobre H x H satisface la
DESIGUALDAD DE GARDING si existen @ > 0 y una forma bilineal acotada
K : HxV — R tales que

Av,v) > a3 — K(v,v) Vv e H.

Dado F' € H’, considere el siguiente problema variacional: Hallar v € H

tal que
A(u,v) = F(v) Vv e H. (1)

Demuestre que si A satisface la desigualdad de Garding, entonces (1) tiene
solucién para cada F© € H' S1 Y SOLO SI u = 0 es la unica solucién del
correspondiente problema homogéneo.



b) Se dice que A satisface la DESIGUALDAD DE GARDING GENERALIZADA
si existen @ > 0, una forma bilineal acotada K : H xV — R, y un
isomorfismo S : H — H tales que

Av,Sv) > allllz — K(v, Sv) Vv e H.

Demuestre que si A satisface la desigualdad de Garding generalizada, en-
tonces (1) tiene solucién para cada F' € H' ST Y SOLO SI u = 0 es la tinica
solucién del correspondiente problema homogéneo.

5. Sean E y F espacios de Banach y sea A : D(A) C E — F lineal cerrado tal que
D(A) es denso en E. Pruebe que si E es reflexivo entonces

N(A)+ = R(A%).

6. Sean X e Y espacios de Banach tal que X es reflexivo. Demuestre que A €
L(X,Y) es compacto SI Y SOLO sI A transforma sucesiones débilmente conver-
gentes de X en sucesiones fuertemente convergentes de Y.

7. DEFINICION. Sea X un espacio de Banach y T : X — X' un operador NOLIN-
EAL. Se dice que T' satisface la propiedad (S) si para toda sucesion {x,}nen C X

tal que
Tp——T y (T(z,)) (vn —2) = (T(2)) (¥p —2) — 0,

se tiene xr,, — .

Sean H, ), V espacios de Banach tales que H CV yi: H — V es compacta.
Sea X := H x (@), y considere una forma bilineal acotada B : X x X — R y un
operador nolineal A : H — H’ que satisfacen las siguientes propiedades

i) existe Cy > 0 tal que
B((u, A), (u, A)) > COH)\% V(u,\) € X.
ii) existen C, Cy > 0 tal que para todo u,v € H
(A(u) (u=v) = (A(v)) (u=v) = Cillu—vl[ + Rlu,v),

donde
|R(u,v)| < Co{1 + ||ullg + |[v]lg }]lu—2|[y .

Demuestre que el operador nolineal T : X — X’ definido por

(T'(u, A) (0, ) = (Aw)) (v) + B((u, A), (v, 1)) ,

satisface la propiedad (9).



8. Sea Q un abierto acotado de R™ con frontera de clase C%!, y considere el espacio
de Sobolev H?*(2), con producto escalar (-, -)py2(q), norma inducida || - || g2, ¥
semi-norma | - |g2(q). Ademads, sea P;(Q2) el espacio de polinomios sobre Q de
grado < 1 con base {pg,p1, ..., pn} donde po(x) = 1y pi(x) = x; Vi € {1,...,n},
Vo= (xq,..,2,)T € Q.

a) (DESIGUALDAD DE POINCARE GENERALIZADA). Defina la aplicacién

n 1/2
[[vll] = { ’Uﬁ{z(g) + Z | (v, pi) 2(0) K } Vue HY(9Q),
=0

y demuestre que existen C, Cy > 0 tales que
Cilllll < lvllaze) < Calllvlll Vv e HY ().

IND.: Para la segunda desigualdad proceda por contradiccién, es decir,
suponga, en particular, que Vn € N existe v, € H*(Q) tal que ||v,| g2 >

n

n|||vn|||. Luego, defina w, = , observe que ||wy| g2 = 1, note

[0nl 220
que |[|lw,]|] < £, y aplique el hecho que la inclusién de H*(Q2) en H'(2) es
compacta.
b) (LEMA DE DENY—LIONS) Considere el espacio cuociente H?(2)/P;(€) con
norma ||[v]| g2)/pi () : inf ||v = p|lg2(0), v defina
 peP(Q)

W]lm2@)/p@) = ol Vo] € H(Q)/Pi().

Demuestre que | - |g2(q)/p, (@) esta bien definida y que existe C' > 0 tal que
[Wllz2@/pe) < lllla2@/p @
< Clplle@ne V] € HA(Q)/P(Q).

IND.: Note que para todo p € Pi(Q2) y para todo « con |a| = 2 se tiene
0%p = 0. Aplique la desigualdad de Poincaré generalizada.

¢) (LEMA DE BRAMBLE-HILBERT). Sea Il € L(H?*(Q), H'(Q)) tal que II(p) =
p Vp € Pi(2). Demuestre que existe C' > 0 tal que

lo =TVl @) < Cloluze) Vv e HX Q).

IND.: Note que v —II(v) =v—p—1II(v —p) Vp € P (Q), y luego aplique el
Lema de Deny-Lions.

9. Sea K :[0,1] x [0,1] — R una funcién continua y defina el operador integral
K : C[0,1] — C]0,1] por

1
:/ K(t,s)u(s)ds VYt € [0,1], VYu e C[0,1].

0
Aplique el Teorema de Arzela - Ascoli para probar que K es compacto.
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10. Sea © un dominio poligonal convexo de R? con frontera I', y dado f € L?*(f),
considere la ecuacion de Helmholtz con datos de Dirichlet:

Au+u=/f en Q, u=0 en I. (2)

i) Introduzca la incégnita auxiliar & := Vu en 2y pruebe que una formulacién
variacional mixta de (2) se reduce a: Hallar o € H(div; ) tal que

/Q oo — /Q div(o) div(r) = — /Q Fdiv(r) Y1 e H(div;Q). (3)

ii) Defina el operador P : H(div;Q) — [L?(Q)]* que a cada 7 € H(div;Q) le
asigna P(1T) := Vz, donde z € H}(Q2) N H?*(Q) es la tinica solucién del
problema: Az = div(r) en Q, 2z =0 en I'.Pruebeque P esun
proyector compacto, y concluya que

H(div; Q) = P(H(div;Q)) @& (I — P)(H(div;Q)) .

iii) Utilice la descomposicién anterior de H(div;€2) para demostrar que (3) se
reduce, equivalentemente, a: Hallar o € H(div;{2) tal que

Alo,T) + K(o,T) = F(T1) V7 e H(div; ), (4)

donde

Ao, ) = — /QP(J)-P(T)—/QdivP(U) divP(T)—i—/(I—P)(a)-(I—P)(T),

Q

K(o,7) ::2/QP(U)-P(7') +/QP(U).<1_P)(T) n /(I—P)(a)~P(7-),

Q
y F' es el funcional definido por el lado derecho de (3).

iv) Sean A : H(div;Q2) — H(div;Q) y K : H(div;Q) — H(div;{2) los opera-
dores lineales y acotados asociados a las formas bilineales A y K, respecti-
vamente. Demuestre que A es biyectivo y que K es compacto.

IND. Defina el operador S(7) := (I — 2P)(7) y considere la expresién
A(T,S(7)) para probar que A satisface la condicién inf-sup continua.

11.  a) Sean X e Y espacios de Hilbert y sea K € L(X,Y) tal que K transforma
sucesiones débilmente convergentes de X en sucesiones convergentes de Y.
Pruebe que K es compacto.

b) Sea X un espacio de Hilbert y sean {z,}nen € X, 7 € X, tales que z,—x
y ||znl| — ||z||. Pruebe que z, — =.

c) Sean X e Y espacios de Hilbert y sea K € L(X,Y’) un operador compacto.
Aplique a) y b) para probar que K* € L(Y, X) también es compacto.



12. a) SeaQ) = (0,1) y X = L?*(Q). Puede probarse que X provisto del producto
escalar

(f.9) = / f@)g(x)de Vi geX

es un espacio de Hilbert, y que C§°(£2) es denso en (X, (-,-)). Considere la
sucesion  {x, tnexn € X definida por  x,(t) = V2 sin(nnt) Vit € Q.
Demuestre que

llzpoll =1 Vne N | yque lim (p,z,) =0 Ve € C5°().

Concluya ademés que z, — 0, y que 2, NO CONVERGE FUERTEMENTE a
la funcién nula.

b) A propésito de lo anterior, demuestre que en un espacio de Banach reflexivo
de dimension infinita, la convergencia débil no es equivalente a la conver-
gencia fuerte.

13. a) Sean X, Y espacios de Banach y suponga que existe un operador 7' €
L(X,Y)tal que N(T) = {0} y R(T') = Y. Demuestre que X es reflexivo
(separable) si y s6lo si Y es reflexivo (separable).

b) Sean X, Y espacios de Banach separables. Demuestre que el espacio pro-
ducto X x Y también es separable.

c) Dado un abierto Q de RY y p € R, 2 < p < o0, se define

1/p
LP(Q)) := {f:Q—>]R: fmedible y || f||rq) = {/Q|f|pda:} <—{—oo}.

Puede probarse que (LP(€2),]| - ||zr()) es un espacio de Banach separable.
Por otra parte, el espacio de Sobolev W7 () estd dado por

WP (Q) = {u € LP(Q) : existe g; € LP(Q) ,i=1, N tal que

0
u ¢ dr = —/ g;0 dx Vo e CSO(Q)}
o Oz Q
En tal caso se escribe % = ¢;, v se define la norma
N
ou
ullwro oy = llulleey + D0 |l ||
i=1 19Tl ()
Puede probarse que (W'? (Q), | - [|w1s (o)) también es Banach. Demuestre

que WP () es separable.

14. Sean X, Y espacios de Banach yseaT € L(X,Y). Se dice que T es DEBILMENTE
COMPACTO si para toda sucesion acotada { x, },en de X existe una subsucesién

{xg) e tal que {Txg) }nen converge débilmente en Y. Pruebe que si X oY
es reflerivo, entonces todo operador 7' € L(X,Y’) es débilmente compacto.
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15.

16.

17.

18.

19.

Sean a, b € R tal que —o0o < a < b < +00. Asuma que Cla,b] es separable, y
demuestre que para todo entero no negativo k, C*[a, b] también es separable.

a) Sea X un espacio de Banach, y considere una sucesion { z, }nen € X tal
que z,——z. Demuestre que ||z|| < liminf ||z,]|.

b) Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo, y sea { z, },en una
. w .
sucesién en X tal que z,—x y limsup ||z,|| < ||z||. Pruebe que z,, — =.

Sean X, Y espacios vectoriales normados y 7' : X — Y un operador compacto.
Demuestre que R(T') es separable.

IND.: Escriba X = U2, {z € X : ||z|| < n}, y luego use que todo
subconjunto relativamente compacto de un espacio métrico es separable.

Un importante resultado establece que todo espacio de Banach uniformemente
convezo es reflexivo. En lo que sigue suponga que {2 es un abierto de R™ y que
p € R es tal que p > 2.

a) A partir del hecho que o? + 37 < (o + %)?2 Vo, > 0, demuestre la
desigualdad de Clarkson:

+Hf—g
) 2

f+allf 1 " 9
[ < LAy + oy} ¥ F0 € 2.

p
Lr(Q Lr(Q)

b) Utilice la desigualdad anterior para probar que LP(2), 2 < p < oo, es uni-
formemente convexo y por lo tanto reflexivo. Ademas, deduzca que W (Q)
también es reflexivo.

Sea (V.|| -]|) un espacio de Banach y sea J : V' — R un funcional NO-LINEAL. Se

dice que J es CONTINUO (resp. DEBILMENTE CONTINUO) si para toda sucesién
w .

{Vn}tnen C V tal que v, = v € V (resp. v,—v € V) se tiene que

J(v,) — J(v) € R.
a) Determine cual de estos dos conceptos de continuidad implica al otro.

Un subconjunto U de V' se dice DEBILMENTE COMPACTO si toda sucesion {v, }nen
de U posee una subsucesion débilmente convergente en U.

b) Pruebe que si U es un subconjunto compacto de V'y J : V' — R es continuo
(o bien si U es un subconjunto débilmente compacto de V'y J:V — R es
débilmente continuo), entonces existe v € U tal que

J = min J(v).
(u) = min J(v)

Un subconjunto U de V se dice DEBILMENTE CERRADO si el limite de toda
sucesion {v, }nen de U que converge débilmente, pertenece a U.



20.

21.

22.

23.

c) Demuestre que si V' es reflexivo, U es un subconjunto acotado y débilmente
cerrado de V., y J : V — R es débilmente continuo, entonces existe u € U
tal que

J(u) = min J(v).

velU

Sea X un espacio vectorial normado. Un subespacio W de X' se dice SATURADO
si para todo F' € X' — W existe x € °W tal que F(z) # 0.

a) Pruebe que si X es reflexivo y W es un subespacio cerrado de X', entonces
W es saturado.

b) Pruebe que un subespacio W de X’ es saturado si y sélo st W = (°W)e.

Un subconjunto W de X’ se dice DEBILMENTE* CERRADO si el limite de toda
sucesion {F, bnen de W que converge débilmente *, pertenece a WW.

c) Pruebe que si un subespacio W de X' es saturado entonces él es débilmente*
cerrado.

Dado p > 1, considere el espacio vectorial normado

,(C) = {x = {zp}nen: 2,€C VneN y Z |z,|P < 400},

neN

provisto de la suma y multiplicacién por escalar usuales, y cuya norma esta dada

1/p
por ||x]| = {Z |xn|p} . Demuestre que ¢,(C) es separable.

neN

Sean X un Banach complejoy A € L(X, X). Defina la constante
. ik
ro(4) = inf [[A"]]

y demuestre que
[AEC: A >r.(4)) C plA).

Sean X un Banach complejo y A € L(X, X). Demuestre que si A\, u € p(A),
entonces

R(A) = R(p) = (= A) R(A) R(p).-
Pruebe ademds que si |\ — p] ||R(p)]| < 1, entonces

R() = lim {Zm - A)“—IRw)”} en L(X,X)



24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Sean X un Banach complejoy A, B € L(X, X) tales que 0 € p(A) y

1
|A = BI|| < 7= -
[1A=]
Muestre que 0 € p(B) vy
||B—1|| < HA_IH
- (=AY A = Bl))
Sea X un Banach real y considere el espacio producto Z := X x X provisto de

(x1,y1) + (22, 92) = (21 + 22, y1 +y2) V (z1,11), (22, 42) € Z,

(a+if)(z,y) = (ax — Py, fr+ay) Yo, €R )V (x,y) € Z,
()| = llzl| + [yl V(z,y) € Z.

Demuestre que Z es un Banach (C), y que X se identifica con el subespacio
cerrado de Z,
Zy ={(z,0)eZ: zeX}

Ahora, sea A € L(X, X) y defina A e L£(Z,Z) por A(z,y) = (Az, Ay). Demuestre
que ||A|| = ||A]]. Pruebe ademés que si p es un polinomio con coeficientes reales,
entonces la ecuacién p(A)z = y tiene unica solucién para cada y € X si y sélo

A

sip(A) #0 VA eoa(A).

Sea X := L*R) y considere el operador A : D(A) C X — X definido por
(Af)(x) = zf(x) Ve € R,Vf € D(A). Demuestre que 0,(4) = o0,.(4) =
¢, 0.(A) =Ry p(4) =C—-R.

Sean X un Hilbert complejoy A : D(A) € X — X un operador lineal tal que
D(A) es denso en X. Demuestre que A € p(A*) siy sélo si (A*— \I) es inyectivo
y existe C > 0 tal que [|(A* = X)) < C|z|| VzelX.

Sean X un Hilbert complejoy A : D(A) € X — X un operador lineal tal que
D(A) es denso en X y A es autoadjunto. Demuestre que A € p(A) siy sélo si
existe C' > 0 tal que ||Axz|| > C|z|| Ve € D(A).

Sean X un Hilbert complejo y A € L(X,X) un operador autoadjunto. Defina
la constante m = inf { (Au,u) : v € X, ||u|| = 1}. Demuestre que A € p(A)
para todo A < my que m € o(A).

Sean X un Hilbert complejoy A : D(A) C X — X un operador lineal tal que
D(A) es denso en X.

i) Pruebe que si A € 0,(A), entonces A\ € 7,(A*).

ii) Deduzca que si A es autoadjunto entonces el espectro residual de A es vacio.



31. Sean X un Hilbert complejoy A € L(X, X) un operador compacto autoadjunto.

i) Pruebe que existe una sucesion { A, }nen € L(X,X) de operadores de
rango finito tal que

hm ||A — An”ﬁ(X,X) = 0
n—oo
ii) Demuestre que la ecuacion Au = f admite una solucién u si y sélo si

Z |‘J;\A”22 < o0, donde f = Z fr, con fr € E\(A).

AEop(A) A€op(A)
iii) Dados ¢ o(A) v f € X, resuelva la ecuacién: pu — Au = f, en
términos de una base Hilbertiana de X.

iv) Aplique el resultado anterior a la ecuacién integral siguiente:

ueX : /K;z:t t)ydt = f(z) Va € Q

donde Q := (0,1), X := L*(Q), f € X,y K es la funcién sobre Q x
definida por
x(1—t) si t <,
K(x,t) ==
t(l—x) si t>x.

32. Sea X un espacio de Banach y A € £(X, X). Suponga que existe un entero k > 1
tal que A* es compacto. Demuestre que I — A es un operador de Fredholm.

33. Sea X el espacio de Hilbert complejo L?*(€2), con Q :=]0, 1[, y considere el opera-
dor lineal K : X — X definido por

(Ku)(t) = /Olk:(t,s)u(s)ds VteQ, YuelX,

donde k € L*(Q2 x Q) estd dada por k(t,s) := min{t,s} V(¢ s) € Q x Q.
i) Muestre que K es autoadjunto y luego utilice una base ortonormal de L*(2)

para concluir que K es compacto.

ii) Encuentre el espectro de K. Para este efecto, proceda como se indica a
continuacién. Dado A € 0,(K) y v € N(K — AI)\0, derive dos veces la
ecuaciéon K (v) — Av = 0 y obtenga el problema de valores de contorno:

A"+ v =0 en Q, (1) =0v(0)=0.

Observe asi que A # 0. Luego, multiplique la ecuaciéon diferencial por v,
integre sobre €2, y deduzca de la identidad resultante que A > 0. Entonces,
demuestre que la solucion de la ecuacion diferencial esta dada por:

o(t) = Cy cos <%> + C sin (\%) VieQ,
9



34.

35.

36.

37.

38.

y use las condiciones de contorno para probar que los valores propios de K
estdn dados por \; = m Vj € N, con funciones propias
25 —1)t
vj(t) = sin (%) Vte.

iii) Concluya que ||K| = % .

Sea H un Hilbert sobre C. Se dice que A € L(H, H) es un operador normal si
A*A = A A*. Pruebe en este caso que:

a) A € 0,(A) siysélosi A € g,(A*). Concluya ademds que
E\(A) := N(A—=X) = E;(A") := N(A* = \I).
b) Si A, u € 0,(A), X # p, entonces Ey(A) L E,(A%).

Sea {2 un abierto acotado de R™ con frontera Lipschitz-continua. Demuestre
que existen una base Hilbertiana {e, }nen de L?(Q) y una sucesiéon { A\, }nen
de nimeros reales con A\, > 0, y A\, — oo cuando n — oo, tales que e, €
H}(Q)NH*(Q),y —Ae, = \ye, en . Se dice aqui que los A, son los valores
propios del Laplaciano (con condicién de Dirichlet), y que las e, son las funciones
propias asociadas.

Sea A : D(A) C L*(—1,1) — L?(—1,1) el operador definido por

1

(Au)(z) = zu(zr) + 9/ u(t) dt,

-1
donde # € R. Obtenga la mayor informacién posible sobre el espectro de A.
Sean Q := (0,1),p € C*Q) yq € C(Q), con p(x) > a > 0V € . Demuestre
que existen una base Hilbertiana { e, }nen de L?(Q) y una sucesiéon { A\, }nen
de nimeros reales con A\, > 0, y A\, — oo cuando n — oo, tales que e, €
Hy(Q) N H*(Q), y

—(pe)) + qen = Apen, en Q.

Sea H un espacio de Hilbert separable. Se dice que T' : H — H es un operador
de HILBERT-SCHMIDT si existe una base {e, }nen de H tal que

TP = Y I Teall® < oo

neN

Sean p y g como en el problema anterior. Demuestre que el operador lineal
T : L*(Q) — L*(Q) que a cada f € L?(Q) le asigna la tnica solucién u := T'f de

—(pu) +qu=f en Q:=(0,1)
u(0) = u(l) =0

es un operador de Hilbert Schmidt.
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

Sea (H,(-,)n) un Hilbert (C), y sea A : D(A) C H — H un operador lineal
tal que D(A) es denso en H y A es autoadjunto. Demuestre que D(A) provisto
con el producto escalar (u,v)pay = (u,v)g + (Au, Av)y, es un espacio de
Hilbert. Suponga ahora que i : D(A) — H es una inyeccién compacta, y que
A~ € L(H,D(A)). Demuestre que

i) 0(A) = 0,(4) C R.

ii) Los elementos de 0,(A) pueden ordenarse en una sucesioén { A, },en tal que
|An| — 00, cuando n — oc.

iii) Los espacios propios F, := N(A—A\,I)son de dimensién finita, ortogonales
dosados,y H=®{E,,: neN}.

Sea H un Hilbert complejo no trivial, y sea A € L(H, H) un operador biyectivo
tal que A* = A~! (OPERADOR UNITARIO). Demuestre que ||A|| = 1, y concluya
que

og(A) C{AeC: |N=1}.

Sean X un Hilbert complejoy A : D(A) € X — X un operador lineal tal que
D(A) es denso en X y A es autoadjunto.

i) Demuestre que A € o(A) siy sélo si existe una sucesion { z,, }r,en € D(A)

tal que ||z,|| = 1y (A— M)z, — 0, cuando n — oo.
ii) Pruebe que (Az,z) > 0Vx € D(A) (A POSITIVO) si y sélo si o(A) C
[0, 00).

Sea X = L*(0,1) y considere el operador A € £(X, X) definido por
(Ax)(t) == tz(t) Vte(0,1), Ve e X.

Demuestre que o(A) = [0, 1] y concluya que A no es compacto.

Vi, te WA+,

IND.: Para A € (0, 1) defina la sucesion z,(t) = {O Ld A+ 1)

Sean H un Hilbert complejo y A € L(H, H) un operador autoadjunto. Dado
un subespacio cerrado S de H invariante con respecto a A, denote por o(A4,.5)
y o(A, S%) los espectros de las restricciones A|g y Alg:, respectivamente. De-
muestre que 0(A) = (A, S)Ua(A4,St).

Sea X un espacio de Hilbert de dimensién infinita, y sea K € L£(X,X) un
operador compacto. Demuestre que 0 € o(K) y que o(K)—{0} = o0,(K)—{0}.

Sean X un Hilbert complejoy A € L(X, X) un operador autoadjunto. Demuestre
que para todo A € C se tiene X = N(A— X))@ R(A—\I).

Se dice que una proyeccién Pj, (sobre un subespacio cerrado L de un Hilbert H)
es parte de una proyeccién Py, (sobre otro subespacio cerrado M) si L C M.
Demuestre que Py, es parte de Py, si y s6lo si una de las siguientes se cumple:

11



47.

48.

49.

50.

o1l.

52.

i) Py P, = Py
i) P, Py = P
i) [|Pr(z)]| < [[Pu(z)|]| Ve H.

Sean P; y Py proyecciones en un Hilbert H. Pruebe que P, < Py si y solo si
L C M.

Sea A € L(X,X) un operador autoadjunto tal que —nl < A < nl para algin
n > 0. Muestre que ||A|| < 7.

Sean X un Hilbert complejoy A € L£(X, X) un operador autoadjunto con familia
espectral {F)} er. Defina las constantes m := inf {(A(w),u) : ||ju| = 1},
M = sup{(A(u),u) : Ju|| = 1}, y dados «, § € R, con a < f3, denote
E(A) := Ez — E,. Pruebe que para toda funcién continua f y para todo

€ (0,1) se tiene
B(A) ( / o dEA) -/ CFdE,

Sea A € L(X,X) un operador autoadjunto y sea {E)}icr su familia espectral.
Muestre que para todas las funciones continuas f, g, se tiene

7 rovam e { [ sam o) = [ 500000 aigr.)

Sean X un Banach complejoy f: G C C — X una funcién continua, donde G
es un subconjunto abierto del plano complejo. Sea I' una curva continuamente
diferenciable en G. Muestre que la integral de linea [, f(A)dX\ puede definirse
de la misma manera como en el caso de una funcién f a valores en C. Si I se
orienta en sentido anti-horario, entonces [ f(A)d\ también se escribe en la forma
$ f(A)dA. Demuestre que si A € L(X,X), entonces

A (/F f(/\)d)\) :/F(Af()\))d)\

Sean X un Hilbert complejo y T € L£(X, X). Sea I' una curva simple cerrada
continuamente diferenciable cuyo interior contiene el espectro o(7T") de T. Sea
f : C — C una funcién analitica, entera, y defina

f(T): Qmjff (T — X))~ taA.

i) Aplique el Teorema de Cauchy para mostrar que la definicién anterior es
independiente de I'. Pruebe también que si f(A) = A", entonces f(T) = T™".

IND.: Usar que

(T — )~ o

12



33.

o4.

95.

56.

o7.

ii) Muestre que si T' es autoadjunto, entonces

F(T) = / " dEs

m

donde {F)}acr es la familia espectral de T.
Sea X = L?(0,1) y considere el operador A € £(X,X) definido por
(Ax)(t) == tz(t) Vte(0,1), Ve e X.
Encuentre la familia espectral del operador A.

Sean X un espacio de Hilbert y A € £(X, X) un operador autoadjunto. De-
muestre que si \g € 0,(A), entonces

N(A = Xol) = (Expv0 — Ex)(X),
donde {E)}er es la familia espectral de A.

Sean X un Hilbert complejo y A € £L(X, X) un operador autoadjunto con familia
espectral {F)} er v constantes asociadas: m := inf {(A(u),u) : |ul| = 1}y
M = sup {(A(u),u) : ul = 1}.

i) Sean «, § € R tales que (o, ) No(A) = (. Pruebe que para A\, p € R
tales que [\, p] C («, B) se tiene E, = E).

ii) Sean a, b € R tales que a < m < M < by sea f una funcién continua sobre
[a,b] tal que f(t) = 0 Vt € o(A). Pruebe que f(A) es el operador nulo.

iii) Sean a, b € R tales que a < m < M < by sea g una funcién continua sobre
la,b]. Pruebe que g(A) es invertible si y sélo si g(t) # 0 Vit € o(A).

Sean X un Hilbert complejo y A € L(X,X) un operador autoadjunto tal que
m = inf{ (Au,u) : v € X, |lu|]|] = 1} > 0. Sea {E)} er la familia espectral
de A y demuestre que

<A(x), {/mM+E %dEA} (x)> — |2 VreX.

Pruebe que las siguientes son distribuciones sobre R:

i) @,@:m{/@eif)dx—z@} Vo e D(R).

e—0 X

i) (u,p) = lim #lz) de Ve eDR).

e—0 |1‘|ZE €T

iii)  (u,p) := lim {/OO if)dac _ 20 + ¢'(0)In (6)} Ve € D(R).

e—0 x €

13



58. i) Pruebe que VP(1): D(R) — R definida por

(VP(L),¢) = lim ) 4r Ve D®)

e—0 |z|>e €T

es una distribucion sobre R.
ii) Demuestre que (log |z])’ = VP(3) en D'(R).

59. Sean 2 un abierto de R" y f € CF(2). Demuestre que para cada a, |a| < k,

lim sup [9° (f. — f) ()] = 0.

=0 2eQ
60. Sea Q = (0,1) x (0,1), y para cada n > 3 defina los conjuntos
e (L270) (L51Y
n’n n’ n

Construya una sucesién de funciones { f,}n>3 C C§°(92), tal que f, = 1 en Q,
para todo n > 3, 0% fu(z)| < CanldlVz € Q,y

lim fn@2=f)de = 1.
Q

n—oo

61. Demuestre que la aplicacién v : D(R) — R, definida por

(u,0) = > ¢"™(m) Ve € DR)

es una distribucién de orden infinito.

62. Para cada ¢ € (0,1) considere u, € L} (R") tal que

loc

sopu. C B(0,¢) / ue(zr)de =1 |, y / lue(z)|dr < oo.

Pruebe que lir% uepdr = (0) V¢ € DR").

Rn
63. Demuestre que nlggo : ﬁ(p(x) dx = 7(0) V¢ € DR).

64. Sean X, Xy, ..., Xy, abiertos de R", y sea K un compacto contenido en U2, Xj.
Pruebe que existen funciones ¢; € C§°(X;) tales que

0<p; <1 vy Z cp?(x) = 1 en una vecindad de K .

Jj=1
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65.

66.

67.

68.

69.

Seau € IF

loc

(2), p > 1, y suponga que existe v € LV (Q) tal que

/ vodr = (—1) / u0%pdx Vo € D).
Q Q

Demuestre que 0%uc(z) = v (x), Vo € Q, Ve < dist(z,09). Ademds, pruebe
que para todo compacto K C () existe una sucesién {;}jen € C1*(Q) tal que

ll¢; = ullerxy = 0y [|0%; —v||p(x) — 0 cuando j — oo.

i) Demuestre que la inyeccién &£'(§2) — D'(Q2) es densa.

ii) Sean u € £'(Q) y ¢ € £(Q) tales que sopu N sopp = ¢. Demuestre que
(u, )y = 0.

Sea €2 un abierto de R™ y sean zg, 1 € Q) tales que zy # ;. Suponga que
u € D(Q)y sopu C {xg, 21}

i) Demuestre que existen enteros no negativos Ny, Ny, y constantes ¢, , dg €
C? ’Oé| S N07 |6‘ S va tales queVQO S D(Q)

<u790> = Z Ca 8 510790 Z dﬁ a 5901790

|a|<No |BI<N1

ii) Extienda el resultado anterior al caso en que sopu C {xg,z1,...,zx }, con
x;#x; para todo i#j € {1,2,...,N}.

i) Sea u € D'(Q), donde  es el abierto de R? definido por
Q={(z,y) €eR? ta<z<bc<y<d}.

Si % = g—z = 0 en D'(Q)), pruebe que existe una constante A € C tal que

(u,gp>:)\/ﬂ<pdx, Vo € D).

ii) Sea u € D'(2), donde € es el abierto de R? definido por
Q={(r,9,2) ER* ta<r<bc<y<d,e<z<f}.
Si % = g—z = 0 en D'(Q2), qué puede decir acerca de la distribucion u?.

Sea 2 C R un abierto y sea {u;};en una sucesién de distribuciones sobre €. Se
dice que la sucesion {u;};en converge a u € D'(Q) si

lim (uj,0) = (u,9) Vo € D).

Demuestre que

e 2 — ¢ cuando j — 00.

IND.: Notar que fooo e dy = ‘/TE
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70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

Sean u € LP(Q) y {urtren S W™P(Q), tal que ||ug||lwmr@) < M para todo

k € N. Demuestre que si w, —°u en D'(Q2), entonces u € W™P(Q).

Sean 2 un abierto de R", m € N y {u }ren una sucesién acotada de H™(2) tal

que w, = u en D'(2). Demuestre que u € H™(S2).

Sea €2 un abierto de R", y sean ¢ € C*(Q2), u € D'(R2). Se define la distribucién
gu € D'(Q) como (gu,p) = (u,gp) Y € D(Q). Demuestre que para todo
multindice « se tiene la FORMULA DE LEIBNIZ:

o (gu) = > <g) 9%g 0Py .

BLa

Sea € un abierto de R, y considere el operador Lv = v/ + v Vv € D'(Q).
Pruebe que siu € D'(Q) y Lu = f € C®(Q), entonces u € C>(). Asi,
Lu = f en el sentido clasico, y la suavidad de f se transmite a la solucién w.

Sea ) un abierto de R, y considere el operador Lv := v + gv Vv € D'(Q),
donde g € C*(R2). Demuestre que siu € D'(Q) y Lu = f € C(Q), entonces
u € CHQ), yasi Lu = f en el sentido clésico.

Sea Lu := % — 24 vy e D'(R?), el OPERADOR DE ONDAS en el plano.

922

Pruebe que L E = ¢ en D'(R?), donde

Iosifx <t 2
o 2 )
E(z,t) = { 0 silt] >t V(z,t) € R*.

Sea © un abierto de R" y u € D'(2) tal que (u,p) > 0 para toda funcién
no-negativa ¢ € C3°(€2). Pruebe que u es una distribucién de orden 0.

Sea € un abierto de R™ que incluye al vector nulo, y sea u € D'(Q2) tal que
zju = 0 en D'(Q), para todo j € {1,2,...,n}. Pruebe que existe una constante
C tal que u = C6.

Sea 2 un abierto de R" y {f;};en € Lj,.(Q2) tal que

loc

lim |fj(x)|dx =0
K

Jj—o0
para todo compacto K C Q. Pruebe que 0% f; — 0 en D'(Q2) Va.

i) Sea u € D'(2) y K un compacto contenido en §2. Pruebe que existe una
funcién f € C(€2) y un multindice « tales que

() = (~1)e / f(2)0p(@)dz Yo € D(9).
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ii) Sean V' y Q abiertos de R", y K compacto tales que K C V C . Sea
u € D'(Q) deorden N consopu = K. Aplique i) para demostrar que existe
un numero finito de funciones fz € C(f2), cuyos soportes estan contenidos

en V', tales que
u = Z 8ﬁf5.
B

80. Sea € un abierto acotado de R", f € L} (), y f€ su regularizada. Pruebe que:

i) fce C>®(Q), donde Q. :={ze€Q: dist(x,00) > €}.

i) fe(x) = f(z) para casi todos los = € Q.

iii) si f € C(Q2), entonces f¢ = f uniformemente sobre compactos de €.

1)
) f
1)
) s

iv) si f e L] .(22), 1 <p < oo, entonces f° = fen L} (Q).

81. (EL ESPACIO W, () Y EL OPERADOR DE TRAZAS). Sea  un abierto acotado
de R™ con frontera 99 de clase C*t, y sea u € WP(Q). El objetivo es probar
que u € Wy P(Q) siy sélo si T'(u) = 0 en 99, donde T : WHP(Q) — LP(9Q) es
el operador de trazas. Para la segunda implicacion se sugiere seguir el siguiente
esquema:

i) Use particién de la unidad y aplanamiento de la frontera 02 para reducir el
problema al caso en que u € WHP(R'), sopu compacto en R, y T'(u) = 0
en OR? =R 1.

ii) Pruebe que existe una sucesion {um, tmen € C1(R%) tal que
[um — ullwro@ny =0y [T (um)||zo@n-1) — 0, cuando m — oo.

iii) Dado z := (2, z,) € R", con 2’ € R* ! y x,, > 0, note que

0wy,

U (2, 2,) = up (2, 0) + (2, t)dt,

0 axn

y deduzca, usando la desigualdad de Holder y ii), que

/ (e, )P de’ < Ca?! / / V(e £) P da'dt
Rn71 0 Rnfl

para casi todo x, > 0.
iv) Sea ¢ € C*(R) tal que 0 < p < 1, ¢ =1 en [0,1], ¢ = 0 en R — [0,2],

1
defina ¢,,(z) := p(mx,), wn(z) == u(z) (1 — @p,(x)), y demuestre que
/n IVw,, — Vu||Pde < C {A(m)+ B(m) },

donde
A i= [ Jon(@P IVu(@)|P dz
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82.

83.

84.

85.

2/m
B(m) :=m? / / lu(x’, t)|P dx'dt .
0 Rn-1

v) Pruebe que A(m), B(m) — 0, y concluya que ||wn, — ullw1s@r) — 0 cuando
m — o0.

vi) Utilice las funciones w,, para obtener una sucesién {vm, }men € C3°(R%) tal
que [|vm —ullwis@n) — 0 cuando m — oo, y concluya asf que u € Wol’p(Rﬁ';).

(DESIGUALDAD GENERAL DE HOLDER). Sea € un abierto de R™, y sean 1 <

D1y P2y vy Py < 00, CON pil + p% + 4+ i = 1. Suponga que uy € LP:(Q)) para

todo k € {1,...,m}, y muestre que

[T fwlde < I] sl
Q=1 k=1

IND.: aplicar induccion y la desigualdad de Holder usual.

(TEOREMA DE PLANCHEREL). Sea v € L?(R"). La transformada de Fourier ¢
de v se define como

0(€) == (2m)™"/? / e" ™ y(x)dr  VEER™.

n

Demuestre que la transformada de Fourier es una isometria de L*(R™) en L?(R™),
esto es 0 € L*(R™) y |0 2n) = ||| r2&») para todo v € L*(R™).

Demuestre que
H'(®RY) = {ve IARY): (1+[¢]3)"20 e LR |,

y que
lollzrgny = 11+ €172 0ll2ny Vv € H'(R™).
(TEOREMA DE RELLICH). Sea 2 un abierto acotado de R™ con frontera 052 de

clase C*. El objetivo es demostrar que H(Q)<>L2(2). Para tal efecto, se sugiere
proceder de la siguiente manera:

i) Considere una sucesiéon acotada {v,,}men de H'(2), defina u,, := E(v,,)
Vm € N, donde E : H'(2) — H'(R") es el operador de extensién usual, y

muestre que existen una subsucesion {uby fmen € {tm fmen y u € H(R™),
con sop u compacto, tales que {u%)}meN converge débilmente a u en L*(R™).

ii) Aplique el Teorema de Plancherel y el problema anterior para mostrar que

N _ 2 / ~(1) 5 2 D 12
H ||L2(R ) B(O,M)‘ ( ) ( )| 1 M2 || HHl(]R )

para todo M > 0.
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iii) Utilice i) para probar que

lim al))(¢) = a(¢) VEeR”,

m—00

y luego aplique el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue para
deducir que

lim [aD(&) —a(é)|*dé = 0 paratodo M >0,
m=—co JB(0,M)

iv) Concluya a partir de ii) y iii) que
Tim [ol?) = ulffae) = 0.
86. Sea 2 un abierto de R". Asuma que la inyeccién ¢ : H'(Q) — L?(Q) es compacta

y demuestre que la inyeccién i : H™(Q)) — H™ () también es compacta, para
todo entero m > 2.

87. (DEFINICION DE H™(R™) USANDO TRANSFORMADA DE FOURIER). Seam € N.
Demuestre que

H™R") = {ve L*R"):  (L+ &)™ 0 e LR},
y que existen constantes C, Cy > 0, tales que

O [l < I+ €12 2@y < Collolm@n Yo € H™(RY).

88. Considere un abierto acotado €2 de R? con frontera I' de clase C%!, y defina los

espacios
. 2 2 . 81}1 81}2 2
H(div; Q) = < v := (v1,09) € [L*(Q)]" tal que dive := — + — € L (Q) ¢,
3:151 8962
2 2 81)2 6’01 2
H(rot; Q) := < v:= (v1,v9) € [L7(Q)]" tal que rotv := — — — € L*(Q) ¢,
61’1 (9.172

provistos, respectivamente, de los productos escalares

(U, W) H(rot,0) = / v-wdr + / rotv rotwdr Yov, w € H(rot; ),
Q Q

(V, W) H(divi) = / v-wdr + / dive divwdzr VYo, w e H(div;Q).
Q

Q

i) Demuestre que existe un operador v : H(div;(2) — H='%(T) lineal y con-
tinuo tal que y(u) = u-v V u € [C§°(Q)]?, donde v es el vector NORMAL
unitario de I.
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i) Demuestre que existe un operador y : H(rot; Q) — H~'/*(T) lineal y con-
tinuo tal que y(u) = u-7V u € [C5°(Q)]?, donde 7 es el vector TANGENCIAL
unitario de I'.

89. Sea (2 un abierto acotado de R? con frontera poligonal vy sea 7, una triangu-
larizacién de 2. Dado K € 7, sea v el vector normal a K y denote por
(-, Yok la paridad dual entre H~'/2(0K) y H'?(0K).

i) Defina los espacios

X = {veL2(Q): v|lg € H'(K) VKeTh},

7 = {)\ = (A\)wer, € Uyer, HY2OK): 3 1€ H(div; Q)
tal que T-vg = Ag en 0K VKE’EL},

y demuestre que

HY(Q) = {UEX: Y Ouvlkdox = 0 VA€ Z}.
KeT,

ii) Defina los espacios

%= {r e[l rlceHdiviK) VKT ],

Z = {€ = (gK)KETh € HKETh Hl/Q(aK) : dove H(}(Q)
tal que v = & en OK ‘V’KET;,,},

y demuestre que

H(div; Q) = {TEX: Z (T v, ko = 0 V€ € Z}

KEeT,,
90. Sea € un abierto acotado de R" con frontera I' de clase C! y defina el espacio
D) :=A{v|r: v e CFR)}.
Pruebe que D(I') es denso en H'Y/2(I').

91. Sea u una forma lineal sobre S(R™). Pruebe que u es continua (distribucién
temperada) si y sélo si existen C' > 0 y un entero no-negativo N tales que

) <0 Y {supma%(:m} Ve € SERY).

alplsN L oS
92. Demuestre que D(R?) es denso en H'(R™).
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93.

94.

Sea ) un abierto 1-regular de R” con frontera T, y sea vy : H'(Q) — L?*(T) la
aplicacién de trazas respectiva. Denote por HY?(I") el rango de 7, esto es

HYA(T) = (H'(Q),

y considere la aplicacion
ll¢llij2r = inf { lvlhia: v € HYQ) tal que yo(v) = cp} Vo € HYA(I).

i) Demuestre que || - ||1/2,r es una norma y que (H'*(T), || - ||1/2,r) es Banach.
ii) Pruebe que D(T') := {v|pr : v € C(R")} es denso en HV2(T').
Dados 1 <p<n y ¢ > 1, interesa averiguar si existe C' > 0 tal que
lullogey < ClVullprgeny  Yu € WoP(R"). ()
Para este efecto, considere u € C§°(R"), A > 0, y aplique (5) a la funcién

ux(z) = u(Ax) VoreR".

Deduzca asi que ¢ = constituye una condicién necesaria para (5).
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