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1. Sean X un Banach complejoy A € L£(X, X). Defina la constante
: "
ro(4) = inf_ [|A"]
y demuestre que
{AeC: |A|>71,(A)} Cp(A).

2. Sean X un Banach complejo y A € L(X, X). Demuestre que si A\, u € p(A),
entonces

R(A) = R(p) = (k= A) R(A) R(p).
Pruebe ademds que si |A — p| |[|R(p)|| < 1, entonces

N—oo

R(\) = lim {Z(u—)\)"_lR(,u)"} en L(X,X).

n=1

3. Sean X un Banach complejo y A, B € £(X, X) tales que 0 € p(A4) y

1
A-B|l < ——.
=Bl
Muestre que 0 € p(B) vy
HB—IH < HA_:lH

(1 =AY [A=BID)
4. Sea X un Banach real y considere el espacio producto Z := X x X provisto de

(z1,91) + (22, 92) = (21 + 22, Y1 +32) ¥V (21,51), (22, 2) € Z,
(a+i6)(z,y) = (ax — Py, fr+ay) Ya,B€R V(x,y) € Z,
(@, Il =zl +[lyl] ¥ (z,y) € Z.

Demuestre que Z es un Banach (C), y que X se identifica con el subespacio
cerrado de Z,
Zy:={(z,0)eZ: zeX}

Ahora, sea A € L(X, X) y defina Ae £(Z,Z)por A(z,y) = (Azx, Ay). Demuestre
que ||A]| = ||A]|. Pruebe ademds que si p es un polinomio con coeficientes reales,
entonces la ecuacién p(A)z = y tiene unica solucién para cada y € X si y sélo

~

sip(A\) #0 VA € o(A).



5. Sea X := L*(R) y considere el operador A : D(A) C X — X definido por
(Af)(x) = zf(x) Ve € R,V f € D(A). Demuestre que 0,(4) = o0,(4) =
¢, 0.(A) =Ry p(4) =C-R.

6. Sean X un Hilbert complejoy A : D(A) C X — X un operador lineal tal que
D(A) es denso en X y A es autoadjunto. Demuestre que A € p(A) si y sélo si
existe C' > 0 tal que

|Axzl] = Cllz]] Vo € D(A).

7. Sean X un Hilbert complejo y A € L(X, X) un operador autoadjunto. Defina
la constante m = inf { (Au,u) : u € X, ||u|| = 1}. Demuestre que A € p(A)
para todo A < my que m € o(A).

8. Sean X un Hilbert complejoy A : D(A) C X — X un operador lineal tal que
D(A) es denso en X.

i) Pruebe que si A € o,.(A), entonces A € o,(A*).

ii) Deduzca que si A es autoadjunto entonces el espectro residual de A es vacio.
9. Sean X un Hilbert complejoy A € L(X, X) un operador compacto autoadjunto.

i) Pruebe que existe una sucesiéon { A, },en € L(X, X) de operadores de
rango finito tal que

lim HA — AnHE(X,X) = 0.
n—oo
ii) Demuestre que la ecuacién Au = f admite una solucién u si y sélo si

Z %<oo, donde f = Z fr, con fy € E\(A).

Aeop(A) A€op(A)
iii) Dados u ¢ o(A) y f € X, resuelva la ecuaciéon: pu — Au = f, en
términos de una base Hilbertiana de X.

iv) Aplique el resultado anterior a la ecuacién integral siguiente:
ue X : u(z) — / K(z,t)u(t)dt = f(x) Yz € Q
Q

donde Q := (0,1), X := L*(Q), f € X,y K es la funcién sobre Q x
definida por
x(1—t) si t <,
K(x,t) :==
t(l—z) si t>zx.

10. Sea X un espacio de Banach y A € £(X, X). Suponga que existe un entero k > 1
tal que A* es compacto. Demuestre que / — A es un operador de Fredholm.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sea H un Hilbert sobre C. Se dice que A € L(H, H) es un operador normal si
A*A = A A*. Pruebe en este caso que:

a) A € 0,(A) siysdlosi A € g,(A*). Concluya ademds que
E\(A) == N(A— X)) = E5(A*) := N(A* = )I).
b) Si A, u € 0,(A), X # p, entonces Ex(A) L E,(A*).

Sea 2 un abierto acotado de R™ con frontera Lipschitz-continua. Demuestre
que existen una base Hilbertiana { e, }n,en de L*(Q) y una sucesion { A\, bnen
de numeros reales con A\, > 0, y A\, — oo cuando n — oo, tales que e, €
H(Q)NH*(Q),y —Ae, = \ye, en Q. Se dice aqui que los A, son los valores
propios del Laplaciano (con condicién de Dirichlet), y que las e, son las funciones
propias asociadas.

Sea A : D(A) C L*(—1,1) — L*(—1,1) el operador definido por

(Au)(z) = zu(z) + 9/_ u(t) dt,

1

donde # € R. Obtenga la mayor informacién posible sobre el espectro de A.

Sean Q := (0,1),p € CYQ) yq € C(Q), con p(z) > a > 0V € Q. Demuestre
que existen una base Hilbertiana {e, }nen de L?(Q) y una sucesion { A\, }nen

de ntimeros reales con A\, > 0, y A\, — oo cuando n — oo, tales que e, €
Hy(Q) N H?(Q), y
—(pe)) + gen = Apen, en .

Sea H un espacio de Hilbert separable. Se dice que T' : H — H es un operador
de HILBERT-SCHMIDT si existe una base {e, },en de H tal que

ITN17 =) ITen|” < 0.
neN
Sean p y g como en el problema anterior. Demuestre que el operador lineal
T : L*(Q) — L*(Q) que a cada f € L?(Q) le asigna la tunica solucién u := T'f de
—(pu) + qu=f en Q:=(0,1)

u(0) = u(l) =0
es un operador de Hilbert Schmidt.

Sea (H,(-,-)m) un Hilbert (C), y sea A : D(A) C H — H un operador lineal
tal que D(A) es denso en H y A es autoadjunto. Demuestre que D(A) provisto
con el producto escalar (u,v)pay = (u,v)g + (Au, Av)y, es un espacio de
Hilbert. Suponga ahora que i : D(A) — H es una inyeccién compacta, y que
A™Y € L(H,D(A)). Demuestre que



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

i) 0(A) = 0,(4) C R.
ii) Los elementos de 0,(A) pueden ordenarse en una sucesién { A, },en tal que

|An| — 00, cuando n — oc.

iii) Los espacios propios E), := N(A—\,I) son de dimensién finita, ortogonales
dosados,y H=@®{ E,,: neN}.

Sea H un Hilbert complejo no trivial, y sea A € L(H, H) un operador biyectivo
tal que A* = A~! (OPERADOR UNITARIO). Demuestre que ||A|| = 1, y concluya
que

cA) C{AeC: |N\N=1}.

Sean X un Hilbert complejoy A : D(A) € X — X un operador lineal tal que
D(A) es denso en X y A es autoadjunto.

i) Demuestre que A € o(A) siy solo si existe una sucesion { z, }nen € D(A)

tal que ||z,|| = 1y (A— M)z, — 0, cuando n — oo.
ii) Pruebe que (Az,z) > 0Vaz € D(A) (A POSITIVO) si y sélo si 0(A) C
0, 00).

Sea X = L?(0,1) y considere el operador A € L(X, X) definido por
(Az)(t) = tx(t) Vte(0,1), Vze X.

Demuestre que o(A) = [0, 1] y concluya que A no es compacto.

\/1_(: ) te()\a)\_‘_%)a

IND.: Para A € (0, 1) defina la sucesién z,(t) = {0 £ é (A A+ 1)

Sean H un Hilbert complejo y A € L(H, H) un operador autoadjunto. Dado
un subespacio cerrado S de H invariante con respecto a A, denote por o(A,S)
y 0(A, St) los espectros de las restricciones A|s y Alg:, respectivamente. De-

muestre que 0(A) = o(A,S)Uc(A4,St).

Sea X un espacio de Hilbert de dimensién infinita, y sea K € L£(X,X) un
operador compacto. Demuestre que 0 € o(K) y que o(K)—{0} = o0,(K)—{0}.

Sean X un Hilbert complejoy A € L(X, X) un operador autoadjunto. Demuestre
que para todo A € Cse tiene X = N(A—-AX)® R(A—X\).

Se dice que una proyecciéon Pp, (sobre un subespacio cerrado L de un Hilbert H)
es parte de una proyeccién Py, (sobre otro subespacio cerrado M) si L C M.
Demuestre que Pp, es parte de Py si y s6lo si una de las siguientes se cumple:

i) Py P, = Py
i) P, Py = Pp.
i) [[Pr(@)|| < [|[Pu(z)l] Vo€ H.



24.

25.

26.

27.

28.

29.

Sean Pj y P,; proyecciones en un Hilbert H. Pruebe que Pr, < Py si y solo si
LCM.

Sea A € L(X,X) un operador autoadjunto tal que —nI < A < nl para algin
n > 0. Muestre que ||A|| < 7.

Sean X un Hilbert complejoy A € L(X, X) un operador autoadjunto con familia

espectral {E)} er. Defina las constantes m = inf {(A(u),u) : ||lu|| = 1},
M = sup{(A(u),u) : Jjul]| = 1}, y dados «a, § € R, con a < [, denote
E(A) = Ez — E,. Pruebe que para toda funcién continua f y para todo

€ (0,1) se tiene

B(A) ( /m o dEA) _ /a " HE,

Sea A € L(X,X) un operador autoadjunto y sea {Ej}icr su familia espectral.
Muestre que para todas las funciones continuas f, g, se tiene

<{/mM+€ d (A)dEA} ) { /m M+€9(A>dEA} 93> = /m o FONg(N) d(Bya, ) .

Sean X un Banach complejoy f: G C C — X una funciéon continua, donde G
es un subconjunto abierto del plano complejo. Sea I' una curva continuamente
diferenciable en G. Muestre que la integral de linea [, f(A)dX puede definirse
de la misma manera como en el caso de una funciéon f a valores en C. Si I se
orienta en sentido anti-horario, entonces [, f(A)d\ también se escribe en la forma
$ F(N)dA. Demuestre que si A € L(X, X), entonces

A (/F f(A)d)\) :/F(Af()\) )dA

Sean X un Hilbert complejo y T € L£(X, X). Sea I' una curva simple cerrada
continuamente diferenciable cuyo interior contiene el espectro o(T") de T'. Sea
f : C — C una funcién analitica, entera, y defina

f(T) mef (T — XI)~a.

i) Aplique el Teorema de Cauchy para mostrar que la definicién anterior es
independiente de I'. Pruebe también que si f(A) = A", entonces f(T) = T™.

IND.: Usar que

(T — M)~

)\m—i-l :

ii) Muestre que si T' es autoadjunto, entonces

o= [ Ty dBs

m

donde {F)}aer es la familia espectral de T'.

bt



30.

31.

32.

33.
34.

35.

36.

Sea X = L?(0,1) y considere el operador A € L(X, X) definido por
(Az)(t) = tx(t) Vte(0,1), Vze X.
Encuentre la familia espectral del operador A.

Sean X un espacio de Hilbert y A € £(X, X) un operador autoadjunto. De-
muestre que si \g € 0,(A), entonces

N(A - )‘0[) = (EA(H-O - E)\O)(X) )
donde {F)}aer es la familia espectral de A.

Pruebe que las siguientes son distribuciones sobre R:

i) <u,gp>:nm{/|m|26¢f)dx—2@} Vo € D(R).

e—0

i) (u,p) = lim #lo) dx Vo € D(R).

0 Jjzlze ¥

iii)  (u,) = lim {/00 Mdm _ 20 + ¢'(0)In (e)} Vo € D(R).

e—0 2 €

Demuestre que (log |z])’ = VP(1) en D'(R).

Sean  un abierto de R" y f € C¥(Q). Demuestre que para cada «, |a| < k,

lim sup [0 (fe — f)(z)] = 0.

=0 zeQ
Sea Q = (0,1) x (0,1), y para cada n > 3 defina los conjuntos
i (L2 (L01Y
nn n n

Construya una sucesién de funciones { f,}n>3 C C5°(Q2), tal que f, = 1en Q,
para todo n > 3, |0% fu(z)| < Cunl®l Vo € Q,y

lim fn@2—=fo)de =1.
0

n—oo

Demuestre que la aplicacién v : D(R) — R, definida por

(w,0) = Y ¢™(m) Vo € D(R)

m=0

es una distribucién de orden infinito.



37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Para cada ¢ € (0,1) considere u, € L. (R") tal que

loc

sopu. € B(0,¢) / u(z)de =1 , y / lue(z)|dr < oo.

Pruebe que lim u. pdr = (0) V¢ € DR").

e—0 Rn
Demuestre que nh—>nolo . ﬁgp(m) dr = m¢(0) V¢ € DR).

Sean X, Xo, ..., X, abiertos de R", y sea K un compacto contenido en U2, Xj.
Pruebe que existen funciones ¢; € C§°(X;) tales que

0<¢p; <1 vy Z cp?(:c) = 1 en una vecindad de K .

=1

Seau € I¥

loc

(Q), p > 1, y suponga que existe v € LI () tal que

loc
/ vodr = (—1) / udpdr Vo € D).
Q Q
Demuestre que 0%u.(z) = v.(z), Vo € Q, Ve < dist(z,09). Ademds, pruebe

que para todo compacto K C ( existe una sucesién {p;}jexn € C1*(Q) tal que

;= ullprxy =0y [|0%; —v||rx) = 0 cuando j — oo.

i) Demuestre que la inyeccién £'(€2) — D'(2) es densa.
ii) Sean u € &£'(Q) y ¢ € £(N) tales que sopu N sopy = ¢. Demuestre que
(u, )y = 0.

Sea ) un abierto de R™ y sean xy, x; € ) tales que xy # x;. Suponga que
u e D)y sopu C {xg,x1}.

i) Demuestre que existen enteros no negativos Ny, Ny, y constantes ¢, , dg €
C, |a] < Ny, |B] < Ny, tales que Vi € D(Q)

<u7 90) = Z Ca <aa5m07 90) + Z dﬁ <aﬁ5$17 30> :

|la|<No [BI<N1

ii) Extienda el resultado anterior al caso en que sopu C {xg,21,...,zx }, con
x;#x; para todo i#j € {1,2,...,N}.
i) Sea u € D'(Q), donde  es el abierto de R? definido por
Q={(r,y) eR? :a<z<bc<y<d}.
ou ou

Sigr = 5 = Oen D'(Q2), pruebe que existe una constante A € C tal que

(u,go):)\/ggodx, Vo € D(Q).



44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

ii) Sea u € D'(2), donde Q es el abierto de R? definido por

Q={(r,y,2) R :a<z<bc<y<d,e<z<f}

Si 2 = g—z = 0 en D'(Q), qué puede decir acerca de la distribucién u?.

Sea 2 C R un abierto y sea {u;};en una sucesién de distribuciones sobre €. Se
dice que la sucesion {u,};en converge a u € D’'(2) si

lim (u;, ) = (u,9) Ve € D(Q).

Jj—o0
Demuestre que

Jj 242

e 2 — ¢ cuando j — 00.
\ 2T J

IND.: Notar que [ e dy = @

Sean u € LP(Q) y {urtren S W™P(Q), tal que ||ug||wmri) < M para todo

k € N. Demuestre que si w, —°u en D'(Q2), entonces u € W™P(Q).

Sea € un abierto de R, y sean g € C*(Q2), u € D'(R2). Se define la distribucién
gu € D'(Q) como (gu,p) = (u,gp) Y € D(). Demuestre que para todo
multindice « se tiene la FORMULA DE LEIBNIZ:

o (gu) = > (g) 9% 0° P u .

Bl

Sea 2 un abierto de R, y considere el operador Lv := v + v Vv € D'(Q).
Pruebe que siw € D'(Q) y Lu = f € C®(Q), entonces u € C®(Q). Asi,
Lu = f en el sentido clésico, y la suavidad de f se transmite a la solucion wu.

Sea € un abierto de R, y considere el operador Lv := v' + gv Yv € D'(Q),
donde g € C*(Q2). Demuestre que siu € D'(Q)y Lu = f € C(Q), entonces
u € CYQ), yasi Lu = f en el sentido clésico.

Sea Lu := Z¢ — P4 vy ¢ D'(R?), el OPERADOR DE ONDAS en el plano.

Pruebe que L E = ¢ en D'(R?), donde

1oz <t 9
I D) )
E(z,t) == {O §ilol >t V(z,t) € R*.

Sea () un abierto de R" y u € D'(2) tal que (u,9) > 0 para toda funcién
no-negativa ¢ € C3°(€2). Pruebe que u es una distribucién de orden 0.

Sea € un abierto de R™ que incluye al vector nulo, y sea u € D’'(Q2) tal que
zju = 0en D'(Q), para todo j € {1,2,...,n}. Pruebe que existe una constante

C tal que u = C'9.



52. Sea Q un abierto de R" y {f;}jen C L;,.(Q) tal que

lim |fj( ) dz =0

j—o0
para todo compacto K C €. Pruebe que 0 f; — 0en D'(Q) Vau.

53. i) Sea u € D'(Q) y K un compacto contenido en 2. Pruebe que existe una
funcién f € C(€) y un multindice « tales que

() = (~1)e / f(#)0p(x)dz Vo € Dy(9).

ii) Sean V' y Q abiertos de R", y K compacto tales que K C V C . Sea
u € D'(Q) de orden N consopu = K. Aplique i) para demostrar que existe
un numero finito de funciones fz € C(£2), cuyos soportes estan contenidos

en V' tales que
u = Z 0ﬁfﬁ.
B

54. Sea Q un abierto acotado de R™, f € Li (), y f€ su regularizada. Pruebe que:

i) f<e C"X’(Qe), donde Q. :={z € Q: dist(x,00) > €}.

i) fe(x)° = f(x) para casi todos los z € €.

iii) si f € C(£2), entonces f€ = f uniformemente sobre compactos de ).
) s

iv) si fe L] (), 1 <p < oo, entonces f° = fen LY (Q).

55. (EL ESPACIO W, () Y EL OPERADOR DE TRAZAS). Sea  un abierto acotado
de R" con frontera 9 de clase C', y sea u € WP(Q2). El objetivo es probar
que u € WyP(Q) siy sélo si T(u) = 0 en 9Q, donde T : WP(Q) — LP(9Q) es
el operador de trazas. Para la segunda implicacion se sugiere seguir el siguiente
esquema:

i) Use particién de la unidad y aplanamiento de la frontera €2 para reducir el
problema al caso en que u € WHP(R"), sopu compacto en R”, y T'(u) = 0
en R = R"" L.

ii) Pruebe que existe una sucesion {um, tmen € C'(R?) tal que

[wm — ullwrr@ny =0y [|T(wnm)||zo@n-1) — 0, cuando m — oo.

iii) Dado z := (2, z,) € R, con ' € R""! y x,, > 0, note que

Oy,

U (2, 2,) = U (2, 0) + (2 t)dt,

0 axn

y deduzca, usando la desigualdad de Holder y ii), que

/ (e, )P da’ < Can! / / IVula, )| da'dt
Rn—1 0o Jre—t

para casi todo x, > 0.



56.

o7.

58.

59.

iv) Sea p € C*(R) tal que 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 en [0,1], p = 0 en R —[0,2],
defina @, (x) := p(mz,), wy(x) == u(z) (1 — pn(x)), y demuestre que

/Rn IV, — VulPde < C { A(m) + B(m)} |

donde
A(m) = / o ()P [Vula) | de

n
+

2/m
B(m) :=m” / / lu(z!, t)|P da'dt .
0 Rn—1
v) Pruebe que A(m), B(m) — 0, y concluya que ||wm, — ul[wisgr) — 0 cuando
m — o0.
vi) Utilice las funciones w,, para obtener una sucesion {v, }men € C3°(R7) tal

que [|vm —u|lw1s@n) — 0 cuando m — oo, y concluya asi que u € W, ?(R™).

(DESIGUALDAD GENERAL DE HOLDER). Sea 2 un abierto de R™, y sean 1 <

D1, D2y -y Pm < 00, CON pil + p% + -+ ﬁ = 1. Suponga que uy € LP¥(2) para

todo k € {1,...,m}, y muestre que
/ IT lweldae < T lusllzreee) -
Q=1 k=1
IND.: aplicar inducciéon y la desigualdad de Holder usual.

(TEOREMA DE PLANCHEREL). Sea v € L?*(R"). La transformada de Fourier ¢
de v se define como

o(€) = (2m)™/? / e y(x) d VeEeR™.

n

Demuestre que la transformada de Fourier es una isometria de L*(R™) en L*(R™),
esto es 0 € L*(R™) y ||0]|2@n) = ||v||z2(rn) para todo v € L*(R™).

Demuestre que
H'R") = {ve L*RY):  (1+]¢l)0 e PR |,

Yy que
ol ey = 1A+ 16192 bl 2@ny Vv e H'(RY).

(TEOREMA DE RELLICH). Sea 2 un abierto acotado de R™ con frontera 052 de
clase C*. El objetivo es demostrar que H'(Q)<>L2(€2). Para tal efecto, se sugiere
proceder de la siguiente manera:

10



i) Considere una sucesion acotada {v,,}men de H'(Q), defina u,, := E(v,,)
Vm € N, donde E : H'(Q2) — H'(R") es el operador de extensién usual, y

muestre que existen una subsucesion {usy fmen € {tm tmen y u € H(R™),
con sop u compacto, tales que {uﬁ,}b)}meN converge débilmente a u en L*(R™).

ii) Aplique el Teorema de Plancherel y el problema anterior para mostrar que

1
1) _ 4112 WY ()2 (1) _ o112
[ UHL?(Rn) < /B(O7M)|Um (&) —a(§)|"d§ + e [, uHHl(R")

para todo M > 0.

iii) Utilice i) para probar que

lim a()(¢) = a(§) VEER",

m—00

y luego aplique el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue para
deducir que

lim AN (&) —a(€)|*dé = 0 paratodo M >0,

m=co JB(o,M)
iv) Concluya a partir de ii) y iii) que
%ﬁl})o v _UH%Q(Q) = 0.

60. (DEFINICION DE H™(R™) USANDO TRANSFORMADA DE FOURIER). Seam € N.
Demuestre que

H™R") := {ve LXR"):  (1+]¢]})™?0 € L*R™)},
y que existen constantes C, Cy > 0, tales que

C1 o)l am@ey < 11+ E1P)™2 0 2@ny < Co o)l am@ny Yo € H™(R™).

61. Considere un abierto acotado € de R? con frontera I' de clase C*!, y defina los

espacios
. 2 2 . 8@1 8212 2
H(div; Q) = < v:= (v1,v2) € [L7(Q)]" tal que dive := — + — € L*(Q) ¢,
81’1 81’2
H(rot; Q) = ¢ v:=(v1,v9) € [L*(Q)]" tal que rotv:= — — — € L*(Q) » ,
Ooxry Ox

provistos, respectivamente, de los productos escalares

(v, W) Hrot,0) = / v-wdr + / rotv rotwdr Yov, w € H(rot; Q) ,
Q Q

(v, W) Hdivi0) = / v-wdr + / dive divwdr Vo, w € H(div; Q).
Q Q

11



i) Demuestre que existe un operador v : H(div; Q) — H~'/*(T) lineal y con-
tinuo tal que y(u) = u-v ¥V u € [C5(Q2)]?, donde v es el vector NORMAL
unitario de I'.

ii) Demuestre que existe un operador y : H(rot; 2) — H~'/*(T) lineal y con-
tinuo tal que y(u) = u-7Vu € [C5°(Q)]?, donde 7 es el vector TANGENCIAL
unitario de I'.

62. Sea 2 un abierto acotado de R? con frontera poligonal y sea 7;, una triangu-
larizacién de 2. Dado K € 7T, sea v el vector normal a 0K y denote por
(-, Yok la paridad dual entre H~2(0K) y H/?(0K).

i) Defina los espacios

Xi={vel @) vxeH(K) YKeT},

Z = {A = (\)xer, € Uxer, HV2(0K) : 37 € H(div; Q)
tal que T -vg = Ag en 0K VKE?}L},

y demuestre que

HY(Q) = {veX: Y Ouvlkox = 0 YA€ Z}.
KeT,

ii) Defina los espacios

K= {r e[l rlxeHdivK) YKeT ],

72 =& = (€)xer, € Nier, HPOK): Fv e HY(Q)
tal que v = & en OK VKG'E},

y demuestre que

H(div; Q) = {TEX: S (rovkbrdox = 0 VEe Z}.
KeT,
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