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1. (TEOREMA DE HAHN-BANACH SOBRE C). Sea X un espacio vectorial normado
sobre el cuerpo C y sea p: X — R tal que

plaz) = la[p(x) v ple+y) <plx)+ply) VaeC Vr,yelX.
Ademds, sean S un subespacio de X y f € S’ tales que
[f(@)] < plz) Vzels.
Demuestre que f puede extenderse a un funcional F' € X' tal que

[F(z)] < plz) VYo eX.

2. (APLICACION SIMPLE DEL TEOREMA DE HAHN-BANACH). Sea X un espacio
vectorial normado sobre el cuerpo C.

a) Dados un conjunto {xy, xs, ..., zx } de N vectores linealmente independientes
de X y {a1,as,...,an} C C, pruebe que existe F' € X' tal que F(z;) = q;
para todo j € {1,..., N}.

b) Utilice a) para probar que todo subespacio Y de dimensién finita admite un
suplemento topdgico.

3. Sea 2 := (a,b) un intervalo acotado de R y dado m € N considere el espacio
de Sobolev H™(Q) := {v € L*(Q): oW € L*(Q) Vj e {l,..,m}}. Asuma
que la inyeccién i : H'(2) — L*(Q) es compacta y demuestre que la inyeccién
i H™(Q) — H™1(Q) también lo es.

4. Sean X, Y, Z espacios vectoriales normados y sean A € L(X,Y), B € L(Z,X).
Demuestre que (AB) = B’ A’. Suponga que A es invertible y demuestre que A’
tambien lo es, con (A')~! = (A71Y.

5. (INVERSO A 1ZQUIERDA). Sean F, F' espacios de Banach y sea T' € L(FE, F') tal
que N(T') = {0}. Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Existe S € L(F,E) talque ST =1:E — E.

b) R(T) es cerrado y posee un suplemento topolégico en F.



6.

10.

11.

(APLICACION DE REFLEXIVIDAD). Sean E y F espacios de Banach y sea A :
D(A) C E — F lineal cerrado tal que D(A) es denso en E. Pruebe que si E es
reflexivo entonces

N(A)*+ = R(A%).

Sea (H, (-, -)) un espacio de Hilbert y considere un operador NOLINEAL T’ : H —
H, FUERTEMENTE MONOTONO y LIPSCHITZ-CONTINUO. Esto significa, respec-
tivamente, que existen constantes a, M > 0 tales que

(Tv—Tw,v—w) > a|lv-—w|y v |[Tv-Tw|lg < M|jv—w|lg Yv,w € H.

a) Dada f € H, demuestre que existe un tnico u € H tal que Tu = f.

b) Sea H, un subespacio de dimension finita de H y considere el esquema de
Galerkin asociado: Hallar u, € H, tal que

(Tup,vn) = (f,vn) Vv, € H,.

Pruebe que

M.
o —unlle < — inf Ju—vallz.

Un n

IND.: Para a), aplicar el Teorema del Punto Fijo de Banach al operador P :
H — H, con Pv := v—p(Tv— f), donde p es un pardmetro a elegir de manera
conveniente.

Sean X,Y espacios de Banach, y sea A : X — Y un operador lineal cerrado tal
que N(A) = {0} y R(A) =Y. Demuestre que A~! € L(Y, X).

IND.: Considere D(A) provisto de la norma ||x||4 := ||z|| + ||Az]||.

(TOPOLOGIA DEBIL). Sean E, F espacios de Banach ysea T : E — (F,o(F, F"))
un operador lineal y continuo. Pruebe que T': F — F también es continuo.

(TOPOLOGIA DEBIL ESTRELLA). Sea E un espacio de Banach y sea f € FE'.
Demuestre que una base de vecindades de f con respecto a la topologia o(E’, E)
estd dada por conjuntos de la forma

Vi={geFE: |g(z;)— flz;)] <e Vje{l,2,.,N}},
coon NeN,z;e £ Vje{l,2,.,N} y €>0.
(TOPOLOGIAS Y ESPACIOS DE HILBERT). Sea F un espacio de Hilbert.

a) Defina, con la mayor simplicidad posible, las topologias o(E, E') y o(E', E).

b) Pruebe explicitamente (sin usar el resultado més general dado en clases) que
la bola unitaria cerrada de E es compacta en o(FE, E').



12.

13.

14.

15.

Sea X un espacio vectorial normado y f : X — R un funcional lineal. Pruebe
que f € X' siy s6lo si N(f) es un subespacio cerrado de X.

Sea X un espacio vectorial normado.

a) Demuestre que si una subsucesién de una sucesiéon de Cauchy converge,
entonces la sucesion completa converge.

b) Sea S:={xr € X : ||z||=1}. Pruebe que S es completo si y sélo si X
es Banach.

Considere un abierto acotado €2 de R™ con frontera I' suficientemente suave, y
defina el espacio

H(div; Q) = {v e [LXQ)]" :  dive == Z gz: e L2(Q }

provisto del producto escalar
(v, W) Hdivi0) = / v-wdr + / dive divwdr Vo, w € H(div; Q).
Q Q

a) Demuestre que (H(div;€); (-, ) r(aiv:0)) es un espacio de Hilbert.
b) Pruebe que para todo g € [L?(2)]™ existe un tnico v, € H(div; Q) tal que

/vg~wd:c+/divvg divwdx:/g-wdx Vw e H(div; Q).
Q Q Q

IND.: Dada v € [L?(Q)]", se dice que divv := z € L?(Q) si
- ¢ ~
—Z vi—dr= [ zpdx Ve CFH).
i—1 /9 Ox; Q

Considere un abierto acotado € de R? con frontera I' suficientemente suave, y
defina el espacio

H(rot; Q) == {v:= (v;,v) € [L*(Q))* : rotv = — — — € L*(Q)}
provisto del producto escalar

(U, W) Hrot;2) = / v-wdr + / rotv rotwdr Vv, w € H(rot; ).
Q Q

a) Demuestre que (H(rot;€2); (-, ) Hrot;)) €5 un espacio de Hilbert.
b) Pruebe que para todo g € H(rot; 2) existe un tnico v, € H(rot; ) tal que

/vg-wdz+/rotvg rotwd:)s:/rotgrotwdx Vw € H(rot; Q).
Q Q Q



16.

17.

18.

19.

IND.: Notar que v € H(rot; Q) si y sblo si (ve, —v1) € H(div; Q). También, dada
v € [L3(Q)]?, se dice que rot v := z € L3() si

dp dip /
— [ vo—"dzx+ | vy=—"—dx= | zpdx YpeC(0).
o 28x1 0 18372 0 2 2 o( )

Sea ) un abierto acotado de R™ con frontera suave I, y defina el espacio V' :=
H?(Q) N H (), es decir

V={veH*(Q): v=0 en I'}.
Demuestre que existe una constante C' > 0 tal que

HU||H1(Q) S CHAU||L2(Q) V’UEV.

IND.: Dadav € V, defina f = —Awv € L*(Q) y aplique el Lema de Lax-Milgram
al problema de valores de contorno: —Au = fen Q, u=0enTI.

Sea X el espacio de las funciones continuas sobre [0, 1] provisto de la norma
uniforme. Dados los polinomios p; € X, j € {0,1,...,n}, con p;(t) = # Vt €
[0, 1], se define el operador A : X — X como

n

Aw) =" {/01 u(t)pj(t)dt} p;, NYueX.

J=0

Demuestre que A € L£(X,X) y encuentre explicitamente el operador adjunto
A X — X

1
IND.: Paratodo j € {0,1,...,n} defina F; : X — R por Fj(u) := / u(t) p;(t) dt
0
Vu e X,y observe que F; € X'.

Considere dos espacios vectoriales normados X e Y.

a) Sea Ay € L(X,Y) tal que A;' € L(Y, X). Demuestre que existe un operador
To € LIL(X,Y), L(Y, X)) tal que ToAg = A5 v [|Tol| = || A5 []/[] Aol |-

b) Pruebe que si Y es Banach y 7 € L(L(X,Y),L(Y’, X")) es un operador
biyectivo, entonces 7' € L(L(Y', X"), L(X,Y)).

Sea € := (0, 1) y considere el problema de valores de contorno

—(au') +bu =f en Q

W(0) = /(1) =0 | (1)

donde a(z) = 22 +2,b(x) =2+ sen(z) y f(x) =1 Vz € Q. Puede probarse que
la formulacién débil de (1) consiste en hallar u € H'(Q) tal que

1 1
/ ('’ + buv)da = / fode Yo e H'(Q). @)
0 0
Demuestre que existe un tnico u € H'(Q) solucién de (2).

4



20.

21.

22.

23.

24.

25.

Sean X, Y espacios vectoriales normados y considere A € L(X,Y).
a) Demuestre que R(A)" = N(4’) y que
N(A) ={0} siysolosi R(A) =Y.
b) Pruebe que si N(A) = {0} y R(A) =Y, entonces (A')~! = (A71)".
Sea M un subespacio cerrado de un espacio vectorial normado X.

a) Demuestre que M =9 (M?).

b) Pruebe que el aniquilador de (57)’ coincide con M.

Sean X,Y espacios vectoriales normados y sea T : X’ — Y’ un operador lineal
cerrado y biyectivo. Demuestre que 71 € L(Y’, X).

Sean [ = [to — 1,to+ 7], f; : I x R = R,j = 1,---,n, funciones continuas,
y considere el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:
Hallar u := (uq, - - -, u,) tal que

de o

Uj(to):'fb Vj:1,-~-,n,

donde ¢y, 7, ;, 7 =1,---,n son constantes reales dadas y 7 es positivo. Suponga
ademas que existe M > 0 tal que

() = [t w)| < M|z —wll Vzw e RY, Vit e L.

Demuestre que (3) tiene una tnica solucién u(t) para todo t € I.

IND.: Transforme (3) en una ecuacién integral de Volterra y luego aplique algin
resultado apropiado sobre puntos fijos.

Sean X,Y espacios de Banach y A : X — Y un operador lineal. Pruebe que si
GAe X' VGeY'S entonces A€ L(X,Y).

Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y considere una sucesiéon {x, },en de H tal

1, n=

que (T, Tp,) = {O " Pruebe que Z | {z,2,)|* < ||z||* Vo € H.

n#m
n=1
Ademads, dada una sucesién de escalares { a;, }nen, demuestre que son equiva-

lentes,

o0
a) E o, x,  converge en H.
n=1

b) > on* < 4o
n=1



26.

27.

28.

Dado un abierto €2 de R", se define
L2(Q) = {f:Q—>R . f medible y / If2de < +oo} .
Q

Dado un multindice o := (o, ...,,) € N" y una funcién diferenciable u, se
denota . "
d'*u
al = E Q; 0%u = .
o] , Py 0z 0x5? - - - Qxon
=1 n

Con estas notaciones, para cada m € N se define el ESPACIO DE SOBOLEV de
orden m, como

H™(Q) = {u € [(Q) : Va,|a| <m existe g € L2(Q) . tal que

/ wd®pdr = (—1) / Jo p dx Vo € C'(‘)X’(Q)}
Q 0

En tal caso se escribe 0“u = g,, y se define la norma

1/2
HUHHm(Q) = Z HaaUH%zm)
|| <m
Asuma que L*(Q) provisto del producto escalar (u,v)r2q) = [, wvdz, es un

espacio de Hilbert, y demuestre que H™({2) es también un espacio de Hilbert.
Muestre ademés que para todo f € (H™(f)) existen funciones f, € L*(Q),
af < m, tales que f(v) = 30, cp Jo fa 0% vdr Vv e H™(Q).

Se dice que un espacio de Banach X es UNIFORMEMENTE CONVEXO si para todo
e > 0 existe 0 > 0 tal que

T+y
(e X, lall <1 bl < 1y flo-yll > ) = [55] <10

Demuestre que todo espacio de Hilbert es uniformemente convexo.

Sean X, Y espacios de Hilbert y considere A € L(X,Y).

a) Demuestre que A* es inyectivo si y sélo si R(A) es denso en Y.

b) Suponga que existe § > 0 tal que

inf |z —z|| < B||Az|] V2 e X.
z€N(A)

Demuestre que R(A) = N(A*)*.

c) Pruebe que A* = Ry A’ R{,l, donde Ry : X’ — Xy Ry : Y — Y denotan
las aplicaciones de Riesz. Concluya ademés que °N(A4’) = N(A*)*.



29.

30.

31.

32.

Sea X un espacio de Banach e Y un espacio vectorial normado. Sea {7}, },en C
L(X,Y) tal que lim, o T,,(z) existe Yo € X. Pruebe que existe T' € L(X,Y)
tal que T,,(z) — T'(z) Vre X.

IND.: Aplicar TEOREMA DE BANACH-STEINHAUSS.

Sea H un espacio de Hilbert, y sea { H, }nen una sucesién de subespacios de
dimensién finita de H tal que H,,_1 C H, Vn € N,y U,en H, es denso en H.
Sea B : H x H — R una forma bilineal acotada y suponga que para todo f € H’
existe una unica sucesién { u,(f) tnen € H tal que

un(f) € Hy , Blun(f),vn) = f(on) Yoo € Hy,

v ||un(f)]] < Col|f|| Vn € N, donde Cj es una constante positiva independiente
de n y de f. Suponga ademds que para todo f € H' existe un tnico u(f) € H
tal que
B(u(f),v) = f(v) Yv € H.
Demuestre que
lim lu(f) = un(f)Il =0 VfeH.

n—-+4o0o
IND.: Defina la proyeccion de Galerkin P, : H — H,, donde Vv € H, P,v
denota la tnica solucién de B(P,v,w,) = B(v,w,) Yw, € H, y observe que

Pou(f) = un(f).

Sea H un espacio vectorial normado real. Pruebe que si la norma de H satisface
lz+yl* + [l =yl =2 {{|2|F +lyl[*} Va,y € H,

entonces ella proviene de un producto escalar.

Sean V un espacio de Hilbert, a : V x V — R una forma bilineal acotada
simétrica y coerciva, y A : V. — V' el operador lineal y acotado inducido por
a. Dado f € V' y U un subconjunto de V' no vacio convexo y cerrado, es sabido
(por TEOREMA DE STAMPACCHIA) que existe un tnico u € U tal que

a(u,v —u) > flv—u) Yv € U.

Ahora, sean V}, un subespacio de V' de dimensién finita, U, un subconjunto de
Vi, no vacio convexo y cerrado, y denote por u;, € U, a la tnica solucion del
problema discreto:

a(uh,vh—uh) Z f(Uh —uh) V’Uh S Uh.

Ademas, sea H un Hilbert tal que V' C H, y la inyeccién canénica i : V. — H es
continua y densa. Demuestre que si Au — f € H, entonces existe una constante
C independiente de V}, y Uy, tal que

lu—unlly < C{ inf (Jlu=wnll} + [[Au = fllalju—villsr )
v €U

1/2
Au — inf ||u, — } .
+ [|[Au — f||# 5gU|IUh v||a



33.

34.

35.

36.

Sea X un espacio de Banach y sea A € L(X, X), con ||A|| < 1. Demuestre que
(I + A) es invertible y que

[e.e]

(I+4)7 =) (-yran,

n=0
donde la serie es absolutamente convergente en £(X, X). Muestre también que

1

I+ € -
1—{lA]]

Sean X,Y espacios de Banach y sea T : D(T') C X — Y un operador lineal. El
grafo de T se denota por Gt y se define como

Gr={(x,y) e XxY: zeDT), y=Tx}

Suponga que D(T') y G son subespacios cerrados de X y X XY, respectivamente.
Demuestre que 71" es acotado sobre D(T).

(LEMA DE LAX-MILGRAM GENERALIZADO). Sean H;, Hs espacios de Hilbert y
sea B : H; x Hy, — R una forma bilineal tal que

a) B es acotada, es decir existe C; > 0 tal que
|1 B(u, v)| < Cullullm,||vlla, Y (u,v) € Hy x Ha.

b) B es débilmente coerciva, es decir existe Cy > 0 tal que

sup |B(u, )|

veEH>

> C’2||u||H1 Yue Hl,
v#£0 HUHHz

y para cada v € Hy, v # 0, se tiene sup |B(u,v)| > 0.
ueH,

Demuestre que, dado F' € H), existe un tnico u € H; tal que B(u,v) = F(v)
para todo v € Hy, y ademds  ||ul|g, < C%HFHHQ

Sean X,Y espacios vectoriales normados y 7" : D(T) € X — Y un operador
lineal. Un operador lineal 7' : D(T) € X — Y se dice una estension de T' si
D(T)CD(T)yTx=Tx VYxe D).

DEFINICION. Se dice que T : D(T) C X — Y es la CLAUSURA de T, si:

i) T es un operador lineal cerrado
ii) T es una extension de T

iii) Si 7 : D(T) € X — Y es cualquier operador con las propiedades i) y ii),

entonces T es una extension de T.



37.

38.

39.

40.

41.

Sean X,Y espacios de Banach, y sea T': D(T) C X — Y un operador lineal.
Pruebe que T tiene una clausura 7T si y solo si la siguiente condicion se satisface

{zp}nen € D(T), 2y = 0, Tz, — y = y = 0.

Sea X el espacio vectorial de las funciones continuas sobre  := [0, 1] provisto de
la norma uniforme. Dados uy, us, y € X, considere la ecuacion integral: Hallar
u € X tal que

u(®) —/0 s () s2u(s) ds —/0 us(t) (1—gs)u(s)ds — oY) Vie Q. (o)

i) Siui(t) = 4t y ue(t) = 1Vt € (, deduzca una condicién necesaria y
suficiente para que la ecuacién (4) tenga al menos una solucion.

ii) Pruebe que si uy(t) = t y ug(t) = 1, entonces para cada y € X la ecuacién
integral (4) tiene una tnica solucién.

Sean X, Y, Z espacios vectoriales normados.

i) Pruebe que si K € L£(X,Y) es de rango finito, entonces K es compacto.

ii) Demuestre quesi A € L(X,Y)y K € K(Y,Z), entonces KA también es
compacto.

Sea X un espacio vectorial normado de dimensién INFINITA y sea K € K(X, X)
un operador inyectivo. Demuestre que K—! ¢ L(X, X).

Sean X e Y espacios de Banach y sea A € L(X,Y). Suponga que existen
sucesiones { F, }ren € X', {yn tnen C Y, { A }uen € R tales que

sup sup =
Fn ! ) n ) )‘n )
pen Bl < voo o S lnlly < oo L D0 Dl < hoc
y ademas

Azr = lim Z)\nFn(x)yn Ve € X.

n=1
Demuestre que A es compacto.
i) Sea p > 1y considere el operador K : [, — [, definido por

x x
K (1,29, ..., Tk, ...) = (xl,?z,...,?k,...) V (21,29, ..., Tk, ...) € .

Demuestre que K es compacto.

ii) Sean X, Y espacios vectoriales normados y considere el conjunto

Ho={Fe (LX)Y): FK =0 VK e KX, Y)}.

Pruebe que H = (f{((‘;{{};)))/



42.

43.

44.

45.

Sea X el espacio de las funciones continuas sobre [0,7] provisto de la norma
uniforme. Dadas las funciones trigonométricas p;, ¢; € X, j € {0,1,...,n}, con
p;(t) = sen (jt) y ¢;(t) = cos (jt), Vt € [0, 7], se define el operador A : X — X
como

Aw) == {/ u(t) p;(t) dt} pi+ > {/ u(t) q;(t) dt} ¢ YueX.
j=0 70 j=0 70

Demuestre que A € L£(X,X) y encuentre explicitamente el operador adjunto

A X — X

Sean H y V dos espacios de Hilbert tales que H C V y la inyecciéon i : H — V

es compacta.

a) Se dice que una forma bilineal acotada A definida sobre H x H satisface la
DESIGUALDAD DE GARDING si existen @ > 0 y una forma bilineal acotada
K : HxV — R tales que

Av,v) > al|v||3 — K(v,v) Vv e H.

Dado F' € H’, considere el siguiente problema variacional: Hallar v € H
tal que

A(u,v) = F(v) Vv e H. (5)
Demuestre que si A satisface la desigualdad de Garding, entonces (5) tiene
solucién para cada F© € H' S1 Y SOLO SI u = 0 es la unica solucién del
correspondiente problema homogéneo.

b) Se dice que A satisface la DESIGUALDAD DE GARDING GENERALIZADA
si existen a > 0, una forma bilineal acotada K : H x V — R, y un
isomorfismo S : H — H tales que

A(v,Sv) > all||y — K(v,Sv) Vv € H.

Demuestre que si A satisface la desigualdad de Garding generalizada, en-
tonces (5) tiene solucién para cada F' € H' S1'Y SOLO SI u = 0 es la tnica
soluciéon del correspondiente problema homogéneo.

Sean X e Y espacios de Banach tal que X es reflexivo. Demuestre que A €
L(X,Y) es compacto SI Y SOLO SI A transforma sucesiones débilmente conver-
gentes de X en sucesiones fuertemente convergentes de Y.

a) Sea Q = (0,1) y X = L?*(Q2). Puede probarse que X provisto del producto
escalar

(f.g) = / f@)g(e)dz Vi, ge X

es un espacio de Hilbert, y que C5°(2) es denso en (X, (-, -)). Considere la
sucesién  {x, bnew € X definida por  x,(t) = V2sin(nnt) Vt € Q.
Demuestre que

llzpll =1 Vne N | yque lim (p,z,) =0 Ve € C5°().

10



Concluya ademés que z,, — 0, y que x,, NO CONVERGE FUERTEMENTE a
la funcién nula.

b) A propésito de lo anterior, demuestre que en un espacio de Banach reflexivo
de dimension infinita, la convergencia débil no es equivalente a la conver-
gencia fuerte.

46. DEFINICION. Sea X un espacio de Banach yT : X — X' un operador NOLIN-
EAL. Se dice que T satisface la propiedad (S) si para toda sucesion {x, tnen € X

tal que
o=z Yy (T(xa)) (tn —2) = (T(2)) (20 —2) — 0,

se tiene x,, — .

Sean H, (), V espacios de Banach tales que H C V yi: H — V es compacta.
Sea X := H x (@), y considere una forma bilineal acotada B : X x X — R y un
operador nolineal A : H — H' que satisfacen las siguientes propiedades

i) existe Cp > 0 tal que
B((w\), (,2) = Col AL ¥(w,A) € X.
ii) existen Cy, Cy > 0 tal que para todo u,v € H
(Aw) (u=v) = (A(v)) (u—v) = Cillu—vll + R(u,v),

donde
|R(u,v)| < Co{1 + ||ullg + |[v][z}]lu—2l[y .

Demuestre que el operador nolineal T' : X — X’ definido por

(T'(u, A)) (v, 1) = (Aw)) (v) + B((u, A), (v, 1)) ,
satisface la propiedad (.5).

47. a) Sean X, Y espacios de Banach y suponga que existe un operador T €
L(X,Y)talque N(T) = {0}y R(T) = Y. Demuestre que X es reflexivo
(separable) si y s6lo si Y es reflexivo (separable).

b) Sean X, Y espacios de Banach separables. Demuestre que el espacio pro-
ducto X x Y también es separable.

c) Dado un abierto Q de R¥ yp € R, 2 < p < oo, se define

1/p
LP(Q)) := {f : Q2 — R: fmedible y || f||rr@) = {/Q|f|pdx} < +oo}.

Puede probarse que (LP(2), || - |[zr(@)) es un espacio de Banach separable.
Por otra parte, el espacio de Sobolev W1 (Q) est4 dado por

WP (Q) = {u € LP(Q) : existe g; € LP(Q)) ,i =1, N tal que

11



48.

49.

50.

51.

U 0¢
o 0Oz

En tal caso se escribe % = ¢;, y se define la norma
K3

dr = —/Q gip dx Vo € CSO(Q)}

N

ou
ullwio @) = [[ullrp@) + Z ) :
i=1 19Tl ()
Puede probarse que (W'? (Q), || - [lw1s (o) ) también es Banach. Demuestre

que WP (Q) es separable.

Sean X, Y espacios de Banach y sea T € L(X,Y). Se dice que T es DEBILMENTE
COMPACTO si para toda sucesién acotada { x,, },en de X existe una subsucesion

{x,(ql) }nen tal que {T:cgl) }nen converge débilmente en Y. Pruebe que si X oY
es reflerivo, entonces todo operador T' € L(X,Y’) es débilmente compacto.

Sean a, b € R tal que —0o < a < b < +00. Asuma que Cla,b] es separable, y
demuestre que para todo entero no negativo k, C¥[a, b] también es separable.

Sea € un dominio acotado de R? con frontera suave I'. Considere el problema de
valores de contorno:

—Au=f en Q, %:g en I, /uda:zal, (6)
v Q

donde a; € R, f € L*(Q), y g € L*(I') satisfacen la condicién de compatibili-

dad
/fdx—l—/gds:o.
Q r

Demuestre que una formulacién débil de (6) consiste en: Hallar (u,\) € H'(Q2) x

R tal que
/Vu~Vvd:c+>\/vdx:/fvdx—l—/gvds,
Q Q Q r

Q

para todo (v, p) € HY(Q) x R. Utilice la teorfa de Babuska-Brezzi para probar
que este problema tiene tunica solucién, la cual depende continuamente de los
datos.

a) Sea X un espacio de Banach, y considere una sucesion { z, }nen € X tal
que z,—z. Demuestre que ||z|| < liminf ||2,]].

b) Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo, y sea { z, }nen una
., w .
sucesion en X tal que x,—x y limsup ||z,|| < ||z||. Pruebe que z,, — x.

12



52.

53.

o4.

95.

Sean X, Y espacios vectoriales normados y 7' : X — Y un operador compacto.
Demuestre que R(7T') es separable.

IND.: Escriba X = U2, {z € X : ||z|| < n}, y luego use que todo
subconjunto relativamente compacto de un espacio métrico es separable.

Un importante resultado establece que todo espacio de Banach uniformemente
convezo es reflexivo. En lo que sigue suponga que €2 es un abierto de R" y que
p € Res tal que p > 2.

a) A partir del hecho que o? + 3 < (o + %P2 Va, 3 > 0, demuestre la
desigualdad de Clarkson:
f+g|f 1
[ < 2 +lale) ¥ h0 € Q)

f—yg
)+HT

p
Lr(Q LP(Q)

b) Utilice la desigualdad anterior para probar que LP(2), 2 < p < 0o, es uni-
formemente convexo y por lo tanto reflexivo. Ademads, deduzca que Wh? (Q)
también es reflexivo.

Sea V un espacio de Hilbert y a : V x V x V — R una forma trilineal tal que
para todo w € V, la forma bilineal a(w;-,-) : V x V — R es acotada. Dado
F € V', considere el problema: Hallar u € V tal que

a(u;u,v) = F(v) Yo e V. (7)
Suponga que existe a > 0 tal que
a(wiv,v) > al|lf  VYo,w e V.

Asuma ademads que existe una constante Cy > 0 tal que para todo wy, ws, u,
v eV,

|a(wi; u,v) = a(wy;u,v)| < Collwr + wsllv [[ullv [Jo]lv [[wr = wally .

Encuentre una constante positiva C; tal que para todo F' € V' || F||ly < Cf,
el problema (7) admite una tnica solucién.

a) El TEOREMA DEL PUNTO F1J0O DE BROUWER establece que: Dado un
subconjunto S compacto, convexro, y mno vacio de un espacio vectorial de
dimension finita, y una aplicacion continua T de S en S, entonces T tiene
al menos un punto fijo. Use este resultado de Brouwer para demostrar que si
X es un espacio de Hilbert de dimensién finita con producto escalar (-, )y
norma || -||, y si F' es una aplicacién continua de X en X tal que, para algin
w > 0, (F(u),u) > 0 Yu € X con ||[u]] = u, entonces existe uy € X,
|luol| < p, tal que F(ug) = 0.

13



b)

d)

Sea 2 un abierto acotado de R? con frontera suave I, y sea f € [L*(Q2)]%
EL PROBLEMA DE NAVIER-STOKES, un problema de suma importancia en
mecanica de fluidos, consiste en encontrar el vector de velocidades u :=
(u1,us) y la presion p de un fluido, tales que

2
—Au—l—Zw%—l—szf en Q, V-u=0 en Q, (8)
i=1 7

u=0 en [, /pd:c:O.
Q

Defina los espacios H := [H}(Q)]?, y

Q = L}Q) = {q € L*(Q): /qux = 0}.

Demuestre que la formulacién débil de (8) se reduce a: encontrar (u,p) €
H x Q tales que:

a(wu,v) + b(v,p) = f(v) VveH (9)
b(u’q) = 0 Vq € Qa

dondea : Hx Hx H —R,b: HxQ — R,y f € H' estdn definidas
por

a(w;u,v) := /VuZ Vo, dx + Z / W; =— B v,da:
J

i,j=1
b(v,p) = —/QpV-vdx . f(v) :/Qf-vda:.

En lo que sigue considere un problema del tipo (9), no necesariamente prove-
niente de (8), y asuma que las siguientes hip6tesis se cumplen: b es una forma
bilineal acotada, b satisface la condiciéon de Babuska-Brezzi continua, y para
cada w € H la aplicacién (u,v) — a(w;u, v) es también una forma bilineal
acotada. Sea V := {v € H : b(v,q) = 0 Vg € @Q}. Demuestre
que (9) puede reducirse, equivalentemente, al siguiente problema no-lineal:
hallar w € 'V tal que

a(uju,v) = f(v) Vv e V. (10)

Ademsds de lo dicho en c), suponga ahora que: existe una constante a > 0
tal que a(v;v,v) > al|v||? para todo v € V; V es separable y para cada
v € V, la aplicacién u — a(u; u, v) es secuencialmente débilmente continua,
es decir

u,—ucV = lim a(u,;u,,v) = aluu,v).
n—-400

Demuestre que el problema (10) tiene al menos una solucién u € V.

14



56.

S7.

IND.: Muestre primero que existe una sucesion { v,, },en en V' tal que para todo
m > 1 el conjunto {vy,va,...,v,,} es linealmente independiente, y las combi-
naciones lineales finitas de los v,, constituyen un conjunto denso en V. Luego,
denote por V,, al subespacio de V' generado por {vi, ..., v,, }, y aplique el método
de Galerkin en conjunto con lo probado en parte a) para construir una sucesién
de soluciones aproximantes.

Dado un abierto 2 de R™ y p € [1,+00), se define
LP(QQ) := {f:QHR: f medible y / |fIPdz < +oo} :
Q

Puede probarse que LP(Q), provisto de la norma || f||rr@) = { [, |f\p dx }1/p
un espacio de Banach. Ademas, dados f € LP(QQ) y g € L9(£2), con = + = =1, se
tiene la desigualdad de Holder

/Q Falde < 1f Lo 19l ey

Ahora, para un multindice a := (ayq,...,a,,) € N”, y una funcién diferenciable
- n e P dloly :
u, se denota |a| = > " a; y 0% = BT O G Con estas notaciones,

dado m € N se define el ESPACIO DE SOBOLEV de orden (m,p), como

WmP(Q) = {u € LP(Q): Va,lof < m existe g, € LP(Q), tal que

/ wdpdr = (—1) / Jo pdx Vo € C’(‘)’O(Q)}
Q Q
En tal caso se escribe 0“u = g,, y se define la norma

1/p

lullwmngy = ¢ > 110l

|| <m
Demuestre que WP (2) es un espacio de Banach.

Sean XY espacios de Hilbert y considere A € L£(X,Y). Se define el operador
adjunto de Hilbert de A, y se denota A*, como A* : Y — X, donde para cada
y €Y, A*y € X es el tnico elemento (dado por TEOREMA DE REPRESENTACION
DE RIESZ) tal que (Az,y)y = (x,A*y)x Vz € X.

a) Pruebe que A* € L(Y, X), ||A*|| = ||A]| y que (A*)* = A.

b) Demuestre que A* es inyectivo si y sélo si R(A) es denso en Y.

c) Suponga que existe 3 > 0 tal que zeiz%f(A) llz—=z|| < G||Az]| V2 € X,y
demuestre que R(A) = N(A*)*.

d) Pruebe que A* = Rx A’ R{,l, donde Ry : X’ — Xy Ry : Y — Y denotan
las aplicaciones de Riesz. Concluya ademés que °N(4’) = N(A*)*.
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58.

59.

60.

61.

62.

63.

Sea X un espacio vectorial normado.

a) Sea Y un subespacio no denso de X. Demuestre que existe un funcional no
nulo F' € X’ tal que F(z) = 0 para todo z € Y.

b) Sean xy, 1 € X tal que xy # x1. Pruebe que existe una sucesion { F, },en C
X' tal que ||F,l| = ||lzvo — z1]|® v Fu(a) = Fu(mo) + ||z — xo||"™! para
todo n € N.

Sea X un espacio de Hilbert con aplicacién de Riesz Rx : X' — X, y sean S,
T, subconjuntos de X y X', respectivamente. Establezca qué relaciones existen
entre S° y St y entre °T' y Rx(T).

Sean U un espacio vectorial normado y V un espacio de Banach. Ademas, sea
P : U — L(U,V) un operador lineal cerrado tal que N(P) es el funcional nulo
sobre U y R(P) = L(U,V). Demuestre que existe una constante o > 0 tal que

al|Fllor < [[P(F)llewy) YF € D(P).
Sean X,Y espacios de Banach y A : X — Y un operador lineal. Pruebe que si

GAe X' VYGeY'S entonces Ae L(X,Y).

IND.: Hacer una demostracion alternativa utilizando el TEOREMA DEL GRAFO
CERRADO en vez del TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS.

Sean H, (), V y W espacios de Hilbert tales que H<V and Q&W. Sean
a:HxH—R,b: Hx (@ — R formas bilineales acotadas y defina

B:(HxQ)x(HxQ)—R

B((u, N), (0, 1)) 1= alu, ) + b(v, A) + b(u, 1) ¥ (u, A), (v,11) € H x Q.
Suponga que existe una forma bilineal acotada ay : H xV — R tal que @ := a+ag
es H—eliptica; es decir, existe a > 0 tal que

a(v,v) > allly; YveH.

También, asuma que existen una forma bilineal acotada by : V' X W — R y una
constante 3 > 0 tales que b := b + by verifica

sup b(v, \)

> Al YAeQ.

Demuestre que B satisface la DESIGUALDAD DE GARDING GENERALIZADA.

Sea (V,(-,-)) un espacio de Hilbert y sea J : V' — R un funcional nolineal. Se
dice que J admite una derivada direccional en v € V', en la direccion ¢ € V,
si la expresion M admite un limite cuando ¢ — 0. El valor de este
limite se denota D.J(v, ). Entonces, J se dice diferenciable en el sentido de

GATEAUX (o G-diferenciable) en v € V, si DJ(v, ) existe para todo ¢ € V.
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Ahora, si J es G-diferenciable en v € V y si DJ(v,-) € V'] se concluye, por el
Teorema de Representacion de Riesz, que existe un unico elemento z € V tal
que DJ(v, ) = (z,¢) Ve € V. En tal caso, se denota z := J'(v) y se llama el
GRADIENTE de J en v.

Se dice que J tiene segunda diferencial en el sentido de Gateaux en v € V', en
las direcciones ¢ vy 1 € V, si la expresion 2/0tebe) =DJI@e) o qmite un limite

€

cuando € — 0. El valor de este limite se denota D*J (v, p, ).

a) Sea Q) un abierto acotado de R™ y considere V' := L*(Q). Defina Jy : V — R
por

Jo(v) = /(2(v2+v)da: VoeV

y calcule J(v) para todo v € V. Qué puede decir de J|(v) si Jy se restringe
al espacio de Sobolev H' () ?

b) Suponga que J es G-diferenciable en (v + ay), en la direccién ¢, para todo
a € [0,1]. Demuestre que existe 5 € (0,1) tal que

J+p) = Jw) + DJ(v+ B¢, ).

c) Suponga que J es a-convexo, esto es, existe a > 0 tal que para todo u,
v € V y para todo ( € [0, 1]:

J(1=Bu+Bo) < (1=B)J(w) + BJI() = 581 B)[lu—0lf.

Ademas, asuma que J es G-diferenciable en todo v € V. Demuestre que
para todo u, v € V se tiene:

DJ(u,u—v) — DJ(v,u—v) > allu—o|

J(©) = J(u) + DJ(u,v—u) + 5 o=l

d) Suponga que J es G-diferenciable en v € V' y que, dada una direccién ¢ € V',
D?*J(v + ap, ¢, ) existe Va € [0,1]. Demuestre que hay una constante
B € (0,1) tal que

Jw+p) = Jw)+ DJ(v,p) +%D2J(v+ﬁap, ©, ) -

64. Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y sea V un subespacio cerrado de H. El
anulador (o aniquilador) de V' se denota por V° y se define como

Ve={FeH: Fl)=0 VzeV}.

Demuestre que
H=V &RV,

donde R : H' — H denota la aplicacién de Riesz.
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65.

66.

67.

68.

69.

Sea X un espacio vectorial normado y sea xy € X tal que | Fi(zo)| < Cp para
todo F' € X' con ||F||x = 1. Demuestre que ||zo|| < Co.

Sea H un espacio de Hilbert y sea B : H x H — R una forma bilineal tal que
i) B es simétrica, es decir
B(u,v) = B(v,u) VY (u,v) € Hx H.
ii) B es acotada, es decir existe C7 > 0 tal que

|B(u, v)| < Cil[ullallv][n V¥ (u,v) € H < H.

iii) B es débilmente coerciva, es decir existe Cy > 0 tal que

sup | B(u, v)|
veEH

W > Collullg Yue H.
v#£0

Demuestre que, dado F' € H', existe un tnico u € H tal que B(u,v) = F(v) para
todo v € H, y ademas, ||u||g < CLZHFHH’
Sea V' un subespacio de un Hilbert (Y, (-,-)) y defina

Vi={yeY: (y,2)=0 VzeV}.

Si V denota la clausura de V, demuestre que V=1Vl Concluya que V' es denso
en Y siy sélo sf V+ = {0}.

Sea 2 un abierto de R™. Asuma que la inyeccién i : H'(Q) — L*(2) es compacta
y demuestre que la inyeccién i : H™(Q) — H™ () también es compacta, para
todo entero m > 2.

Sean X y M espacios de Hilbert y seana : X x X - R, b : X x M — R dos
formas bilineales acotadas. Suponga ademads que a es simétrica y semi-definida
positiva sobre X. Dados F' € X', G € M’ se define el operador J : X x M —
R,

1
j(vulu) = 5@(1),’0) + b(vulu> - F(U) o G(:u)
Considere entonces los siguientes problemas variacionales:
Hallar (u,\) € X x M tal que

a(u,v) + b(v,\) = Fv) Vv e X, (11)
b(u,p) = G(u) Vp e M.
Hallar (u, \) € X x M tal que
J(u,p) < T(u,\) < T, \) V(o,p) € X x M. (12)

Demuestre que (u, \) es solucién de (11) si y sélo si (u, ) es solucién de (12).
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70. Sean (X, (-,")x), (Y,

71.

(-,-)y) espacios de Hilbert y considere operadores P €
LX,X), Qe LX,)Y)y S e L(Y,Y). Suponga que S es semi-definido posi-
tivo, esto es
(S(y),y)y > 0 VyeY,

vy que existen constantes «, # > 0 tales que

(Pr,x)x > allz|% Ve eX

o 1Q) 1)y

zeX ||[L’||X
0

> Bllylly VyeY.

Dados f € X y g € Y, demuestre que existe un tnico par (z,7) € X x Y tal que
P Q f
Q -S

También, pruebe que existe una constante C' > 0, que depende de ||P||, o, 5y
1QIl, tal que

2

<

9

2+ 1lgll < ¢ LA+ Mgl -

IND.: Transforme a una ecuacién equivalente en Y y luego aplique el Lema de
Lax-Milgram.

Sean (X, (-,)x), (Y, (-, -)y) espacios de Hilbert y considere operadores P : X —
X, Qe E(X, Y)y S € L(Y,Y). Suponga que S es semi-definido positivo, esto
es

(S(w).y)y =2 0 VyeY,

que P es NOLINEAL, y que existen constantes M, a, § > 0 tales que
|Pz—Pz||x < M||lz—2z||x , (Pr—Pz,z-2)x > allz—72||% V2,7 € X,

y
up (0.9

exf|x
z#0

> Bllylly VyeY.

Dados f € X y g € Y, demuestre que existe un tnico par (Z,7) € X x Y tal que
P Q f
Q -S| |y g

También, pruebe que existe una constante C' > 0, que depende de M, «, By
1QIl, tal que

2

[z -+ gl < € LA+ (gl + (PO} -
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72.

73.

74.

75.

Sea €2 := (0, 3) y considere el problema de valores de contorno: —u” 4+ (z+1)u =
zen Q, u(0) = u(3) = 0. Deduzca la formulacién débil respectiva y demuestre
que ella tiene una tnica solucién u € H(Q). Considere la particién uniforme
O=x0<x1=1<u29 =2 < 23 =3y establezca el sistema de Galerkin asociado
usando el subespacio

Hy :={veC(Q):v(0)=v(3)=0 y v|uq_, es un polinomio

de grado < 1,Vj5€{1,2,3}}.
IND.: Notar que Hy = ({e1,e2}), donde e; € H, es tal que e;(z;) = d;; para todo
i, j € 41,2}

a) Sea S un subconjunto de un Hilbert H y sea M el subespacio cerrado gene-
rado por S. Pruebe que St es un subespacio cerrado de H, M+ = S+, y

M = (S*H)*.
b) Sea V un subespacio de un Hilbert H. Demuestre que H =V @ V+.

Sea € un abierto acotado de R? con frontera suave I', y sea f € [L?(Q2)]2. EL
PROBLEMA DE STOKES consiste en encontrar el vector de velocidades u :=
(u1,us) v la presién p de un fluido, tales que

—Au+Vp=f en Q, divu=0 en ,

u=0 en I, /pdx:O. (13)
Q

Defina los espacios H = [H}(Q)]? vy Q = {q € L*(Q): / qgdr = 0}.
Q

Demuestre que la formulacién débil de (13) se reduce a: encontrar (u,p) € HxQ
tales que:

A(u,v) + B(v,p) = F(v) VveH,
B(u,q) = 0 VqeQ,

donde A: HxH—-R,B: HxQ—RyF € H' estan definidos por
2
A(u,v) = Z / Vu,; - Vv dz,
i=1 Y9

B(v,p) = —/deivvd:c , F(v) = /Qf~vdx.

a) Sea (H,(-,-)) un espacio de HILBERT. Dados n € N, {p1,p2,...,pn} CHy
{F\,F5,...,F,} C H' se define el operador A: H — H como

Au) = Z F;(u) p, Vue H.

Demuestre que A € L(H, H) y encuentre explicitamente el operador adjunto
A*:H — H.
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76.

77.

78.

79.

b) Sea (H,(-,-)) el espacio de HILBERT L?(0, 1) provisto del producto escalar

1, v) = /01 Wt o(t)dt  Yu, ve H.

Dados los polinomios p; € H, j € {1,...,n}, con p;(t) =t/ Vt € (0,1), se
define el operador A: H — H como

n

Au) =Y {/01 u(t)pj(t)dt} p;, YueH.

=1

Demuestre que A es lineal, acotado y AUTOADJUNTO, esto es A € L(H, H)
y A= A"

Sean X e Y espacios de Banach, y sea A : X — Y un operador lineal cerrado
con dominio D(A) e imagen R(A). Demuestre que son equivalentes:

a) El operador A es inyectivo, y A™! es acotado sobre R(A).
b) Existe una constante positiva C' tal que ||Az|| > C||z|| para todo x € D(A).
c) R(A) es cerrado en Y, y A es inyectivo.

Sea M un subespacio cerrado de un Hilbert H. Por el Teorema de Proyeccién,
cada x € H puede escribirse inicamente en la forma x =y + 2z, cony € M y
z € M*. El punto y € M se llama la PROYECCION de z en M, v el operador
P:=X — M, Px=uy,sellama la proyeccion sobre M. También se denota
P := Py, y se dice que P es una proyeccion.

i) Pruebe que si P es una proyeccién, entonces P es autoadjunto, P? = P,y
|P||=1si P # 0.

ii) Pruebe que si P € L(H, H) es autoadjunto y P? = P, entonces P es una
proyecciéon sobre algiin subespacio cerrado de H.

a) Sea S un subespacio de un Hilbert H. Demuestre que S+ = S+.

b) Sea 2 un abierto acotado de R" con frontera suave I', y considere el espacio
de Sobolev H'(€2). Encuentre y caracterice el subespacio V' de H*(Q) tal
que HY(Q) = H}(Q) & V.

Sean H un espacio de Hilbert, A : H x H — R una forma bilineal acotada y
H-eliptica, y F' € H'. Ademas, sea {H,},en una sucesion de subespacios de
dimension finita de H, y para cada n € N considere una forma bilineal acotada
A, : H, x H, — R tal que la sucesién {4, },en es uniformemente eliptica. Esto
significa que existe & > 0, independiente de n, tal que A, (v,,v,) > a|lv.|/%
Vv, € H,,Vn € N.

21



a) Pruebe que existen tnicos u € H y u,, € H,, tales que

A(u,v) = F(v) VYVve H

Ap(tn,v,) = F(vy) Yo, € H,.

b) Demuestre que existe C' > 0, independiente de n € N, tal que

|A(Una wn) - An(vna wn)|

v —unlly < C inf {lu—va)lg + sup
vn€Hp wn €Hn, HwnHH
wn, #0

80. Sea () un abierto acotado de R", y sea k : {2 — R una funcién continua para la
cual existen constantes M, 3 > 0, tales que f < k(x) < M para todo = € (.
Defina el conjunto

S i={veHy(Q): |vlme <1},

y demuestre que para todo u € H} () existe un tnico g € S tal que
[ K@) V(o) = Vo(a) e do = min [ w(a) [Vu(a) = To(o)lf do.
Q v Q

81. Sean (H,(-,-)m) v (@, (-,-)g) espacios de Hilbert, y sea B € L(H, () con espacio
nulo V := N(B).

B B
a) Demuestre que  sup M = sup M
e ola e lolla

(B(v), )

9> Blalle YaeQ,y

VqeQ.

b) Suponga que existe § > 0 tal que  sup

vevt o]
v#0

prueche que H = R(B*) & V.

82. Sean X, Y espacios de Hilbert, A € L(X,Y) tal que R(A) =Y, yseaV = N(A).
Dado el operador de proyeccién ortogonal P : X — V, considere B : Y — X tal
que B(y) =z — P(x) para todo y € Y, donde z € X es tal que A(x) = y.

a) Demuestre que B esta bien definido y que B es una biyeccion lineal y acotada
de Y en V+. Pruebe, ademéds, que B es un inverso a derecha de A, esto es
AB(y) =y para todo y € Y.

b) Defina Ay : V+ — Y como Ay(x) = A(x) para todo z € V| es decir
Ag = Aly1, y pruebe que Ay = B.

c) Extienda los resultados anteriores al caso en que R(A) es un subespacio
CERRADO propio de Y.
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83. (LEMA DE AUBIN-NITSCHE). Sean (H, (-,-)g), (V,(-,)v) espacios de Hilbert tal
que V C H y el operador identidad i : V' — H es continuo. Sea A:V xV — R
una forma bilineal acotada y V-eliptica, y considere el operador P : H — V|
donde para todo g € H, P(g) es el tnico elemento en V' que satisface

A(v,P(g)) = (g,v)g Vv eV.

Dados F' € V' y V}, un subespacio de dimensién finita de V', denote por u € V' y
up € Vj, las tnicas soluciones de los esquemas continuo y de Galerkin, respecti-
vamente, esto es

A(u,v) = F(v) VveV,

A(uh,vh) = F(Uh) Vu, € Vj.

Demuestre que existe C' > 0 tal que

1 .
u = wnll < Cllu—unlly sup {— in HP(Q)—UhHV}-
SU0 ) Tl s

84. Dados 2 := (0,1) y f € L*(Q), interesa resolver el siguiente problema:
—u" =f en Q, w(0) =0, J(1)=1. (14)

a) Defina o := v/ en Q y demuestre que una formulacién variacional MIXTA de
(14) se reduce a: Hallar (o, (u,¢)) € H X Q tal que

a(o,7) +b(1, (u,p)) = F(r) VT€H,
b(o, (v,¥)) = G((v,¢)) V(v,¢)€Q,

donde H := H*(Q), Q = L*(Q xR, Fe H,GeQ',ya: Hx H— R,
b: H x ) — R son las formas bilineales definidas por

(15)

a(o,T) == /ade Vo, 7€ H,
Q
b(t, (v,v)) == /QUT'd:E—I—@DT(l) Y (7, (v,¢)) € HxQ.

b) Defina los funcionales F' y G, y aplique la teoria de Babuska-Brezzi para
demostrar que (15) tiene una tnica solucién.

85. Sea (H, (-, -)) un espacio de Hilbert COMPLEJO, y seanu, v € H, u # v, tales que
|u|| = ||v||. Definaw := u—wv y considere la proyeccién ortogonal P : H — S+,
donde S es el subespacio generado por w. Demuestre que

P(u) = P(u) — u—zkv N {IIH|1|(U<]T’L|72U>)} w

Qué sucede cuando H es un Hilbert REAL 7 Interprete graficamente.
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86.

87.

88.

Sean Q =la, b[, f € L*(Q), y considere el problema de valores de contorno
u = f en Q, w(a)=1u(a)=ub)=u(b) =0. (16)

i) Defina la incégnita auxiliar o := u” en Q y demuestre que una formulacién
variacional MIXTA de (16) se reduce a: Hallar (o,u) € H'(Q2) x H}(Q) tal
que

/a¢dx+/u'7"dx: 0 VreHY(Q),
Q Q
(17)
/v'a'dx: —/ fvdr  Yve Hi(Q).
Q Q

ii) Aplique la teoria de Babuska-Brezzi para demostrar que (17) tiene una tnica
solucién que depende continuamente del dato f.

(LEMA DE FORTIN). Sean H, ) espacios de Hilbert, y sea b: H X  — R una
forma bilineal acotada que satisface la condicion inf-sup, es decir, existe § > 0

tal que:
b(v, q)

0]l 2

> Bllale  VeeQ. (18)

sup
veEH
v#0

Sean {Hp}nen ¥ {@n }nen sucesiones de subespacios de dimensién finita de H y
(), respectivamente, y asuma que para cada n € N existe P, € L(H, H,) tal que

b(v = Pu(v),¢) =0 Vg, €Qy.

Suponga que la familia de operadores {P,},en es uniformemente acotada, es
decir existe C' > 0 tal que || P,/ z(,m,) < C para todo n € N, y demuestre que
existe #* > 0, independiente de n, tal que

b(Vn, qn)
sup ——=
vn €Hn ||Un||H
vn#0

> B lanllo Vg €Qn, VneN.

Sea €2 un abierto acotado de R" con frontera de clase C%!, y considere el espacio
de Sobolev H?*(12), con producto escalar (-, -)y2(q), norma inducida || - || g2, ¥
semi-norma | - |g2(). Ademas, sea P;(f2) el espacio de polinomios sobre € de
grado < 1 con base {po, p1,...,pn} donde po(z) =1y pi(x) = x; Vi € {1,...,n},
Vo= (1q,..,2,)T € Q.

a) (DESIGUALDAD DE POINCARE GENERALIZADA). Defina la aplicacién

n 1/2
o]l = {Ivlip(m + > o) |2} Vv e H(Q),
i=0
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b)

y demuestre que existen C, Cy > 0 tales que
Cillolll < vllaz@) < Calllvlll Vv e H* ().

IND.: Para la segunda desigualdad proceda por contradiccién, es decir,
suponga, en particular, que ¥n € N existe v, € H*(Q) tal que [|v,] g2 >

Un

n|||vall]. Luego, defina w, := , observe que ||wy|| g2 = 1, note

[vnllm2@)
que |[|w,]|] < L,y aplique el hecho que la inclusién de H*(Q2) en H'(12) es
compacta.

(LEMA DE DENY-LIONS). Considere el espacio cuociente H?(Q2)/P,(Q) con

norma [|[v]||#2(0)/p @) = peilgf(‘ﬂ) |[v = pll#2(0), v defina

[V)l2@/p@) = [l Yol € HA(Q)/P(Q).
Demuestre que | - |p2(q)/p, (o) esta bien definida y que existe C' > 0 tal que

[]la2@/eie) < lvla2@)/P0@)

< ClPllwzoyp@ Y] € H(Q)/Pi(Q).

IND.: Note que para todo p € Pi({2) y para todo o con |a] = 2 se tiene
0%p = 0. Aplique la desigualdad de Poincaré generalizada.

(LEMA DE BRAMBLE-HILBERT). Sea IT € L(H?(Q2), H'(Q)) tal que II(p) =
p Vp € P(Q). Demuestre que existe C' > 0 tal que

||U—H(U>HH1(Q) < C‘U|H2(Q) Yov € HZ(Q)

IND.: Note que v —II(v) =v—p—1Il(v —p) Vp € P (Q), y luego aplique el
Lema de Deny-Lions.

89. Sea € un abierto acotado de R? y sea 7 := {11, Ty, ..., T} una triangularizacién
de €2, es decir:

i

)
ii)
i)
)

i
a

T; es un tridngulo con interior no-vacio Vj e {1,..., N},
LNTj=¢ Vi#j,y
Q=u{T;: je{l,.,N}}

Defina el subespacio de [L*(Q)]?
H:={re[l*(Q)): div(r) € L*(T;) Vj e {1,..,N}},

provisto de la norma

N 1/2
||| = {||Ty|[2L2(Q)P + 3 Hdiv(7-)||2L2(Tj)} Vred,
j=1
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y demuestre que (H, || - ||) es un espacio de Hilbert real.

IND.: note que la pertenencia local div(7) € L*(T}) estd dada en el sentido
distribucional, lo cual significa que existe z; € L*(T}) tal que

—/ Vap-de:/ zipder  YoeCy(T)).
T; 7;
En este caso se escribe z; = div(7) en T} (distribucionalmente).

b) Pruebe que existe un tinico o € H tal que ||o] < |[Q'?y

N
/O'-de+2/(div(a)—l)diV(T)dxzo VreH.
@ j=17T;

90. Sea © := (0,1) x (0,1) € R?y considere el espacio de Hilbert (H (div;Q), (-, -)),

91.

donde
H(div;Q) := {7 € [L*(Q))*: div(T) € L*(Q)}

(7 = /C~de + /div(g) div(r)de V¢, T € H(div:9).
Q Q
Ademas, sea S el subespacio de H(div; ) dado por
S:={r: 7(x)=(a+yx,0+7v22) Vo := (21,22) € Q; cona, f,7v € R},

y sea o € H(div; Q) definida por o(x) = (r129, 21+ 22) YV := (r1,22) €
Aplique el teorema de caracterizacién respectivo y encuentre la mejor aproxi-
macién de o por elementos de S, con respecto a la norma inducida por (-, -).

Sean H un espacio de Hilbert, A : H x H — R una forma bilineal acotada y
H-eliptica, y F' € H'. Ademas, sea {H,},en una sucesién de subespacios de
dimensién finita de H, y para cada n € N considere un funcional F,, € H], y una
forma bilineal acotada A, : H, x H, — R. Suponga también que existe & > 0,
independiente de n, tal que A,(v,,v,) > a|lval% Vv, € Hy, Vn € N,

a) Pruebe que existen tnicos u € H y u,, € H,, tales que
A(u,v) = F(v) YveH y o An(un,vn) = Fu(vy) Vv, € Hy.

b) Demuestre que existe C' > 0, independiente de n € N, tal que

o=l < € ((int { Tu= vl + 1A@) 010~ Aol |
b IFoh — Rl ).

donde A: H — H'y A, : H, — H] son los operadores lineales y acotados
inducidos por A y A, respectivamente, e i, : H, — H es la inyeccién
candnica, esto es i,(v,) =v, Vv, € H,.
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92. Sea (H,(-,-)) un Hilbert y sea P € L(H, H), no trivial. Se dice que P es un
PROYECTOR si satisface P? = P. En tal caso se dice que P es un PROYECTOR
ORTOGONAL si ademds verifica que (u,v) =0 Vu € R(P), VYve N(P).

a) Demuestre que si P € L(H, H) es un proyector entonces H = N(P) @ R(P)
y Pl =1L
b) Demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) P es un proyector ortogonal.
ii) R(P) = N(P)*.
iii) P es autoadjunto
c) Demuestre que si P € L(H, H) es un proyector ortogonal entonces ||P|| = 1.
93. Sean ) un abierto acotado de R™, f € L?(2), y considere el problema de valores
de contorno: —Awu = f en Q, u = 0 en 0. Se puede demostrar

que una formulaciéon variacional mixta de este problema se reduce a: Hallar
(o,u) € H(div;Q) x L*(Q) tal que

/QO'-Td:E + /Qudiv(T)dx - /deiv(a)dx - /vadx (19)

para todo (7,v) € H(div;Q) x L?(Q), donde o := Vu en € representa una
incégnita adicional. Ademas, a partir de esta relacién, y dado § € R, se deduce
que

] /(Vu —0o)- (Vo+7)dr=0 V(r,v) € H:= H(div;Q) x Hy(Q), (20)
y también
/Qdiv(a) div(t)dr = — /Qfdiv(r) de VT € H(div;Q). (21)

De este modo, sumando (19), (20) y (21), se obtiene una formulacién variacional
mixta modificada, la cual tiene la forma: Hallar (o, u) € H tal que

A((o,u),(T,v)) = F(T,v) V(r,v) € H, (22)

donde A : Hx H — R es una forma bilineal y F' : H — R es un funcional lineal.

Demuestre que, eligiendo § convenientemente, el problema (22) tiene una tnica
solucién (o,u) € H := H(div;Q) x H}(Q).

IND.: La norma || - || 1) y la seminorma | - |1 (o) son equivalentes en Hg(f2), es
decir existe ¢ > 0 tal que

CHUH%{l(Q) < |'U|§{1(Q) Vv e Hy(Q).
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94. Seann € Ny X := M, .,(R), el espacio vectorial de las matrices cuadradas de
orden n con coeficientes reales, provisto del producto escalar (A, B) := tr(A" B)
VA BeX.

a) Demuestre que X = Xgin © Xasin, donde
XSim:{AeX: At:A} y Xasim:{AeXZ At:—A}

b) Sea C := (¢jj)uxn € X talque ¢; =1 Vi>j y ¢; =0 Vi<j.
Encuentre las mejores aproximaciones de C' por matrices de Xgin vV Xasin,
con respecto a la norma inducida por (-, ).

95. Sea (H, (-,-)) un Hilbert y sea A : D(A) C H — H un operador lineal tal que
D(A) es denso en H.

a) Sea y € H y suponga que existe § € H tal que
(A(z),y) = (x,5)  VaeD(A).

Demuestre que dicho 3 es unico.

b) Considere el conjunto
D(A) :={y € H: existe j € H tal que (A(z),y) = (z,7) V€ D(A)},

y defina el operador A : D(A) — H dado por A(y) == § Vy € H.
Demuestre que A es lineal y cerrado.

96. Sea (H,(-,-)) un Hilbert y sea P € L(H, H), no trivial, distinto del operador
identidad I: H — H, y tal que P? = P. El objetivo de este ejercicio es probar
que |P|zz,my = |11 = P|| 2,1y, para cuyo efecto proceda como se indica:

a) Sea S un subespacio de dimensién 2 de H y sea Q € L£(S5,5), no trivial,
distinto del operador identidad I: S — S, y tal que Q? = Q. Pruebe que
S = R(Q)®R(I-Q) y concluya que existen vectores nonulos p, ¢, 7, s € S
que satisfacen (p,q) = (r,s) = 1, tales que

Q) =(gv)p v (I=-Q)v) =(sv)r VveSs.
b) A partir de la identidad v = Q(v) + (I — Q)(v) Vv € S, deduzca que
I lgl* = lIr[*[[s]* = 1 — (p.7) {g,s) y concluya asf que
1Qllzcs.s) = 1= Qllecs.s)-

c) Dado # € H tal que ||| = 1, considere el subespacio S generado por
los vectores = y P(x) y defina Q := P|s. Demuestre que Q € L(S,5),
observe que la dimensién de S es < 2, y luego pruebe, usando b), que

X =P)@)|| < [[P[lecmm)-
d) Concluya, a partir de c), que |P||zm,m = ||T— Pz, m)-
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97. Sea 2 un abierto acotado de R"™ con frontera suave I'.

a) Considere el espacio de Sobolev H'(€2) con norma || - ||z1(q) y semi-norma
| |m1()- Defina la aplicacién

9 1/2
o] == {\vﬁ{l(ﬂ) + (/de:c) } VUGHI(Q),

y demuestre que existen C7, Cy > 0 tales que
Cillolll < il < Calllvlll Vv e H(Q).

IND.: Para la segunda desigualdad proceda por contradiccién, es decir,
suponga, en particular, que Vk € N existe v, € H*(Q) tal que |Jvg|| g >
E|||vk]|]. Recuerde que la inclusiéon de H'(Q) en L?*(£2) es compacta, y que
si w e L*(Q) es tal que 22 = 0 Vi € {1,...,n}, entonces necesariamente
w es constante en (). Z

b) Considere el problema de valores de contorno:

—Au=f en €, a—uzo en [, /udsz,
(91/ Q

donde f € L%*(Q) es tal que / fdx = 0,y demuestre que su formulacién
Q
débil se reduce a: Hallar (u,\) € H*(Q) x R tal que

/Vu-Vvdx—i—)\/vd:c:/fvd:c Vo e HY(Q),
Q Q Q

,u/ud:cz() VueR.
Q

Utilice la teoria de Babuska-Brezzi para probar que este problema tiene
solucion tunica, la cual depende continuamente de f.

98. Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado y sea {z1, xs, ..., T, } una base de un
subespacio U de X.

a) Demuestre que existen Fi, Fy, ..., F,, € X' tales que Fj(x;) = 6;; Vi,j €
{1,...,n}.
b) Pruebe que X = U @ V, donde V' := °{F}, F5, ..., F,, }.

99. Dado p > 1, considere el espacio vectorial normado

6p(C) = {x = {Znlnenv: 2, €C VneN y Y |z} < o0},

neN

provisto de la suma y multiplicacién por escalar usuales, y cuya norma estd dada

1/p
por ||x]| = {Z |:Bn|p} . Demuestre que £,(C) es separable.

neN
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100.

101.

102.

103.

Sea (V|| -||) un espacio de Banach y sea J : V' — R un funcional NO-LINEAL. Se

dice que J es CONTINUO (resp. DEBILMENTE CONTINUO) si para toda sucesion
w .

{Vn}tnen C V tal que v, — v € V (resp. v,—v € V) se tiene que

J(v,) — J(v) € R.
a) Determine cual de estos dos conceptos de continuidad implica al otro.

Un subconjunto U de V se dice DEBILMENTE COMPACTO si toda sucesion {v,, bnen
de U posee una subsucesion débilmente convergente en U.

b) Pruebe que si U es un subconjunto compacto de V'y J : V — R es continuo
(o bien si U es un subconjunto débilmente compacto de V'y J:V — R es
débilmente continuo), entonces existe u € U tal que

J(u) = min J(v).

vel

Un subconjunto U de V se dice DEBILMENTE CERRADO si el limite de toda
sucesion {v, }nen de U que converge débilmente, pertenece a U.

c) Demuestre que si V' es reflexivo, U es un subconjunto acotado y débilmente
cerrado de V., v J : V — R es débilmente continuo, entonces existe v € U

tal que
J(u) = min J(v).
(OPERADOR NORMAL). Sea H un Hilbert sobre C. Se dice que A € L(H, H) es
un operador normal si A* A = A A*. Pruebe en este caso que:

a) A € VP(A) siy sélo si A € VP(A*). Concluya ademds que N(A — X) =
N(A* = \I).

b) Si A\, p € VP(A), X # p, entonces N(A—AI) L N(A* — pul).

(VALORES PROPIOS DE A). Sea € un abierto acotado de R™ con frontera
Lipschitz-continua. Demuestre que existen una base Hilbertiana {e, },en de
L*(2), y una sucesién { A, }nen de nimeros reales con \, > 0, y \, — +00
cuando n — +oo, tales que e, € Hg(Q) N H*Q),y —Ae, = \ye, en Q. Se
dice aqui que los A, son los valores propios del Laplaciano (con condicién de
Dirichlet), y que las e, son las funciones propias asociadas.

(ESPECTRO AUTOADJUNTO). Sean H un Hilbert complejo y A € L(H, H)
un operador autoadjunto. Dado un subespacio cerrado S de H invariante con
respecto a A, denote por o(A, S) y o(A, S1) los espectros de las restricciones Alg
y Algy, respectivamente. Demuestre que o(A) = (A4, S)Ua(A, SH).
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104. Sea Q un dominio convexo y acotado de R? con frontera poligonal I', y sean
;)220 ¥ (-»*) (@) los productos escalares de L*(Q2) y H'(€2), respectivamente.

a) Pruebe que para todo r € L*(Q) existe un tnico z € H'(Q) tal que
(z,w)m@ = (1w Vw € HY(Q).
b) Deduzca que z es la tinica solucién débil del problema de valores de contorno:
—Az+z=17r en Q, Vz:vr=0 en I,

donde v es el vector normal sobre I'; y observe (no lo demuestre) que la
convexidad de Q garantiza que z € H*(Q).

c¢) Defina un operador lineal apropiado y demuestre, utilizando el Teorema del
Grafo Cerrado, que existe C' > 0 tal que

||ZHH2(Q) < CHTHLQ(Q) Vr € L2(Q)

105. Sean E y F' espacios de Banach, y sea T': E — F un operador lineal cerrado
con dominio D(T") e imagen R(T"). Demuestre que son equivalentes:

a) El operador T es inyectivo, y T~! es acotado sobre R(T).
b) Existe una constante positiva C' tal que | Tz|| > C||z|| para todo x € D(T).
c) R(T) es cerrado en F, y T es inyectivo.
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