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1. Sean (H,{-,*)u, ||-||z) un espacio de Hilbert real y A : H x H — R una forma bilineal
acotada con operador inducido A € L(H,H). Suponga que existen operadores
S1, S € L(H, H) y constantes g, ap > 0 tales que

a)

c)

(SIA(T).7)m > aull7lly vy (ASo(7),7)y > o7y V7 € H.

Pruebe que para todo F' € H' existe un unico o € H tal que
Alo,7) = F(r) V7€ H, (1)
y deduzca la existencia de C' > 0, independiente de F', tal que

loll < CHE|a -

Sea {Hp}r>o una familia numerable de subespacios de dimensién finita de H
tal que }llirr(l) dist(r,H,) = 0 V7 € H,y, dado F € H’', considere el esquema
—)

de Galerkin: Hallar o, € Hj, tal que
A(O’h,Th) = F(Th> \V/Th € Hh. (2)

Suponga que para i = 1 o para i = 2 (pero no para ambos), existen opera-
dores inyectivos S;;, € L(H}, Hy) para todo h > 0, y constantes C;, > 0,
independientes de h, tales que

I1Si(m) — Sin(m)llm < Cih® ISi(m)llm V7 € Hy .

Demuestre que existe hg > 0 tal que para todo h < hg el problema (2) tiene
solucién tnica, es estable, y se verifica la estimacion de Cea.

Qué puede decir sobre las hip6tesis para a) y b) si A es simétrica ?

2. Sea () un abierto acotado de R™ con frontera I' Lipschitz-continua, y considere la
aplicacién ||| - ||| : HY(Q) — R definida por

1/2
llelll = { IvBq + lno@)l3e )}~ ¥ve B'(Q),

donde 7 : HY(Q) — H'Y2(T) es el operador de trazas usual. Utilice un argumento
analogo al de la demostracion de la desigualdad de Poincaré generalizada para probar
que || -]lie v |l - ||| son equivalentes en H'(2).
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3. Sea 2~ un abierto conexo y acotado de R? con frontera I', y sea Q7 la region anular
acotada por I' y una curva cerrada X cuyo interior contiene a I". Ademds, sean

Yo HY Q) — HYAT) y of - HY(QT) — HY2(0QF) = HY2(T) x HY?(X) los
operadores de trazas respectivos, y denote Q := Q- UL U Q™.

a) Demuestre que v € H'(Q) si y sélo si:
vE LX), v|o- € H(Q7), vlgr € HY(QT), v 75 (v|o-) =7 (v]a+) en T

Dados f~ € L*(Q7), f+ € L2(Q%), gr € HV(T), y gx € HY/2(%), considere el
problema de transmisién: Hallar (uv=,u™) € H'(Q27) x H'(QT) tales que

—Au" = f" en Q, —Aut = ft en QF,
N @)=y @) en Iy gp(Vur) —5(Ve®) =g en I\ g

7 (Vut) = gs en X, y /u‘+/ ut =0,

donde vy, : H(div; Q™) — HY2(T) y 44, : H(div; Q%) — H-Y2(0Q%) = H-V*(I)
x H=1/2(%) son los operadores de trazas normales respectivos (v apunta hacia QF
en I' y hacia el exterior de Q" en X).

b) Utilice identidades de Green en espacios de Sobolev convenientes y deduzca
una formulacién variacional de (3) con incégnita en un subespacio cerrado V'

de H'(Q).

c¢) Identifique una condicién de compatibilidad sobre los datos, y demuestre en
tal caso que la formulacién obtenida en b) posee una tunica solucién, la cual
depende continuamente de f~, /T, gr, y gs.

d) Pruebe que el esquema de Galerkin asociado es convergente para cualquier
familia numerable {V},},~0 de subespacios de dimension finita de V' tales que
}llir% dist(v,V4) = 0 Vo e V.

—

e) Demuestre que la formulacién obtenida en b) es equivalente a una formulacién
variacional mixta con incégnita en H'(Q) x R, y verifique que ella satisface las
hipétesis del Teorema de Babuska-Brezzi.

4. Sea ) :=]la,b| y para cada n € N introduzca una particién

Aa=Tg<T1 < < Tp_1<xp,=0>.

Ademds, denote h := max { rj—xj_1: je{l,2,..,n} }, defina el espacio

Vh = {U € LQ(Q> Ul[zjil,mj] S PQ([l’jfl,l‘j]) VJ € {1,2,...,%}},



y considere el operador IT;, : L?(Q) — V}, que a cada v € L?*(Q) le asigna su mejor
aproximacién II,(v) € Vj, con respecto al producto escalar de L?(£2). Demuestre
que existe una constante C' > 0, independiente de n y de h, tal que

HU — Hh(U)||L2(Q) < Ch’U|H1(Q) Vv € HI(Q)

. Sean ) un abierto acotado y convexo de R? con frontera poligonal T, f € L?(Q), y
u € HY(Q) N H%*) la tnica solucién de: —Au = f en Q, w =10 en T.
Dada una familia regular de triangulaciones {7}, }x>o de € hecha de tridngulos K y
lados e, se definen los espacios de LAGRANGE y de CROUZEIX-RAVIART, respectiva-
mente, como sigue:

X, = {UEC(Q): vlg € PI(K) VKe€T,, v=0 en F},

Vi, = {v € L*(Q): v|g € Py(K) VK €T,, ves continua en los puntos

medios de los lados e € T;,, v = 0 en los puntos medios de los lados e C F} .

1/2
a) Defina ||v,|, = { Z |vh|§K} Vv, € V4, pruebe que ||- ||, es una norma
KeTy
sobre V},, y concluya que existe un unico u, € V}, tal que

ah(uh,vh) = Z / Vuh-Vvh = F(Uh> = /fUh Vvh € Vh.
K Q

KeTy

b) Demuestre que existe C' > 0, independiente de h, tal que

- F
||U_Uh||h < O{ in‘f/ ||U_Uh||h +  sup ‘ah(U,Wh) (wh)| } ' (4)
VRLEVH

whEVh\O ||wh||h

c) Integre por partes en cada K € T, y pruebe que

ap(u, wy) — F(wp,) :Z /8K Vu-vuwy, :Z Z /Vu ‘v (wh — PO,e(wh))

KeTy, KET;, eCOK vV €

= Z Z /(Vu — VHh(u)) -V (wh — ’Po,e(’wh)) Yw, €V,
KeTy, eCOK Y€
(5)
donde TI;, : H*(Q) N H(2) — X}, es el operador de interpolacién global de
Lagrange y Py : L?(e) — Py(e) es el proyector ortogonal.

d) Deduzca a partir de (4) y (5) que existe C' > 0, independiente de h, tal que

Ju—wills < Chlulso.



6. Sean K = [0,1], K = [z;_1,x;], hj := x; — x;_; > 0, y considere la aplicacién afin
F: K — K definida por

F(#)=hj# +z,, Viek.

(a) Dado un entero r > 0, demuestre que v € H"(K) si y sélosi v := vo F €

A

H"(K), y en tal caso pruebe que
~ r—1/2
Wiy = By " Tolaran -

(b) Sean m, k enteros tal que 0 < m < k+1,y sea Il € L(H*(K), H™(K)) tal
que [Ip = p Vp € Py, donde Py, es el espacio de polinomios de grado < k.
Ademas, sea II el operador definido por

v = (IIo)o F7' VYoe HYK).
Demuestre que existe C' > 0, que depende solo de K y ﬁ, tal que
||U — HUHHT”(K) < C h?Jrlim ’U|H’€+1(K) .

7. Sean (X1, (-, )x,), (X2, (-,)x,), € (Y, (-,)y) espacios de Hilbert, defina el producto
X = X; x Xy, y considere operadores lineales y acotados P : X — X, Q: X — Y,
A: X1 = Xy, B: X1 = X,y C: Xy — Xo, tales que:

A B*
P = .
B -C
Sea V = Vj x V5 el kernel de Q, donde V; C X; y Vo C X5, v suponga que:

i) existe a > 0 tal que

(A(x1),21)x, > alnlk, Vo € Vi

ii) existe § > 0 tal que

B(x1),292)x,
sup BTG S gy v, e .

z1€V1\0 21l x,
iii) (C(z2),22)x, > 0  Vay € Va.
iv) existe 8> 0 tal que |Q*(y)||lx > Bllylly Yy €Y.
a) Pruebe que para todo (f,g) € X XY existe un tnico (x,y) € X x Y tal que
P(z) + Q'(y) = [,
Q(z) = g,

y encuentre explicitamente una constante C' > 0 tal que

(6)

I wlixo < C{Iflx + gl |-



b) Defina un esquema de Galerkin para (6) y establezca condiciones suficientes
que aseguren su solubilidad unica y estabilidad.

c) Demuestre la estimacién de Cea para el esquema definido en b).

8. Sea ), un dominio acotado de R? con frontera I's, v sea €y la region anular acotada
? —
por I's y por una curva cerrada I'; cuyo interior contiene completamente a {25, como
se muestra en la siguiente figura:

El propésito de este ejercicio es analizar el acoplamiento de un fluido viscoso que
ocupa la region €2y con un material poroso que vive en {25. Si > 0 es la viscosidad
y K es una matriz simétrica y uniformemente definida positiva que representa la
permeabilidad del medio poroso, entonces las ecuaciones constitutivas estan dadas
por las leyes de Stokes y de Darcy, respectivamente, esto es:

oi(u,p1) = —p I+ 2pe(uy) en  y uy=—-KVpy en Q,

donde (uy,uz) y (p1,p2) denotan las velocidades y presiones en los dominios corres-
pondientes, I es la matriz identidad de R**?, oy (uy,p;) es el tensor de esfuerzos y

e(u;) = 3 <Vu1+(Vu1)t) es el tensor de deformaciones. Asi, dados f; € [L?(£2;)]?

y f2 € L*(Q) tal que [, fo =0, nos interesa: Hallar u := (u;,uz) y p := (p1,p2)
tales que

( —divoy(u,p) = fi en Q; (conservacién de momentum),
diveyy, = 0 en () (conservaciéon de masa),
uy = 0 en ['; (deslizamiento nulo),
divuy, = fo en €y (conservacién de masa),
u v = uy-v en [y (conservacion de masa),
(al(ul,pl)y) V= — en 'y (balance de fuerzas normales),
(

ley de Beavers-Joseph-Saffman) ,

—E(Ul(ul,pl)u)-t = ul-t en FQ
L

donde v es el vector normal unitario exterior a 21, t es el vector tangencial a I's,
k > 0 es la constante de friccion, y la ley de Beavers-Joseph-Saffman establece que



el esfuerzo de corte es proporcional a la velocidad de deslizamiento (bajo el supuesto
experimental que uy - t es despreciable).

a) Pruebe que el balance de fuerzas normales y la ley de Beavers-Joseph-Saffman
pueden re-escribirse formalmente como la siguiente ecuacion en H—'/2(T';):

L
Ul(ul,pl)u+p2V: —;(ult)t en FQ.
b) Defina los espacios

[H%l(Ql)]2 ={vi € [H'(Q)]*: vi=0 en I},
H(div; Q) := {vy € [L*())*: div vy € L*(Qy)},
H = [H%I(Ql)]Q x H(div;Qy),

Q = (L*(Q) x L*()) x H'*(Iy),

y demuestre que una formulacién variacional mixta del presente problema de
transmision se reduce a: Hallar (u, (p,\)) € H x @ tal que

a(u,v) + b(v,(p,\) = /Q fi-vi Vv:i=(vy,vy) € H,
(7)
b, 06) = ~ [ fom V(0.9 = (0219 € Q

dondea: Hx H— Ryb:HXx( — R son las formas bilineales definidas por

a(u,v) = 2,u/Q e(u) :e(vy) + K /F (ug - t) (vy-t) + K 'uy - vy,

K Qs

b(v. (0.6)) =~ |

qldivvl—/ q2diVV2—|—/(v1-V—{—V2-V)§.
Q1 Q2 F2

¢) Demuestre que si (u,(p,\)) € H x @ es una solucién de (7), entonces para
todo ¢ € R, (u,(p,\)) € H x Q también lo es, con p = (py + ¢, ps + ¢)
v A := A+ c. En tal caso, deduzca cémo debe modificarse la definicién del
espacio () para evitar estas soluciones adicionales.

d) Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que el problema (7) (con el
espacio @) modificado de acuerdo a c)) posee una tnica solucién.



9. Considere un abierto acotado €2 de R™ con frontera I" suficientemente suave, y defina
el espacio

H(div; Q) = {v e [L2Q)]" :  divoe = € L2(Q)}
provisto del producto escalar
(U, W) g(divi) = / v-wdr + / div v div wdz VYo, w € H(div;Q).
Q Q

a) Demuestre que (H(div;Q); (-, ) r(aiv;0)) es un espacio de Hilbert.

b) Utilice el hecho que [C§(€2)]™ es denso en H(div;€2) para probar que existe un
operador lineal y continuo v : H(div;Q) — H~V2(T') tal que v(u) = u-v V

u € [C5°(2)]™, donde v es el vector normal unitario exterior a I'.

10. Considere un abierto acotado €2 de R? con frontera I' suficientemente suave, y defina
el espacio

(9112 81}1
N S 2002 . ._ _ 2
H(rot; Q) := {v:=(v1,12) € [L(Q)]° : rotv := o o € L7 ()}

provisto del producto escalar
(U, W) H(rot:2) = / v-wdr + / rotv rotwdr Vv, w € H(rot; Q).
Q Q

a) Demuestre que (H(rot;€2); (-, ) (o)) €s un espacio de Hilbert.

b) Pruebe que existe un operador lineal y continuo v : H(rot; 2) — H=Y2(T) tal
que y(u) = u-7Vu € [C5(Q))% donde 7 es el vector tangencial unitario de
I

11. Sean © un abierto acotado de R" con frontera I' de clase C%!, f € L*(Q), y considere
el problema de valores de contorno:

—Au=f en Q, u=0 en I.

a) Demuestre que una formulacién variacional mixta de este problema se reduce
a: Hallar (o, u) € H(div;Q) x L*(Q) tal que

/Qa'-de + /Qudiv(r)dx — /deiv(a)dx = /vadx (8)
para todo (7,v) € H(div;Q) x L*(Q).



b) Dados 01, d2 > 0, fundamente la introduccién de las ecuaciones

9 /(Vu —0o)- (Vo+7)dr =0 VY(r,v) € H:= H(div;Q) x Hy(Q), (9)

Do /Qdiv(a') div(t)dx = —6, /Qfdiv(‘r) de VT € H(div;Q),  (10)

luego sume (8), (9) y (10), y obtenga una formulacién variacional mixta mod-
ificada: Hallar (o,u) € H tal que

A((o,u), (T,v)) = F(T,v) vV (r,v) € H, (11)

donde A : HxH — R es una forma bilineal y F' : H — R es un funcional lineal.
Entonces, demuestre que, eligiendo d; y d2 convenientemente, el problema (11)
posee una tunica solucién, la cual depende continuamente del dato f.

12. Sea € un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C%!. Dada f € [L*(Q)]?,
nos interesa el siguiente problema de elasticidad lineal: Hallar el desplazamiento
u € [HY(Q))? y el tensor de esfuerzos o € H(div;Q) tal que

o=Mre(u)l,+2ue(u) en Q,

diveo=—f en Q u=0 en I,

donde A, p > 0 son las constantes de Lamé, I, es la matriz identidad de R**2, y
e(u) ;= 1 (Vu+ (Vu)T) es el tensor de deformaciones. Es facil verificar que e(u)
puede re-escribirse como e(u) = Vu — v en Q,donde y:=3(Vu—(Vu)T) es
una nueva incégnita (llamada rotacién) que vive en el espacio

Ri={ne[L*(Q**: n+n"=0}.

a) Demuestre que una formulacién variacional mixta de este problema se reduce
a: Hallar (o, (u,7)) € H x Q tal que

a(o, ) +b(t,(n,y)) = 0 VreH,

b(o, (v,n)) = —/Qf-vd:v V(v,n) € Q,

(12)

donde H := H(div;Q), Q == [L2 (P xR, ya: Hx H—-R, b: Hx Q =R

son las formas bilineales definidas por:

a(o, T) 1=—/£20:de—m4tr(a)tr(7)dx Vo, Te H,

b(r,(v,n)) ::/Qv-diVTd:U—i—/QT:ndx V(T,(v,n) e HxQ.

b) Demuestre que a y b satisfacen las hipétesis de la teorfa de Babuska-Brezzi.



13. Sean X y M espacios de Hilbert y sean a : X x X - R, b : X xM — R
dos formas bilineales acotadas. Suponga ademas que a es simétrica y semi-definida
positiva sobre X. Dados ' € X', G € M’ se define el operador J : X x M — R,

T(w.p) = Falv,v) + bo,w) — Flv) — Gl).

Considere entonces los siguientes problemas variacionales:

Hallar (u,\) € X x M tal que

a(u,v) + b(v,\) = Fv) Vv € X, (13)
b(u,pu) = G(u) Vp e M.
Hallar (u,\) € X x M tal que
T(u,p) < JT(u,A) < J(v,\) V(v,p) € X x M. (14)
Demuestre que (u, A) es solucién de (13) si y sélo si (u, A) es solucién de (14).
14. Sea © un abierto acotado de R? con frontera T.
a) Considere el espacio de Sobolev H'() con norma || - ||z1(q) y semi-norma

| - |m1(q)- Defina la aplicacién

5 1/2
llelll = {rvﬁﬂ(m (/) } Voe H\Q),

y demuestre que existen C, Cy > 0 tales que
Cillllll < Wl < Colllvlll Vv e HY().

b) Considere el problema de valores de contorno:

—Au=f en €, %:O en [ /u:O,
al/ Q

donde f € L?*() es tal que / f = 0, y demuestre que su formulacion débil
Q
se reduce a: Hallar (u,\) € H'(Q) x R tal que

/Vu-Vv+)\/v:/fv Yve HY(Q),
Q Q 0

,u/u:() VueR.
Q

Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que este problema tiene
solucién unica, la cual depende continuamente de f.



15.

16.

c) Extienda el andlisis en b) al caso discreto y deduzca espacios de elementos
finitos que garanticen la solubilidad y estabilidad del esquema de Galerkin
asociado. Indique la razén de convergencia correspondiente.

Sean (X, (-, ) x), (Y, (-, -)y) espacios de Hilbert y considere operadores P € L(X, X),
Qe L(X,)Y)ySeL(Y,Y). Suponga que S es semi-definido positivo, esto es

S(y),y)y =2 0 VyeY,
y que existen constantes positivas «, (3 tales que

(Pz,7)x > allz|lkx VoeX

sup <Q(l’), y)Y

> Bllylly Vyey.
e L
x#0

Dados f € X y g € Y, demuestre que existe un unico par (Z,7) € X x Y tal que
P Q* T f
Q@ -5 y g

También, pruebe que existe una constante C' > 0, que depende de ||P||, a, By ||Q]],
tal que [|Z][ +[[g]] < C {|[fI+1lgll } -

Sea 2 un abierto acotado de R? con frontera T’ de clase C%! y sea f € [L*(Q)]?. Se
dice que un material que ocupa la region €2 es casi-incompresible si se necesitan
cantidades muy altas de energia para producir cambios pequenos en su densidad, lo
cual genera una gran diferencia entre los tamanos de las constantes de Lamé. En tal

caso, la formulacién en desplazamiento del problema de elasticidad lineal consiste
en: Hallar u € [H*(Q2)]? tal que

—2pdive(u) — AV(divu) =f en ©, u=0 en I, (15)
donde A >> p > 0 son las constantes de Lamé y
() := 5 (Vu+ (Vu)?)
es el tensor de deformaciones.

a) Defina la incégnita auxiliar p := Adiv uen 2 y demuestre que una formulacién
variacional de (15) se reduce a: Hallar (u,p) € [Hg(Q)]* x L(Q) tal que

2 [ e e) + [paivy = [ £y vy e H@P,
(16)

1
/qdivu——/pq: 0 Vq e L3(Q).
Q A Ja
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b) Aplique el teorema abstracto del problema anterior para probar que (16) tiene
una unica solucion que depende continuamente del dato f.

17. Sean (X, (-,)x), (Y, (-, -)y) espacios de Hilbert y considere operadores P : X — X
Qe L(X,)Y)ySeL(Y,Y). Suponga que S es semi-definido positivo, esto es

(S(y),y)y > 0 VyeY,

que P es nolineal, y que existen constantes M, «, 3 > 0 tales que

|Pz —Pz||x < M||lz—z|lx , (Pr—Prz—2)x > allz—z|% Vo, 7 X,
’ (Q),9)
"'I;?
sup yIv > Bllylly VyeY.
z% ||x||X

Dados f € X y g € Y, demuestre que existe un tunico par (Z,7) € X x Y tal que
P T /

Q@ =S y g
También, pruebe que existe una constante C' > 0, que depende de M, «, By ||Q|],

tal que
I+ gl < C LA+ gl + 1P}

18. Sea Q un abierto acotado de R? con frontera suave I', y sea f € [L?(Q)]?>. EL
PROBLEMA DE STOKES consiste en encontrar el vector de velocidades u := (uq, us)
y la presion p de un fluido, tales que

—Au+Vp=f en Q, divu=0 en €,

u=0 en I, /pd:c:(). (17)
Q

Defina los espacios
o= imer v o= {aer@: [qw=o}.
Q
a) Demuestre que la formulacién débil de (17) se reduce a: encontrar (u,p) €

H x Q tales que:

A(u,v) + B(v,p) = F(v) Vv e H,
B(u,q) = 0 Vqe@Q,
donde A: HxH—R, B: HxQ —RyF € H' estan definidos por

(18)

2
A(u,v) = Z/ Vu; - Vu; dz,
i=1 /O
B(v,p) = —/deivvdx , F(v) :/Qf-vda:.

11



b) Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que el problema (18) posee
una Unica solucion, la cual depende continuamente del dato f.

19. Sean Q =la, b, f € L*(Q2), y considere el problema de valores de contorno

u = f en Q, wu(a)=1u'(a)=ud)=1u () =0. (19)

i) Defina la incognita auxiliar o := u” en Q y demuestre que una formulacién
variacional mixta de (19) se reduce a: Hallar (o,u) € H'(Q2) x H(Q) tal que

/Ude—i-/u’T’dx: 0 VreHY(Q)),
Q Q
(20)

/v’a’d:c: —/fvdx Vo e Hy(Q).
Q Q

ii) Aplique la teoria de Babuska-Brezzi para demostrar que (20) tiene una tnica
solucion que depende continuamente del dato f.

20. Dados Q := (0,1) y f € L*(Q), interesa resolver el siguiente problema:
—u" = f en Q, w0) =0, (1) =1. (21)

a) Defina o := v/ en  y demuestre que una formulacién variacional mixta de
(21) se reduce a: Hallar (o, (u,¢)) € H X Q tal que

a(o,7) +b(1, (u,p)) = F(r) VT€H,
blo, (v,¥)) = G((v,¢¥)) V(v,9) €Q,

donde H := H(Q), Q == L*(Q) xR, Fe H,GeQ,ya: Hx H— R,
b: H x () — R son las formas bilineales definidas por

(22)

a(o,7) = /QJde Yo, 7€ H,
b(t, (v,)) = /QUT/dx+2/17'(l) V(7 (v,¢)) € HxQ.

b) Defina los funcionales F' y G, y aplique la teoria de Babuska-Brezzi para de-
mostrar que (22) tiene una tnica solucién.

21. (LEMA DE FORTIN). Sean H, () espacios de Hilbert, y sea b : H x ) — R una
forma bilineal acotada que satisface la condicion inf-sup, es decir, existe § > 0 tal

que:
b(v, q
sup (v.9)

verr vlla
v#0

> Blldlle  Vqe@. (23)
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22.

23.

Sean {H, }nen ¥ {@n }nen sucesiones de subespacios de dimension finita de H y @,
respectivamente, y asuma que para cada n € N existe P, € L(H, H,,) tal que

b(v—"Pn(v),q,) =0 VveH, Vg, €Q,.

Suponga que la familia de operadores {P, },en es uniformemente acotada, es decir
existe C' > 0 tal que ||Py||z#,m,) < C para todo n € N, y demuestre que existe
£* > 0, independiente de n, tal que

b(vn, gn
sup (Vn, @n)

vn€Hn HUTLHH
v #0

> B lanllo  Van €Qn, ¥YneN.

Sean (H,(-,-)m) v (Q,(-,-)q) espacios de Hilbert, y sea B € L(H,(Q) con espacio
nulo V := N(B).

B),9)¢ _ (B(v), 9)q

a) Demuestre que sup = sup VqeQ.
verr vllm veve vllm
v#0 v#£0
B
b) Suponga que existe 5 > 0 tal que  sup % > Blale Yqe @,y
veVL
v#£0

pruecbe que H = R(B*) & V.

Sea € un abierto acotado de R™ con frontera de clase C%!, y considere el espacio
de Sobolev H?(f2), con producto escalar (-,-)p2(q), norma inducida || - || g2q), ¥
semi-norma | - |2(0). Ademds, sea P;(2) el espacio de polinomios sobre € de grado
< 1 con base {po,p1,...,pn} donde po(x) = 1y pi(x) = z; Vi € {1,....,n}, Vo :=
(T1, ..y z,)T € Q.

a) (DESIGUALDAD DE POINCARE GENERALIZADA). Defina la aplicacién

n 1/2
[oll] = { 0[320) + Z | (v, pi) 2oy | } Vo e H*(Q),
=0

y demuestre que existen C7, Cy > 0 tales que
Cilllvll] < lollaze) < Colllolll Yo e H*(Q).

Ind.: Para la segunda desigualdad proceda por contradiccion: suponga, en

particular, que Vn € N existe v, € H*(Q) tal que ||v,|lp2i) > nll|val]]-
Up,

Luego, defina w, := , observe que ||w,||m2@) = 1y que |[|w,||| < &,

[vnll 20
y aplique el hecho que la inclusién de H?(Q2) en H'(Q) es compacta.

b) (LEMA DE DENY-LIONS). Considere el espacio cuociente H*(Q2)/P;(2) con
= inf — defi
norma ||[v]]| ()P @) pGIJQ(Q) [v = pll2(e), v defina
Wl m0) = 1olme) V] € HY(Q)/P(Q).
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Demuestre que | - |g2(q)/p, (@) esta bien definida y que existe C' > 0 tal que

W]z < V2000

< C |[U]|H2(Q)/P1(Q) V[U] < H2(Q)/P1(Q)

Ind.: Note que para todo p € P;(2) y para todo « con |a| = 2 se tiene 9%p = 0.
Aplique la desigualdad de Poincaré generalizada.

¢) (LEMA DE BRAMBLE-HILBERT). Sea Il € L(H?*(Q), H'(2)) tal que II(p) = p
Vp € Pi(2). Demuestre que existe C' > 0 tal que

||’U—H(U)”H1(Q) S C|U|H2(Q) Vv € H2(Q)

Ind.: Note que v — II(v) = v —p —1I(v —p) Vp € P1(Q), y luego aplique el
Lema de Deny-Lions.

24. Sea ) un abierto acotado de R? con frontera poligonal y sea T;, una triangularizacién
de Q. Dado K € Ty, sea vk el vector normal a K y denote por (-, -)sx la paridad
dual entre H~Y2(0K) y H/?(0K).

(a) Defina los espacios

X = {vel?(): olxeH\(K) YKeT},

7 = {A = (Ac)ker, € Nger, HY?(0K): 37 € H(div;Q)
tal que T-vg = Ag en 0K VKE'E},

y demuestre que

HY(Q) = {veX: Y Ouvlrlox = 0 YA€ Z}.
KeTy,

(b) Defina los espacios

X = {re [l rlxeHdiviK) YKET ],

Z = {f = (fK)KeTh € HKETh H1/2(8K> : Jve H&(Q)
talque v = ¢ en OK VKGE},

y demuestre que

H(div;Q) ::{TEX: Z (T vi,&k)ox = 0 V&EZ}.
KeTy,
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25. Sean Q :=|0,1[, f € L*Q), x €]0,2[, y considere el problema de valores de
contorno:

v+ ku=f en Q, u(0)=u(l) =0. (24)

Ademas, para cada n € N introduzca la particiéon uniforme

O=2g<1 < - <Tp <Tpi1 =1,

1
con r; —Tj_ = ] Vijie{l,2,...,n+ 1}, y defina el espacio

H, = {v € CV): vlu1a € Pillzjor,25]) Vie{1,2,..,n+1}
y v(0) =v(l) = 0}.

a) Establezca la formulacién variacional de (24) y demuestre que ella posee una
tinica solucién u € HJ(9).
b) Denote por u, € H, la solucién (cuando ella existe) del esquema de Galerkin
asociado y pruebe que  lim |lu — || g1@) = 0.
n—oo

26. Sea ) un abierto acotado de R? con frontera poligonal I'. Dado f € [L?(Q2)]?, el
PROBLEMA DE STOKES con condiciones de contorno de Dirichlet consiste en hallar
un campo tensorial o (esfuerzo), un campo vectorial u (velocidad) y un campo
escalar p (presion) tal que:

o=2uVu—pl en Q, dive = —f en (),

(25)
divu=0 en Q, u=0 en I,

donde 1 es la viscosidad cinemaética del fluido, I es la matriz identidad de R?*2, y
div es el operador divergencia div actuando sobre cada fila del tensor.

a) Demuestre que, al eliminar la incégnita p, el problema (25) se transforma en:

1
2—ad:Vu en Q, dive=—-f en Q, u=0 en I'. (26)
0
b) Pruebe que la formulacién variacional de (26) se reduce a: Hallar (o, u) €
H x () tal que
1
— UdZTd+/U'diVT = 0 VreH
/V-diVO‘ = —/f'v Vv eQ,
Q Q
donde

H o= {T € H(div: Q) : /Qm - 0} v Q= [L2Q).
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27.

28.

¢) Aplique un método similar al empleado con el problema de elasticidad y defina
una formulacién aumentada de (27) cuya forma bilineal resulte fuertemente
coerciva.

Sean Hj, y ()} subespacios de dimension finita de espacios de Hilbert H y @, re-
spectivamente, y sean a : H x H - Ry b : H x () — R formas bilineales aco-
tadas que satisfacen las hipotesis de las versiones continua y discreta del Teorema
de Babuska-Brezzi, con constantes independientes de h. Sean (o,u) € H X Q y
(oh,up) € Hy x Q las tnicas soluciones de los problemas de punto-silla continuo y
discreto, respectivamente, asociados a a y b. Suponga que el kernel discreto de b
estd contenido en su kernel continuo y demuestre que existe C' > 0, independiente
de h, tal que

lo—eonlly < € inf flo—7.
Sea €; un dominio acotado de R? con frontera I', y sea €2, la region anular acotada
por I'; y por una curva cerrada I'y cuyo interior contiene completamente a €, (ver
figura). Entonces, dados fi € L2(Qy), fo € L3(Q), g1 € HY2(Ty), y g2 € HY*(Ty),
interesa el siguiente PROBLEMA DE TRANSMISION: Hallar (uj,us) € H'Y(Qy) x
H(Q,) tales que

— Au1 = f1 en 917 — AUQ = f2 en QQ,

ou ou 28
Uy —uUz = g1 'y 8_1/1_8_;:() en I'y, wuy =g en Iy. ( )
e N
)
e N
r1
Q1
N Y,
QZ
\Yj
N\ Y,
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a)

b)

c)

Demuestre que una FORMULACION VARIACIONAL MIXTA-DUAL de (28) se re-
duce a: Hallar o := (01,02) € H(div;) x H(div;€s), u = (uj,us) €
L2() x L*(Qy) y € € HY2(Iy), tales que

2
Z{/ Ui'7i+/UidiVTi}+<Tl‘V_TZ'V7§>1: F(r),
= > (29)
Z/ vidive;, + (o1 -v—09-v,A)1 = G(v,\),
i=1 7S

7

para todo T := (11, 72) € H(div;Q) x H(div;Q), v := (v1,v2) € L*() X
L*(Qy) y A € HY2(T';), donde

2
F(r) = (nvgh + (g, GV == [ fo,
i=1 Y

y (-,-); denota la paridad dual entre [H~Y2(I';))]? y [HY?(I;})]* Vi € {1,2}.

Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que el problema (29) posee
una unica solucion (o, u, £) en los espacios indicados.

Defina subespacios de elementos finitos explicitos y pruebe que el esquema de
Galerkin resultante tiene solucion tnica, es estable y convergente.

29. Sea Q un dominio acotado de R? con frontera I' Lipschitz continua, y sean f €

[L2(Q)? v g € [HY(I))? tal que / g -nds = 0, donde n es el vector normal

al.

I
El PROBLEMA DE STOKES GENERALIZADO consiste en hallar la velocidad

u = (ug,u9)* y la presién p de un fluido que ocupa la region €2, tal que

au—vAu+Vp = f en 2,
divu = 0 en Q, (30)
u =g en [,

donde v > 0 es la viscosidad del fluido y @ es un parametro positivo.

a)

14

Introduzca las incognitas auxiliares t := Vuy o := vVu — plen Q, donde I
es la matriz identidad en R?*2, y pruebe que una formulacién variacional mixta
de (30) se reduce a: Hallar (t,u, o, p, &) € [L*(Q)]**% x [L*(Q)]? x H(div; Q) x
L?(Q) x R tal que

/t:s+a/u-v—/a:s—/div(a)-v—/ptrs :/f-v,
Q Q Q Q Q Q
/T:t—/diV(T)-u + §/tr7' =—(tn,g),
Q Q Q
/qtrt+77/tra' =0,
Q Q

(31)

para todo (s,v,T,q,n) € [L*(2)]?*? x [L*(Q)]* x H(div; Q) x L?(Q) x R.
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b) Defina espacios de Hilbert y operadores (formas bilineales) convenientes y
pruebe que (31) puede reformularse en base a una estructura dual-dual.

c) Utilice lo indicado en b) para demostrar que (31) tiene una tnica solucién y
que existe una constante C'(«, ) > 0 tal que

I(t, 0,0, p, ) < Clo,v) {IIEl + llgll} -

d) Extienda el andlisis en ¢) al caso discreto y deduzca espacios de elementos
finitos que garanticen que el esquema de Galerkin asociado a (31) tiene una
Unica solucion.

30. Sea © un dominio poligonal convexo de R? con frontera T', y dado f € L*(Q),
considere la ecuacion de Helmholtz con datos de Dirichlet:

Au+u=f en Q, u=0 en I. (32)

i) Introduzca la incdgnita auxiliar & := Vu en ) y pruebe que una formulacién
variacional mixta de (32) se reduce a: Hallar o € H(div;(2) tal que

/QU-T - /Qdiv (o) div(r) = — /Qfdiv (1) VT e H(div;Q). (33)

ii) Defina el operador P : H(div;Q) — [L*(Q)]* que a cada 7 € H(div;Q) le
asigna P(7) := Vz, donde 2z € H() es la tnica solucién del problema de
valores de contorno: Az = div(r) en Q, 2z =0 en I'.Pruebe que

P es compacto y que H(div; Q) = P(H(div;Q2)) & (I — P)(H(div; Q2)).
iii) Utilice la descomposicién anterior de H(div;{2) para demostrar que (33) se
reduce, equivalentemente, a: Hallar o € H(div;2) tal que

Alo,7) + K(o,7) = F(1) V7€ H(div;Q), (34)
donde A y B son formas bilineales acotadas cuyos operadores inducidos A :
H(div; Q) — H(div; Q) y K : H(div;Q2) — H(div; ) son biyectivo y compacto,
respectivamente, y F' es el funcional dado a la derecha de (33).

IND. Defina el operador S(7) := (I — 2P)(7) y considere la expresién
A(7,S(7)) para probar que A satisface las condiciones inf-sup continuas.

iv) Sea {Hp}r~o una familia de subespacios de dimensién finita de H(div;{2) tal
que lllirr(l] dist (7, H,) = 0 para todo T € H(div;{2), y considere el esquema de
H

Galerkin perturbado: Hallar o), € Hj, tal que
A(O’h,Th) = F(‘Th) V1, € Hy,. (35)
Suponga que existen operadores lineales &, : [H'(Q)]> — H}, tales que

div (ghP(Th)) = div (Th) V1, € Hy,

HT_Eh(T>||[L2(Q)}2 S ChHTH[HI(Q)]Q V’T c [H1<Q)]2

Demuestre que existe hg > 0 tal que Vh < hg el problema (35) tiene solucién
unica, la cual es estable y convergente con constantes independientes de h.
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v) Qué se puede decir del esquema de Galerkin respectivo para (34)7.

31. Sea Q un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C%!'. El objetivo de este
problema es demostrar que

1

||e(V)||[2L2(Q)]2x2 > §|V|[2H1(Q)]2 Vv e [Hé(Q)]Za (36)
1 . .
donde e(v) := 3 {VV + (Vv) } Para tal efecto, proceda como sigue.
i) Dados & := (0y) y T := (7i;) en R**?  se define el producto tensorial o :
2
T = Z 0i; Tij 'y se introducen los subespacios
ij=1

R2Z2.={r cR¥”?: 1t=71} y R2Z ={reR¥?: +°'=—-7}.

sim asim

Pruebe que o : 7 =0 Vo € R¥? V1 e R?*?

1
ii) Note que Vv = e(v) + w(v), con w(v) := 3 {VV - (Vv)t} , y recuerde

que HT||[2L2(Q)]2><2 = / T:17 VT € [L*Q)]**?, para probar que
0

le(¥) [Biayper — W) [Bsgayoes = / Vv : (Vv)°

||e(v)||[2L2(Q)}2><2 + ||W(V)||[2L2(Q)}2><2 == /QVVIVV.

iii) Deduzca la identidad Vv : (Vv)* = div {Vvv — div (v) V} + (div(v))?*y
concluya la desigualdad (36).

32. Sean Hy, Hs, )1, Q2 espacios de Hilbert sobre R, y sean a : Hy x Hb, — Ry
bj - H; x Q; — R, j € {1,2}, formas bilineales acotadas con operadores inducidos
A € L(Hy,H,) y B; € L(H;,Q;), j € {1,2}, respectivamente. También, sea K
el espacio nulo de Bj, j € {1,2}, y sea I, el proyector ortogonal de Hy en K.
Suponga que:

i) Iy A : K71 — K, es un isomorfismo.

ii) existen [31, B2 > 0 tales que

* b'U,q .

IB: @), = sup 2D > gglo, VaeQ, Ve (1,2},
P ol
v#£0
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Pruebe que, dados F' € H) y G € @), existe un nico (u,p) € H; x Q2 tal que
a(u,v) + be(v,p) = F(v) Yv € Hy,
bi(u,q) = Glg) VgeQr.

Ademas, pruebe que la hipdtesis i) es equivalente a cada una de las siguientes:

a) existe a; > 0 tal que

a(u,v
sup alw,v) > ay ||ullg, Vue K
veKy ||'U||H2
v#0

y  sup a(u,v) > 0 Vv e Ky, v#0.
ueKy

b) existe ap > 0 tal que

alu,v
sup (w,v) > oz [vllg,  VveE K
werey |[ullm,
u#0

y  sup a(u,v) >0 Vue Ky, u#0.
vEKo

33. Sea () un abierto acotado de R"™ con frontera I' suficientemente suave. Dados f €
L*(Q) y g € HY2(T"), considere el problema de Neumann:

—Au+u=yf en Q, Vu-v=g en I, (37)
donde v es el vector normal exterior a I'.

a) Defina incognitas auxiliares convenientes y demuestre que una formulacién
mixta de (37) se reduce a: Hallar (o, p) € H(div;Q) x H?(T) tal que

(o, T)avo + (T-v,o)r = —/fdiVT V7 € H(div; ),
@ (38)

<0"V,1/1>F = <g>¢>r V¢ € HI/Q(F)a

donde (-, )aiv.0 ¥ (-, )r denotan el producto interior de H(div; 2) y la paridad
dual de H~'/2(T") con H'/?(T"), respectivamente.

b) Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que (38) posee una tnica
solucién, la cual depende continuamente de los datos f y g.

c¢) Defina subespacios de elementos finitos H, C H(div;Q) y Qn € HY3(I'), y
pruebe que el esquema de Galerkin resultante tiene solucién tnica, es estable
y convergente.
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34. Sea © un dominio acotado de R? con frontera I' Lipschitz continua, y considere
datos f € [L2(Q))? y g € [H~Y2(T")]?. El PROBLEMA DE STOKES con condiciones
de contorno de Neumann consiste en hallar la velocidad u := (ug, u)* y la presién
p de un fluido que ocupa la region €2, tal que

—pAu+Vp = f en (),
divu = 0 en Q, (39)
pVa-n —pn = g en I,

donde p > 0 es la viscosidad del fluido y n es el vector normal a T'.

a) Introduzca las incégnitas auxiliares ¢ := —uenl'y o := pVu — pIlen Q,
donde I es la matriz identidad en R**2, y pruebe que, eliminando p, se obtiene
una formulacién variacional mixta de la forma siguiente: Hallar (o, (u,p)) €
H x @ tal que

alo,T) + b(T,(u,p)) = 0 VTreH,

(40)
bo, (v, 4) = —/Qf-v+<g,w> V(v.9) € Q.

donde H := H(div;), Q = [L2(Q)]? x [HY*(T)]?, {-,-) es la paridad dual
entre [H V22 y [H?M)?, ya: HxH - Ryb: HxQ — R son las
formas bilineales acotadas definidas por:

L o = v-divT n
alo,T) = ;/ﬂa 7%y (T, (v, 1)) .—/Q d + (Tn,).

b) Asuma condiciones de compatibilidad adecuadas sobre f y g, y luego aplique
la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que una modificaciéon conveniente de
(40) posee una unica solucién, la cual depende continuamente de los datos.

c) Defina subespacios de elementos finitos explicitos y pruebe que el esquema
de Galerkin resultante del andlisis en b) tiene solucién tnica, es estable y
convergente.

35. Sea Q un abierto acotado de R? con frontera poligonal I'. Dados f € L*(Q) y
g € H'*(T"), considere el problema de Dirichlet:

—Au=f en Q, u=g en T. (41)
a) Defina ¢ := Vu-v en T, donde v es el vector normal exterior a I', y

demuestre que una formulacién mixta de (41) se reduce a: Hallar (u,¢) €
HY(Q) x H~Y2(T) tal que

a(u,v) + b(v,p) = /va Vv e HY(Q),

bu, ) = (b, g)r Vo € HVA(D),
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donde a : H'(Q) x H'(Q) = Ry b: HY(Q) x H"Y*(I') — R son las formas
bilineales definidas por

a(u,v) = /VU-VU Vu, v e HY(Q),
Q

bv,¥) = (bo)r VY (v,0) € H'(Q) x HV(I),
y (-,-)p denota la paridad dual de H~/2(I") con HY/?(I').

b) Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que (42) posee una tnica
solucion, la cual depende continuamente de los datos f y g.

c) Utilice la desigualdad de Poincaré generalizada para probar que |- |10 ¥ |- 1.0
son equivalentes en el espacio

Q) == {veH(Q): (L) =0}.

d) Sean Hj, y @ subespacios de elementos finitos de H'(Q) y H~Y2(T), res-
pectivamente, tal que

Qn = {tn € L*() 1 ulr, €Po(ly) Vje{1,2,...,m}},

donde {I'y,I'y,...,I';,} es una particién de I' y Po(I';) denota el espacio de
constantes sobre I';. Aplique la equivalencia de c) para demostrar que a es
fuertemente coerciva en el espacio nulo discreto de b. Ademads, indique las
condiciones adicionales que deben satisfacer Hy, y Q) para que el esquema de
Galerkin asociado a (42) tenga solucién tnica, sea estable y convergente.

36. Sea € un dominio acotado de R? con frontera I' Lipschitz continua, y considere datos
f e [L?(Q))?yge [HY*I)? El MODELO DE BRINKMAN para flujos en medios
porosos con condiciones de contorno de Neumann, consiste en hallar la velocidad
u = (u1,u2)® y la presién p de un fluido que ocupa la region €2, tal que

au— pAu+Vp = f en (2,
divu = 0 en Q, (43)
pVa-n —pn = g en I,

donde i > 0 es la viscosidad del fluido, a es un pardametro positivo dado por el
cuociente entre la viscosidad y la permeabilidad, y n es el vector normal a I'.

a) Introduzca las incognitas auxiliares ¢ == —uen 'y ¢ := puVu — pIl en
QQ, donde I es la matriz identidad en R**2, y pruebe que, eliminando p y u,
se obtiene una formulacién variacional mixta de la forma siguiente: Hallar
(o,0) € H x Q tal que

a(o, ) + b(T,p)

blo,y) = G) Yy €@,

donde Fe H, GeQ',ya: HxH — Ryb: Hx — R son formas bilineales
acotadas.

F(r) VreH,
(44)
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37.

38.

b) Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que (44) posee una tnica
solucién, la cual depende continuamente de los datos f y g.

c) Establezca condiciones suficientes minimas sobre subespacios de elementos fini-
tos H, € Hy Qn C @ para que el esquema de Galerkin asociado a (44) tenga
solucion tnica, sea estable y convergente.

d) Defina una formulacién aumentada de (44) que incorpore nuevamente a p y u,
de modo tal que la nueva forma bilineal a siga siendo eliptica en el kernel de b.

Sea T' un tridngulo de R? con didmetro hy y sea T el triangulo canénico con vértices
(0,0), (1,0) y (0,1). A su vez, sea Fr : R? — R? una aplicacién afin invertible tal
que FT(f) = T, vy defina ¢y == 9o F;', donde ¥ es la funcién burbuja de 7.
Ademis, sea Py el proyector ortogonal de L?(T') en Py(T), el espacio de polinomios
constantes sobre 7', con respecto al producto escalar

(f.g) = /T¢ng Vi g e IXT).

Aplique los lemas de Bramble-Hilbert y Deny-Lions para demostrar que existe C' >
0, independiente de T, tal que:

o =Po(v)llor < Chrlvhr Vv e H(T).

Dado s €]0, 1], utilice argumentos de interpolacién de espacios normados y el hecho
que (L*(T),HY(T))s2 = H*(T), para probar que existe C; > 0, independiente de
T, tal que

lv = Po(v)llor < Cshz[vllsr Vo € HXT).

Sea 2 un abierto acotado de R", n € {2,3}, con frontera I" de clase C%! y vector
normal v. Dados f € [L?(Q)]" y g € [H/?(T)]", la formulacién en desplazamiento
del problema de elasticidad lineal con condiciones de contorno de Dirichlet, consiste
en: Hallar u € [H'(Q)]" tal que

—pAu — A+ p)Vdiva=f en Q, u=g en T, (45)
donde A, p > 0 son las constantes de Lamé del material respectivo.

a) Defina el pseudoesfuerzo & := pVu + (A+p)divual en €,y recuerde que
H(div;Q) = Hy @ RI, donde

Hy = {T € H(div; Q) : /

Q

tr(r) = O}

e I es la matriz identidad de R™*"™. Luego, considere la descomposicion & =
o + cI, con o € Hy, ¢ € R, denote por (-, -) la paridad dual entre [H~/2(T)]"
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y [HY2(I)]", y demuestre que (45) da origen a la siguiente formulacién mixta:
Hallar (o, u) € Hy x [L*(Q)]" tal que

1 1
—/UdZTd+ /tra‘trT—i—/u-diVT = F(r),
1 Ja n(nA+ (n+1)p) Jo o

/v-diva = G(v),
Q

para todo (7,v) € Hy x [L*(Q2)]", donde
F(r) = (tv,g) V1 € H(div;Q),

G(v) = —/Qf-v vv € [L2(Q)".

b) Use la teorfa de Babuska-Brezzi para probar que (46) esté bien propuesto.

c) Use la teoria de Babuska-Brezzi discreta para definir, explicitamente, un es-
quema de Galerkin estable para (46).

39. Sea Q un dominio acotado de R? con frontera Lipschitz continua I'. Dados f €
[L2()])? vy g € [HY*())?, el PROBLEMA DE ELASTICIDAD con condiciones de
contorno de traccién (Neumann) consiste en hallar un tensor simétrico o (esfuerzos)
y un vector u (desplazamientos), tales que

o =Ce(u), div(ec)=—-f en Q, ov=g en I. (47)

Aqui, C es el operador de elasticidad dado por la ley de Hooke (con constantes de
Lamé A, g > 0), e(u) := 1 (Vu+ (Vu)*) es el tensor de pequeiias deformaciones,
v es el vector normal a ') y los datos satisfacen la condicién de compatibilidad:

/f-x+<g,x>:0 Vx € RM(), (48)

Q

donde (-, -) denota la paridad dual de [H~Y/2(T")]? y [H'/%(T")]? con respecto al pro-

ducto escalar de [L2(I)]?, y RM(Q) := [Po(Q)]* @ Po(Q) ( m; ) es el espacio
—T1

de movimientos rigidos en 2. Puede probarse que (48) constituye una condicién
necesaria y suficiente para la existencia de solucién de (47).

a) Demuestre que, en primera instancia, la formulacién variacional mixta de (47)
se reduce a: Hallar (o, 1) := (o, (u,p,7)) € H(div; Q) x Q tal que

/ Clo:T+ b(r,d) =0 V1 € H(div;Q),
Q

(49)
blo¥) = = [ v+ () ¥Vi= (v € Q.
Q
donde Q := [L2(Q)]* x [H'*(D)]? x [L*(Q)]225, v
b(T,V) = /QV-diV(‘T) + (tv,¢) + /91':77 V(7,v) € H(div; Q) x Q.
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b) Pruebe que el espacio de soluciones del problema homogéneo asociado a (49)
estd dado por {(a',ﬁ) co=0,d=(x,—x|Ir,VX), X € RM(Q)}.

c) Agregue a (49) la condicién de unicidad / x-u=0Vx € RM(Q), y pruebe
Q
que la formulacién variacional resultante es equivalente a: Hallar ((o, p), 0) :=

((.p). (0, 0.7)) € H x Q tal que

/f*m7+/ﬂx+unm+/xu=0VW%WHW
Q Q @

(50)
b(a,\7)—|—/ﬂp-V:—/Qf-v+<g,1,b) Vv = (v,,n) €Q,

donde H := H(div;Q) x RM().

d) Use la teorfa de Babuska-Brezzi para probar que (50) esté bien propuesto.

40. Sea  un dominio acotado de R? con frontera poligonal T', y sea {7, }x>0 una familia
de triangulaciones regulares de (), cada una de ellas hecha de triangulos K con
diametro hg y lados e con longitud h.. Entonces, se definen los subespacios:

Xo= {u 0@ wlx €P(K) YEET },

A= {MmeCm): Ml ePi(e) VeeT,},

@ = {6 € L(D): ¢l €Bole) Veely ),

donde I'j es la particién de I' heredada de 7, y I'j, es otra particién de I', con
h = max {|e| : e € I';}. Ademds, sea I, : H'(Q) — X, el interpolante de
Clément, y recuerde que existen constantes positivas c1, ¢o, independientes de h,
tales que, para cada v € H'(Q) y e € Ty, se tiene:

11,@)lhe < allvlie vy llv=T®)oe < c2h? V)1, ,
donde w, = U{KE’E: Kne # qb}.

a) Defina un problema auxiliar conveniente con dato A, € Ay, y aplique I, para
probar que existen constantes C7, Co > 0, independientes de h y h, tales que,
para cada ¢; € ®; se tiene:

} ) B\ 1/2
sup (07, vn) > 0, sup M — Oy (TF) P711=1/2.0

wmexn\o [vnllie ameano [[Anll1/2,r h

donde (-,-) denota la paridad dual entre los espacios H—'/2(T') y HY*(I'), y
hr :=max{le| : e € T'}.
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b) Defina un problema auxiliar conveniente con dato ¢; € ®;, y aplique la
propiedad de aproximacién dada por:

IA =P Mljor < Chi? Ml YA e HY(D),

donde 77,1/ L HY2(T) — Ay es el proyector ortogonal, para probar que existen
Cy, B > 0, independientes de hr v h, tales que, para cada hr < Cyh se tiene:

sup (D5, An)

> Blldill-12r Y5 € ;.
amemn\o [[Anll1/2,r

¢) Como una alternativa al anélisis sugerido por a) y b), demuestre directamente,
sin pasar por a), usando sdlo el operador Ij,, que existen constantes C3, Cy > 0,
independientes de h y h, tales que, para cada ¢; € ®; se tiene:

) e\ /2
o 0500 5 oy o (M) ol
’UhGXh\O HU}L”LQ h

41. Sea €; un abierto conexo y acotado de R? con frontera I', y sea (s la region anular
acotada por I' y una curva cerrada ¥ cuyo interior contiene a I". Ademds, sean
ve s HY () — HY2(T) y 42+ HY(Qy) — HY?(T) x HY?(X) los operadores de trazas
respectivos, y denote Q := Q; U T U . Dados f; € L?(Q), £, € L*(Q), gr €
HY2(T), vy gx € HY?(X), considere el problema de transmisién en ELASTICIDAD
LINEAL

o1 =Cie(u;) en €, dive; =1, en O,

oy = Cre(uy) en Qy, divey =f, en (s, (51)
Yow) — Y5 (uy) = gr en T, v(o1) = 15(02) en T,

Y(u) = gs en X,

donde C; : L?(Q;) — L2(Q;), i € {1,2}, son los operadores lineales de Hooke en
los dominios €21 y € con constantes de Lamé (u1, A1) v (u2, A2), respectivamente,
v v H(div; Q) — HY2(T) y 43 : H(div; Q) — HY2(I') x H~/2(X) son los
operadores de trazas normales correspondientes (v apunta hacia Q3 en I'' y hacia el
exterior de {2y en X).

a) Demuestre que una FORMULACION VARIACIONAL MIXTA-DUAL de (51) se re-
duce a: Hallar o := (01,02) € H(div;Q) x H(div;s), u := (uj,uy) €
L2<Ql) XL2(92)7 P = (p17p2> € La:‘.lm(Q ) XLZSlm<Q2) Y€ € H1/2( ) tales
que

Zl /Q C{l o;.T; + E(T, (u, p)) + <7,1,(7'1) — 7,2/(7-2)7@1, — F(7),

b(o, (v,n) + (15, (01) — 15 (02), Nr = G(v,1,\),
(52)
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para todo T := (71, T2) € H(div; Q) x H(div;Qy), v := (vi,vy) € L*(Qy) x
L2(), n = (n,m2) € L2, (Q1) x L2, (), y A € HY/2(T"), donde b es una
forma bilineal, (-,-)r denota la paridad dual entre H-*/?(I") y HY?(T'), y F y
G son funcionales lineales y acotados que dependen de fi, f5, gr y gs.

b) Escriba (52) en la forma requerida por el Teorema de Babuska-Brezzi, iden-
tificando claramente los espacios H y () involucrados, las formas bilineales
a:HxH—Ryb:Hx — R resultantes, y los operadores lineales in-
ducidos por ellas. Concluya luego que este problema posee una tnica soluciéon
(o, (u,p,&)) € HxQ, la cual depende continuamente de los datos.

42. Sean Xy, My, X5, My yv @ espacios de Hilbert reales, y defina el espacio producto
H = Xj; x M; x X9 x My. A su vez, considere operadores A; € L(X1, X)),
B, € E(Xl,Ml), Ag S E(XQ,XQ), B; € E(XQ,MQ), y B e /:(H, Q), y defina los
operadores matriciales A: H - H y T : H x Q — H x () como:

A, B
B 0
Ay Bj

By 0

A B*
re (4.

a) Aplique la teoria de Babuska-Brezzi para establecer condiciones necesarias y
suficientes que garanticen la biyectividad de T.

b) Establezca un esquema de Galerkin asociado al operador 7'y demuestre la
estimacién de Cea correspondiente.

43. En la formulacién mixta del problema de elasticidad lineal en R? con condiciones
de contorno de Dirichlet aparece la forma bilineal b : H x () — R dada por

b wn)) = [

v-div7-+/7-:n V(r,(v,n) € HxQ,
Q Q

donde H := H(div;Q) y Q := Q1 x Qy, con @, := [L*(V)]?y Qs := [L*(Q)]Z2.
Notar que b puede descomponerse como b(7,(v,n)) = bi(7,v) + ba(7,n), donde
by : Hx Q1 —Ryby: HxQy— R estan dadas por

by(T,v) = /QV'diVT y ba(T,m) = /Q‘r:n.

a) Sean Hp, Q15 y Qo subespacios de elementos finitos de H, 1 y (2, res-
pectivamente, y suponga que existen operadores Il;, : H — Hy, i € {1,2},
uniformemente acotados (con respecto a h), tales que para todo T € H:

i) by(T =y p(7),vi) =0 Vvy € Qun,
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11) bl(Hgyh(T),Vh) =0 Vvh < Ql,h?
111) bQ(T — Hl,h(T) — Hgﬁ(‘l’),?]h) =0 Vnh € Q2,h-

Demuestre que existe > 0, independiente de h, tal que

b
sup (Th> (Vh, 77h>)

> ﬁH(VhaUh)HQ V (Vi 1) € Qn = Qi X Qo -
Trem\oy  [7Tnlln

b) Sean Hj, y Qi subespacios dados, y II;, : H — Hj un operador especifico,
uniformemente acotado, tales que la parte i) de a) se verifica. A su vez, sean X,
y M, subespacios de elementos finitos de [H'(Q2)]? y L3(f2), respectivamente, y
suponga que para cada par (Fy, Gp) € X, x Mj, el siguiente esquema verifica,
uniformemente con respecto a h, las hipdtesis de la teoria de Babuska-Brezzi
discreta: Hallar (uy, pn) € X x M), tal que

/ Vuy, : Vwy, + /ph div w,, = Fh(Wh) Vwy, € Xy,
/ qp div up, = Gh(qh) ‘v’qh S Mh.
Q

En particular, dado 7 € H, considere Fj, =0y

Galan) = [ (=T} Sla), con st = (0 %) e an
y, bajo el supuesto que Hj, contiene a curl Xj,, defina Ily,(7) = curlu,.
Demuestre entonces que Il : H — H}, es uniformemente acotado y satisface
ii) de la parte a). Ademds, suponga que Q2 estd contenido en S(My), y
demuestre, integrando por partes en la segunda ecuacién de (53), que la parte
iii) de a) también se verifica.

44. Establezca fundadamente la veracidad o no de las siguientes afirmaciones:

i) En una formulacién mixta tipica con formas bilineales a y b, la elipticidad de
a en el kernel de b es una condicién necesaria para la unicidad de la solucién.

ii) Para cada tensor o € H(div; () cuya componente normal se anula en un sub-
conjunto de medida no nula de la frontera I', se tiene que ||o||4iv:0 €s equivalente
a ||oolaiv:o, donde o = o9+ cI, con oy € Hy y c € R.

iii) En una formulacién mixta tipica con formas bilineales a y b, las condiciones
inf-sup continua y discreta de b son equivalentes cuando los espacios son todos
de dimension finita.

45. Sea  un abierto acotado de R™ con frontera I' de clase C%! y vector normal respec-
tivo dado por n. Entonces, dados f € L*(Q), g € HY/?(I), y constantes 1, ks € R,
kg # 0, considere el problema de Neumann:

—Au—i-lﬁz%—i-ﬁgu:f en 2, Vu-n=g en I. (54)
j=1
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En lo que sigue, 7o : H'(Q) — H'Y?(T) es la aplicacién de trazas y (-,-) denota la
paridad dual entre H=Y/2(T) y HY2(I).

a) Introduzca las incégnitas auxiliares & := Vu en Q y £ = —y(u) en T,
y demuestre que, eliminando w, la formulacién variacional mixta de (54) se
reduce a: Hallar (o,¢&) € H x @ tal que

alo, ) + b(m,§) = F(r) VT€eH, (55)
b(o, \) = G(\) YAe@,

donde H = H(div;Q), Q := H/2I),ya: Hx H - R, b: HxQ — R,
F e H, yGeQ estan definidos, para cada o, 7 € H y A\ € ), por

L L. . K1 - .
alo,T) = /Q{O’ T + Py div o div 7 s jzz;adeT},
1
b(T,\) == (t-n,\), F(r):= - fdivr, y G := (g, ).

2 Ja

b) Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para demostrar que, para cada par (K1, K2)
€ R? tal que ko > 0y |k < \/lﬁ min {1,k }, el problema (55) posee una tinica
solucién, la cual depende continuamente de los datos f y g. A su vez, defina
el esquema de Galerkin asociado a (55) y establezca la estimacién de Cea
correspondiente en términos de Ky y Ko.

46. Sea € un abierto acotado y conexo de R™ de clase C%!, y sea H~ () (resp.
[H=Y(Q)]™) el dual de Hy(2) (resp. [Ha(Q)]™).

a) Utilice que [C5°(Q)]"™ es denso en [Hj(2)]" para extender el gradiente distribu-
cional V : L?(Q2) — [D'(Q)]™ a un operador V € L(L*(Q), [H*()]").

b) Sea B := RV € L(L*(Q),[H(2)]"), donde R : [H1(Q)]" — [HI(Q)]" es la
aplicacion de Riesz respectiva, y encuentre explicitamente el operador adjunto
B* : [HY Q)" — L*(9).

c) Asuma que existe C' > 0 tal que dist(v,S) < C||B(v)| Vv e L*), donde
S = ({1}), y luego haga uso de resultados clasicos de analisis funcional para
probar que el operador div : V+ — L2(€) es un isomorfismo, donde

V= {v e [HYQ)]" : divv = o} L HN QP =VeVt

L2(Q) = {p e L2() : /Qp - o}.

47. Sea Q) un dominio anular de R? con fronteras interior y exterior, ambas Lipschitz
continuas, dadas por ¥ y T, respectivamente, y considere datos f € [L?(Q)]* y
g € [H~Y2(T")]?. El PROBLEMA DE STOKES con condiciones de contorno mixtas
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48.

49.

consiste en hallar la velocidad u := (uy,u2)* y la presién p de un fluido que ocupa
la region €2, tal que

—pAu+Vp = f en
divu = 0 en ),

pVu-n —pn = g en I, (56)
u =0 en X%

donde p > 0 es la viscosidad del fluido y n es el vector normal a I'. Introduzca
las incognitas auxiliares ¢ == —uen 'y o := pVu — plen Q) donde I es la
matriz identidad en R?*2, luego elimine p, y finalmente aplique la Teoria de Babuska
-Brezzi para analizar la solubilidad de la formulacién variacional mixta resultante.

Establezca fundadamente la veracidad o no de las siguientes afirmaciones:

i) En una formulacién mixta tipica con formas bilineales a y b, la elipticidad de a
en el kernel discreto V}, de b es consecuencia de la elipticidad de a en el kernel
continuo V' de b, sélo cuando V;, C V.

ii) El operador de interpolacién de Raviart-Thomas I} : H(div; Q)N Z — HF es
acotado si ambos espacios se proveen de la norma || - ||giv.0-

Dados f € L*(Q) y g € H"Y*(T), donde  es un dominio poligonal de R? con
frontera I' y vector normal v, el esquema de Galerkin para la formulacién mixta del

problema de Poisson respectivo con condiciones de contorno de Neumann, se reduce
a: Hallar (o, (up, &) € Hp X (Q) % Qi) tal que

/Uh""h"‘/UhdiVTh+<Th'Va€h>F = 0,

/vhdivah—i—(Uh-l/,)\h)p = —/fvh+<g,>\h>r,
Q Q

para todo (T4, (vn, \n)) € Hy x (QF x Q%), donde (-,-)p es la paridad dual en-
tre H/2() y HY*(T'), y Hy, Q¥ y Q5 son subespacios de elementos finitos de
H(div; Q), L3(Q) y HY?(T"), respectivamente. En particular, dada una triangular-

izacion T, de €2 y un entero k > 0, defina
Hy = {‘rh € H(div; Q) :  Tu|x € RTL(K) VKG'FL},
Qi = {o € LYQ): wlk € B(K) VEKET},

(I)hZ:{Th'l/h"I ThEHh},

y suponga que existen constantes ¢, 5 > (, independientes de h, y un operador lineal
Ly : @y — Hy, tales que ||[Ly(dn)|laivie < Cllonll-1j2r Vo € @p, div Ly(dn) €
Po(2) Von € Ppy Lu(gn) v=0¢n en I' Vo, € Dy

7/\ 15

sup —<¢h T > B Anll1/2,r VAL € Qi
snevy |Onll-1/2r

$r7#0
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50.

o1.

Pruebe en este caso que (57) verifica las hipdtesis del Teorema de Babuska-Brezzi
discreto.

Sean X, M, vy @ espacios de Hilbert reales, y defina el espacio producto H :=
X x M. A suvez, considere A; € L(X,X), By € L(X, M),y Be€ L(H,Q), y defina
los operadores A: H — H y T : H x (Q — H x @ segtn la estructura matricial

dada por:
(A By (A DB
A.—(Blo)yT.—<BO).

a) Defina el esquema de Galerkin asociado al operador Ty luego aplique la teoria
de Babuska-Brezzi discreta para establecer condiciones necesarias y suficientes
que garanticen su solubilidad y estabilidad.

b) Dados un dominio acotado € de R™ con frontera I' de clase C%', f € L?(),
g€ HY2(), y K € [C(Q)]™™ una matriz simétrica y uniformemente definida
positiva, considere el problema de valores de contorno:

—diV(KVu):f en Q, u=g en [I.

Defina las variables auxiliares t := Vuy o := KVu = Kten(), y demuestre
que el operador que representa la formulacién mixta resultante tiene la forma de
T con incégnitas t € X := [L?(Q)]", 0 € M := H(div;Q), y u € Q := L*(Q),
y con operadores dados por A;(s) := Ks Vse€ X, Bi(s) .= —s Vse X,
y B(s,7) := —divr V(s,T7) € H.

c¢) Defina subespacios de elementos finitos X, My, y @, de X, M,y Q, respectiva-

mente, con los cuales se cumplan las hipdtesis deducidas en a).

Sea Q un abierto acotado de R? con frontera poligonal I'. Dado f € [L*(Q)]?, el
esquema de Galerkin para la formulacién mixta del PROBLEMA DE STOKES con
condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas se reduce, luego de eliminar la
incégnita presién, a: Hallar (o, u,) € Hy, X @, tal que

1
— 02:T2+/uh-div7h = 0 V74,€H,
Q

/Vh'diVO'h = —/f'Vh Vv, € Qn,
Q Q

donde g es la viscosidad cinematica del fluido, y H, y @y son, respectivamente,
subespacios de elementos finitos de

(58)

H = {T € H(div; Q) : /Qm - o} v Q= [LAQ)].

Defina explicitamente un caso particular de Hy y @, con los cuales (58) resulta
unicamente soluble, estable y convergente.
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52. Sea ) un abierto acotado de R con frontera suave I', y sean
H = H(div; Q) := {’T e [LA(Q)VN . divr € [Lz(Q)]N} y Q= [L*(Q)]Y,

los espacios de Hilbert con productos interiores y normas inducidas denotadas, re-
spectivamente, por (-, )aiv.o, (-,0.0, || llaiva ¥ | - |lo. Considere el operador
P : H — H que a cada o € H le asigna P(o) = &, donde (6,0) € H x Q es
solucion del problema

/a‘:T+/u-diVT:0 V1TreH,

/v-div& = /V~diva Vveq.
Q Q

a) Aplique la teorfa de Babuska-Brezzi para demostrar que P estd bien definido
y que P € L(X).

b) Defina el subespacio cerrado de H dado por
V= {TEH: divr=0 en Q},

y pruebe que V = N(P), P2=P,y H=V @& R(P).
¢) Deduzca a partir de b) que V+ = R(P) (ortogonalidad en H), y muestre que
existe una constante C' > 1 tal que

HTHdiV,Q <C HdiVTHO,Q V1 e VL,
concluyendo asf que || - |laiv.o v [|div - |jo.q son equivalentes en VL.
53. Sea Q un abierto acotado de R” con frontera I' = ', U 1_“1\1 tal que 'pNTy =0
and [T'p| > 0, y sea v el vector normal a I'. Dados f € [C(Q)]" y g € HY?(T'p), el

problema de Darcy con presiéon dependiente de la porosidad consiste en encontrar
la velocidad u y la presion p de un fluido, tales que:
u=pf+Vp en Q, divu=0 en €,

(60)
p=g en I'p, u-vr=0 en I'y.

a) Demuestre que la formulacién variacional mixta de (60) se reduce a: Hallar
(u,p) € H x @ tal que

a(u,v) + b(v,p) = <V'1/,g>D+/pf~v VveH,
0
b(u,q) = 0 VgeQ,

(61)

donde H := {V € Hdiv;Q) : v-v =0 en FN}, Q = L*Q), a:
HxH—Ryb:Hx — R son las formas bilineales dadas por

a(u,v) ::/u-v y b(v,q) ::/qdivv Yu, ve H, VYqeQ,
Q Q
y (-,-)p denota la paridad dual de H='/2(T'p) y H'/?(I'p).
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o4.

95.

b) Demuestre que (61) puede re-escribirse, equivalentemente, como una ecuacién
de punto fijo de la forma (u,p) = T(u,p), donde, gracias a la Teoria de
Babuska-Brezzi, T : H x () — H x () es un operador no-lineal bien definido.
De hecho, utilice el principio de superposicién para darse cuenta que en realidad
T es una aplicacién afin. Luego, aplique el Teorema del Punto Fijo de Banach

para concluir que si ||f||ocn = sup ||f(x)]| es suficientemente pequeno, entonces
xeQ)

el problema (61) tiene una unica solucion. Pruebe en tal caso que existe C' > 0,
dependiente de ||f||«.q, tal que

[ullav.o + llplloe < Cliglljar, -

c¢) Defina un esquema de Galerkin estable para el problema en a) y establezca las
cotas de error a priori y razones de convergencia correspondientes.

Sean Qp y Qp dominios acotados y simplemente conexos de R? con fronteras
Lipschitz-continuas tales que 0Qp NINp =: ¥ # (), y sea Q = QpU X UQp
con frontera I' = 0 separada en I's y I'p. Entonces, dados fg € L*(Qp) y
fp € L?>(Qp), el PROBLEMA ACOPLADO DE BRINKMAN-DARCY consiste en hallar
velocidades ug y up, y presiones pg y pp, tales que

OéllB—[I,AuB—f—va = fB en QB,

divug = 0 en Qp,
pup + Vpp = fp en Qp,
divup 0 en (Qp,
ug-n —up-n = 0 en X, (62)
PB — Pp 0 en X,
ug-n = 0 en ['p,
up-n = 0 en ['p,

donde v > 0 es la viscosidad cinematica del fluido, ;x > 0 es una constante que
depende de la viscosidad y de la permeabilidad del medio poroso 2p, y a > 0 es
un parametro usualmente de gran tamano. Deduzca una formulacién completa-
mente mixta de (62), y analice su solubilidad continua y discreta. Si es necesario,
introduzca condiciones de contorno adicionales.

Sea € un abierto suave de R™ con frontera I', y denote por (-, )aiv.0 v (-, )10 los
productos escalares usuales de H(div;Q) y H'(Q), respectivamente. Entonces, da-
dos f € L*(2), g € L*(T"), y constantes a, b € R, considere el problema variacional:
Hallar (o, u,¢) € H(div;Q) x HY(Q) x H}(Q) tal que

(o, T)aiv.o + (u,v)10 — a/(bv = /fdiVT,
Q Q

/§2v¢-v¢—b[2¢¢—bK2Vu-v¢ /Fg@w,

para todo (7,v,v) € H(div;Q) x HY(Q) x H}(Q).
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a) Introduzca operadores S = (S1,S,) : HY(Q) — H(div;Q) x H'(Q) y S :
Hi () x HY(Q) — H (), bien definidos, tales que (63) se reduzca equiva-
lentemente a la ecuacién de punto fijo: Hallar ¢ € H}(Q) tal que T(¢) = o,
donde T(6) = 8(6,5:(6)) Vo € HY(Q).

b) Demuestre que existen constantes C'(a), C'(b) > 0 tales que
151(¢) = S1(#)llaivse + [152(0) = S2(@)lla < Cla) ¢ = elloa,

15(6,u) = S, w)lia < C®) {llé = ellog + lu—wlha},
para todo ¢, ¢ € H}(Q), u, w € H'(Q).
¢) Deduzca a partir de a) y b) que existe una constante C'(a,b) > 0 tal que
IT(¢) = T(p)lla < Cla,b) 6 —¢lloa Yo, ¢ € Hy(Q),

pruebe luego que T es compacto, y concluya finalmente que para a y b sufi-
cientemente pequenos, el problema original (63) posee una tunica solucién.

56. Sea Q un abierto suave de R™ con frontera I, y denote por (-, )aw.0 ¥ (*,*)1.0
los productos escalares usuales de H(div;) y H'(Q), respectivamente. A su vez,
sea (-,-)p la paridad dual de H~Y?(I') con H'/?(T"). Entonces, dados f € L?*(Q),
g € H'V*(T), y constantes a, b € R, considere el problema variacional: Hallar
(o,u,¢) € H(div; Q) x H'(Q) x H} () tal que

<a-77->div,ﬂ + <u>v>1,ﬂ —a /Q¢v = /QfdiVT,
. ou )| oY
/ﬂw-w - b;/ﬂ{gb—zw ax,} o (9, ¢)r,

para todo (7,v,v) € H(div;Q) x H'(Q) x H} ().

(64)

i) Introduzca operadores S = (S1,S,) : HY(Q) — H(div;Q) x H'(Q) y S :
H}(Q2) x HY(Q) — H (), bien definidos, tales que (64) se reduzca equiva-
lentemente a la ecuacién de punto fijo: Hallar ¢ € H}(Q) tal que T(¢) = ¢,
donde T(¢) = S(6.Su(6)) Vo € HL(Q).

ii) Demuestre que existen constantes C'(a), C'(b) > 0 tales que

151(0) = S1(@)llaive + [192(¢) = S2(@)lla < Cla) (|6 = ¢lloa,

15(6,u) = S, w)lia < CO) {ll6 = ellog + llu—wlia},
para todo ¢, ¢ € H}(Q), u, w € H'(Q).
iii) Deduzca a partir de i) y ii) que existe una constante C'(a,b) > 0 tal que

IT(¢) = T(e)llne < Cla,b) 6 —¢lon V¢, ¢ € Hy(),

pruebe luego que T' es compacto, y concluya finalmente que para a y b sufi-
cientemente pequenos, el problema original (63) posee una tunica solucién.
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57. Sea 2 un abierto acotado de R™ con frontera suave I', y sean

HL(Q) = {v cH(Q): v= Oenr} ,HLN(Q) = [HA(Q))", LA(Q) = [LA(Q)]",

L2(Q) := [L2(Q)]™",  H(div; Q) := {T cL2(Q): divr e L2(Q)} ,

cuyas normas respectivas son || -1, || lloo v |- |ldiv.e. Entonces, dados f € L*(Q)
y parametros ki y kg a ser elegidos convenientemente, una formulacién mixta
simplificada del problema de Navier-Stokes consiste en: Hallar (o,u) € H =
H(div; Q) x H}(Q) tal que

A((o,u),(T,v)) + B(u;(o,u),(T,v)) = F(1,V) V(r,v) € H, (65)

donde A, B,y F estan definidos por
A((o,u),(T,v)) = /0':7' + K1 /diVO’-diVT + /u-diVT
0 Q Q

— /Qv'diva—i—/fQ/Q{Vu—a}:Vv,
Blwi (o), (r.v) = [ (wow: {r—ra¥v}.

F(r,v) = —/il/f~div7'+/f-v,
Q Q

para todo w € H}(Q), (o,u), (7,v) € H. Notar aqui que, dados vectores w, u y
n

tensores ¢, T, se definen w @ u = (w;u;)i;o; vy ¢: 7= Z Gij Tij-
ij=1

a) Demuestre que para k1 > 0y ko € (0,2), la forma bilineal A es eliptica en H
con una constante o dependiente de ambos parametros.

b) Aplique la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la inyeccién continua de H*(£2)
en L*(Q) := [L4(Q2)]" para deducir la existencia de ¢(£2, k2) > 0 tal que

|B(w: (o,u),(1,v)| < (2 r2) [wlia [ulle ll(7,v)ll-
c) Pruebe que existe r > 0 tal que para cada w € V(r) := {W € H\(Q) :
lwllio < r}, existe un unico (o, u) € H tal que
A((,u),(7,v)) + B(w;(@,u),(r,v)) = F(r,v)  V(r,v)€H. (66)

En tal caso defina el operador S : V(r) — H}(Q2) por S(w) := u, y deduzca
la dependencia continua de (66) (segun el Lema de Lax-Milgram).
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d) Observe que (65) puede reformularse equivalentemente como la ecuacién de
punto fijo: Hallar u € V(r) tal que S(u) = u, y luego aplique la elipticidad
de la forma bilineal A(-,-) + B(w;-,-) y el Teorema de Banach, para concluir
que, bajo adecuadas hipdtesis sobre f, el problema (65) tiene una tinica solucién
(o,u) € Hconue V(r).

58. Sean (H, (-, ) v (@, (-,)g) espacios de Hilbert tales que H C (), y suponga que
existe A € L(H, Q) such that

¢, T)u = ({,T)g + (A({),A(T))g V¢ TEH.

A su vez, dados & € H y {H,}nen una familia de subespacios de dimension finita
de H, considere para cada n € N una aproximacién o, € H,, de o tal que

sup ||l — oo < +oo.
neN

uego, asuma que A(o) es conocido explicitamente efina una Xi i6
L , A d licit te, y defi aproximacién
postprocesada de o como el tnico elemento o € H,, (si es que existe) tal que

(o, To)a = (On, Tn)o + (Ald), A(Th))o Vt1,€H,.
Pruebe que o7 esta efectivamente bien definido y concluya que
lo—olln < llo—1h(o)[u + [lo—aulq,

donde I1,, : H — H,, es el proyector ortogonal.
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