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1. Sean (H, 〈·, ·〉H , ‖·‖H) un espacio de Hilbert real y A : H×H → R una forma bilineal
acotada con operador inducido A ∈ L(H,H). Suponga que existen operadores
S1, S2 ∈ L(H,H) y constantes α1, α2 > 0 tales que

〈S∗1A(τ), τ〉H ≥ α1 ‖τ‖2
H y 〈AS2(τ), τ〉H ≥ α2 ‖τ‖2

H ∀ τ ∈ H .

a) Pruebe que para todo F ∈ H ′ existe un único σ ∈ H tal que

A(σ, τ) = F (τ) ∀ τ ∈ H , (1)

y deduzca la existencia de C > 0, independiente de F , tal que

‖σ‖H ≤ C ‖F‖H′ .

b) Sea {Hh}h>0 una familia numerable de subespacios de dimensión finita de H
tal que lim

h→0
dist(τ , Hh) = 0 ∀ τ ∈ H, y, dado F ∈ H ′, considere el esquema

de Galerkin: Hallar σh ∈ Hh tal que

A(σh, τh) = F (τh) ∀ τh ∈ Hh . (2)

Suponga que para i = 1 o para i = 2 (pero no para ambos), existen opera-
dores inyectivos Si,h ∈ L(Hh, Hh) para todo h > 0, y constantes Ci, δ > 0,
independientes de h, tales que

‖Si(τh) − Si,h(τh)‖H ≤ Ci h
δ ‖Si(τh)‖H ∀ τh ∈ Hh .

Demuestre que existe h0 > 0 tal que para todo h ≤ h0 el problema (2) tiene
solución única, es estable, y se verifica la estimación de Cea.

c) Qué puede decir sobre las hipótesis para a) y b) si A es simétrica ?

2. Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera Γ Lipschitz-continua, y considere la
aplicación ||| · ||| : H1(Ω)→ R definida por

|||v||| :=
{
|v|21,Ω + ‖γ0(v)‖2

0,Γ

}1/2

∀ v ∈ H1(Ω) ,

donde γ0 : H1(Ω) → H1/2(Γ) es el operador de trazas usual. Utilice un argumento
análogo al de la demostración de la desigualdad de Poincaré generalizada para probar
que ‖ · ‖1,Ω y ||| · ||| son equivalentes en H1(Ω).
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3. Sea Ω− un abierto conexo y acotado de R2 con frontera Γ, y sea Ω+ la region anular
acotada por Γ y una curva cerrada Σ cuyo interior contiene a Γ. Además, sean
γ−0 : H1(Ω−) → H1/2(Γ) y γ+

0 : H1(Ω+) → H1/2(∂Ω+) ≡ H1/2(Γ) × H1/2(Σ) los
operadores de trazas respectivos, y denote Ω := Ω− ∪ Γ ∪ Ω+.

a) Demuestre que v ∈ H1(Ω) si y sólo si:

v ∈ L2(Ω) , v|Ω− ∈ H1(Ω−) , v|Ω+ ∈ H1(Ω+) , y γ−0 (v|Ω−) = γ+
0 (v|Ω+) en Γ .

Dados f− ∈ L2(Ω−), f+ ∈ L2(Ω+), gΓ ∈ H−1/2(Γ), y gΣ ∈ H−1/2(Σ), considere el
problema de transmisión: Hallar (u−, u+) ∈ H1(Ω−)×H1(Ω+) tales que

−∆u− = f− en Ω− , −∆u+ = f+ en Ω+ ,

γ−0 (u−) = γ+
0 (u+) en Γ , γ−ν(∇u−) − γ+

ν(∇u+) = gΓ en Γ ,

γ+
ν(∇u+) = gΣ en Σ , y

∫
Ω−
u− +

∫
Ω+

u+ = 0 ,

(3)

donde γ−ν : H(div ; Ω−)→ H−1/2(Γ) y γ+
ν : H(div ; Ω+)→ H−1/2(∂Ω+) ≡ H−1/2(Γ)

×H−1/2(Σ) son los operadores de trazas normales respectivos (ν apunta hacia Ω+

en Γ y hacia el exterior de Ω+ en Σ).

b) Utilice identidades de Green en espacios de Sobolev convenientes y deduzca
una formulación variacional de (3) con incógnita en un subespacio cerrado V
de H1(Ω).

c) Identifique una condición de compatibilidad sobre los datos, y demuestre en
tal caso que la formulación obtenida en b) posee una única solución, la cual
depende continuamente de f−, f+, gΓ, y gΣ.

d) Pruebe que el esquema de Galerkin asociado es convergente para cualquier
familia numerable {Vh}h>0 de subespacios de dimensión finita de V tales que
lim
h→0

dist(v, Vh) = 0 ∀ v ∈ V .

e) Demuestre que la formulación obtenida en b) es equivalente a una formulación
variacional mixta con incógnita en H1(Ω)×R, y verifique que ella satisface las
hipótesis del Teorema de Babuška-Brezzi.

4. Sea Ω := ]a, b[ y para cada n ∈ N introduzca una partición

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b .

Además, denote h := max

{
xj − xj−1 : j ∈ {1, 2, ..., n}

}
, defina el espacio

Vh :=

{
v ∈ L2(Ω) : v |[xj−1,xj ] ∈ P0([xj−1, xj]) ∀ j ∈ {1, 2, ..., n}

}
,
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y considere el operador Πh : L2(Ω)→ Vh que a cada v ∈ L2(Ω) le asigna su mejor
aproximación Πh(v) ∈ Vh con respecto al producto escalar de L2(Ω). Demuestre
que existe una constante C > 0, independiente de n y de h, tal que

‖ v − Πh(v) ‖L2(Ω) ≤ C h |v|H1(Ω) ∀ v ∈ H1(Ω) .

5. Sean Ω un abierto acotado y convexo de R2 con frontera poligonal Γ, f ∈ L2(Ω), y
u ∈ H1

0 (Ω) ∩ H2(Ω) la única solución de: −∆u = f en Ω , u = 0 en Γ.
Dada una familia regular de triangulaciones {Th}h>0 de Ω̄ hecha de triángulos K y
lados e, se definen los espacios de lagrange y de crouzeix-raviart, respectiva-
mente, como sigue:

Xh :=
{
v ∈ C(Ω̄) : v|K ∈ P1(K) ∀K ∈ Th , v = 0 en Γ

}
,

Vh :=
{
v ∈ L2(Ω) : v|K ∈ P1(K) ∀K ∈ Th , v es continua en los puntos

medios de los lados e ∈ Th , v = 0 en los puntos medios de los lados e ⊆ Γ
}
.

a) Defina ‖vh‖h :=

{∑
K∈Th

|vh|21,K

}1/2

∀ vh ∈ Vh, pruebe que ‖·‖h es una norma

sobre Vh, y concluya que existe un único uh ∈ Vh tal que

ah(uh, vh) :=
∑
K∈Th

∫
K

∇uh · ∇vh = F (vh) :=

∫
Ω

f vh ∀ vh ∈ Vh .

b) Demuestre que existe C > 0, independiente de h, tal que

‖u− uh‖h ≤ C

{
inf
vh∈Vh

‖u− vh‖h + sup
wh∈Vh\0

|ah(u,wh)− F (wh)|
‖wh‖h

}
. (4)

c) Integre por partes en cada K ∈ Th y pruebe que

ah(u,wh)− F (wh) =
∑
K∈Th

∫
∂K

∇u · ν wh =
∑
K∈Th

∑
e⊆∂K

∫
e

∇u · ν
(
wh − P0,e(wh)

)
=

∑
K∈Th

∑
e⊆∂K

∫
e

(
∇u−∇Πh(u)

)
· ν
(
wh − P0,e(wh)

)
∀wh ∈ Vh ,

(5)
donde Πh : H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω) → Xh es el operador de interpolación global de
Lagrange y P0,e : L2(e)→ P0(e) es el proyector ortogonal.

d) Deduzca a partir de (4) y (5) que existe C > 0, independiente de h, tal que

‖u− uh‖h ≤ C h |u|2,Ω .
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6. Sean K̂ = [0, 1], K = [xj−1, xj], hj := xj − xj−1 > 0, y considere la aplicación af́ın

F : K̂ → K definida por

F (x̂) = hj x̂ + xj−1 ∀ x̂ ∈ K̂ .

(a) Dado un entero r ≥ 0, demuestre que v ∈ Hr(K) śı y sólo śı v̂ := v ◦ F ∈
Hr(K̂), y en tal caso pruebe que

|v̂|Hr(K̂) = h
r−1/2
j |v|Hr(K) .

(b) Sean m, k enteros tal que 0 ≤ m ≤ k+ 1, y sea Π̂ ∈ L(Hk+1(K̂), Hm(K̂)) tal
que Π̂p̂ = p̂ ∀ p̂ ∈ Pk, donde Pk es el espacio de polinomios de grado ≤ k.
Además, sea Π el operador definido por

Πv = (Π̂v̂) ◦ F−1 ∀ v ∈ Hk+1(K) .

Demuestre que existe C > 0, que depende sólo de K̂ y Π̂, tal que

‖v − Πv‖Hm(K) ≤ C hk+1−m
j |v|Hk+1(K) .

7. Sean (X1, 〈·, ·〉X1), (X2, 〈·, ·〉X2), e (Y, 〈·, ·〉Y ) espacios de Hilbert, defina el producto
X := X1×X2, y considere operadores lineales y acotados P : X → X, Q : X → Y ,
A : X1 → X1, B : X1 → X2, y C : X2 → X2, tales que:

P :=

(
A B∗

B −C

)
.

Sea V := V1 × V2 el kernel de Q, donde V1 ⊆ X1 y V2 ⊆ X2, y suponga que:

i) existe α > 0 tal que

〈A(x1), x1〉X1 ≥ α ‖x1‖2
X1

∀x1 ∈ V1 .

ii) existe β > 0 tal que

sup
x1∈V1\0

〈B(x1), x2〉X2

‖x1‖X1

≥ β ‖x2‖X2 ∀x2 ∈ V2 .

iii) 〈C(x2), x2〉X2 ≥ 0 ∀x2 ∈ V2.

iv) existe β̃ > 0 tal que ‖Q∗(y)‖X ≥ β̃ ‖y‖Y ∀ y ∈ Y .

a) Pruebe que para todo (f, g) ∈ X × Y existe un único (x, y) ∈ X × Y tal que

P(x) + Q∗(y) = f ,

Q(x) = g ,
(6)

y encuentre expĺıcitamente una constante C > 0 tal que

‖(x, y)‖X×Y ≤ C
{
‖f‖X + ‖g‖Y

}
.
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b) Defina un esquema de Galerkin para (6) y establezca condiciones suficientes
que aseguren su solubilidad única y estabilidad.

c) Demuestre la estimación de Cea para el esquema definido en b).

8. Sea Ω2 un dominio acotado de R2 con frontera Γ2, y sea Ω1 la region anular acotada
por Γ2 y por una curva cerrada Γ1 cuyo interior contiene completamente a Ω2, como
se muestra en la siguiente figura:

Ω

Ω

Γ

Γ

1

2

2

1

ν

ν

t

El propósito de este ejercicio es analizar el acoplamiento de un fluido viscoso que
ocupa la region Ω1 con un material poroso que vive en Ω2. Si µ > 0 es la viscosidad
y K es una matriz simétrica y uniformemente definida positiva que representa la
permeabilidad del medio poroso, entonces las ecuaciones constitutivas están dadas
por las leyes de Stokes y de Darcy, respectivamente, esto es:

σ1(u1, p1) = − p1 I + 2µ e(u1) en Ω1 y u2 = −K∇ p2 en Ω2 ,

donde (u1,u2) y (p1, p2) denotan las velocidades y presiones en los dominios corres-
pondientes, I es la matriz identidad de R2×2, σ1(u1, p1) es el tensor de esfuerzos y

e(u1) := 1
2

(
∇u1+(∇u1)t

)
es el tensor de deformaciones. Aśı, dados f1 ∈ [L2(Ω1)]2

y f2 ∈ L2(Ω2) tal que
∫

Ω2
f2 = 0, nos interesa: Hallar u := (u1,u2) y p := (p1, p2)

tales que

−divσ1(u1, p1) = f1 en Ω1 (conservación de momentum) ,
div u1 = 0 en Ω1 (conservación de masa) ,

u1 = 0 en Γ1 (deslizamiento nulo) ,
div u2 = f2 en Ω2 (conservación de masa) ,
u1 · ν = u2 · ν en Γ2 (conservación de masa) ,(

σ1(u1, p1)ν
)
· ν = − p2 en Γ2 (balance de fuerzas normales) ,

− κ

µ

(
σ1(u1, p1)ν) · t = u1 · t en Γ2 (ley de Beavers-Joseph-Saffman) ,

donde ν es el vector normal unitario exterior a Ω1, t es el vector tangencial a Γ2,
κ > 0 es la constante de fricción, y la ley de Beavers-Joseph-Saffman establece que
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el esfuerzo de corte es proporcional a la velocidad de deslizamiento (bajo el supuesto
experimental que u2 · t es despreciable).

a) Pruebe que el balance de fuerzas normales y la ley de Beavers-Joseph-Saffman
pueden re-escribirse formalmente como la siguiente ecuación en H−1/2(Γ2):

σ1(u1, p1)ν + p2 ν = − µ
κ

(u1 · t) t en Γ2 .

b) Defina los espacios

[H1
Γ1

(Ω1)]2 := {v1 ∈ [H1(Ω1)]2 : v1 = 0 en Γ1} ,

H(div ; Ω2) := {v2 ∈ [L2(Ω2)]2 : div v2 ∈ L2(Ω2) } ,

H := [H1
Γ1

(Ω1)]2 ×H(div ; Ω2) ,

Q := (L2(Ω1)× L2(Ω2))×H1/2(Γ2) ,

y demuestre que una formulación variacional mixta del presente problema de
transmisión se reduce a: Hallar (u, (p, λ)) ∈ H ×Q tal que

a(u,v) + b(v, (p, λ)) =

∫
Ω1

f1 · v1 ∀v := (v1,v2) ∈ H ,

b(u, (q, ξ)) = −
∫

Ω2

f2 q2 ∀ (q, ξ) := ((q1, q2), ξ) ∈ Q ,

(7)

donde a : H ×H → R y b : H ×Q→ R son las formas bilineales definidas por

a(u,v) := 2µ

∫
Ω1

e(u1) : e(v1) +
µ

κ

∫
Γ2

(u1 · t) (v1 · t) +

∫
Ω2

K−1u2 · v2 ,

b(v, (q, ξ)) := −
∫

Ω1

q1 div v1 −
∫

Ω2

q2 div v2 +

∫
Γ2

(v1 · ν + v2 · ν) ξ .

c) Demuestre que si (u, (p, λ)) ∈ H × Q es una solución de (7), entonces para
todo c ∈ R, (u, (p̃, λ̃)) ∈ H × Q también lo es, con p̃ := (p1 + c, p2 + c)
y λ̃ := λ + c. En tal caso, deduzca cómo debe modificarse la definición del
espacio Q para evitar estas soluciones adicionales.

d) Aplique la Teoŕıa de Babuška-Brezzi para probar que el problema (7) (con el
espacio Q modificado de acuerdo a c)) posee una única solución.
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9. Considere un abierto acotado Ω de Rn con frontera Γ suficientemente suave, y defina
el espacio

H(div ; Ω) :=
{
v ∈ [L2(Ω)]n : div v :=

n∑
i=1

∂vi
∂xi
∈ L2(Ω)

}
provisto del producto escalar

〈v, w〉H(div ;Ω) :=

∫
Ω

v · w dx +

∫
Ω

div v div w dx ∀ v, w ∈ H(div ; Ω) .

a) Demuestre que (H(div ; Ω); 〈·, ·〉H(div ;Ω)) es un espacio de Hilbert.

b) Utilice el hecho que [C∞0 (Ω̄)]n es denso en H(div ; Ω) para probar que existe un
operador lineal y continuo γ : H(div ; Ω) → H−1/2(Γ) tal que γ(u) = u · ν ∀
u ∈ [C∞0 (Ω̄)]n, donde ν es el vector normal unitario exterior a Γ.

10. Considere un abierto acotado Ω de R2 con frontera Γ suficientemente suave, y defina
el espacio

H(rot; Ω) := { v := (v1, v2) ∈ [L2(Ω)]2 : rot v :=
∂v2

∂x1

− ∂v1

∂x2

∈ L2(Ω) }

provisto del producto escalar

〈v, w〉H(rot;Ω) :=

∫
Ω

v · w dx +

∫
Ω

rot v rotw dx ∀ v, w ∈ H(rot; Ω) .

a) Demuestre que (H(rot; Ω); 〈·, ·〉H(rot;Ω)) es un espacio de Hilbert.

b) Pruebe que existe un operador lineal y continuo γ : H(rot; Ω)→ H−1/2(Γ) tal
que γ(u) = u · τ ∀ u ∈ [C∞0 (Ω̄)]2, donde τ es el vector tangencial unitario de
Γ.

11. Sean Ω un abierto acotado de Rn con frontera Γ de clase C0,1, f ∈ L2(Ω), y considere
el problema de valores de contorno:

−∆u = f en Ω , u = 0 en Γ .

a) Demuestre que una formulación variacional mixta de este problema se reduce
a: Hallar (σ, u) ∈ H(div; Ω)× L2(Ω) tal que∫

Ω

σ · τ dx +

∫
Ω

u div(τ ) dx −
∫

Ω

v div(σ) dx =

∫
Ω

f v dx (8)

para todo (τ , v) ∈ H(div; Ω)× L2(Ω).

7



b) Dados δ1 , δ2 > 0, fundamente la introducción de las ecuaciones

δ1

∫
Ω

(∇u− σ) · (∇v + τ ) dx = 0 ∀ (τ , v) ∈ H := H(div; Ω)×H1
0 (Ω), (9)

δ2

∫
Ω

div(σ) div(τ ) dx = − δ2

∫
Ω

f div(τ ) dx ∀ τ ∈ H(div; Ω) , (10)

luego sume (8), (9) y (10), y obtenga una formulación variacional mixta mod-
ificada: Hallar (σ, u) ∈ H tal que

A((σ, u), (τ , v)) = F (τ , v) ∀ (τ , v) ∈ H , (11)

donde A : H×H→ R es una forma bilineal y F : H→ R es un funcional lineal.
Entonces, demuestre que, eligiendo δ1 y δ2 convenientemente, el problema (11)
posee una única solución, la cual depende continuamente del dato f .

12. Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera Γ de clase C0,1. Dada f ∈ [L2(Ω)]2,
nos interesa el siguiente problema de elasticidad lineal: Hallar el desplazamiento
u ∈ [H1(Ω)]2 y el tensor de esfuerzos σ ∈ H(div; Ω) tal que

σ = λ tr e(u) I2 + 2µ e(u) en Ω ,

div σ = −f en Ω, u = 0 en Γ ,

donde λ, µ > 0 son las constantes de Lamé, I2 es la matriz identidad de R2×2, y
e(u) := 1

2
(∇u + (∇u)T) es el tensor de deformaciones. Es fácil verificar que e(u)

puede re-escribirse como e(u) = ∇u − γ en Ω , donde γ := 1
2

(∇u− (∇u)T) es
una nueva incógnita (llamada rotación) que vive en el espacio

R := { η ∈ [L2(Ω)]2×2 : η + ηT = 0 } .

a) Demuestre que una formulación variacional mixta de este problema se reduce
a: Hallar (σ, (u, γ)) ∈ H ×Q tal que

a(σ, τ ) + b(τ , (u, γ)) = 0 ∀ τ ∈ H ,

b(σ, (v, η)) = −
∫

Ω

f · v dx ∀ (v, η) ∈ Q , (12)

donde H := H(div; Ω), Q := [L2(Ω)]2 ×R, y a : H ×H → R, b : H ×Q→ R
son las formas bilineales definidas por:

a(σ, τ ) :=
1

2µ

∫
Ω

σ : τ dx− λ

4µ(λ+ µ)

∫
Ω

tr (σ) tr (τ ) dx ∀σ, τ ∈ H ,

b(τ , (v, η)) :=

∫
Ω

v · div τ dx+

∫
Ω

τ : η dx ∀ (τ , (v, η)) ∈ H ×Q .

b) Demuestre que a y b satisfacen las hipótesis de la teoŕıa de Babuska-Brezzi.
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13. Sean X y M espacios de Hilbert y sean a : X × X → R, b : X × M → R
dos formas bilineales acotadas. Suponga además que a es simétrica y semi-definida
positiva sobre X. Dados F ∈ X ′, G ∈ M ′ se define el operador J : X ×M → R,

J (v, µ) :=
1

2
a(v, v) + b(v, µ) − F (v) − G(µ) .

Considere entonces los siguientes problemas variacionales:

Hallar (u, λ) ∈ X ×M tal que

a(u, v) + b(v, λ) = F (v) ∀ v ∈ X ,
b(u, µ) = G(µ) ∀µ ∈ M .

(13)

Hallar (u, λ) ∈ X ×M tal que

J (u, µ) ≤ J (u, λ) ≤ J (v, λ) ∀ (v, µ) ∈ X ×M . (14)

Demuestre que (u, λ) es solución de (13) si y sólo si (u, λ) es solución de (14).

14. Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera Γ.

a) Considere el espacio de Sobolev H1(Ω) con norma ‖ · ‖H1(Ω) y semi-norma
| · |H1(Ω). Defina la aplicación

|||v||| :=

{
|v|2H1(Ω) +

(∫
Ω

v

)2
}1/2

∀ v ∈ H1(Ω) ,

y demuestre que existen C1, C2 > 0 tales que

C1 |||v||| ≤ ‖v‖H1(Ω) ≤ C2 |||v||| ∀ v ∈ H1(Ω) .

b) Considere el problema de valores de contorno:

−∆u = f en Ω ,
∂u

∂ν
= 0 en Γ ,

∫
Ω

u = 0 ,

donde f ∈ L2(Ω) es tal que

∫
Ω

f = 0, y demuestre que su formulación débil

se reduce a: Hallar (u, λ) ∈ H1(Ω)× R tal que∫
Ω

∇u · ∇v + λ

∫
Ω

v =

∫
Ω

fv ∀ v ∈ H1(Ω) ,

µ

∫
Ω

u = 0 ∀µ ∈ R .

Aplique la Teoŕıa de Babuška-Brezzi para probar que este problema tiene
solución única, la cual depende continuamente de f .
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c) Extienda el análisis en b) al caso discreto y deduzca espacios de elementos
finitos que garanticen la solubilidad y estabilidad del esquema de Galerkin
asociado. Indique la razón de convergencia correspondiente.

15. Sean (X, 〈·, ·〉X), (Y, 〈·, ·〉Y ) espacios de Hilbert y considere operadores P ∈ L(X,X),
Q ∈ L(X, Y ) y S ∈ L(Y, Y ). Suponga que S es semi-definido positivo, esto es

〈S(y), y〉Y ≥ 0 ∀ y ∈ Y ,

y que existen constantes positivas α, β tales que

〈Px, x〉X ≥ α ||x||2X ∀x ∈ X

y

sup
x∈X
x6=0

〈Q(x), y〉Y
||x||X

≥ β ||y||Y ∀ y ∈ Y .

Dados f ∈ X y g ∈ Y , demuestre que existe un único par (x̃, ỹ) ∈ X × Y tal que P Q∗

Q −S

  x̃

ỹ

 =

 f

g

 .

También, pruebe que existe una constante C > 0, que depende de ||P||, α, β y ||Q||,
tal que ||x̃||+ ||ỹ|| ≤ C { ||f ||+ ||g|| } .

16. Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera Γ de clase C0,1 y sea f ∈ [L2(Ω)]2. Se
dice que un material que ocupa la region Ω es casi-incompresible si se necesitan
cantidades muy altas de enerǵıa para producir cambios pequeños en su densidad, lo
cual genera una gran diferencia entre los tamaños de las constantes de Lamé. En tal
caso, la formulación en desplazamiento del problema de elasticidad lineal consiste
en: Hallar u ∈ [H1(Ω)]2 tal que

−2µdiv e(u) − λ∇(div u) = f en Ω , u = 0 en Γ , (15)

donde λ >> µ > 0 son las constantes de Lamé y

e(u) :=
1

2
(∇u + (∇u)t)

es el tensor de deformaciones.

a) Defina la incógnita auxiliar p := λ div u en Ω y demuestre que una formulación
variacional de (15) se reduce a: Hallar (u, p) ∈ [H1

0 (Ω)]2 × L2
0(Ω) tal que

2µ

∫
Ω

e(u) : e(v) +

∫
Ω

p div v =

∫
Ω

f · v ∀v ∈ [H1
0 (Ω)]2 ,

∫
Ω

q div u − 1

λ

∫
Ω

pq = 0 ∀ q ∈ L2
0(Ω) .

(16)
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b) Aplique el teorema abstracto del problema anterior para probar que (16) tiene
una única solución que depende continuamente del dato f .

17. Sean (X, 〈·, ·〉X), (Y, 〈·, ·〉Y ) espacios de Hilbert y considere operadores P : X → X,
Q ∈ L(X, Y ) y S ∈ L(Y, Y ). Suponga que S es semi-definido positivo, esto es

〈S(y), y〉Y ≥ 0 ∀ y ∈ Y ,

que P es nolineal, y que existen constantes M, α, β > 0 tales que

||Px−Px̄||X ≤ M ||x− x̄||X , 〈Px−Px̄, x− x̄〉X ≥ α ||x− x̄||2X ∀x, x̄ ∈ X ,

y

sup
x∈X
x 6=0

〈Q(x), y〉Y
||x||X

≥ β ||y||Y ∀ y ∈ Y .

Dados f ∈ X y g ∈ Y , demuestre que existe un único par (x̃, ỹ) ∈ X × Y tal que P Q∗

Q −S

  x̃

ỹ

 =

 f

g

 .

También, pruebe que existe una constante C > 0, que depende de M , α, β y ||Q||,
tal que

||x̃||+ ||ỹ|| ≤ C { ||f ||+ ||g||+ ||P(0)|| } .

18. Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera suave Γ, y sea f ∈ [L2(Ω)]2. El
Problema de Stokes consiste en encontrar el vector de velocidades u := (u1, u2)
y la presión p de un flúıdo, tales que

−∆ u + ∇p = f en Ω , div u = 0 en Ω ,

u = 0 en Γ ,

∫
Ω

p dx = 0 .
(17)

Defina los espacios

H := [H1
0 (Ω)]2 y Q :=

{
q ∈ L2(Ω) :

∫
Ω

q dx = 0

}
.

a) Demuestre que la formulación débil de (17) se reduce a: encontrar (u, p) ∈
H ×Q tales que:

A(u,v) + B(v, p) = F (v) ∀v ∈ H ,
B(u, q) = 0 ∀ q ∈ Q ,

(18)

donde A : H ×H → R, B : H ×Q→ R y F ∈ H ′, están definidos por

A(u,v) :=
2∑
i=1

∫
Ω

∇ui · ∇vi dx ,

B(v, p) := −
∫

Ω

p div v dx , F (v) =

∫
Ω

f · v dx .
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b) Aplique la Teoŕıa de Babuška-Brezzi para probar que el problema (18) posee
una única solución, la cual depende continuamente del dato f .

19. Sean Ω =]a, b[, f ∈ L2(Ω), y considere el problema de valores de contorno

u(4) = f en Ω , u(a) = u′(a) = u(b) = u′(b) = 0 . (19)

i) Defina la incógnita auxiliar σ := u′′ en Ω y demuestre que una formulación
variacional mixta de (19) se reduce a: Hallar (σ, u) ∈ H1(Ω)×H1

0 (Ω) tal que∫
Ω

σ τ dx +

∫
Ω

u′ τ ′ dx = 0 ∀ τ ∈ H1(Ω) ,

∫
Ω

v′ σ′ dx = −
∫

Ω

f v dx ∀ v ∈ H1
0 (Ω) .

(20)

ii) Aplique la teoŕıa de Babuska-Brezzi para demostrar que (20) tiene una única
solución que depende continuamente del dato f .

20. Dados Ω := (0, 1) y f ∈ L2(Ω), interesa resolver el siguiente problema:

−u′′ = f en Ω , u(0) = 0 , u′(1) = 1 . (21)

a) Defina σ := u′ en Ω y demuestre que una formulación variacional mixta de
(21) se reduce a: Hallar (σ, (u, ϕ)) ∈ H ×Q tal que

a(σ, τ) + b(τ, (u, ϕ)) = F (τ) ∀ τ ∈ H ,
b(σ, (v, ψ)) = G((v, ψ)) ∀ (v, ψ) ∈ Q , (22)

donde H := H1(Ω), Q := L2(Ω) × R, F ∈ H ′, G ∈ Q′, y a : H × H → R,
b : H ×Q→ R son las formas bilineales definidas por

a(σ, τ) :=

∫
Ω

σ τ dx ∀σ, τ ∈ H ,

b(τ, (v, ψ)) :=

∫
Ω

v τ ′ dx + ψ τ(1) ∀ (τ, (v, ψ)) ∈ H ×Q .

b) Defina los funcionales F y G, y aplique la teoŕıa de Babuska-Brezzi para de-
mostrar que (22) tiene una única solución.

21. (Lema de Fortin). Sean H, Q espacios de Hilbert, y sea b : H × Q → R una
forma bilineal acotada que satisface la condición inf-sup, es decir, existe β > 0 tal
que:

sup
v∈H
v 6=0

b(v, q)

‖v‖H
≥ β ‖q‖Q ∀ q ∈ Q . (23)
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Sean {Hn}n∈N y {Qn}n∈N sucesiones de subespacios de dimensión finita de H y Q,
respectivamente, y asuma que para cada n ∈ N existe Pn ∈ L(H,Hn) tal que

b(v − Pn(v), qn) = 0 ∀ v ∈ H , ∀ qn ∈ Qn .

Suponga que la familia de operadores {Pn}n∈N es uniformemente acotada, es decir
existe C > 0 tal que ‖Pn‖L(H,Hn) ≤ C para todo n ∈ N, y demuestre que existe
β∗ > 0, independiente de n, tal que

sup
vn∈Hn
vn 6=0

b(vn, qn)

‖vn‖H
≥ β∗ ‖qn‖Q ∀ qn ∈ Qn , ∀n ∈ N .

22. Sean (H, 〈·, ·〉H) y (Q, 〈·, ·〉Q) espacios de Hilbert, y sea B ∈ L(H,Q) con espacio
nulo V := N(B).

a) Demuestre que sup
v∈H
v 6=0

〈B(v), q〉Q
‖v‖H

= sup
v∈V⊥
v 6=0

〈B(v), q〉Q
‖v‖H

∀ q ∈ Q.

b) Suponga que existe β > 0 tal que sup
v∈V⊥
v 6=0

〈B(v), q〉Q
‖v‖H

≥ β ‖q‖Q ∀ q ∈ Q, y

pruebe que H = R(B∗) ⊕ V .

23. Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera de clase C0,1, y considere el espacio
de Sobolev H2(Ω), con producto escalar 〈·, ·〉H2(Ω), norma inducida ‖ · ‖H2(Ω), y
semi-norma | · |H2(Ω). Además, sea P1(Ω) el espacio de polinomios sobre Ω de grado
≤ 1 con base {p0, p1, ..., pn} donde p0(x) = 1 y pi(x) = xi ∀ i ∈ {1, ..., n}, ∀x :=
(x1, ..., xn)T ∈ Ω.

a) (Desigualdad de Poincaré generalizada). Defina la aplicación

|||v||| :=

{
|v|2H2(Ω) +

n∑
i=0

| 〈v, pi〉H2(Ω) |2
}1/2

∀ v ∈ H2(Ω) ,

y demuestre que existen C1, C2 > 0 tales que

C1 |||v||| ≤ ‖v‖H2(Ω) ≤ C2 |||v||| ∀ v ∈ H2(Ω) .

Ind.: Para la segunda desigualdad proceda por contradicción: suponga, en
particular, que ∀n ∈ N existe vn ∈ H2(Ω) tal que ‖vn‖H2(Ω) > n |||vn|||.
Luego, defina wn :=

vn
‖vn‖H2(Ω)

, observe que ‖wn‖H2(Ω) = 1 y que |||wn||| < 1
n
,

y aplique el hecho que la inclusión de H2(Ω) en H1(Ω) es compacta.

b) (Lema de Deny-Lions). Considere el espacio cuociente H2(Ω)/P1(Ω) con
norma ‖[v]‖H2(Ω)/P1(Ω) := inf

p∈P1(Ω)
‖v − p‖H2(Ω), y defina

|[v]|H2(Ω)/P1(Ω) := |v|H2(Ω) ∀ [v] ∈ H2(Ω)/P1(Ω) .
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Demuestre que | · |H2(Ω)/P1(Ω) está bien definida y que existe C > 0 tal que

|[v]|H2(Ω)/P1(Ω) ≤ ‖[v]‖H2(Ω)/P1(Ω)

≤ C |[v]|H2(Ω)/P1(Ω) ∀ [v] ∈ H2(Ω)/P1(Ω) .

Ind.: Note que para todo p ∈ P1(Ω) y para todo α con |α| = 2 se tiene ∂αp = 0.
Aplique la desigualdad de Poincaré generalizada.

c) (Lema de Bramble-Hilbert). Sea Π ∈ L(H2(Ω), H1(Ω)) tal que Π(p) = p
∀ p ∈ P1(Ω). Demuestre que existe C > 0 tal que

‖v − Π(v)‖H1(Ω) ≤ C |v|H2(Ω) ∀ v ∈ H2(Ω) .

Ind.: Note que v − Π(v) = v − p − Π(v − p) ∀ p ∈ P1(Ω), y luego aplique el
Lema de Deny-Lions.

24. Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera poligonal y sea Th una triangularización
de Ω̄. Dado K ∈ Th, sea νK el vector normal a ∂K y denote por 〈·, ·〉∂K la paridad
dual entre H−1/2(∂K) y H1/2(∂K).

(a) Defina los espacios

X :=
{
v ∈ L2(Ω) : v|K ∈ H1(K) ∀K ∈ Th

}
,

Z :=
{
λ := (λK)K∈Th ∈ ΠK∈Th H

−1/2(∂K) : ∃ τ ∈ H(div ; Ω)

tal que τ · νK = λK en ∂K ∀K ∈ Th
}
,

y demuestre que

H1
0 (Ω) :=

{
v ∈ X :

∑
K∈Th

〈λK , v|K〉∂K = 0 ∀λ ∈ Z
}
.

(b) Defina los espacios

X̃ :=
{
τ ∈ [L2(Ω)]2 : τ |K ∈ H(div ;K) ∀K ∈ Th

}
,

Z̃ :=
{
ξ := (ξK)K∈Th ∈ ΠK∈Th H

1/2(∂K) : ∃ v ∈ H1
0 (Ω)

tal que v = ξK en ∂K ∀K ∈ Th
}
,

y demuestre que

H(div ; Ω) :=
{
τ ∈ X̃ :

∑
K∈Th

〈τ · νK , ξK〉∂K = 0 ∀ ξ ∈ Z̃
}
.
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25. Sean Ω :=]0, 1[, f ∈ L2(Ω), κ ∈ ]0, 2[, y considere el problema de valores de
contorno:

u′′ + κu = f en Ω , u(0) = u(1) = 0 . (24)

Además, para cada n ∈ N introduzca la partición uniforme

0 = x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 = 1 ,

con xj − xj−1 =
1

n+ 1
∀ j ∈ {1, 2, ..., n+ 1}, y defina el espacio

Hn :=

{
v ∈ C(Ω̄) : v |[xj−1,xj ] ∈ P1([xj−1, xj]) ∀ j ∈ {1, 2, ..., n+ 1}

y v(0) = v(1) = 0

}
.

a) Establezca la formulación variacional de (24) y demuestre que ella posee una
única solución u ∈ H1

0 (Ω).

b) Denote por un ∈ Hn la solución (cuando ella existe) del esquema de Galerkin
asociado y pruebe que lim

n→∞
‖u − un‖H1(Ω) = 0.

26. Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera poligonal Γ. Dado f ∈ [L2(Ω)]2, el
Problema de Stokes con condiciones de contorno de Dirichlet consiste en hallar
un campo tensorial σ (esfuerzo), un campo vectorial u (velocidad) y un campo
escalar p (presión) tal que:

σ = 2µ∇u− p I en Ω , divσ = − f en Ω ,

div u = 0 en Ω , u = 0 en Γ ,
(25)

donde µ es la viscosidad cinemática del fluido, I es la matriz identidad de R2×2, y
div es el operador divergencia div actuando sobre cada fila del tensor.

a) Demuestre que, al eliminar la incógnita p, el problema (25) se transforma en:

1

2µ
σd = ∇u en Ω , divσ = − f en Ω , u = 0 en Γ . (26)

b) Pruebe que la formulación variacional de (26) se reduce a: Hallar (σ,u) ∈
H ×Q tal que

1

2µ

∫
Ω

σd : τ d +

∫
Ω

u · div τ = 0 ∀ τ ∈ H∫
Ω

v · divσ = −
∫

Ω

f · v ∀v ∈ Q ,
(27)

donde

H :=

{
τ ∈ H(div; Ω) :

∫
Ω

tr τ = 0

}
y Q = [L2(Ω)]2 .
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c) Aplique un método similar al empleado con el problema de elasticidad y defina
una formulación aumentada de (27) cuya forma bilineal resulte fuertemente
coerciva.

27. Sean Hh y Qh subespacios de dimensión finita de espacios de Hilbert H y Q, re-
spectivamente, y sean a : H × H → R y b : H × Q → R formas bilineales aco-
tadas que satisfacen las hipótesis de las versiones continua y discreta del Teorema
de Babuška-Brezzi, con constantes independientes de h. Sean (σ, u) ∈ H × Q y
(σh, uh) ∈ Hh×Qh las únicas soluciones de los problemas de punto-silla continuo y
discreto, respectivamente, asociados a a y b. Suponga que el kernel discreto de b
está contenido en su kernel continuo y demuestre que existe C > 0, independiente
de h, tal que

‖σ − σh‖H ≤ C inf
τ h∈Hh

‖σ − τ h‖H .

28. Sea Ω1 un dominio acotado de R2 con frontera Γ1, y sea Ω2 la region anular acotada
por Γ1 y por una curva cerrada Γ2 cuyo interior contiene completamente a Ω1 (ver
figura). Entonces, dados f1 ∈ L2(Ω1), f2 ∈ L2(Ω2), g1 ∈ H1/2(Γ1), y g2 ∈ H1/2(Γ2),
interesa el siguiente problema de transmisión: Hallar (u1, u2) ∈ H1(Ω1) ×
H1(Ω2) tales que

−∆u1 = f1 en Ω1 , −∆u2 = f2 en Ω2 ,

u1 − u2 = g1 y
∂u1

∂ν
− ∂u2

∂ν
= 0 en Γ1 , u2 = g2 en Γ2 .

(28)

Γ

ν

Ω1

Ω2

1

Γ2
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a) Demuestre que una formulación variacional mixta-dual de (28) se re-
duce a: Hallar σ := (σ1, σ2) ∈ H(div ; Ω1) × H(div ; Ω2), u := (u1, u2) ∈
L2(Ω1)× L2(Ω2) y ξ ∈ H1/2(Γ1), tales que

2∑
i=1

{∫
Ωi

σi · τi +

∫
Ωi

ui div τi

}
+ 〈τ1 · ν − τ2 · ν, ξ〉1 = F (τ ) ,

2∑
i=1

∫
Ωi

vi div σi + 〈σ1 · ν − σ2 · ν, λ〉1 = G(v, λ) ,

(29)

para todo τ := (τ1, τ2) ∈ H(div ; Ω1) × H(div ; Ω2), v := (v1, v2) ∈ L2(Ω1) ×
L2(Ω2) y λ ∈ H1/2(Γ1), donde

F (τ ) := 〈τ1 · ν, g1〉1 + 〈τ2 · ν, g2〉2 , G(v, λ) := −
2∑
i=1

∫
Ωi

fi vi ,

y 〈·, ·〉i denota la paridad dual entre [H−1/2(Γi)]
2 y [H1/2(Γi)]

2 ∀ i ∈ {1, 2}.
b) Aplique la Teoŕıa de Babuška-Brezzi para probar que el problema (29) posee

una única solución (σ,u, ξ) en los espacios indicados.

c) Defina subespacios de elementos finitos expĺıcitos y pruebe que el esquema de
Galerkin resultante tiene solución única, es estable y convergente.

29. Sea Ω un dominio acotado de R2 con frontera Γ Lipschitz continua, y sean f ∈
[L2(Ω)]2 y g ∈ [H1/2(Γ)]2 tal que

∫
Γ

g · n ds = 0, donde n es el vector normal

a Γ. El Problema de Stokes Generalizado consiste en hallar la velocidad
u := (u1, u2)t y la presión p de un fluido que ocupa la region Ω, tal que

αu − ν ∆ u + ∇p = f en Ω ,
div u = 0 en Ω ,

u = g en Γ ,
(30)

donde ν > 0 es la viscosidad del fluido y α es un parámetro positivo.

a) Introduzca las incógnitas auxiliares t := ∇u y σ := ν∇u − p I en Ω, donde I
es la matriz identidad en R2×2, y pruebe que una formulación variacional mixta
de (30) se reduce a: Hallar (t,u,σ, p, ξ) ∈ [L2(Ω)]2×2× [L2(Ω)]2×H(div; Ω)×
L2(Ω)× R tal que

ν

∫
Ω

t : s + α

∫
Ω

u · v −
∫

Ω

σ : s−
∫

Ω

div (σ) · v −
∫

Ω

p tr s =

∫
Ω

f · v ,

−
∫

Ω

τ : t−
∫

Ω

div (τ ) · u + ξ

∫
Ω

tr τ = −〈τn,g〉 ,

−
∫

Ω

q tr t + η

∫
Ω

trσ = 0 ,

(31)
para todo (s,v, τ , q, η) ∈ [L2(Ω)]2×2 × [L2(Ω)]2 ×H(div; Ω)× L2(Ω)× R.
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b) Defina espacios de Hilbert y operadores (formas bilineales) convenientes y
pruebe que (31) puede reformularse en base a una estructura dual-dual.

c) Utilice lo indicado en b) para demostrar que (31) tiene una única solución y
que existe una constante C(α, ν) > 0 tal que

‖(t,u,σ, p, ξ)‖ ≤ C(α, ν) { ‖f‖ + ‖g‖ } .

d) Extienda el análisis en c) al caso discreto y deduzca espacios de elementos
finitos que garanticen que el esquema de Galerkin asociado a (31) tiene una
única solución.

30. Sea Ω un dominio poligonal convexo de R2 con frontera Γ, y dado f ∈ L2(Ω),
considere la ecuación de Helmholtz con datos de Dirichlet:

∆u + u = f en Ω , u = 0 en Γ . (32)

i) Introduzca la incógnita auxiliar σ := ∇u en Ω y pruebe que una formulación
variacional mixta de (32) se reduce a: Hallar σ ∈ H(div; Ω) tal que∫
Ω

σ · τ −
∫

Ω

div (σ) div (τ ) = −
∫

Ω

f div (τ ) ∀ τ ∈ H(div; Ω) . (33)

ii) Defina el operador P : H(div; Ω) → [L2(Ω)]2 que a cada τ ∈ H(div; Ω) le
asigna P (τ ) := ∇ z, donde z ∈ H1

0 (Ω) es la única solución del problema de
valores de contorno: ∆ z = div (τ ) en Ω , z = 0 en Γ . Pruebe que
P es compacto y que H(div; Ω) = P (H(div; Ω))⊕ (I − P )(H(div; Ω)).

iii) Utilice la descomposición anterior de H(div; Ω) para demostrar que (33) se
reduce, equivalentemente, a: Hallar σ ∈ H(div; Ω) tal que

A(σ, τ ) + K(σ, τ ) = F (τ ) ∀ τ ∈ H(div; Ω) , (34)

donde A y B son formas bilineales acotadas cuyos operadores inducidos A :
H(div; Ω)→ H(div; Ω) y K : H(div; Ω)→ H(div; Ω) son biyectivo y compacto,
respectivamente, y F es el funcional dado a la derecha de (33).

Ind. Defina el operador S(τ ) := (I − 2P )(τ ) y considere la expresión
A(τ , S(τ )) para probar que A satisface las condiciones inf-sup continuas.

iv) Sea {Hh}h>0 una familia de subespacios de dimensión finita de H(div; Ω) tal
que lim

h→0
dist (τ , Hh) = 0 para todo τ ∈ H(div; Ω), y considere el esquema de

Galerkin perturbado: Hallar σh ∈ Hh tal que

A(σh, τ h) = F (τ h) ∀ τ h ∈ Hh . (35)

Suponga que existen operadores lineales Eh : [H1(Ω)]2 → Hh tales que

div (Eh P (τ h)) = div (τ h) ∀ τ h ∈ Hh ,

y
‖τ − Eh(τ )‖[L2(Ω)]2 ≤ C h ‖τ‖[H1(Ω)]2 ∀ τ ∈ [H1(Ω)]2 .

Demuestre que existe h0 > 0 tal que ∀h ≤ h0 el problema (35) tiene solución
única, la cual es estable y convergente con constantes independientes de h.
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v) Qué se puede decir del esquema de Galerkin respectivo para (34)?.

31. Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera Γ de clase C0,1. El objetivo de este
problema es demostrar que

‖e(v)‖2
[L2(Ω)]2×2 ≥

1

2
|v|2[H1(Ω)]2 ∀v ∈ [H1

0 (Ω)]2 , (36)

donde e(v) :=
1

2

{
∇v + (∇v)t

}
. Para tal efecto, proceda como sigue.

i) Dados σ := (σij) y τ := (τij) en R2×2, se define el producto tensorial σ :

τ :=
2∑

i,j=1

σij τij y se introducen los subespacios

R2×2
sim := {τ ∈ R2×2 : τ t = τ} y R2×2

asim := {τ ∈ R2×2 : τ t = −τ} .

Pruebe que σ : τ = 0 ∀σ ∈ R2×2
sim , ∀ τ ∈ R2×2

asim.

ii) Note que ∇v = e(v) + w(v) , con w(v) :=
1

2

{
∇v − (∇v)t

}
, y recuerde

que ‖τ‖2
[L2(Ω)]2×2 =

∫
Ω

τ : τ ∀ τ ∈ [L2(Ω)]2×2 , para probar que

‖e(v)‖2
[L2(Ω)]2×2 − ‖w(v)‖2

[L2(Ω)]2×2 =

∫
Ω

∇v : (∇v)t

y

‖e(v)‖2
[L2(Ω)]2×2 + ‖w(v)‖2

[L2(Ω)]2×2 =

∫
Ω

∇v : ∇v .

iii) Deduzca la identidad ∇v : (∇v)t = div
{
∇v v − div (v) v

}
+ (div (v))2 y

concluya la desigualdad (36).

32. Sean H1, H2, Q1, Q2 espacios de Hilbert sobre R, y sean a : H1 × H2 → R y
bj : Hj × Qj → R, j ∈ {1, 2}, formas bilineales acotadas con operadores inducidos
A ∈ L(H1, H2) y Bj ∈ L(Hj, Qj), j ∈ {1, 2}, respectivamente. También, sea Kj

el espacio nulo de Bj, j ∈ {1, 2}, y sea Π2 el proyector ortogonal de H2 en K2.
Suponga que:

i) Π2 A : K1 → K2 es un isomorfismo.

ii) existen β1, β2 > 0 tales que

‖B∗j(q)‖Hj := sup
v∈Hj
v 6=0

bj(v, q)

‖v‖Hj
≥ βj ‖q‖Qj ∀ q ∈ Qj, ∀ j ∈ {1, 2} .

19



Pruebe que, dados F ∈ H ′2 y G ∈ Q′1, existe un único (u, p) ∈ H1 ×Q2 tal que

a(u, v) + b2(v, p) = F (v) ∀ v ∈ H2 ,

b1(u, q) = G(q) ∀ q ∈ Q1 .

Además, pruebe que la hipótesis i) es equivalente a cada una de las siguientes:

a) existe α1 > 0 tal que

sup
v∈K2
v 6=0

a(u, v)

‖v‖H2

≥ α1 ‖u‖H1 ∀u ∈ K1

y sup
u∈K1

a(u, v) > 0 ∀ v ∈ K2, v 6= 0.

b) existe α2 > 0 tal que

sup
u∈K1
u6=0

a(u, v)

‖u‖H1

≥ α2 ‖v‖H2 ∀ v ∈ K2

y sup
v∈K2

a(u, v) > 0 ∀u ∈ K1, u 6= 0.

33. Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera Γ suficientemente suave. Dados f ∈
L2(Ω) y g ∈ H−1/2(Γ), considere el problema de Neumann:

−∆u + u = f en Ω , ∇u · ν = g en Γ , (37)

donde ν es el vector normal exterior a Γ.

a) Defina incógnitas auxiliares convenientes y demuestre que una formulación
mixta de (37) se reduce a: Hallar (σ, ϕ) ∈ H(div; Ω)×H1/2(Γ) tal que

〈σ, τ 〉div ,Ω + 〈τ · ν, ϕ〉Γ = −
∫

Ω

f div τ ∀ τ ∈ H(div; Ω) ,

〈σ · ν, ψ〉Γ = 〈g, ψ〉Γ ∀ψ ∈ H1/2(Γ) ,

(38)

donde 〈 ·, · 〉div ,Ω y 〈 ·, · 〉Γ denotan el producto interior de H(div; Ω) y la paridad
dual de H−1/2(Γ) con H1/2(Γ), respectivamente.

b) Aplique la Teoŕıa de Babuška-Brezzi para probar que (38) posee una única
solución, la cual depende cont́ınuamente de los datos f y g.

c) Defina subespacios de elementos finitos Hh ⊆ H(div; Ω) y Qh ⊆ H1/2(Γ), y
pruebe que el esquema de Galerkin resultante tiene solución única, es estable
y convergente.
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34. Sea Ω un dominio acotado de R2 con frontera Γ Lipschitz continua, y considere
datos f ∈ [L2(Ω)]2 y g ∈ [H−1/2(Γ)]2. El Problema de Stokes con condiciones
de contorno de Neumann consiste en hallar la velocidad u := (u1, u2)t y la presión
p de un fluido que ocupa la region Ω, tal que

−µ∆ u + ∇p = f en Ω ,
div u = 0 en Ω ,

µ∇u · n − pn = g en Γ ,
(39)

donde µ > 0 es la viscosidad del fluido y n es el vector normal a Γ.

a) Introduzca las incógnitas auxiliares ϕ := −u en Γ y σ := µ∇u − p I en Ω,
donde I es la matriz identidad en R2×2, y pruebe que, eliminando p, se obtiene
una formulación variacional mixta de la forma siguiente: Hallar (σ, (u, ϕ)) ∈
H ×Q tal que

a(σ, τ ) + b(τ , (u, ϕ)) = 0 ∀ τ ∈ H ,

b(σ, (v, ψ)) = −
∫

Ω

f · v + 〈g, ψ〉 ∀ (v, ψ) ∈ Q ,
(40)

donde H := H(div; Ω), Q := [L2(Ω)]2 × [H1/2(Γ)]2, 〈·, ·〉 es la paridad dual
entre [H−1/2(Γ)]2 y [H1/2(Γ)]2, y a : H × H → R y b : H × Q → R son las
formas bilineales acotadas definidas por:

a(σ, τ ) :=
1

µ

∫
Ω

σd : τ d y b(τ , (v, ψ)) :=

∫
Ω

v · div τ + 〈τ n, ψ〉 .

b) Asuma condiciones de compatibilidad adecuadas sobre f y g, y luego aplique
la Teoŕıa de Babuška-Brezzi para probar que una modificación conveniente de
(40) posee una única solución, la cual depende continuamente de los datos.

c) Defina subespacios de elementos finitos expĺıcitos y pruebe que el esquema
de Galerkin resultante del análisis en b) tiene solución única, es estable y
convergente.

35. Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera poligonal Γ. Dados f ∈ L2(Ω) y
g ∈ H1/2(Γ), considere el problema de Dirichlet:

−∆u = f en Ω , u = g en Γ . (41)

a) Defina ϕ := ∇u · ν en Γ, donde ν es el vector normal exterior a Γ, y
demuestre que una formulación mixta de (41) se reduce a: Hallar (u, ϕ) ∈
H1(Ω)×H−1/2(Γ) tal que

a(u, v) + b(v, ϕ) =

∫
Ω

f v ∀ v ∈ H1(Ω) ,

b(u, ψ) = 〈ψ, g〉Γ ∀ψ ∈ H−1/2(Γ) ,

(42)
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donde a : H1(Ω) × H1(Ω) → R y b : H1(Ω) × H−1/2(Γ) → R son las formas
bilineales definidas por

a(u, v) :=

∫
Ω

∇u · ∇v ∀u, v ∈ H1(Ω),

b(v, ψ) = 〈ψ, v〉Γ ∀ (v, ψ) ∈ H1(Ω)×H−1/2(Γ) ,

y 〈 ·, · 〉Γ denota la paridad dual de H−1/2(Γ) con H1/2(Γ).

b) Aplique la Teoŕıa de Babuška-Brezzi para probar que (42) posee una única
solución, la cual depende cont́ınuamente de los datos f y g.

c) Utilice la desigualdad de Poincaré generalizada para probar que ‖ · ‖1,Ω y | · |1,Ω
son equivalentes en el espacio

H̃1(Ω) :=
{
v ∈ H1(Ω) : 〈1, v〉Γ = 0

}
.

d) Sean Hh y Qh subespacios de elementos finitos de H1(Ω) y H−1/2(Γ), res-
pectivamente, tal que

Qh := {ψh ∈ L2(Γ) : ψh|Γj ∈ P0(Γj) ∀ j ∈ {1, 2, ...,m} } ,

donde {Γ1,Γ2, ...,Γm} es una partición de Γ y P0(Γj) denota el espacio de
constantes sobre Γj. Aplique la equivalencia de c) para demostrar que a es
fuertemente coerciva en el espacio nulo discreto de b. Además, indique las
condiciones adicionales que deben satisfacer Hh y Qh para que el esquema de
Galerkin asociado a (42) tenga solución única, sea estable y convergente.

36. Sea Ω un dominio acotado de R2 con frontera Γ Lipschitz continua, y considere datos
f ∈ [L2(Ω)]2 y g ∈ [H−1/2(Γ)]2. El modelo de brinkman para flujos en medios
porosos con condiciones de contorno de Neumann, consiste en hallar la velocidad
u := (u1, u2)t y la presión p de un fluido que ocupa la region Ω, tal que

αu − µ∆ u + ∇p = f en Ω ,
div u = 0 en Ω ,

µ∇u · n − pn = g en Γ ,
(43)

donde µ > 0 es la viscosidad del fluido, α es un parámetro positivo dado por el
cuociente entre la viscosidad y la permeabilidad, y n es el vector normal a Γ.

a) Introduzca las incógnitas auxiliares ϕ := −u en Γ y σ := µ∇u − p I en
Ω, donde I es la matriz identidad en R2×2, y pruebe que, eliminando p y u,
se obtiene una formulación variacional mixta de la forma siguiente: Hallar
(σ, ϕ) ∈ H ×Q tal que

a(σ, τ ) + b(τ , ϕ) = F (τ ) ∀ τ ∈ H ,

b(σ, ψ) = G(ψ) ∀ψ ∈ Q ,
(44)

donde F ∈ H ′, G ∈ Q′, y a : H×H → R y b : H×Q→ R son formas bilineales
acotadas.
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b) Aplique la Teoŕıa de Babuška-Brezzi para probar que (44) posee una única
solución, la cual depende continuamente de los datos f y g.

c) Establezca condiciones suficientes mı́nimas sobre subespacios de elementos fini-
tos Hh ⊆ H y Qh ⊆ Q para que el esquema de Galerkin asociado a (44) tenga
solución única, sea estable y convergente.

d) Defina una formulación aumentada de (44) que incorpore nuevamente a p y u,
de modo tal que la nueva forma bilineal a siga siendo eĺıptica en el kernel de b.

37. Sea T un triángulo de R2 con diámetro hT y sea T̂ el triángulo canónico con vértices
(0, 0), (1, 0) y (0, 1). A su vez, sea FT : R2 → R2 una aplicación af́ın invertible tal

que FT (T̂ ) = T , y defina ψT := ψ̂ ◦ F−1
T , donde ψ̂ es la función burbuja de T̂ .

Además, sea P0 el proyector ortogonal de L2(T ) en P0(T ), el espacio de polinomios
constantes sobre T , con respecto al producto escalar

〈f, g〉 :=

∫
T

ψT f g ∀ f, g ∈ L2(T ) .

Aplique los lemas de Bramble-Hilbert y Deny-Lions para demostrar que existe C >
0, independiente de T , tal que:

‖v − P0(v)‖0,T ≤ C hT |v|1,T ∀ v ∈ H1(T ) .

Dado s ∈ ]0, 1[, utilice argumentos de interpolación de espacios normados y el hecho
que (L2(T ), H1(T ))s,2 = Hs(T ), para probar que existe Cs > 0, independiente de
T , tal que

‖v − P0(v)‖0,T ≤ Cs h
s
T ‖v‖s,T ∀ v ∈ Hs(T ) .

38. Sea Ω un abierto acotado de Rn, n ∈ {2, 3}, con frontera Γ de clase C0,1 y vector
normal ν. Dados f ∈ [L2(Ω)]n y g ∈ [H1/2(Γ)]n, la formulación en desplazamiento
del problema de elasticidad lineal con condiciones de contorno de Dirichlet, consiste
en: Hallar u ∈ [H1(Ω)]n tal que

−µ∆u − (λ+ µ)∇div u = f en Ω , u = g en Γ , (45)

donde λ , µ > 0 son las constantes de Lamé del material respectivo.

a) Defina el pseudoesfuerzo σ̃ := µ∇u + (λ+µ) div u I en Ω, y recuerde que
H(div ; Ω) = H0 ⊕ R I, donde

H0 :=
{
τ ∈ H(div ; Ω) :

∫
Ω

tr (τ ) = 0
}

e I es la matriz identidad de Rn×n. Luego, considere la descomposición σ̃ =
σ + c I, con σ ∈ H0, c ∈ R, denote por 〈·, ·〉 la paridad dual entre [H−1/2(Γ)]n

23



y [H1/2(Γ)]n, y demuestre que (45) da origen a la siguiente formulación mixta:
Hallar (σ,u) ∈ H0 × [L2(Ω)]n tal que

1

µ

∫
Ω

σd : τ d +
1

n
(
nλ+ (n+ 1)µ

) ∫
Ω

trσ tr τ +

∫
Ω

u · div τ = F (τ ) ,∫
Ω

v · divσ = G(v) ,

(46)

para todo (τ ,v) ∈ H0 × [L2(Ω)]n, donde

F (τ ) := 〈τ ν,g〉 ∀ τ ∈ H(div ; Ω) ,

y

G(v) := −
∫

Ω

f · v ∀v ∈ [L2(Ω)]n .

b) Use la teoŕıa de Babuška-Brezzi para probar que (46) está bien propuesto.

c) Use la teoŕıa de Babuška-Brezzi discreta para definir, expĺıcitamente, un es-
quema de Galerkin estable para (46).

39. Sea Ω un dominio acotado de R2 con frontera Lipschitz continua Γ. Dados f ∈
[L2(Ω)]2 y g ∈ [H−1/2(Γ)]2, el Problema de Elasticidad con condiciones de
contorno de tracción (Neumann) consiste en hallar un tensor simétrico σ (esfuerzos)
y un vector u (desplazamientos), tales que

σ = C e(u) , div (σ) = − f en Ω , σν = g en Γ . (47)

Aqúı, C es el operador de elasticidad dado por la ley de Hooke (con constantes de
Lamé λ, µ > 0), e(u) := 1

2
(∇u + (∇u)t) es el tensor de pequeñas deformaciones,

ν es el vector normal a Γ, y los datos satisfacen la condición de compatibilidad:∫
Ω

f · χ + 〈g,χ〉 = 0 ∀χ ∈ RM(Ω) , (48)

donde 〈·, ·〉 denota la paridad dual de [H−1/2(Γ)]2 y [H1/2(Γ)]2 con respecto al pro-

ducto escalar de [L2(Γ)]2, y RM(Ω) := [P0(Ω)]2 ⊕ P0(Ω)

(
x2

−x1

)
es el espacio

de movimientos ŕıgidos en Ω. Puede probarse que (48) constituye una condición
necesaria y suficiente para la existencia de solución de (47).

a) Demuestre que, en primera instancia, la formulación variacional mixta de (47)
se reduce a: Hallar (σ, ~u) := (σ, (u,ϕ, γ)) ∈ H(div; Ω)×Q tal que∫

Ω

C−1σ : τ + b(τ , ~u) = 0 ∀ τ ∈ H(div; Ω) ,

b(σ, ~v) = −
∫

Ω

f · v + 〈g,ψ〉 ∀ ~v := (v,ψ, η) ∈ Q ,
(49)

donde Q := [L2(Ω)]2 × [H1/2(Γ)]2 × [L2(Ω)]2×2
asym, y

b(τ , ~v) :=

∫
Ω

v · div (τ ) + 〈τν,ψ〉 +

∫
Ω

τ : η ∀ (τ , ~v) ∈ H(div; Ω)×Q .
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b) Pruebe que el espacio de soluciones del problema homogéneo asociado a (49)

está dado por
{

(σ, ~u) : σ = 0 , ~u = (χ,−χ|Γ,∇χ) , χ ∈ RM(Ω)
}

.

c) Agregue a (49) la condición de unicidad

∫
Ω

χ ·u = 0 ∀χ ∈ RM(Ω), y pruebe

que la formulación variacional resultante es equivalente a: Hallar ((σ,ρ), ~u) :=
((σ,ρ), (u,ϕ, γ)) ∈ H ×Q tal que∫

Ω

C−1σ : τ +

∫
Ω

ρ · χ + b(τ , ~u) +

∫
Ω

χ · u = 0 ∀ (τ ,χ) ∈ H ,

b(σ, ~v) +

∫
Ω

ρ · v = −
∫

Ω

f · v + 〈g,ψ〉 ∀ ~v := (v,ψ, η) ∈ Q ,
(50)

donde H := H(div; Ω)× RM(Ω).

d) Use la teoŕıa de Babuška-Brezzi para probar que (50) está bien propuesto.

40. Sea Ω un dominio acotado de R2 con frontera poligonal Γ, y sea {Th}h>0 una familia
de triangulaciones regulares de Ω̄, cada una de ellas hecha de triángulos K con
diámetro hK y lados e con longitud he. Entonces, se definen los subespacios:

Xh :=
{
vh ∈ C(Ω̄) : vh|K ∈ P1(K) ∀K ∈ Th

}
,

Λh :=
{
λh ∈ C(Γ) : λh|e ∈ P1(e) ∀ e ∈ Γh

}
,

y

Φh̃ :=
{
φh̃ ∈ L

2(Γ) : φh̃|e ∈ P0(e) ∀ e ∈ Γh̃

}
,

donde Γh es la partición de Γ heredada de Th, y Γh̃ es otra partición de Γ, con
h̃ := max

{
|e| : e ∈ Γh̃

}
. Además, sea Ih : H1(Ω) → Xh el interpolante de

Clément, y recuerde que existen constantes positivas c1, c2, independientes de h,
tales que, para cada v ∈ H1(Ω) y e ∈ Th se tiene:

‖Ih(v)‖1,Ω ≤ c1 ‖v‖1,Ω y ‖v − Ih(v)‖0,e ≤ c2 h
1/2
e |v|1,ωe ,

donde ωe := ∪
{
K ∈ Th : K ∩ e 6= φ

}
.

a) Defina un problema auxiliar conveniente con dato λh ∈ Λh, y aplique Ih para
probar que existen constantes C1, C2 > 0, independientes de h y h̃, tales que,
para cada φh̃ ∈ Φh̃ se tiene:

sup
vh∈Xh\0

〈φh̃, vh〉
‖vh‖1,Ω

≥ C1 sup
λh∈Λh\0

〈φh̃, λh〉
‖λh‖1/2,Γ

− C2

(
hΓ

h̃

)1/2

‖φh̃‖−1/2,Γ ,

donde 〈·, ·〉 denota la paridad dual entre los espacios H−1/2(Γ) y H1/2(Γ), y
hΓ := max{|e| : e ∈ Γh}.
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b) Defina un problema auxiliar conveniente con dato φh̃ ∈ Φh̃, y aplique la
propiedad de aproximación dada por:

‖λ− P1/2
h (λ)‖1/2,Γ ≤ C h

1/2
Γ ‖λ‖1,Γ ∀λ ∈ H1(Γ) ,

donde P1/2
h : H1/2(Γ)→ Λh es el proyector ortogonal, para probar que existen

C0, β > 0, independientes de hΓ y h̃, tales que, para cada hΓ ≤ C0 h̃ se tiene:

sup
λh∈Λh\0

〈φh̃, λh〉
‖λh‖1/2,Γ

≥ β ‖φh̃‖−1/2,Γ ∀φh̃ ∈ Φh̃ .

c) Como una alternativa al análisis sugerido por a) y b), demuestre directamente,
sin pasar por a), usando sólo el operador Ih, que existen constantes C3, C4 > 0,
independientes de h y h̃, tales que, para cada φh̃ ∈ Φh̃ se tiene:

sup
vh∈Xh\0

〈φh̃, vh〉
‖vh‖1,Ω

≥

{
C3 − C4

(
hΓ

h̃

)1/2
}
‖φh̃‖−1/2,Γ

41. Sea Ω1 un abierto conexo y acotado de R2 con frontera Γ, y sea Ω2 la region anular
acotada por Γ y una curva cerrada Σ cuyo interior contiene a Γ. Además, sean
γ1

0 : H1(Ω1)→ H1/2(Γ) y γ2
0 : H1(Ω2)→ H1/2(Γ)×H1/2(Σ) los operadores de trazas

respectivos, y denote Ω := Ω1 ∪ Γ ∪ Ω2. Dados f1 ∈ L2(Ω1), f2 ∈ L2(Ω2), gΓ ∈
H1/2(Γ), y gΣ ∈ H1/2(Σ), considere el problema de transmisión en elasticidad
lineal

σ1 = C1 e(u1) en Ω1 , divσ1 = f1 en Ω1 ,

σ2 = C2 e(u2) en Ω2 , divσ2 = f2 en Ω2 ,

γ1
0(u1) − γ2

0(u2) = gΓ en Γ , γ1
ν(σ1) = γ2

ν(σ2) en Γ ,

γ2
0(u2) = gΣ en Σ ,

(51)

donde Ci : L2(Ωi) → L2(Ωi), i ∈ {1, 2}, son los operadores lineales de Hooke en
los dominios Ω1 y Ω2 con constantes de Lamé (µ1, λ1) y (µ2, λ2), respectivamente,
y γ1
ν : H(div ; Ω1) → H−1/2(Γ) y γ2

ν : H(div ; Ω2) → H−1/2(Γ) × H−1/2(Σ) son los
operadores de trazas normales correspondientes (ν apunta hacia Ω2 en Γ y hacia el
exterior de Ω2 en Σ).

a) Demuestre que una formulación variacional mixta-dual de (51) se re-
duce a: Hallar σ := (σ1,σ2) ∈ H(div ; Ω1) × H(div ; Ω2), u := (u1,u2) ∈
L2(Ω1)×L2(Ω2), ρ := (ρ1,ρ2) ∈ L2

asim(Ω1)×L2
asim(Ω2), y ξ ∈ H1/2(Γ), tales

que

2∑
i=1

∫
Ωi

C−1
i σi : τ i + b̃(τ , (u,ρ)) + 〈γ1

ν(τ 1)− γ2
ν(τ 2), ξ〉Γ = F(τ ) ,

b̃(σ, (v, η)) + 〈γ1
ν(σ1)− γ2

ν(σ2),λ〉Γ = G(v, η,λ),
(52)
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para todo τ := (τ 1, τ 2) ∈ H(div ; Ω1)×H(div ; Ω2), v := (v1,v2) ∈ L2(Ω1)×
L2(Ω2), η := (η1, η2) ∈ L2

asim(Ω1)×L2
asim(Ω2), y λ ∈ H1/2(Γ), donde b̃ es una

forma bilineal, 〈·, ·〉Γ denota la paridad dual entre H−1/2(Γ) y H1/2(Γ), y F y
G son funcionales lineales y acotados que dependen de f1, f2, gΓ y gΣ.

b) Escriba (52) en la forma requerida por el Teorema de Babuška-Brezzi, iden-
tificando claramente los espacios H y Q involucrados, las formas bilineales
a : H × H → R y b : H × Q → R resultantes, y los operadores lineales in-
ducidos por ellas. Concluya luego que este problema posee una única solución
(σ, (u,ρ, ξ)) ∈ H ×Q, la cual depende continuamente de los datos.

42. Sean X1, M1, X2, M2 y Q espacios de Hilbert reales, y defina el espacio producto
H := X1 × M1 × X2 × M2. A su vez, considere operadores A1 ∈ L(X1, X1),
B1 ∈ L(X1,M1), A2 ∈ L(X2, X2), B2 ∈ L(X2,M2), y B ∈ L(H,Q), y defina los
operadores matriciales A : H → H y T : H ×Q→ H ×Q como:

A :=


A1 B∗1
B1 0

A2 B∗2
B2 0


y

T :=

(
A B∗

B 0

)
.

a) Aplique la teoŕıa de Babuška-Brezzi para establecer condiciones necesarias y
suficientes que garanticen la biyectividad de T .

b) Establezca un esquema de Galerkin asociado al operador T y demuestre la
estimación de Cea correspondiente.

43. En la formulación mixta del problema de elasticidad lineal en R2 con condiciones
de contorno de Dirichlet aparece la forma bilineal b : H ×Q→ R dada por

b(τ , (v, η)) :=

∫
Ω

v · div τ +

∫
Ω

τ : η ∀ (τ , (v, η)) ∈ H ×Q ,

donde H := H(div; Ω) y Q := Q1 ×Q2, con Q1 := [L2(Ω)]2 y Q2 := [L2(Ω)]2×2
asim.

Notar que b puede descomponerse como b(τ , (v, η)) = b1(τ ,v) + b2(τ , η), donde
b1 : H ×Q1 → R y b2 : H ×Q2 → R están dadas por

b1(τ ,v) :=

∫
Ω

v · div τ y b2(τ , η) :=

∫
Ω

τ : η .

a) Sean Hh, Q1,h y Q2,h subespacios de elementos finitos de H, Q1 y Q2, res-
pectivamente, y suponga que existen operadores Πi,h : H → Hh, i ∈ {1, 2},
uniformemente acotados (con respecto a h), tales que para todo τ ∈ H:

i) b1(τ − Π1,h(τ ),vh) = 0 ∀vh ∈ Q1,h,
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ii) b1(Π2,h(τ ),vh) = 0 ∀vh ∈ Q1,h,

iii) b2(τ − Π1,h(τ )− Π2,h(τ ), ηh) = 0 ∀ ηh ∈ Q2,h.

Demuestre que existe β > 0, independiente de h, tal que

sup
τ h∈Hh\{0}

b(τ h, (vh, ηh))

‖τ h‖H
≥ β ‖(vh, ηh)‖Q ∀ (vh, ηh) ∈ Qh := Q1,h ×Q2,h .

b) Sean Hh y Q1,h subespacios dados, y Π1,h : H → Hh un operador espećıfico,
uniformemente acotado, tales que la parte i) de a) se verifica. A su vez, sean Xh

y Mh subespacios de elementos finitos de [H1(Ω)]2 y L2
0(Ω), respectivamente, y

suponga que para cada par (Fh, Gh) ∈ X ′h×M ′
h, el siguiente esquema verifica,

uniformemente con respecto a h, las hipótesis de la teoŕıa de Babuška-Brezzi
discreta: Hallar (uh, ph) ∈ Xh ×Mh tal que∫

Ω

∇uh : ∇wh +

∫
Ω

ph div wh = Fh(wh) ∀wh ∈ Xh ,∫
Ω

qh div uh = Gh(qh) ∀ qh ∈Mh .

(53)

En particular, dado τ ∈ H, considere Fh ≡ 0 y

Gh(qh) :=

∫
Ω

(
τ − Π1,h(τ )

)
: S(qh) , con S(qh) :=

(
0 qh
−qh 0

)
∈ Q2 ,

y, bajo el supuesto que Hh contiene a curlXh, defina Π2,h(τ ) := curl uh.
Demuestre entonces que Π2,h : H → Hh es uniformemente acotado y satisface
ii) de la parte a). Además, suponga que Q2,h está contenido en S(Mh), y
demuestre, integrando por partes en la segunda ecuación de (53), que la parte
iii) de a) también se verifica.

44. Establezca fundadamente la veracidad o no de las siguientes afirmaciones:

i) En una formulación mixta t́ıpica con formas bilineales a y b, la elipticidad de
a en el kernel de b es una condición necesaria para la unicidad de la solución.

ii) Para cada tensor σ ∈ H(div; Ω) cuya componente normal se anula en un sub-
conjunto de medida no nula de la frontera Γ, se tiene que ‖σ‖div;Ω es equivalente
a ‖σ0‖div;Ω, donde σ = σ0 + c I, con σ0 ∈ H0 y c ∈ R.

iii) En una formulación mixta t́ıpica con formas bilineales a y b, las condiciones
inf-sup continua y discreta de b son equivalentes cuando los espacios son todos
de dimensión finita.

45. Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera Γ de clase C0,1 y vector normal respec-
tivo dado por n. Entonces, dados f ∈ L2(Ω), g ∈ H−1/2(Γ), y constantes κ1, κ2 ∈ R,
κ2 6= 0, considere el problema de Neumann:

−∆u + κ1

n∑
j=1

∂u

∂xj
+ κ2 u = f en Ω , ∇u · n = g en Γ . (54)
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En lo que sigue, γ0 : H1(Ω) → H1/2(Γ) es la aplicación de trazas y 〈·, ·〉 denota la
paridad dual entre H−1/2(Γ) y H1/2(Γ).

a) Introduzca las incógnitas auxiliares σ := ∇u en Ω y ξ := −γ0(u) en Γ,
y demuestre que, eliminando u, la formulación variacional mixta de (54) se
reduce a: Hallar (σ, ξ) ∈ H ×Q tal que

a(σ, τ ) + b(τ , ξ) = F (τ ) ∀ τ ∈ H ,
b(σ, λ) = G(λ) ∀λ ∈ Q , (55)

donde H := H(div; Ω), Q := H1/2(Γ), y a : H × H → R, b : H × Q → R,
F ∈ H ′, y G ∈ Q′ están definidos, para cada σ, τ ∈ H y λ ∈ Q, por

a(σ, τ ) :=

∫
Ω

{
σ · τ +

1

κ2

div σ div τ − κ1

κ2

n∑
j=1

σj div τ
}
,

b(τ , λ) := 〈τ · n, λ〉 , F (τ ) := − 1

κ2

∫
Ω

f div τ , y G(λ) := 〈g, λ〉 .

b) Aplique la Teoŕıa de Babuška-Brezzi para demostrar que, para cada par (κ1, κ2)
∈ R2 tal que κ2 > 0 y |κ1| < 2√

n
min

{
1, κ2

}
, el problema (55) posee una única

solución, la cual depende continuamente de los datos f y g. A su vez, defina
el esquema de Galerkin asociado a (55) y establezca la estimación de Cea
correspondiente en términos de κ1 y κ2.

46. Sea Ω un abierto acotado y conexo de Rn de clase C0,1, y sea H−1(Ω) (resp.
[H−1(Ω)]n) el dual de H1

0 (Ω) (resp. [H1
0 (Ω)]n).

a) Utilice que [C∞0 (Ω)]n es denso en [H1
0 (Ω)]n para extender el gradiente distribu-

cional ∇ : L2(Ω)→ [D′(Ω)]n a un operador ∇ ∈ L(L2(Ω), [H−1(Ω)]n).

b) Sea B := R∇ ∈ L(L2(Ω), [H1
0 (Ω)]n), donde R : [H−1(Ω)]n → [H1

0 (Ω)]n es la
aplicación de Riesz respectiva, y encuentre expĺıcitamente el operador adjunto
B∗ : [H1

0 (Ω)]n → L2(Ω).

c) Asuma que existe C > 0 tal que dist(v, S) ≤ C ‖B(v)‖ ∀ v ∈ L2(Ω), donde
S := 〈

{
1
}
〉, y luego haga uso de resultados clásicos de análisis funcional para

probar que el operador div : V ⊥ → L2
0(Ω) es un isomorfismo, donde

V :=
{

v ∈ [H1
0 (Ω)]n : div v = 0

}
, [H1

0 (Ω)]n = V ⊕ V ⊥ ,

y

L2
0(Ω) :=

{
p ∈ L2(Ω) :

∫
Ω

p = 0
}
.

47. Sea Ω un dominio anular de R2 con fronteras interior y exterior, ambas Lipschitz
continuas, dadas por Σ y Γ, respectivamente, y considere datos f ∈ [L2(Ω)]2 y
g ∈ [H−1/2(Γ)]2. El Problema de Stokes con condiciones de contorno mixtas
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consiste en hallar la velocidad u := (u1, u2)t y la presión p de un fluido que ocupa
la region Ω, tal que

−µ∆ u + ∇p = f en Ω ,
div u = 0 en Ω ,

µ∇u · n − pn = g en Γ ,
u = 0 en Σ ,

(56)

donde µ > 0 es la viscosidad del fluido y n es el vector normal a Γ. Introduzca
las incógnitas auxiliares ϕ := −u en Γ y σ := µ∇u − p I en Ω, donde I es la
matriz identidad en R2×2, luego elimine p, y finalmente aplique la Teoŕıa de Babuška
-Brezzi para analizar la solubilidad de la formulación variacional mixta resultante.

48. Establezca fundadamente la veracidad o no de las siguientes afirmaciones:

i) En una formulación mixta t́ıpica con formas bilineales a y b, la elipticidad de a
en el kernel discreto Vh de b es consecuencia de la elipticidad de a en el kernel
continuo V de b, sólo cuando Vh ⊆ V .

ii) El operador de interpolación de Raviart-Thomas Πk
h : H(div; Ω) ∩ Z → Hk

h es
acotado si ambos espacios se proveen de la norma ‖ · ‖div;Ω.

49. Dados f ∈ L2(Ω) y g ∈ H−1/2(Γ), donde Ω es un dominio poligonal de R2 con
frontera Γ y vector normal ν, el esquema de Galerkin para la formulación mixta del
problema de Poisson respectivo con condiciones de contorno de Neumann, se reduce
a: Hallar (σh, (uh, ξh)) ∈ Hh × (Qu

h ×Q
ξ
h) tal que∫

Ω

σh · τ h +

∫
Ω

uh div τ h + 〈τ h · ν, ξh〉Γ = 0 ,∫
Ω

vh divσh + 〈σh · ν, λh〉Γ = −
∫

Ω

fvh + 〈 g, λh〉Γ ,
(57)

para todo (τ h, (vh, λh)) ∈ Hh × (Qu
h × Qξ

h), donde 〈·, ·〉Γ es la paridad dual en-

tre H−1/2(Γ) y H1/2(Γ), y Hh, Q
u
h y Qξ

h son subespacios de elementos finitos de
H(div; Ω), L2

0(Ω) y H1/2(Γ), respectivamente. En particular, dada una triangular-
ización Th de Ω y un entero k ≥ 0, defina

Hh :=
{
τ h ∈ H(div; Ω) : τ h|K ∈ RTk(K) ∀K ∈ Th

}
,

Qu
h :=

{
vh ∈ L2

0(Ω) : vh|K ∈ Pk(K) ∀K ∈ Th
}
,

Φh :=
{
τ h · ν|Γ : τ h ∈ Hh

}
,

y suponga que existen constantes c̃, β̃ > 0, independientes de h, y un operador lineal
Lh : Φh → Hh, tales que ‖Lh(φh)‖div;Ω ≤ c̃ ‖φh‖−1/2,Γ ∀φh ∈ Φh, divLh(φh) ∈
P0(Ω) ∀φh ∈ Φh, Lh(φh) · ν = φh en Γ ∀φh ∈ Φh, y

sup
φh∈Φh
φh 6=0

〈φh, λh〉Γ
‖φh‖−1/2,Γ

≥ β̃ ‖λh‖1/2,Γ ∀λh ∈ Qξ
h .
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Pruebe en este caso que (57) verifica las hipótesis del Teorema de Babuška-Brezzi
discreto.

50. Sean X, M , y Q espacios de Hilbert reales, y defina el espacio producto H :=
X×M . A su vez, considere A1 ∈ L(X,X), B1 ∈ L(X,M), y B ∈ L(H,Q), y defina
los operadores A : H → H y T : H × Q → H × Q según la estructura matricial
dada por:

A :=

(
A1 B∗1
B1 0

)
y T :=

(
A B∗

B 0

)
.

a) Defina el esquema de Galerkin asociado al operador T y luego aplique la teoŕıa
de Babuška-Brezzi discreta para establecer condiciones necesarias y suficientes
que garanticen su solubilidad y estabilidad.

b) Dados un dominio acotado Ω de Rn con frontera Γ de clase C0,1, f ∈ L2(Ω),
g ∈ H1/2(Γ), y K ∈ [C(Ω)]n×n una matriz simétrica y uniformemente definida
positiva, considere el problema de valores de contorno:

− div
(
K∇u

)
= f en Ω , u = g en Γ .

Defina las variables auxiliares t := ∇u y σ := K∇u = K t en Ω, y demuestre
que el operador que representa la formulación mixta resultante tiene la forma de
T con incógnitas t ∈ X := [L2(Ω)]n, σ ∈ M := H(div; Ω), y u ∈ Q := L2(Ω),
y con operadores dados por A1(s) := K s ∀ s ∈ X, B1(s) := −s ∀ s ∈ X,
y B(s, τ ) := − div τ ∀ (s, τ ) ∈ H.

c) Defina subespacios de elementos finitos Xh, Mh, y Qh de X, M , y Q, respectiva-
mente, con los cuales se cumplan las hipótesis deducidas en a).

51. Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera poligonal Γ. Dado f ∈ [L2(Ω)]2, el
esquema de Galerkin para la formulación mixta del Problema de Stokes con
condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas se reduce, luego de eliminar la
incógnita presión, a: Hallar (σh,uh) ∈ Hh ×Qh tal que

1

2µ

∫
Ω

σd
h : τ d

h +

∫
Ω

uh · div τ h = 0 ∀ τ h ∈ Hh∫
Ω

vh · divσh = −
∫

Ω

f · vh ∀vh ∈ Qh ,

(58)

donde µ es la viscosidad cinemática del fluido, y Hh y Qh son, respectivamente,
subespacios de elementos finitos de

H :=

{
τ ∈ H(div; Ω) :

∫
Ω

tr τ = 0

}
y Q = [L2(Ω)]2 .

Defina expĺıcitamente un caso particular de Hh y Qh con los cuales (58) resulta
únicamente soluble, estable y convergente.
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52. Sea Ω un abierto acotado de RN con frontera suave Γ, y sean

H = H(div; Ω) :=
{
τ ∈ [L2(Ω)]N×N : div τ ∈ [L2(Ω)]N

}
y Q := [L2(Ω)]N ,

los espacios de Hilbert con productos interiores y normas inducidas denotadas, re-
spectivamente, por 〈·, ·〉div,Ω, 〈·, ·〉0,Ω, ‖ · ‖div,Ω y ‖ · ‖0,Ω. Considere el operador
P : H → H que a cada σ ∈ H le asigna P (σ) = σ̄, donde (σ̄, ū) ∈ H × Q es
solución del problema∫

Ω

σ̄ : τ +

∫
Ω

ū · div τ = 0 ∀ τ ∈ H ,∫
Ω

v · div σ̄ =

∫
Ω

v · divσ ∀v ∈ Q .
(59)

a) Aplique la teoŕıa de Babuška-Brezzi para demostrar que P está bien definido
y que P ∈ L(X).

b) Defina el subespacio cerrado de H dado por

V :=
{
τ ∈ H : div τ = 0 en Ω

}
,

y pruebe que V = N(P ), P 2 = P , y H = V ⊕ R(P ).

c) Deduzca a partir de b) que V ⊥ = R(P ) (ortogonalidad en H), y muestre que
existe una constante C ≥ 1 tal que

‖τ‖div,Ω ≤ C ‖div τ‖0,Ω ∀ τ ∈ V ⊥ ,

concluyendo aśı que ‖ · ‖div,Ω y ‖div · ‖0,Ω son equivalentes en V ⊥.

53. Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera Γ = Γ̄D ∪ Γ̄N tal que ΓD ∩ ΓN = ∅
and |ΓD| > 0, y sea ν el vector normal a Γ. Dados f ∈ [C(Ω̄)]n y g ∈ H1/2(ΓD), el
problema de Darcy con presión dependiente de la porosidad consiste en encontrar
la velocidad u y la presión p de un fluido, tales que:

u = p f + ∇p en Ω , div u = 0 en Ω ,

p = g en ΓD , u · ν = 0 en ΓN .
(60)

a) Demuestre que la formulación variacional mixta de (60) se reduce a: Hallar
(u, p) ∈ H ×Q tal que

a(u,v) + b(v, p) = 〈v · ν, g〉D +

∫
Ω

p f · v ∀v ∈ H ,

b(u, q) = 0 ∀ q ∈ Q ,
(61)

donde H :=
{

v ∈ H(div; Ω) : v · ν = 0 en ΓN

}
, Q := L2(Ω), a :

H ×H → R y b : H ×Q→ R son las formas bilineales dadas por

a(u,v) :=

∫
Ω

u · v y b(v, q) :=

∫
Ω

q div v ∀u, v ∈ H , ∀ q ∈ Q ,

y 〈·, ·〉D denota la paridad dual de H−1/2(ΓD) y H1/2(ΓD).
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b) Demuestre que (61) puede re-escribirse, equivalentemente, como una ecuación
de punto fijo de la forma (u, p) = T (u, p), donde, gracias a la Teoŕıa de
Babuška-Brezzi, T : H × Q → H × Q es un operador no-lineal bien definido.
De hecho, utilice el principio de superposición para darse cuenta que en realidad
T es una aplicación af́ın. Luego, aplique el Teorema del Punto Fijo de Banach
para concluir que si ‖f‖∞,Ω := sup

x∈Ω
‖f(x)‖ es suficientemente pequeño, entonces

el problema (61) tiene una única solucion. Pruebe en tal caso que existe C > 0,
dependiente de ‖f‖∞,Ω, tal que

‖u‖div,Ω + ‖p‖0,Ω ≤ C ‖g‖1/2,ΓD .

c) Defina un esquema de Galerkin estable para el problema en a) y establezca las
cotas de error a priori y razones de convergencia correspondientes.

54. Sean ΩB y ΩD dominios acotados y simplemente conexos de R2 con fronteras
Lipschitz-continuas tales que ∂ΩB ∩ ∂ΩD =: Σ 6= ∅, y sea Ω := ΩB ∪ Σ ∪ ΩD

con frontera Γ = ∂Ω separada en ΓB y ΓD. Entonces, dados fB ∈ L2(ΩB) y
fD ∈ L2(ΩD), el Problema Acoplado de Brinkman-Darcy consiste en hallar
velocidades uB y uD, y presiones pB y pD, tales que

αuB − µ∆ uB + ∇pB = fB en ΩB ,
div uB = 0 en ΩB ,

µuD + ∇pD = fD en ΩD ,
div uD = 0 en ΩD ,

uB · n − uD · n = 0 en Σ ,
pB − pD = 0 en Σ ,

uB · n = 0 en ΓB ,
uD · n = 0 en ΓD ,

(62)

donde ν > 0 es la viscosidad cinemática del fluido, µ > 0 es una constante que
depende de la viscosidad y de la permeabilidad del medio poroso ΩD, y α > 0 es
un parámetro usualmente de gran tamaño. Deduzca una formulación completa-
mente mixta de (62), y analice su solubilidad continua y discreta. Si es necesario,
introduzca condiciones de contorno adicionales.

55. Sea Ω un abierto suave de Rn con frontera Γ, y denote por 〈·, ·〉div ;Ω y 〈·, ·〉1,Ω los
productos escalares usuales de H(div ; Ω) y H1(Ω), respectivamente. Entonces, da-
dos f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(Γ), y constantes a, b ∈ R, considere el problema variacional:
Hallar (σ, u, φ) ∈ H(div ; Ω)×H1(Ω)×H1

0 (Ω) tal que

〈σ, τ 〉div ,Ω + 〈u, v〉1,Ω − a

∫
Ω

φ v =

∫
Ω

f div τ ,∫
Ω

∇φ · ∇ψ − b

∫
Ω

φψ − b

∫
Ω

∇u · ∇ψ =

∫
Γ

g ψ ,

(63)

para todo (τ , v, ψ) ∈ H(div ; Ω)×H1(Ω)×H1
0 (Ω).
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a) Introduzca operadores S := (S1, S2) : H1
0 (Ω) −→ H(div ; Ω) × H1(Ω) y S̃ :

H1
0 (Ω) × H1(Ω) −→ H1

0 (Ω), bien definidos, tales que (63) se reduzca equiva-
lentemente a la ecuación de punto fijo: Hallar φ ∈ H1

0 (Ω) tal que T (φ) = φ,

donde T (φ) := S̃(φ, S2(φ)) ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

b) Demuestre que existen constantes C(a), C(b) ≥ 0 tales que

‖S1(φ)− S1(ϕ)‖div ;Ω + ‖S2(φ)− S2(ϕ)‖1,Ω ≤ C(a) ‖φ− ϕ‖0,Ω ,

‖S̃(φ, u)− S̃(ϕ,w)‖1,Ω ≤ C(b)
{
‖φ− ϕ‖0,Ω + |u− w|1,Ω

}
,

para todo φ, ϕ ∈ H1
0 (Ω), u, w ∈ H1(Ω).

c) Deduzca a partir de a) y b) que existe una constante C(a, b) ≥ 0 tal que

‖T (φ)− T (ϕ)‖1,Ω ≤ C(a, b) ‖φ− ϕ‖0,Ω ∀φ, ϕ ∈ H1
0 (Ω) ,

pruebe luego que T es compacto, y concluya finalmente que para a y b sufi-
cientemente pequeños, el problema original (63) posee una única solución.

56. Sea Ω un abierto suave de Rn con frontera Γ, y denote por 〈·, ·〉div ;Ω y 〈·, ·〉1,Ω
los productos escalares usuales de H(div ; Ω) y H1(Ω), respectivamente. A su vez,
sea 〈·, ·〉Γ la paridad dual de H−1/2(Γ) con H1/2(Γ). Entonces, dados f ∈ L2(Ω),
g ∈ H−1/2(Γ), y constantes a, b ∈ R, considere el problema variacional: Hallar
(σ, u, φ) ∈ H(div ; Ω)×H1(Ω)×H1

0 (Ω) tal que

〈σ, τ 〉div ,Ω + 〈u, v〉1,Ω − a

∫
Ω

φ v =

∫
Ω

f div τ ,∫
Ω

∇φ · ∇ψ − b
n∑
i=1

∫
Ω

{
φ − u +

∂u

∂xi

}
∂ψ

∂xi
= 〈g, ψ〉Γ ,

(64)

para todo (τ , v, ψ) ∈ H(div ; Ω)×H1(Ω)×H1
0 (Ω).

i) Introduzca operadores S := (S1, S2) : H1
0 (Ω) −→ H(div ; Ω) × H1(Ω) y S̃ :

H1
0 (Ω) × H1(Ω) −→ H1

0 (Ω), bien definidos, tales que (64) se reduzca equiva-
lentemente a la ecuación de punto fijo: Hallar φ ∈ H1

0 (Ω) tal que T (φ) = φ,

donde T (φ) := S̃(φ, S2(φ)) ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

ii) Demuestre que existen constantes C(a), C(b) ≥ 0 tales que

‖S1(φ)− S1(ϕ)‖div ;Ω + ‖S2(φ)− S2(ϕ)‖1,Ω ≤ C(a) ‖φ− ϕ‖0,Ω ,

‖S̃(φ, u)− S̃(ϕ,w)‖1,Ω ≤ C(b)
{
‖φ− ϕ‖0,Ω + ‖u− w‖1,Ω

}
,

para todo φ, ϕ ∈ H1
0 (Ω), u, w ∈ H1(Ω).

iii) Deduzca a partir de i) y ii) que existe una constante C(a, b) ≥ 0 tal que

‖T (φ)− T (ϕ)‖1,Ω ≤ C(a, b) ‖φ− ϕ‖0,Ω ∀φ, ϕ ∈ H1
0 (Ω) ,

pruebe luego que T es compacto, y concluya finalmente que para a y b sufi-
cientemente pequeños, el problema original (63) posee una única solución.
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57. Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera suave Γ, y sean

H1
0(Ω) :=

{
v ∈ H1(Ω) : v = 0 en Γ

}
, H1

0(Ω) := [H1
0(Ω)]n , L2(Ω) := [L2(Ω)]n ,

L2(Ω) := [L2(Ω)]n×n , H(div; Ω) :=
{
τ ∈ L2(Ω) : divτ ∈ L2(Ω)

}
,

cuyas normas respectivas son ‖ ·‖1,Ω, ‖ ·‖0,Ω y ‖ ·‖div ;Ω. Entonces, dados f ∈ L2(Ω)
y parámetros κ1 y κ2 a ser elegidos convenientemente, una formulación mixta
simplificada del problema de Navier-Stokes consiste en: Hallar (σ,u) ∈ H :=
H(div ; Ω)×H1

0(Ω) tal que

A((σ,u), (τ ,v)) + B(u; (σ,u), (τ ,v)) = F (τ ,v) ∀ (τ ,v) ∈ H , (65)

donde A, B, y F están definidos por

A((σ,u), (τ ,v)) :=

∫
Ω

σ : τ + κ1

∫
Ω

divσ · div τ +

∫
Ω

u · div τ

−
∫

Ω

v · divσ + κ2

∫
Ω

{
∇u− σ

}
: ∇v ,

B(w; (σ,u), (τ ,v)) :=

∫
Ω

(w ⊗ u) :
{
τ − κ2∇v

}
,

F (τ ,v) := −κ1

∫
Ω

f · div τ +

∫
Ω

f · v ,

para todo w ∈ H1
0(Ω), (σ,u), (τ ,v) ∈ H. Notar aqúı que, dados vectores w, u y

tensores ζ, τ , se definen w ⊗ u := (wi uj)
n
i,j=1 y ζ : τ :=

n∑
i,j=1

ζij τij.

a) Demuestre que para κ1 > 0 y κ2 ∈ (0, 2), la forma bilineal A es eĺıptica en H
con una constante α dependiente de ambos parámetros.

b) Aplique la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la inyección continua de H1(Ω)
en L4(Ω) := [L4(Ω)]n para deducir la existencia de c(Ω, κ2) > 0 tal que∣∣B(w; (σ,u), (τ ,v))

∣∣ ≤ c(Ω, κ2) ‖w‖1,Ω ‖u‖1,Ω ‖(τ ,v)‖H .

c) Pruebe que existe r > 0 tal que para cada w ∈ V(r) :=
{

w ∈ H1
0(Ω) :

‖w‖1,Ω ≤ r
}

, existe un único (σ,u) ∈ H tal que

A((σ,u), (τ ,v)) + B(w; (σ,u), (τ ,v)) = F (τ ,v) ∀ (τ ,v) ∈ H . (66)

En tal caso defina el operador S : V(r) −→ H1
0(Ω) por S(w) := u, y deduzca

la dependencia continua de (66) (según el Lema de Lax-Milgram).
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d) Observe que (65) puede reformularse equivalentemente como la ecuación de
punto fijo: Hallar u ∈ V(r) tal que S(u) = u, y luego aplique la elipticidad
de la forma bilineal A(·, ·) + B(w; ·, ·) y el Teorema de Banach, para concluir
que, bajo adecuadas hipótesis sobre f , el problema (65) tiene una única solución
(σ,u) ∈ H con u ∈ V(r).

58. Sean (H, 〈·, ·〉H) y (Q, 〈·, ·〉Q) espacios de Hilbert tales que H ⊆ Q, y suponga que
existe A ∈ L(H,Q) such that

〈ζ, τ 〉H = 〈ζ, τ 〉Q + 〈A(ζ), A(τ )〉Q ∀ ζ, τ ∈ H .

A su vez, dados σ ∈ H y {Hn}n∈N una familia de subespacios de dimension finita
de H, considere para cada n ∈ N una aproximación σn ∈ Hn de σ tal que

sup
n∈N
‖σ − σn‖Q < +∞ .

Luego, asuma que A(σ) es conocido expĺıcitamente, y defina una aproximación
postprocesada de σ como el único elemento σ∗n ∈ Hn (si es que existe) tal que

〈σ∗n, τ n〉H = 〈σn, τ n〉Q + 〈A(σ), A(τ n)〉Q ∀ τ n ∈ Hn .

Pruebe que σ∗n está efectivamente bien definido y concluya que

‖σ − σ∗n‖H ≤ ‖σ − Πn(σ)‖H + ‖σ − σn‖Q ,

donde Πn : H −→ Hn es el proyector ortogonal.

36


