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1. Introducción

1.1 Sea X un espacio vectorial normado y sea S := {x ∈ X : ‖x‖ = 1}. Pruebe que S es
completo si y sólo si X es Banach.

1.2 Sean I := (t0, t0 + τ), fj : Ī ×Rn → R, j ∈ {1, . . . , n}, funciones continuas, y considere
el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden: Hallar u := (u1, · · · , un)t ∈
[C1(I)× C(Ī)]n tal que

duj
dt

= fj(t, u1(t), · · · , un(t)) ∀ t ∈ I y

uj(t0) = ηj ∀j ∈ {1, . . . , n},
(1)

donde t0, τ, ηj , j = 1, · · · , n son constantes reales dadas y τ es positivo. Suponga además
que existe M > 0 tal que

|fj(t, z)− fj(t, w)| ≤M‖z − w‖∞ ∀ z, w ∈ Rn, ∀ t ∈ Ī .

Demuestre que (1) tiene una única solución u(t) para todo t ∈ Ī.

1.3 Sea (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert y considere una sucesión {xn}n∈N de H tal que

〈xn, xm〉 =

{
1 si n = m
0 si n 6= m

. Pruebe que

∞∑
n=1

| 〈x, xn〉 |2 ≤ ‖x‖2 ∀x ∈ H . Además,

dada una sucesión de escalares {αn }n∈N, demuestre que
∞∑
n=1

αn xn converge en H si y sólo

si

∞∑
n=1

|αn|2 < +∞.

1.4 Dado Ω abierto de Rn y m ∈ N, se define el espacio de Sobolev de orden m, como

Hm(Ω) :=

{
u ∈ D′(Ω) : ∂αu ∈ L2(Ω) ∀α, |α| ≤ m

}
,

el cual se provee de la norma ‖u‖Hm(Ω) :=

 ∑
|α|≤m

‖∂αu‖2L2(Ω)


1/2

. Asuma que L2(Ω) con

el producto escalar usual 〈u, v〉L2(Ω) :=

∫
Ω
uv dx es un espacio de Hilbert, y demuestre que

Hm(Ω) también lo es.

1.5 Se dice que un espacio de Banach X es uniformemente convexo si para todo ε > 0
existe δ > 0 tal que(

x, y ∈ X , ‖x‖ ≤ 1 , ‖y‖ ≤ 1 y ‖x− y‖ > ε
)
⇒
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ < 1− δ .

Demuestre que todo espacio de Hilbert es uniformemente convexo.
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1.6 ([24], Ejercicio 4.6) El Teorema del Punto Fijo de Brouwer establece que si S
es un subconjunto compacto, convexo, y no vaćıo de un espacio vectorial de dimensión finita,
y T es una aplicación continua de S en S, entonces T tiene al menos un punto fijo. Use este
resultado de Brouwer para demostrar que si X es un espacio de Hilbert de dimensión finita
con producto escalar 〈 ·, · 〉 y norma ‖ · ‖, y si F es una aplicación continua de X en X tal
que, para algún µ > 0, 〈F (u), u〉 ≥ 0 ∀u ∈ X con ‖u‖ = µ , entonces existe u0 ∈ X,
‖u0‖ ≤ µ, tal que F (u0) = 0.

1.7 ([24]) Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera suave Γ, y sea f ∈ [L2(Ω)]2. El
problema de Navier-Stokes, un problema de suma importancia en mecánica de fluidos,
consiste en encontrar el vector de velocidades u := (u1, u2)t y la presión p de un fluido, tales
que

−∆ u +
2∑
j=1

uj
∂u

∂xj
+ ∇p = f en Ω , div u = 0 en Ω ,

u = 0 en Γ ,

∫
Ω
p dx = 0 .

(2)

Defina los espacios H := [H1
0 (Ω)]2, Q := L2

0(Ω) :=

{
q ∈ L2(Ω) :

∫
Ω
q dx = 0

}
, y

demuestre que la formulación débil de (2) se reduce a: encontrar (u, p) ∈ H ×Q tales que:

a(u; u,v) + b(v, p) = f(v) ∀v ∈ H

b(u, q) = 0 ∀ q ∈ Q ,

donde a : H ×H ×H → R, b : H ×Q→ R, y f : H → R, están definidas por

a(w; u,v) :=
2∑
i=1

∫
Ω
∇ui · ∇vi dx +

2∑
i,j=1

∫
Ω
wj

∂ui
∂xj

vi dx ,

b(v, p) := −
∫

Ω
pdiv v dx , f(v) =

∫
Ω

f · v dx .

1.8 ([24]) Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera suave Γ, y sea f ∈ [L2(Ω)]2. El
problema de Stokes corresponde a una versión linealizada del problema de Navier-Stokes
y consiste en encontrar el vector de velocidades u := (u1, u2)t y la presión p de un fluido,
tales que

−∆ u + ∇p = f en Ω , ∇ · u = 0 en Ω ,

u = 0 en Γ ,

∫
Ω
p dx = 0 .

(3)

Utilice el ejercicio anterior para deducir la formulación débil de (3).

1.9 Dado Ω abierto de Rn y p ∈ [1,+∞), se define

Lp(Ω) :=

{
f : Ω→ R : f medible y

∫
Ω
|f |p dx < ∞

}
.
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Puede probarse que Lp(Ω), provisto de la norma ‖f‖Lp(Ω) :=

{∫
Ω
|f |p dx

}1/p

es un espacio

de Banach. Además, dados f ∈ Lp(Ω) y g ∈ Lq(Ω), con 1
p + 1

q = 1, se tiene la desigualdad de
Hölder ∫

Ω
|f g| dx ≤ ‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lq(Ω) .

Entonces, dado m ∈ N se define el Espacio de Sobolev de orden (m, p), como

Wm,p(Ω) :=

{
u ∈ D′(Ω) : ∂αu ∈ Lp(Ω) ∀α, |α| ≤ m

}
,

el cual se provee de la norma ‖u‖Wm,p(Ω) :=

 ∑
|α|≤m

‖∂αu‖pLp(Ω)


1/p

. Demuestre que

Wm,p(Ω) es un espacio de Banach.

1.10 Sea Ω un abierto acotado de R2 y sea T := {T1, T2, ..., TN} una triangularización de
Ω, es decir:

i) T̄j es un triángulo con interior no-vaćıo ∀ j ∈ {1, ..., N},

ii) Ti ∩ Tj = ∅ ∀ i 6= j, y

iii) Ω̄ = ∪{ T̄j : j ∈ {1, ..., N} }.

Defina el subespacio de [L2(Ω)]2

H := { τ ∈ [L2(Ω)]2 : div(τ ) ∈ L2(Tj) ∀ j ∈ {1, ..., N} } ,

donde la pertenencia local div(τ ) ∈ L2(Tj) está dada en el sentido distribucional, es decir
en D′(Tj), lo cual significa que existe zj ∈ L2(Tj) tal que

−
∫
Tj

∇ϕ · τ dx =

∫
Tj

zj ϕdx ∀ϕ ∈ C∞0 (Tj) ,

y en tal caso se escribe zj = div(τ ) en Tj . Demuestre que H provisto de la norma

‖τ‖ :=

 ‖τ‖2[L2(Ω)]2 +
N∑
j=1

‖div(τ )‖2L2(Tj)


1/2

∀ τ ∈ H ,

es un espacio de Hilbert real.

2. Dualidad

2.1 Sea X un espacio vectorial normado y f : X → R un funcional lineal. Pruebe que
f ∈ X ′ si y sólo si N(f), el espacio nulo de f , es un subespacio cerrado de X.

2.2 Sean X un Hilbert sobre K (R o C) y F : X → K un funcional lineal tal que su espacio

nulo N(F ) :=
{
x ∈ X : F (x) = 0

}
no es denso en X. Pruebe que F ∈ X ′ y concluya

aśı que N(F ) es un subespacio cerrado propio de X.
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2.3 Sea V un espacio vectorial normado sobre el cuerpo K (R o C). Demuestre que el dual
V ′ es Banach.

2.4 Sea M un subespacio cerrado propio de un Banach X y sea x0 ∈ X −M . Aplique la
segunda forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach para probar que existen F1, F2 ∈
Mo tales que ‖F1‖ = 1 y F2(x0) = dist(x0,M).

2.5 Sea H un espacio vectorial normado real. Pruebe que si la norma de H satisface

||x+ y||2 + ||x− y||2 = 2
{
||x||2 + ||y||2

}
∀x, y ∈ H,

entonces ella proviene de un producto escalar.

2.6 Sea X := C([0, 1]) provisto de la norma uniforme

‖u‖ := máx { |u(t)| : t ∈ [0, 1] } ∀u ∈ X ,

y dado f ∈ X, fijo, defina el funcional lineal F : X → R como

F (u) :=

∫ 1

0
u(t) f(t) dt ∀u ∈ X .

Demuestre que F ∈ X ′ y ‖F‖ =

∫ 1

0
|f(t)| dt.

Indicación: Para cada n ∈ N considere xn ∈ X dada por xn(t) := un(f(t)) ∀ t ∈ [0, 1],
donde un : R → R es la función continua

un(t) :=


1 si t ≥ 1/n ,
−1 si t ≤ − 1/n ,
n t si − 1/n ≤ t ≤ 1/n ,

y luego use xn para probar que ‖F‖ ≥
∫ 1

0
|f(t)| dt − 1

n
.

2.7 ([4], [30]) Considere un abierto acotado Ω de Rn con frontera Γ suficientemente suave,
y defina el espacio

H(div ; Ω) :=

{
v ∈ [L2(Ω)]n : div v :=

n∑
i=1

∂vi
∂xi

∈ L2(Ω)

}

provisto del producto escalar

〈v, w〉H(div ;Ω) :=

∫
Ω
v · w dx +

∫
Ω

div v div w dx ∀ v, w ∈ H(div ; Ω) .

a) Demuestre que (H(div ; Ω); 〈·, ·〉H(div ;Ω)) es un espacio de Hilbert.

b) Pruebe que para todo g ∈ [L2(Ω)]n existe un único vg ∈ H(div ; Ω) tal que∫
Ω
vg · w dx +

∫
Ω

div vg div w dx =

∫
Ω
g · w dx ∀w ∈ H(div ; Ω) .
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Ind.: Dada v ∈ [L2(Ω)]n, se dice que div v ∈ L2(Ω) si existe z ∈ L2(Ω) tal que

−
n∑
i=1

∫
Ω
vi
∂ϕ

∂xi
dx =

∫
Ω
z ϕ dx ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) .

2.8 ([4], [30]) Considere un abierto acotado Ω de R2 con frontera Γ suficientemente suave,
y defina el espacio

H(rot; Ω) :=

{
v := (v1, v2) ∈ [L2(Ω)]2 : rot v :=

∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2
∈ L2(Ω)

}
provisto del producto escalar

〈v, w〉H(rot;Ω) :=

∫
Ω
v · w dx +

∫
Ω

rot v rotw dx ∀ v, w ∈ H(rot; Ω) .

a) Demuestre que (H(rot; Ω); 〈·, ·〉H(rot;Ω)) es un espacio de Hilbert.

b) Pruebe que para todo g ∈ H(rot; Ω) existe un único vg ∈ H(rot; Ω) tal que∫
Ω
vg · w dx +

∫
Ω

rot vg rotw dx =

∫
Ω

rot g rotw dx ∀w ∈ H(rot; Ω) .

Ind.: Notar que v ∈ H(rot; Ω) si y sólo si (v2,− v1) ∈ H(div ; Ω). También, dada v ∈ [L2(Ω)]2,
se dice que rot v ∈ L2(Ω) si existe z ∈ L2(Ω) tal que

−
∫

Ω
v2

∂ϕ

∂x1
dx+

∫
Ω
v1

∂ϕ

∂x2
dx =

∫
Ω
z ϕ dx ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) .

2.9 Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo C y sea p : X → R tal que

p(αx) = |α| p(x) y p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) ∀α ∈ C , ∀x , y ∈ X .

Además, sean S un subespacio de X y f : S → C un funcional lineal tales que

|f(x)| ≤ p(x) ∀x ∈ S .

Demuestre que f puede extenderse a un funcional lineal F : X → C tal que

|F (x)| ≤ p(x) ∀x ∈ X .

2.10 Pruebe que todo espacio de Hilbert es estrictamente convexo.

2.11 Demuestre que para todo f ∈ (Hm(Ω))′ existen funciones fα ∈ L2(Ω), |α| ≤ m, tales
que

f(v) =
∑
|α|≤m

∫
Ω
fα ∂

α v dx ∀ v ∈ Hm(Ω) .

2.12 Sea X un espacio vectorial normado.

a) Sea Y un subespacio no denso de X. Demuestre que existe un funcional no nulo F ∈ X ′
tal que F (x) = 0 para todo x ∈ Y .
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b) Sean x0, x1 ∈ X tal que x0 6= x1. Pruebe que existe una sucesión {Fn}n∈N ⊆ X ′ tal
que ||Fn|| = ||x0 − x1||n y Fn(x1) = Fn(x0) + ||x1 − x0||n+1 para todo n ∈ N.

2.13 Sea (V, 〈 ·, · 〉) un espacio de Hilbert y sea J : V → R un funcional nolineal. Se dice
que J admite una derivada direccional en v ∈ V , en la dirección ϕ ∈ V , si la expresión
J(v+εϕ)−J(v)

ε admite un ĺımite cuando ε → 0. El valor de este ĺımite se denota DJ(v, ϕ).
Entonces, J se dice diferenciable en el sentido de Gâteaux (o G-diferenciable) en v ∈ V , si
DJ(v, ϕ) existe para todo ϕ ∈ V . Ahora, si J es G-diferenciable en v ∈ V y si DJ(v, ·) ∈ V ′,
se concluye, por el Teorema de Representación de Riesz, que existe un único elemento z ∈ V
tal que DJ(v, ϕ) = 〈z, ϕ〉 ∀ϕ ∈ V . En tal caso, se denota z := J ′(v) y se llama el gradiente
de J en v. A su vez, se dice que J tiene segunda diferencial en el sentido de Gâteaux en v ∈ V ,
en las direcciones ϕ y ψ ∈ V , si la expresión DJ(v+εψ,ϕ)−DJ(v,ϕ)

ε admite un ĺımite cuando
ε→ 0. El valor de este ĺımite se denota D2J(v, ϕ, ψ).

a) Sea Ω un abierto acotado de Rn y considere V := L2(Ω). Defina J0 : V → R por

J0(v) :=

∫
Ω

(v2 + v) ∀ v ∈ V

y calcule J ′0(v) para todo v ∈ V . Qué puede decir de J ′0(v) si J0 se restringe al espacio
de Sobolev H1(Ω) ?

b) Suponga que J es G-diferenciable en (v + αϕ), en la dirección ϕ, para todo α ∈ [0, 1].
Demuestre que existe β ∈ (0, 1) tal que

J(v + ϕ) = J(v) + DJ(v + β ϕ, ϕ) .

c) Suponga que J es α-convexo, esto es, existe α > 0 tal que para todo u, v ∈ V y para
todo β ∈ [0, 1]:

J((1− β)u+ β v) ≤ (1− β) J(u) + β J(v) − α

2
β (1− β) ||u− v||2 .

Además, asuma que J es G-diferenciable en todo v ∈ V . Demuestre que para todo u,
v ∈ V se tiene:

DJ(u, u− v) − DJ(v, u− v) ≥ α ||u− v||2

y

J(v) ≥ J(u) + DJ(u, v − u) +
α

2
||v − u||2 .

d) Suponga que J es G-diferenciable en v ∈ V y que, dada una dirección ϕ ∈ V , D2J(v+
αϕ,ϕ, ϕ) existe ∀α ∈ [0, 1]. Demuestre que hay una constante β ∈ (0, 1) tal que

J(v + ϕ) = J(v) +DJ(v, ϕ) +
1

2
D2J(v + βϕ, ϕ, ϕ) .

2.14 Sea (H, 〈 ·, · 〉) un espacio de Hilbert y sea V un subespacio cerrado de H. El anulador
(o aniquilador) de V se denota por V o y se define como

V o := {F ∈ H ′ : F (x) = 0 ∀x ∈ V } .

Demuestre que
H = V ⊕R(V o) ,

donde R : H ′ → H denota la aplicación de Riesz.
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2.15 Sea X un espacio vectorial normado y sea x0 ∈ X tal que |F (x0) | ≤ C0 para todo
F ∈ X ′ con ||F ||X′ = 1. Demuestre que ||x0|| ≤ C0.

2.16 Sea V un subespacio de un Hilbert (Y, 〈 ·, · 〉) y defina

V ⊥ := {y ∈ Y : 〈y, z〉 = 0 ∀ z ∈ V } .

Si V denota la clausura de V , demuestre que V
⊥

= V ⊥. Concluya que V es denso en Y si y
sólo si V ⊥ = {0}.

2.17

a) Sea S un subconjunto de un Hilbert H y sea M el subespacio cerrado generado por S.
Pruebe que S⊥ es un subespacio cerrado de H, M⊥ = S⊥, y M = (S⊥)⊥.

b) Sea V un subespacio de un Hilbert H. Demuestre que H = V ⊕ V ⊥.

2.18

a) Sea S un subespacio de un Hilbert H. Demuestre que S⊥ = S̄⊥.

b) Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera suave Γ, y considere el espacio de Sobolev
H1(Ω). Encuentre y caracterice un subespacio V de H1(Ω) tal que H1(Ω) = H1

0 (Ω) ⊕
V .

2.19 Sea Ω un abierto acotado de Rn, y sea κ : Ω → R una función continua para la cual
existen constantes M, β > 0, tales que β ≤ κ(x) ≤ M para todo x ∈ Ω. Defina el conjunto

S :=
{
v ∈ H1

0 (Ω) : ‖v‖H1(Ω) ≤ 1
}
,

y demuestre que para todo u ∈ H1
0 (Ω) existe un único g ∈ S tal que∫

Ω
κ(x) ‖∇u(x)−∇g(x)‖2Rn dx = mı́n

v∈S

∫
Ω
κ(x) ‖∇u(x)−∇v(x)‖2Rn dx .

2.20 Sea (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert complejo, y sean u , v ∈ H, u 6= v, tales que
‖u‖ = ‖v‖. Defina w := u− v y considere la proyección ortogonal P : H → S⊥, donde S es
el subespacio generado por w. Demuestre que

P(u) = P(v) =
u+ v

2
+

{
i Im(〈u, v〉)
‖w‖2

}
w .

Qué sucede cuando H es un Hilbert real ? Interprete gráficamente.

2.21 ([4], [30]) Sea Ω := ]0, 1[2⊆ R2 y considere el espacio de Hilbert (H(div; Ω), 〈·, ·〉),
donde

H(div; Ω) := { τ ∈ [L2(Ω)]2 : div(τ ) ∈ L2(Ω) }
y

〈ζ, τ 〉 :=

∫
Ω
ζ · τ dx +

∫
Ω

div(ζ) div(τ ) dx ∀ ζ, τ ∈ H(div; Ω) .

Además, sea S el subespacio de H(div; Ω) dado por

S := {τ : τ (x) = (α+ γ x1, β + γ x2) ∀x := (x1, x2) ∈ Ω; con α, β, γ ∈ R } ,

y sea σ ∈ H(div; Ω) definida por σ(x) = (x1x2, x1 + x2) ∀x := (x1, x2) ∈ Ω. Aplique el
teorema de caracterización respectivo y encuentre la mejor aproximación de σ por elementos
de S, con respecto a la norma inducida por 〈·, ·〉.
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2.22 Sean n ∈ N y X := Mn×n(R), el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden
n con coeficientes reales, provisto del producto escalar 〈A,B〉 := tr(AtB) ∀A, B ∈ X.

a) Demuestre que X = Xsim ⊕ Xasim, donde

Xsim = {A ∈ X : At = A } y Xasim = {A ∈ X : At = −A } .

b) Sea C := (cij)n×n ∈ X tal que cij = 1 ∀ i ≥ j y cij = 0 ∀ i < j. Encuentre las
mejores aproximaciones de C por matrices de Xsim y Xasim, con respecto a la norma
inducida por 〈·, ·〉.

2.23 Sea (X, ‖ · ‖) un espacio vectorial normado y sea {x1, x2, ..., xn} una base de un subes-
pacio U de X.

a) Demuestre que existen F1, F2, ..., Fn ∈ X ′ tales que Fj(xi) = δij ∀ i, j ∈ {1, ..., n}.

b) Pruebe que X = U ⊕ V , donde V := {x ∈ X : Fj(x) = 0 ∀ j ∈ {1, ..., n} }.

2.24

a) Dado (X, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert sobre R con aplicación de Riesz R : X ′ → X,
defina [ ·, · ] : X ′ ×X ′ → R por

[F,G] := 〈R(F ),R(G)〉 ∀F, G ∈ X ′ ,

y pruebe que (X ′, [ ·, · ]) es un espacio de Hilbert.

b) Sea X un espacio vectorial normado sobre R y denote por X ′′ al dual del dual X ′, es
decir

X ′′ :=
{
F : X ′ → R : F es lineal y acotado

}
.

Demuestre que para cada x ∈ X el funcional J(x) : X ′ → R definido por J(x)(F ) :=
F (x) ∀F ∈ X ′ es un elemento de X ′′, y que la aplicación resultante J : X → X ′′ es
inyectiva e isométrica. Luego, utilice a) para probar que si X es un Hilbert entonces J
es biyectiva.

2.25 Sea Ω un abierto acotado de Rn, y sea κ : Ω → R una función continua para la
cual existen constantes M, β > 0, tales que β ≤ κ(x) ≤ M para todo x ∈ Ω. Demuestre,
utilizando algún resultado de dualidad, que para todo f ∈ L2(Ω) existe un único u ∈ H1(Ω)
tal que ∫

Ω

{
κ∇u · ∇v +

1

κ
u v
}

=

∫
Ω
f v ∀ v ∈ H1(Ω) ,

y

‖u‖H1(Ω) ≤

{
M

mı́n
{
β, 1

M

}}1/2

‖f‖L2(Ω) .
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2.26 Dado n ∈ N, considere una partición 0 = t0 < t1 . . . < tn = 1 de Ω := ]0, 1[ y defina
los subespacios de L2(Ω) dados por

H1
n(Ω) :=

{
u ∈ L2(Ω) : u |]tj−1,tj [ ∈ H1(]tj−1, tj [) ∀ j ∈ {1, 2, . . . , n}

}
,

y

Sn :=
{
u ∈ L2(Ω) : u |]tj−1,tj [ es constante ∀ j ∈ {1, 2, . . . , n}

}
.

Entonces, dado u ∈ H1
n(Ω), encuentre su mejor aproximación por elementos de S⊥n con

respecto al producto escalar

〈v, w〉 :=
n∑
j=1

∫ tj

tj−1

pj v w ∀ v, w ∈ H1
n(Ω) ,

donde pj es el polinomio definido por pj(t) := (t − tj−1) ∀ t ∈]tj−1, tj [. Qué sucede con
dicha mejor aproximación si 〈·, ·〉 se reemplaza por

〈〈v, w〉〉 :=
n∑
j=1

∫ tj

tj−1

{
pj v w + v′w′

}
∀ v, w ∈ H1

n(Ω) ?

2.27 Sea Ω un abierto acotado de R2 y sea T un conjunto finito de triángulos T , cuyos
interiores son disjuntos entre śı, tal que Ω̄ = ∪{T : T ∈ T }. Defina

H1
T (Ω) :=

{
u ∈ L2(Ω) : u |T ∈ H1(T ) ∀T ∈ T

}
, y

ST :=
{
u ∈ L2(Ω) : u |T es constante ∀T ∈ T

}
.

Entonces, dado u ∈ H1
T (Ω), encuentre su mejor aproximación por elementos de S⊥T con

respecto al producto escalar

〈v, w〉 :=
∑
T∈T

∫
T

{
v w +∇v · ∇w

}
∀ v, w ∈ H1

T (Ω) .

Qué sucede con dicha mejor aproximación si 〈·, ·〉 se reemplaza por

〈〈v, w〉〉 :=
∑
T∈T

∫
T
v w ∀ v, w ∈ H1

T (Ω) ?

2.28 Sean (X, ‖ · ‖) un espacio vectorial normado y B̄(0, 1) :=
{
x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1

}
su bola unitaria cerrada. A su vez, dados N ∈ N, A ∈ L(X,RN ), y β ∈ RN , se define el
funcional (β · A) : X → R por (β · A)(x) := 〈β, A(x)〉N ∀x ∈ X, donde 〈·, ·〉N es el

producto escalar usual de RN . Demuestre que un vector α de RN pertenece a A
(
B̄(0, 1)

)
si

y sólo si | 〈β,α〉N | ≤ ‖β ·A‖X′ ∀β ∈ RN .
[indicacion: Para la implicación rećıproca razone por contradicción].

2.29 Dados k ∈ N y a, b ∈ R tales que a < b, denote por Pk([a, b]) al espacio de polinomios
de grado ≤ k definidos sobre [a, b]. Equivalentemente, p ∈ Pk([a, b]) si y sólo si existen
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α0, α1, . . . , αk ∈ R tales que p(x) =
k∑
j=0

αj x
j ∀x ∈ [a, b]. Demuestre que para cada n ∈ N

existen pn ∈ Pn([a, b]) y δn > 0, tales que

ı́nf
q∈Pn−1([a,b])

∫ b

a
pn(x)

{
xn + q(x)

}
dx ≥ δn .

2.30 Dado k ∈ N, defina los subespacios de dimensión finita de L2(]− π, π[):

Ek := 〈
{
ϕ0, ϕ1, . . . , ϕk

}
〉 y Fk := 〈

{
ψ1, . . . , ψk

}
〉 ,

donde ϕj(x) := cos(jx) y ψj(x) := sin(jx), ∀ j ∈ N ∪ {0}, ∀x ∈] − π, π[. Demuestre
que para cada n ∈ N existen (rn, sn) ∈ En × Fn y εn > 0, tales que

ı́nf
(ϕ,ψ)∈En−1×Fn−1

∫ π

−π

{
rn + sn

}{
ϕn − ϕ + ψn − ψ

}
≥ εn .

3. Operadores Lineales

3.1 Sean (X, 〈 ·, · 〉) un espacio de Hilbert y A ∈ L(X). Demuestre que

‖A‖L(X) = sup
x, z∈X

‖x‖, ‖z‖≤ 1

|〈A(x), z〉| .

3.2 Sean X, Y , Z espacios de Banach y sean A ∈ L(X,Y ), B ∈ L(Z,X). Demuestre
que (AB)′ = B′A′. Suponga que A es invertible y demuestre que A′ también lo es, con
(A′)−1 = (A−1)′.

3.3 [Inverso a izquierda]. Sean X, Y espacios de Banach y sea A ∈ L(X,Y ) tal que
N(A) = {0}. Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Existe B ∈ L(Y,X) tal que BA = I : X → X.

b) R(A) es cerrado y posee un suplemento topológico en Y .

3.4 Sea X el espacio de las funciones continuas sobre [0, 1] provisto de la norma uniforme.
Dados los polinomios pj ∈ X, j ∈ {0, 1, ..., n}, con pj(t) = tj ∀ t ∈ [0, 1], se define el operador
A : X → X como

A(u) :=
n∑
j=0

{∫ 1

0
u(t) pj(t) dt

}
pj ∀u ∈ X .

Demuestre que A ∈ L(X,X) y encuentre expĺıcitamente el operador adjunto A′ : X ′ → X ′.

Ind.: Para todo j ∈ {0, 1, ..., n} defina Fj : X → R por Fj(u) :=

∫ 1

0
u(t) pj(t) dt ∀u ∈ X, y

observe que Fj ∈ X ′.

3.5 Considere dos espacios vectoriales normados X e Y .
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a) Sea A0 ∈ L(X, Y ) tal que A−1
0 ∈ L(Y,X). Demuestre que existe un operador

T0 ∈ L(L(X, Y ),L(Y,X)) tal que T0A0 = A−1
0 y ||T0|| = ||A−1

0 ||/||A0||.

b) Pruebe que si Y es Banach y T ∈ L(L(X, Y ),L(Y ′, X ′)) es un operador biyectivo,
entonces T −1 ∈ L(L(Y ′, X ′),L(X, Y )).

3.6 Sean X,Y espacios de Banach y considere A ∈ L(X,Y ).

a) Demuestre que R(A)0 = N(A′) y que

N(A′) = {0} si y sólo si R(A) = Y.

b) Pruebe que si N(A) = {0} y R(A) = Y , entonces (A′)−1 = (A−1)′.

3.7 Sea M un subespacio cerrado de un espacio vectorial normado X. Pruebe que el ani-
quilador de (XM )′ coincide con M .

3.8 Sean X,Y espacios vectoriales normados y sea T : X ′ → Y ′ un operador lineal cerrado
y biyectivo. Demuestre que T−1 ∈ L(Y ′, X ′).

3.9 Sean X,Y espacios de Banach y A : X → Y un operador lineal. Pruebe que si GA ∈ X ′
∀G ∈ Y ′, entonces A ∈ L(X,Y ).
Ind.: Utilizar el teorema de banach-steinhauss.

3.10 Sea X un espacio de Banach y sea A ∈ L(X,X), con ||A|| < 1. Demuestre que (I+A)
es invertible y que

(I +A)−1 =
∞∑
n=0

(−1)nAn,

donde la serie es absolutamente convergente en L(X,X). Muestre también que

||(I +A)−1|| ≤ 1

1− ||A||
.

3.11 Sean X,Y espacios de Banach y sea T : D(T ) ⊆ X → Y un operador lineal. El grafo
de T se denota por GT y se define como

GT := {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ D(T ), y = Tx}

Suponga que D(T ) y GT son subespacios cerrados de X y X×Y , respectivamente. Demuestre
que T es acotado sobre D(T ).

3.12 Sean X,Y espacios vectoriales normados y T : D(T ) ⊆ X → Y un operador lineal.
Un operador lineal T̃ : D(T̃ ) ⊆ X → Y se dice una extensión de T si D(T ) ⊆ D(T̃ ) y
Tx = T̃ x ∀x ∈ D(T ).
Definición. Se dice que T : D(T ) ⊆ X → Y es la clausura de T , si:

i) T es un operador lineal cerrado

ii) T es una extensión de T
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iii) Si T̃ : D(T̃ ) ⊆ X → Y es cualquier operador con las propiedades i) y ii), entonces T̃
es una extensión de T .

Sean X,Y espacios de Banach, y sea T : D(T ) ⊆ X → Y un operador lineal. Pruebe que T
tiene una clausura T si y sólo si la siguiente condición se satisface

{xn}n∈N ⊆ D(T ), xn → 0 , Txn → y ⇒ y = 0.

3.13 Sea X el espacio de las funciones continuas sobre [0, π] provisto de la norma uniforme.
Dadas las funciones trigonométricas pj , qj ∈ X, j ∈ {0, 1, ..., n}, con pj(t) = sen (jt) y
qj(t) = cos (jt), ∀ t ∈ [0, π], se define el operador A : X → X como

A(u) :=
n∑
j=0

{∫ π

0
u(t) pj(t) dt

}
pj +

n∑
j=0

{∫ π

0
u(t) qj(t) dt

}
qj ∀u ∈ X .

Demuestre que A ∈ L(X,X) y encuentre expĺıcitamente el operador adjunto A′ : X ′ → X ′.

3.14 Sean X,Y espacios de Hilbert y considere A ∈ L(X,Y ). Recuerde que el operador
adjunto de Hilbert de A se denota A∗ : Y → X, donde para cada y ∈ Y , A∗y ∈ X es el
único elemento (dado por Teorema de Representación de Riesz) tal que 〈Ax, y〉Y =
〈x,A∗y〉X ∀x ∈ X .

a) Pruebe nuevamente que A∗ ∈ L(Y,X) y ||A∗|| = ||A||, y deduzca también que (A∗)∗ =
A.

b) Demuestre que A∗ es inyectivo si y sólo si R(A) es denso en Y .

c) Suponga que existe β > 0 tal que ı́nf
z ∈N(A)

||x− z|| ≤ β ||Ax|| ∀x ∈ X , y demuestre

que R(A) = N(A∗)⊥.

d) Pruebe que A∗ = RX A
′R−1

Y , donde RX : X ′ → X y RY : Y ′ → Y denotan las
aplicaciones de Riesz. Concluya además que oN(A′) = N(A∗)⊥.

3.15 Sean U un espacio vectorial normado y V un espacio de Banach. Además, sea P :
U ′ → L(U, V ) un operador lineal cerrado tal que N(P ) es el funcional nulo sobre U y R(P ) =
L(U, V ). Demuestre que existe una constante α > 0 tal que

α ||F ||U ′ ≤ ||P (F )||L(U,V ) ∀F ∈ D(P ) .

3.16 Sean X,Y espacios de Banach y A : X → Y un operador lineal. Pruebe que si GA ∈ X ′
∀G ∈ Y ′, entonces A ∈ L(X,Y ).
Ind.: Hacer una demostración alternativa a la sugerida en el Ejercicio 3.9 utilizando ahora
el Teorema del Grafo Cerrado en vez del Teorema de Banach-Steinhauss.

3.17

a) Sea (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert. Dados n ∈ N, {p1, p2, . . . , pn} ⊆ H y un conjunto
de funcionales {F1, F2, . . . , Fn} ⊆ H ′, se define el operador A : H → H como

A(u) :=
n∑
j=1

Fj(u) pj ∀u ∈ H .

Demuestre que A ∈ L(H,H) y encuentre expĺıcitamente el operador A∗ : H → H.
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b) Sea (H, 〈·, ·〉) el espacio de Hilbert L2(0, 1) provisto del producto escalar

〈u, v〉 :=

∫ 1

0
u(t) v(t) dt ∀u , v ∈ H .

Dados los polinomios pj ∈ H, j ∈ {1, ..., n}, con pj(t) = tj ∀ t ∈ (0, 1), se define el
operador A : H → H como

A(u) :=
n∑
j=1

{∫ 1

0
u(t) pj(t) dt

}
pj ∀u ∈ H .

Demuestre que A es lineal, acotado y autoadjunto, esto es A ∈ L(H,H) y A = A∗.

3.18 Sea M un subespacio cerrado de un Hilbert H. Por el Teorema de Descomposición
Ortogonal, cada x ∈ H puede escribirse únicamente en la forma x = y + z, con y ∈ M y
z ∈ M⊥. El punto y ∈ M se llama la proyección de x en M , y el operador P := X →
M, Px = y, se llama la proyección sobre M . También se denota P := PM y se dice que P
es una proyección.

i) Pruebe que si P es una proyección, entonces P es autoadjunto, P 2 = P , y ‖P‖ = 1 si
P 6= 0.

ii) Pruebe que si P ∈ L(H,H) es autoadjunto y P 2 = P , entonces P es una proyección
sobre algún subespacio cerrado de H.

3.19 ([4], [30]) Sean (H, 〈·, ·〉H) y (Q, 〈·, ·〉Q) espacios de Hilbert, y sea B ∈ L(H,Q) con
espacio nulo V := N(B).

a) Demuestre que sup
v∈H
v 6=0

〈B(v), q〉Q
‖v‖H

= sup
v∈V⊥
v 6=0

〈B(v), q〉Q
‖v‖H

∀ q ∈ Q.

b) Suponga que existe β > 0 tal que sup
v∈V⊥
v 6=0

〈B(v), q〉Q
‖v‖H

≥ β ‖q‖Q ∀ q ∈ Q, y pruebe que

H = R(B∗) ⊕ V .

3.20 [Pseudo-inversa de Moore-Penrose]. Sean X, Y Hilbert, A ∈ L(X,Y ) tal que
R(A) = Y , y sea V = N(A). Dado el operador de proyección ortogonal P : X → V , considere
B : Y → X tal que B(y) = x− P (x) para todo y ∈ Y , donde x ∈ X es tal que A(x) = y.

a) Demuestre que B está bien definido y que B es una biyección lineal y acotada de Y
en V ⊥. Pruebe, además, que B es un inverso a derecha de A, esto es AB(y) = y para
todo y ∈ Y .

b) Defina A0 : V ⊥ → Y como A0(x) = A(x) para todo x ∈ V ⊥, es decir A0 = A|V ⊥ , y
pruebe que A−1

0 = B.

c) Extienda los resultados anteriores al caso en que R(A) es un subespacio cerrado
propio de Y .
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3.21 ([5], [18]) Sea (H, 〈·, ·〉) un Hilbert y sea P ∈ L(H,H), no trivial. Se dice que P es un
proyector si satisface P 2 = P . En tal caso se dice que P es un proyector ortogonal
si además verifica que 〈u, v〉 = 0 ∀u ∈ R(P ), ∀ v ∈ N(P ).

a) Demuestre que si P ∈ L(H,H) es un proyector entonces H = N(P ) ⊕ R(P ) y ‖P‖ ≥
1.

b) Demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) P es un proyector ortogonal.

ii) R(P ) = N(P )⊥.

iii) P es autoadjunto

c) Demuestre que si P ∈ L(H,H) es un proyector ortogonal entonces ‖P‖ = 1.

3.22 [Clausura de operadores]. Sean X e Y Banach. Se dice que un operador lineal
A : D(A) ⊆ X → Y admite una clausura si existe un operador lineal B : D(B) ⊆ X → Y
tal que B es una extensión de A y G(B) = G(A). Demuestre que A admite una clausura si
y sólo si para toda sucesión {xn}n∈N ⊆ D(A) tal que (xn, A(xn))

n→∞→ (0, y), con y ∈ Y ,
se tiene necesariamente que y = 0 [Notar que el presente enunciado es equivalente al del
Ejercicio 3.12].

3.23 Sea (H, 〈·, ·〉) un Hilbert y sea A : D(A) ⊆ H → H un operador lineal tal que D(A)
es denso en H.

a) Sea y ∈ H y suponga que existe ỹ ∈ H tal que

〈A(x), y〉 = 〈x, ỹ〉 ∀x ∈ D(A) .

Demuestre que dicho ỹ es único.

b) Considere el conjunto

D(Ã) := {y ∈ H : existe ỹ ∈ H tal que 〈A(x), y〉 = 〈x, ỹ〉 ∀x ∈ D(A)} ,

y defina el operador Ã : D(Ã)→ H dado por Ã(y) := ỹ ∀ y ∈ H. Demuestre que Ã
es lineal y cerrado.

3.24 ([31]) Sea (H, 〈·, ·〉) un Hilbert y sea P ∈ L(H,H), no trivial, distinto del operador
identidad I : H → H, y tal que P2 = P. El objetivo de este ejercicio es probar que
‖P‖L(H,H) = ‖I−P‖L(H,H), para cuyo efecto proceda como se indica:

a) Sea S un subespacio de dimensión 2 de H y sea Q ∈ L(S, S), no trivial, distinto del
operador identidad I : S → S, y tal que Q2 = Q. Pruebe que S = R(Q)⊕R(I−Q) y
concluya que existen vectores no nulos p, q, r, s ∈ S que satisfacen 〈p, q〉 = 〈r, s〉 = 1,
tales que

Q(v) = 〈q, v〉 p y (I−Q)(v) = 〈s, v〉 r ∀ v ∈ S .
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b) A partir de la identidad v = Q(v) + (I−Q)(v) ∀ v ∈ S, deduzca que ‖p‖2 ‖q‖2 =
‖r‖2 ‖s‖2 = 1 − 〈p, r〉 〈q, s〉 y concluya aśı que

‖Q‖L(S,S) = ‖I−Q‖L(S,S).

c) Dado x ∈ H tal que ‖x‖ = 1, considere el subespacio S generado por los vectores x y
P(x) y defina Q := P|S . Demuestre que Q ∈ L(S, S), observe que la dimensión de S
es ≤ 2, y luego pruebe, usando b), que ‖(I−P)(x)‖ ≤ ‖P‖L(H,H).

d) Concluya, a partir de c), que ‖P‖L(H,H) = ‖I−P‖L(H,H).

3.25 Sea (H, 〈·, ·〉H) un espacio de Hilbert complejo y considere H×H provisto del producto
escalar

〈(u, v), (z, w)〉H×H := 〈u, z〉H + 〈v, w〉H ∀ (u, v) , (z, w) ∈ H ×H .

Además, dado A ∈ L(H,H), defina el operador B : H ×H → H ×H por

B((u, v)) := (ı A(v),− ı A∗(u)) ∀ (u, v) ∈ H ×H .

Demuestre que ‖B‖ = ‖A‖ y que B es autoadjunto.

3.26 Sean E y F espacios de Banach, y sea T : E → F un operador lineal cerrado con
dominio D(T ) e imagen R(T ). Demuestre que son equivalentes:

a) El operador T es inyectivo, y T−1 es acotado sobre R(T ).

b) Existe una constante positiva C tal que ‖Tx‖ ≥ C‖x‖ para todo x ∈ D(T ).

c) R(T ) es cerrado en F , y T es inyectivo.

3.27 Sea Ω un dominio convexo y acotado de R2 con frontera poligonal Γ, y sean 〈·, ·〉L2(Ω)

y 〈·, ·〉H1(Ω) los productos escalares de L2(Ω) y H1(Ω), respectivamente.

a) Pruebe que para todo r ∈ L2(Ω) existe un único z ∈ H1(Ω) tal que

〈z, w〉H1(Ω) = 〈r, w〉L2(Ω) ∀w ∈ H1(Ω) .

b) Deduzca que z es la única solución débil del problema de valores de contorno:

−∆z + z = r en Ω , ∇z · ν = 0 en Γ ,

donde ν es el vector normal sobre Γ, y observe (no lo demuestre) que la convexidad
de Ω garantiza que z ∈ H2(Ω).

c) Defina un operador lineal apropiado y demuestre, utilizando el Teorema del Grafo
Cerrado, que existe C > 0 tal que

‖z‖H2(Ω) ≤ C ‖r‖L2(Ω) ∀ r ∈ L2(Ω) .

3.28 Sea (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert real y sea A ∈ L(H,H) el operador inducido
por una forma bilineal y acotada a : H × H → R. Además, sea Π la proyección ortogonal
de H sobre un subespacio cerrado S, y suponga que existe α > 0 tal que a(v, v) ≥
α 〈v, v〉 ∀ v ∈ S . Demuestre que ΠA : S → S es una biyección lineal.
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3.29 ([21]) Sea (H, 〈 ·, · 〉) un espacio de Hilbert y sean V1, V2, ..., VN subespacios cerrados
mutuamente ortogonales de H, esto es vi ⊥ vj ∀ vi ∈ Vi, ∀ vj ∈ Vj , ∀ i 6= j. Demuestre que
I− P = P1 + P2 + · · ·+ PN , donde P : H −→ V ⊥1 ∩ V ⊥2 ∩ · · · ∩ V ⊥N y Pj : H −→ Vj son los
proyectores ortogonales respectivos.

3.30 Sea Ω un abierto acotado de Rn y considere el espacio de Hilbert V := [L2(Ω)]n×n

sobre R con el producto escalar 〈σ, τ 〉 :=

∫
Ω
σ : τ , donde

σ : τ :=
n∑

i,j=1

σij τij ∀σ := (σij)n×n , τ := (τij)n×n ∈ V .

A su vez, defina el subespacio U := {αA + β B : α , β ∈ R } = 〈 {A,B} 〉 , donde
A := (aij)n×n y B := (bij)n×n están definidos por

aij :=

{
1 si j = i− 1
0 e.o.c.

y bij :=

{
1 si j = i+ 1
0 e.o.c.

.

Encuentre U⊥ y defina expĺıcitamente los proyectores ortogonales sobre U y U⊥. Qué sucede
con estos proyectores si U se reemplaza por 〈 {A,B, I} 〉, donde I es el tensor identidad de V
?

3.31 Sean (H1, 〈·, ·〉1) y (H2, 〈·, ·〉)2 espacios de Hilbert sobre C con normas inducidas ‖·‖1 y
‖ · ‖2, respectivamente, y sea T ∈ L(H1, H2) tal que ‖T (x)‖2 = ‖x‖1 ∀x ∈ H1. Demuestre
que 〈T (x), T (y)〉2 = 〈x, y〉1 ∀x, y ∈ H1.
Ind.: Considere las expresiones nulas ‖T (x+ y)‖2 − ‖x+ y‖2 y ‖T (x+ iy)‖2 − ‖x+ iy‖2.

3.32 Dado Ω un abierto acotado de Rn, defina el operador A : H1(Ω) −→ L2(Ω) por

A(u) :=

N∑
j=1

{∫
Ω
∇u · ∇uj

}
vj ∀u ∈ H1(Ω) ,

donde {u1, u2, ..., uN} ⊆ H1(Ω) y {v1, v2, ..., vN} ⊆ L2(Ω). Demuestre que A es lineal y
acotado y encuentre el operador adjunto A∗.

3.33 Sea X := C[0, 1] provisto de la norma uniforme, y sean {pj}j∈N, {qj}j∈N ⊆ X tales

que la serie

∞∑
j=1

pj(s) qj(t) converge uniformemente a una funcion continuaK : [0, 1]×[0, 1] −→

R, es decir

ĺım
N→+∞

 máx
(s,t)∈[0,1]×[0,1]

∣∣∣∣∣∣K(s, t) −
N∑
j=1

pj(s) qj(t)

∣∣∣∣∣∣
 = 0 .

A su vez, sea Fj ∈ X ′ definido por Fj(u) :=

∫ 1

0
qj(t)u(t) dt ∀u ∈ X. Pruebe que para todo

G ∈ X ′, la serie
∞∑
j=1

G(pj)Fj es convergente en X ′. Identifique el valor del ĺımite respectivo

en términos del adjunto de un operador conveniente.

3.34 ([4], [30]) [La condición inf-sup continua]. Sean (X, 〈·, ·〉X) e (Y, 〈·, ·〉Y ) espacios
de Hilbert y considere A ∈ L(X,Y ). Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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i) A es sobreyectivo.

ii) A∗ : Y → X es inyectivo y de rango cerrado.

iii) Existe α > 0 tal que ‖A∗(y)‖X := sup
x∈X
x 6=0

|〈A(x), y〉Y |
‖x‖X

≥ α ‖y‖Y ∀ y ∈ Y .

iv) Existe un operador B ∈ L(Y,X) tal que AB = I en Y y BA = I − P en X, donde
P : X → N(A) es el proyector ortogonal.

3.35 Dado Ω un abierto acotado de Rn, defina el operador A : H2(Ω) −→ H1(Ω) por

A(u) :=

N∑
j=1

{∫
Ω

∆u∆uj

}
vj ∀u ∈ H2(Ω) ,

donde {u1, u2, ..., uN} ⊆ H2(Ω) y {v1, v2, ..., vN} ⊆ H1(Ω). Demuestre que A es lineal y
acotado y encuentre el operador adjunto A∗.

3.36 Sean (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert sobre C y A : H → H un operador lineal tal que
〈A(x), y〉 = 〈x,A(y)〉 ∀x, y ∈ H. Pruebe que A es acotado.

3.37 Sean V y W subespacios cerrados de un Hilbert (H, 〈·, ·〉), y sean P : H → V y
Q : H →W los proyectores ortogonales respectivos. Demuestre que

〈(Q− P )(x), x〉 ≥ 0 ∀x ∈ H si y sólo si V ⊆W .

3.38 Dado Ω un abierto acotado de Rn, defina el operador A : H1(Ω) −→ H2(Ω) por

A(u) :=
N∑
j=1

{∫
Ω
∇u · ∇uj

}
vj ∀u ∈ H1(Ω)

donde {u1, u2, ..., uN} ⊆ H1(Ω) y {v1, v2, ..., vN} ⊆ H2(Ω). Demuestre que A es lineal y
acotado y encuentre el operador adjunto A∗.

3.39 El presente ejercicio apunta a aplicar la teoŕıa desarrollada para el análisis de la función
spline de interpolación a otras tres situaciones distintas, pero con caracteŕısticas similares.

a) Sean Ω := ]a, b[, n ∈ N, y considere la partición a < t1 < t2 < · · · < tn < b. Además,
sean m ∈ N y α, β > 0. Luego, dado z := (z1, z2, . . . , zn)t ∈ Rn, se pide analizar la
solubilidad del siguiente problema: Hallar u := (u1, u2) ∈ Hm(Ω) × Hm(Ω) tal que
u1(ti) − u2(ti) = zi ∀ i ∈ {1, 2, . . . , n}, y de modo que

α

∫
Ω

(
u

(m)
1 (t)

)2
dt + β

∫
Ω

(
u

(m)
2 (t)

)2
dt

= mı́n
v:=(v1,v2)∈Hm(Ω)×Hm(Ω)

v1(ti)− v2(ti) = zi ∀ i

{
α

∫
Ω

(
v

(m)
1 (t)

)2
dt + β

∫
Ω

(
v

(m)
2 (t)

)2
dt

}

Se genera algún cambio en su análisis si la condición de interpolación se reemplaza por
v1(ti) = v2(ti) = zi ∀ i ? Explique y fundamente.
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b) Sea S un subespacio de dimensión finita N de un Hilbert (H, 〈·, ·〉H), y consideremos
una base {p1, p2, . . . , pN} de S. Además, sea Π : H → S⊥ el proyector ortogonal.
Demuestre que para cada z := (z1, z2, . . . , zN )t ∈ RN existe un único u ∈ H tal que
〈u, pi〉H = zi ∀ i ∈ {1, 2, . . . , N}, y de modo que

‖Π(u)‖H = mı́n
v∈H

〈v,pi〉H = zi ∀ i

‖Π(v)‖H

Deduzca un algoritmo para calcular u.

c) Sean Ω := ]− π, π[ y
(
H1(Ω), 〈·, ·〉1,Ω

)
el espacio de Sobolev de orden 1. A su vez, sea

n ∈ N y considere los conjuntos de funciones {p0, p1, p2, · · · , pn} y {q0, q1, q2, · · · , qn}
definidos por pk(t) := sen(kt) y qk(t) := cos(kt) ∀ t ∈ [−π, π], ∀ k ∈ {0, 1, · · · , n}.
Entonces, dado z := (z0, z1, z2, . . . , zn)t ∈ Rn+1, se pide analizar la solubilidad del
siguiente problema: Hallar u := (u1, u2) ∈ H1(Ω) × H1(Ω) tal que 〈u1, pk〉1,Ω +
〈u2, qk〉1,Ω = zk ∀ k ∈ {0, 1, 2, . . . , n}, y de modo que∫

Ω

(
u′1(t)

)2
dt +

∫
Ω

(
u′2(t)

)2
dt

= mı́n
v:=(v1,v2)∈H1(Ω)×H1(Ω)

〈v1,pk〉1,Ω + 〈v2,qk〉1,Ω = zk ∀ k

{∫
Ω

(
v′1(t)

)2
dt +

∫
Ω

(
v′2(t)

)2
dt

}

3.40 Sea G un subespacio de un espacio vectorial normado X, y sea N un subespacio del
dual de un espacio de Banach reflexivo Y . Demuestre que:

a) dist(f,Go) = sup
x∈G
‖x‖≤1

|f(x)| ∀ f ∈ X ′ .

b) N =
(o
N
)o
.

c) dist(y,oN) = sup
g∈N
‖g‖≤1

|g(y)| ∀ y ∈ Y .

d) dist(g,N) = sup
y∈oN
‖y‖≤1

|g(y)| ∀ g ∈ Y ′ .

3.41 Sea Ω un abierto acotado de R, considere los espacios de Hilbert reales dados por
X := L2(Ω) e Y := R2×2 provistos de los productos escalares

〈u, v〉X :=

∫
Ω
u v ∀u, v ∈ X , 〈A,B〉Y := tr

(
AtB

)
∀A, B ∈ Y ,

y defina el operador A : X → Y por

A(u) :=


∫

Ω
u

∫
Ω
xu∫

Ω
xu

∫
Ω
x2 u

 ∀u ∈ X .
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i) Demuestre que A es lineal y acotado y calcule expĺıcitamente el operador adjunto A∗
y los espacios N(A), R(A), N(A∗) y R(A∗).

ii) Encuentre un subespacio cerrado S de X tal que A|S : S → R(A) sea biyectivo.

iii) Defina Ỹ :=
{
B ∈ Y : Bt = −B

}
y demuestre que existe C > 0 tal que

‖A∗(A)‖X ≥ C ı́nf
B∈Ỹ

‖A−B‖Y ∀A ∈ Y .

iv) Reemplace X := L2(Ω) por X := H1(Ω) con su producto escalar habitual, y recalcule
el operador adjunto A∗.

3.42 Sean X, Y1 e Y2 espacios de Banach sobre K, y sean A1 : D(A1) ⊆ X → Y1 y A2 :
D(A2) ⊆ X → Y2 operadores lineales cerrados. Considere el espacio producto Y := Y1 × Y2

y demuestre que el operador lineal A : D(A) ⊆ X → Y , definido por A(x) := (A1(x), A2(x))
∀x ∈ D(A) := D(A1) ∩ D(A2), también es cerrado. Rećıprocamente, suponga que A :
D(A) ⊆ X → Y es lineal cerrado, y que para toda sucesión {xn}n∈N ⊆ D(A) tal que

{Ai(xn)}n∈N es convergente en Yi, i ∈ {1, 2}, existe una subsucesión {x(1)
n }n∈N ⊆ {xn}n∈N

para la cual {Aj(x(1)
n )}n∈N es convergente en Yj , ∀ j ∈ {1, 2}. Demuestre en tal caso que para

cada i ∈ {1, 2}, Ai|D(A) es cerrado.

3.43 Determine, justificadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

i) Todo operador lineal, acotado y biyectivo de un BanachX en un Banach Y es compacto.

ii) Dados H y Q espacios de Hilbert se tiene que A ∈ L(H,Q) es biyectivo si y sólo si
A∗ ∈ L(Q,H) es biyectivo.

iii) Existen operadores compactos que no son cerrados.

iv) Dados X e Y espacios de Banach, el inverso de un operador lineal, cerrado y biyectivo
A : D(A) ⊆ X → Y , también es cerrado.

v) Dados X e Y espacios de Banach, el inverso de un operador lineal, cerrado y biyectivo
A : D(A) ⊆ X → Y , es acotado.

vi) Dados X e Y espacios de Banach, Y de dimensión finita, y A ∈ L(X,Y ), el rango del
operador adjunto A′ ∈ L(Y ′, X ′) es cerrado.

3.44 Sea Ω := ]0, 1[, considere los espacios de Hilbert reales dados por X = L2(Ω) e

Y = `2(R) :=
{
A := {ak}k∈N : ak ∈ R,

∞∑
k=1

|ak|2 < ∞
}

, provistos de los productos

escalares usuales

〈u, v〉X :=

∫ 1

0
u v ∀u, v ∈ X ,

〈A,B〉Y :=

∞∑
k=1

ak bk ∀A := {ak}k∈N , B := {bk}k∈N ∈ Y,

y defina el operador A : X → Y por

A(u) :=

{
1

k

∫ 1

0
xk u

}
k∈N

∀u ∈ X .
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i) Demuestre que A está bien definido y es lineal y acotado, y luego calcule el operador
adjunto A∗ y los espacios N(A) y R(A∗).

ii) Encuentre un subespacio cerrado S de X tal que A|S : S → R(A) sea biyectivo.

3.45 ([21]) El presente ejercicio apunta a caracterizar la sobreyectividad de un operador
cuyo rango está contenido en un espacio producto, en términos de la sobreyectividad de sus
respectivas componentes.

a) Recuerde primero que, dados m, n ∈ N y un operador lineal B : Rn −→ Rm, el Teorema
de las Dimensiones establece que n = dimN(B) + dimR(B). Luego, suponga que
m = m1 +m2 y que B(x) = (B1(x),B2(x)) ∀x ∈ Rn, donde Bi : Rn −→ Rmi es lineal
para cada i ∈ {1, 2}, y demuestre que B es sobreyectivo si y sólo si

i) B1 y B2 son sobreyectivos. ii) Rn = N(B1) + N(B2).

b) Sean U y V subespacios cerrados de un Hilbert (X, 〈·, ·〉). Pruebe que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) U⊥ ⊆ U + V . ii) X = U + V . iii) U⊥ + V ⊥ ⊆ U + V .

c) Sean X, Y1 e Y2 espacios de Hilbert arbitrarios y defina Y := Y1 × Y2. Luego, sea B ∈
L(X,Y ) tal que B(x) = (B1(x),B2(x)) ∀x ∈ X, donde Bi ∈ L(X,Yi) ∀ i ∈ {1, 2},
y demuestre que B es sobreyectivo si y sólo si

i) B1 y B2 son sobreyectivos. ii) X = N(B1) + N(B2).

3.46 Sean X e Y espacios de Banach para los cuales existe una biyección T ∈ L(X,Y ), y
sea Z un subespacio de X. Pruebe que todo g ∈ Z ′ puede “extenderse” a un G ∈ Y ′ tal que
‖G‖Y ′ ∼= ‖g‖Z′ .

3.47 Sea X un espacio de Banach real y sea a una forma bilineal sobre X, esto es, a :
X ×X → R es una aplicación que satisface:

i) a(αx+ β z, y) = α a(x, y) + β a(z, y) ∀α, β ∈ R, ∀x, y, z ∈ X,

ii) a(x, α y + β z) = α a(x, y) + β a(x, z) ∀α, β ∈ R, ∀x, y, z ∈ X.

En tal caso se define A : X → X ′ como A(x)(y) := a(x, y) ∀x, y ∈ X, el cual se llama
operador lineal inducido por a. Asuma entonces que existen constantes M, m > 0 tales
que

iii) |a(x, y)| ≤ M ‖x‖ ‖y‖ ∀x, y ∈ X, y

iv) a(x, x) ≥ m ‖x‖2 ∀x ∈ X,

y demuestre que A es acotado, inyectivo y de rango R(A) cerrado. Pruebe además que
◦R(A) =

{
0
}

, defina el operador adjunto A′ : (X ′)′ → X ′, y comente bajo qué supuesto
adicional sobre el espacio X podrá concluirse, a partir de las hipótesis i) - iv), que A es
biyectivo.
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3.48 Sean X e Y espacios de Banach reales y sea A : X × Y → R una forma bilineal, esto
es, A satisface:

i) A(αx+ β z, y) = αA(x, y) + βA(z, y) ∀α, β ∈ R, ∀x, z ∈ X , ∀ y ∈ Y,

ii) A(x, α y + β z) = αA(x, y) + βA(x, z) ∀α, β ∈ R, ∀x ∈ X , ∀ y, z ∈ Y.

Asuma adicionalmente que A es acotada y débilmente coerciva, es decir:

iii) existe M > 0 tal que |A(x, y)| ≤ M ‖x‖ ‖y‖ ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y ,

iv) existe α > 0 tal que sup
x∈X
x6=0

A(x, y)

‖x‖
≥ α ‖y‖ ∀ y ∈ Y ,

v) sup
y∈Y
A(x, y) > 0 ∀x ∈ X, x 6= 0,

y defina los operadores lineales A : X → Y ′ y B : Y → X ′ como

A(x)(y) := A(x, y) y B(y)(x) := A(x, y) ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y .

a) Demuestre que A y B están bien definidos y son acotados.

b) Pruebe que A y B son inyectivos y que R(B) es cerrado en X ′.

c) Defina expĺıcitamente los operadores A′ : Y ′′ → X ′ y B′ : X ′′ → Y ′, y deduzca que
B′ es sobreyectivo.

d) Suponga en particular que X e Y son espacios de Hilbert y demuestre en tal caso que
RX ◦ B =

(
RY ◦ A

)∗
, donde RX y RY son las aplicaciones de Riesz respectivas.

Concluya a partir de esta identidad y iv) que A es biyectivo.

3.49 Dado n ∈ N, considere una partición 0 = t0 < t1 . . . < tn = 1 de Ω := ]0, 1[, y defina
el operador lineal A : H1(Ω)→ Rn por

A(u) :=
( ∫ tj

tj−1

{
t u(t) + u′(t)

}
dt
)
j=1,n

∀u ∈ H1(Ω) ,

donde H1(Ω) y Rn se proveen de sus productos escalares usuales. Demuestre que A ∈
L(H1(Ω),Rn), defina expĺıcitamente el operador A∗ : Rn → H1(Ω), y pruebe que ‖A∗‖ ≤
2/
√

3.

3.50 Sea Ω un abierto acotado de R2 y sea T un conjunto finito de triángulos T , cuyos
interiores son disjuntos entre śı, tal que Ω̄ = ∪{T : T ∈ T }. Defina A : H1(Ω)→ RN por

A(u) :=

(∫
T

{
u(x) + x · ∇u(x)

}
dx

)
T∈T

∀u ∈ H1(Ω) ,

donde N es la cardinalidad de T , y los espacios H1(Ω) y RN se proveen de sus productos
escalares usuales. Demuestre que A ∈ L(H1(Ω),RN ) y defina expĺıcitamente el operador
A∗ : RN → H1(Ω).
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3.51 Determine, justificadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas, falsas o
no necesariamente ciertas (a menos que se tenga una hipótesis extra):

i) La suma de dos operadores cerrados es un operador cerrado.

ii) Si X es un Hilbert y A, B ∈ L(X) son autoadjuntos e inyectivos, entonces R(A) =
R(B).

iii) Si X es un espacio vectorial normado y A : X → X ′ es un operador lineal, cerrado y
biyectivo, entonces A−1 es acotado.

iv) Si X e Y son Banach y A : D(A) ⊆ X → Y es un operador lineal cerrado no acotado,
entonces D(A) es un subespacio cerrado propio de X.

v) El adjunto de todo operador lineal, acotado y sobreyectivo de un Hilbert X en un
Hilbert Y es inyectivo.

vi) La suma de un operador acotado con uno cerrado es un operador cerrado.

vii) Si X e Y son espacios vectoriales normados y A : L(X,Y )→ Y ′ es un operador lineal,
cerrado y biyectivo, entonces A−1 es acotado.

viii) Si X e Y son espacios de Banach y A : D(A) ⊆ X −→ Y es un operador lineal cerrado
e inyectivo tal que A−1 : D(A−1) ⊆ Y → X no es acotado, entonces R(A) es un
subespacio cerrado propio de Y .

ix) El teorema del grafo cerrado no puede ser demostrado con el teorema de la aplicación
abierta.

3.52 Sean X e Y espacios de Banach y sea A : D(A) ⊆ X −→ Y un operador lineal
cerrado con D(A) denso en X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) A′ es sobreyectivo, es decir R(A′) = X ′.

b) Existe c ≥ 0 tal que
‖x‖ ≤ c ‖A(x)‖ ∀x ∈ D(A) .

c) N(A) = {θX} y R(A) es cerrado.

3.53 Dado un abierto acotado y simplemente conexo Ω de Rn con frontera suave Γ, considere
los espacios de Hilbert

L2(Ω) :=
{
v : Ω→ R : v medible ,

∫
Ω
v2 < +∞

}
y

H(div; Ω) :=
{
τ ∈ [L2(Ω)]n : div τ ∈ L2(Ω)

}
,

provistos, respectivamente, de los productos interiores

〈v, w〉0,Ω :=

∫
Ω
v w y 〈σ, τ 〉div ,Ω :=

∫
Ω

{
σ · τ + div σ div τ

}
,
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con normas inducidas ‖ · ‖0,Ω y ‖ · ‖div ,Ω. Demuestre que para cada N ∈ N y para cada

conjunto
{
τ 1, τ 2, . . . , τN

}
⊆ H(div; Ω) se tiene que

AN :=

N⋂
n=1

{
div τ : τ ∈ H(div; Ω) , ‖τ − τn‖div ,Ω < n

}
es abierto en L2(Ω) .

3.54 Sean (H, 〈·, ·〉H) y (Q, 〈·, ·〉Q) espacios de Hilbert sobre R con normas inducidas ‖ · ‖H
y ‖ · ‖Q, respectivamente, y sea A : D(A) = H → Q un operador lineal. Suponga que para
cada q ∈ Q existe cq > 0 tal que

|〈q, A(τ )〉Q| ≤ cq ‖τ‖H ∀ τ ∈ H .

Pruebe de dos maneras distintas que A es acotado.

3.55 Sean S1 y S2 subespacios cerrados de un Banach X. Suponga primero que existe una
sucesión {xn}n∈N ⊆ X tal que

dist(xn, S1 ∩ S2) = 1 y ĺım
n→∞

{
dist(xn, S1) + dist(xn, S2)

}
= 0 ,

y concluya que S1 + S2 es un subespacio propio de S1 + S2. Suponga luego que existen un
subespacio S denso en X y una constante c > 0 tal que

dist(x, S1 ∩ S2) ≤ c
{

dist(x, S1) + dist(x, S2)
}

∀x ∈ S ,

y demuestre en tal caso que S1 + S2 es cerrado.

3.56 Sean A y B subespacios cerrados de un Hilbert (H, 〈·, ·〉) sobre R.

6.1) Pruebe que dist(x,A⊥) = sup
a∈A
‖a‖≤1

|〈a, x〉| ∀x ∈ H.

6.2) Demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) A + B es cerrado en H.

b) A⊥ + B⊥ = (A ∩B)⊥.

c) A⊥ + B⊥ es cerrado en H.

d) A + B = (A⊥ ∩B⊥)⊥.

3.57 Sean (H, 〈·, ·〉H) y (Q, 〈·, ·〉Q) espacios de Hilbert sobre R, y sea A : D(A) ⊆ H → Q un
operador lineal tal que D(A) es denso en H. Entonces se introduce el operador adjunto
de A como A∗ : D(A∗) ⊆ Q→ H, donde

D(A∗) :=
{
q ∈ Q : ∃ τ ∗ ∈ H tal que 〈A(τ ), q〉Q = 〈τ , τ ∗〉H ∀ τ ∈ D(A)

}
,

y en tal caso se define A∗(q) = τ ∗ ∀ q ∈ D(A∗).

a) Demuestre que A∗ está bien definido y es un operador cerrado, y luego deduzca el
concepto de autoadjunto cuando H = Q.
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b) Suponga en particular que Q = Q1 ×Q2, donde (Q1, 〈·, ·〉1) y (Q2, 〈·, ·〉2) son también
espacios de Hilbert reales, y que

A(τ ) = (A1(τ ), A2(τ )) ∀ τ ∈ D(A) ,

donde A1 : D(A1) ⊆ H → Q1 y A2 : D(A2) ⊆ H → Q2 son operadores lineales con
D(A1) = D(A2) = D(A) denso en H. Describa los dominios D(A∗1), D(A∗2), y D(A∗)
sólo en términos de A1 y A2, y demuestre que

A∗(q) = A∗1(q1) + A∗2(q2) ∀ q := (q1, q2) ∈ D(A∗1)×D(A∗2) .

Qué relación (si es que) existe entre D(A∗) y D(A∗1) × D(A∗2) ? Deduzca finalmente
que si A es cerrado y sobreyectivo entonces existe c > 0 tal que

‖A∗1(q1) + A∗2(q2)‖H ≥ c ‖q‖Q ∀ q := (q1, q2) ∈ D(A∗1)×D(A∗2) .

4. Problemas Variacionales

4.1 ([10]) Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera suave Γ, y defina V := H2(Ω) ∩
H1

0 (Ω), es decir
V =

{
v ∈ H2(Ω) : v = 0 en Γ

}
.

Demuestre que existe una constante C > 0 tal que

||v||H1(Ω) ≤ C ||∆ v||L2(Ω) ∀ v ∈ V .

Ind.: Dada v ∈ V , defina f = −∆ v ∈ L2(Ω) y aplique el Lema de Lax-Milgram al problema
de valores de contorno: −∆u = f en Ω, u = 0 en Γ.

4.2 ([27]) Sea Ω := (0, 1) y considere el problema de valores de contorno

−(au′)′ + bu = f en Ω
u′(0) = u′(1) = 0 ,

(4)

donde a(x) = x2+2, b(x) = 2+sen(x) y f(x) = 1 ∀x ∈ Ω. Puede probarse que la formulación
débil de (4) consiste en hallar u ∈ H1(Ω) tal que∫ 1

0
(au′v′ + buv)dx =

∫ 1

0
fvdx ∀v ∈ H1(Ω) . (5)

Demuestre que existe un único u ∈ H1(Ω) solución de (5).

4.3 ([27]) Sea H un espacio de Hilbert, y sea {Hn }n∈N una sucesión de subespacios de
dimensión finita de H tal que Hn−1 ⊂ Hn ∀n ∈ N, y ∪n∈NHn es denso en H. Sea B :
H × H → R una forma bilineal acotada y suponga que para todo f ∈ H ′ existe una única
sucesión {un(f) }n∈N ⊆ H tal que

un(f) ∈ Hn , B(un(f), vn) = f(vn) ∀ vn ∈ Hn ,

y ||un(f)|| ≤ C0 ||f || ∀n ∈ N, donde C0 es una constante positiva independiente de n y de
f . Suponga además que para todo f ∈ H ′ existe un único u(f) ∈ H tal que

B(u(f), v) = f(v) ∀ v ∈ H .
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Demuestre que
ĺım

n→+∞
||u(f) − un(f)|| = 0 ∀ f ∈ H ′ .

Ind.: Defina la proyección de Galerkin Pn : H → Hn, donde ∀ v ∈ H, Pnv denota la única
solución de B(Pnv, wn) = B(v, wn) ∀wn ∈ Hn y observe que Pnu(f) = un(f).

4.4 ([26]) Sea Ω un dominio acotado de R2 con frontera suave Γ. Considere el problema de
valores de contorno:

−∆u = f en Ω ,
∂u

∂ν
= g en Γ ,

∫
Ω
u dx = a1 , (6)

donde a1 ∈ R, f ∈ L2(Ω), y g ∈ L2(Γ) satisfacen la condición de compatibilidad∫
Ω
f dx +

∫
Γ
g ds = 0 .

Demuestre que una formulación débil de (6) consiste en: Hallar (u, λ) ∈ H1(Ω)× R tal que∫
Ω
∇u · ∇v dx + λ

∫
Ω
v dx =

∫
Ω
fv dx +

∫
Γ
gv ds ,

µ

∫
Ω
u dx = µa1 ,

para todo (v, µ) ∈ H1(Ω)× R.

4.5 ([24]) Sean V un espacio de Hilbert y a : V × V × V → R una forma trilineal tal
que para todo w ∈ V , la forma bilineal a(w; ·, ·) : V × V → R es acotada. Dado F ∈ V ′,
considere el problema: Hallar u ∈ V tal que

a(u;u, v) = F (v) ∀ v ∈ V . (7)

Suponga que existe α > 0 tal que

a(w; v, v) ≥ α ||v||2V ∀ v, w ∈ V .

Asuma además que existe una constante C0 > 0 tal que para todo w1, w2, u, v ∈ V ,

|a(w1;u, v) − a(w2;u, v)| ≤ C0 ||w1 + w2||V ||u||V ||v||V ||w1 − w2||V .

Encuentre una constante positiva C1 tal que para todo F ∈ V ′, ||F ||V ′ ≤ C1, el problema
(7) admite una única solución.

4.6 ([24], Ejercicio 1.6)

a) El Teorema del Punto Fijo de Brouwer establece que: Dado un subconjunto
S compacto, convexo, y no vaćıo de un espacio vectorial de dimensión finita, y una
aplicación continua T de S en S, entonces T tiene al menos un punto fijo. Use este
resultado de Brouwer para demostrar que si X es un espacio de Hilbert de dimensión
finita con producto escalar 〈 ·, · 〉 y norma || · ||, y si F es una aplicación continua de
X en X tal que, para algún µ > 0, 〈F (u), u〉 ≥ 0 ∀u ∈ X con ||u|| = µ , entonces
existe u0 ∈ X, ||u0|| ≤ µ, tal que F (u0) = 0.
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b) Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera suave Γ, y sea f ∈ [L2(Ω)]2. El problema
de Navier-Stokes, un problema de suma importancia en mecánica de flúıdos, consiste
en encontrar el vector de velocidades u := (u1, u2) y la presión p de un flúıdo, tales
que

−∆ u +

2∑
j=1

uj
∂u

∂xj
+ ∇p = f en Ω , ∇ · u = 0 en Ω , (8)

u = 0 en Γ ,

∫
Ω
p dx = 0 .

Defina los espacios H := [H1
0 (Ω)]2, y

Q := L2
0(Ω) :=

{
q ∈ L2(Ω) :

∫
Ω
q dx = 0

}
.

Demuestre que la formulación débil de (8) se reduce a: encontrar (u, p) ∈ H ×Q tales
que:

a(u; u,v) + b(v, p) = f(v) ∀v ∈ H
b(u, q) = 0 ∀ q ∈ Q ,

(9)

donde a : H ×H ×H → R, b : H ×Q→ R, y f ∈ H ′, están definidas por

a(w; u,v) :=
2∑
i=1

∫
Ω
∇ui · ∇vi dx +

2∑
i,j=1

∫
Ω
wj

∂ui
∂xj

vi dx ,

b(v, p) := −
∫

Ω
p∇ · v dx , f(v) =

∫
Ω

f · v dx .

c) En lo que sigue considere un problema del tipo (9), no necesariamente proveniente de
(8), y asuma que las siguientes hipótesis se cumplen: b es una forma bilineal acotada,
b satisface la condición de Babuška-Brezzi continua, y para cada w ∈ H la aplicación
(u,v)→ a(w; u,v) es también una forma bilineal acotada. A su vez, sea

V :=
{

v ∈ H : b(v, q) = 0 ∀ q ∈ Q
}
.

Demuestre que (9) puede reducirse, equivalentemente, al siguiente problema no-lineal:
hallar u ∈ V tal que

a(u; u,v) = f(v) ∀v ∈ V . (10)

d) Además de lo dicho en c), suponga ahora que: existe una constante α > 0 tal que
a(v; v,v) ≥ α ||v||2 para todo v ∈ V ; V es separable; y para cada v ∈ V , la aplicación
u→ a(u; u,v) es secuencialmente débilmente continua, es decir

un
w−→u ∈ V ⇒ ĺım

n→+∞
a(un; un,v) = a(u; u,v) .

Demuestre que el problema (10) tiene al menos una solución u ∈ V .

Ind.: Muestre primero que existe una sucesión {vn }n∈N en V tal que para todo m ≥ 1
el conjunto {v1,v2, ...,vm} es linealmente independiente, y las combinaciones lineales
finitas de los vn constituyen un conjunto denso en V . Luego, denote por Vm al subes-
pacio de V generado por {v1, ...,vm}, y aplique el método de Galerkin en conjunto con
lo probado en parte a) para construir una sucesión de soluciones aproximantes.
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4.7 ([2]) Sea H un espacio de Hilbert y sea B : H ×H → R una forma bilineal tal que

i) B es simétrica, es decir

B(u, v) = B(v, u) ∀ (u, v) ∈ H ×H .

ii) B es acotada, es decir existe C1 > 0 tal que

|B(u, v)| ≤ C1||u||H ||v||H ∀ (u, v) ∈ H ×H .

iii) B es débilmente coerciva, es decir existe C2 > 0 tal que

sup
v∈H\{0}

|B(u, v)|
||v||H

≥ C2 ||u||H ∀u ∈ H .

Demuestre que, dado F ∈ H ′, existe un único u ∈ H tal que B(u, v) = F (v) para todo v ∈ H,
y además, ||u||H ≤ 1

C2
||F ||H′ .

4.8 ([4]) Sean X y M espacios de Hilbert y sean a : X × X → R, b : X ×M → R dos
formas bilineales acotadas. Suponga además que a es simétrica y semi-definida positiva sobre
X. Dados F ∈ X ′, G ∈ M ′ se define el operador J : X ×M → R,

J (v, µ) :=
1

2
a(v, v) + b(v, µ) − F (v) − G(µ) .

Considere entonces los siguientes problemas variacionales:

Hallar (u, λ) ∈ X ×M tal que

a(u, v) + b(v, λ) = F (v) ∀ v ∈ X ,
b(u, µ) = G(µ) ∀µ ∈ M .

(11)

Hallar (u, λ) ∈ X ×M tal que

J (u, µ) ≤ J (u, λ) ≤ J (v, λ) ∀ (v, µ) ∈ X ×M . (12)

Demuestre que (u, λ) es solución de (11) si y sólo si (u, λ) es solución de (12).

4.9 ([22], [23]) Sean (X, 〈·, ·〉X), (Y, 〈·, ·〉Y ) espacios de Hilbert y considere operadores P ∈
L(X,X), Q ∈ L(X,Y ) y S ∈ L(Y, Y ). Suponga que S es semi-definido positivo, esto es

〈S(y), y〉Y ≥ 0 ∀ y ∈ Y ,

y que existen constantes α, β > 0 tales que

〈Px, x〉X ≥ α ||x||2X ∀x ∈ X

y

sup
x∈X\{0}

〈Q(x), y〉Y
||x||X

≥ β ||y||Y ∀ y ∈ Y .
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Dados f ∈ X y g ∈ Y , demuestre que existe un único par (x̃, ỹ) ∈ X × Y tal que P Q∗

Q −S

  x̃

ỹ

 =

 f

g

 .
También, pruebe que existe una constante C > 0, que depende de ||P||, α, β y ||Q||, tal que

||x̃||+ ||ỹ|| ≤ C { ||f ||+ ||g|| } .

Ind.: Transforme a una ecuación equivalente en Y y luego aplique el Lema de Lax-Milgram.

4.10 ([22], [23]) Sean (X, 〈·, ·〉X), (Y, 〈·, ·〉Y ) espacios de Hilbert y considere operadores
P : X → X, Q ∈ L(X,Y ) y S ∈ L(Y, Y ). Suponga que S es semi-definido positivo, esto es

〈S(y), y〉Y ≥ 0 ∀ y ∈ Y ,

que P es nolineal, y que existen constantes M, α, β > 0 tales que

||Px−Px̄||X ≤ M ||x− x̄||X , 〈Px−Px̄, x− x̄〉X ≥ α ||x− x̄||2X ∀x, x̄ ∈ X ,

y

sup
x∈X\{0}

〈Q(x), y〉Y
||x||X

≥ β ||y||Y ∀ y ∈ Y .

Dados f ∈ X y g ∈ Y , demuestre que existe un único par (x̃, ỹ) ∈ X × Y tal que P Q∗

Q −S

  x̃

ỹ

 =

 f

g

 .
También, pruebe que existe una constante C > 0, que depende de M , α, β y ||Q||, tal que

||x̃||+ ||ỹ|| ≤ C { ||f ||+ ||g||+ ||P(0)|| } .

4.11 Sea Ω := (0, 3) y considere el problema de valores de contorno: −u′′ + (x+ 1)u = x
en Ω, u(0) = u(3) = 0. Deduzca la formulación débil respectiva y demuestre que ella tiene
una única solución u ∈ H1

0 (Ω). Considere la partición uniforme 0 = x0 < x1 = 1 < x2 = 2 <
x3 = 3 y establezca el sistema de Galerkin asociado usando el subespacio

H2 := { v ∈ C(Ω) : v(0) = v(3) = 0 y v |[xj ,xj−1] es un polinomio

de grado ≤ 1 ,∀ j ∈ {1, 2, 3} } .

Ind.: Notar que H2 = 〈{e1, e2}〉, donde ej ∈ H2 es tal que ej(xi) = δij para todo i, j ∈ {1, 2}.

4.12 Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera suave Γ, y sea f ∈ [L2(Ω)]2. El Pro-
blema de Stokes consiste en encontrar el vector de velocidades u := (u1, u2) y la presión
p de un flúıdo, tales que

−∆ u + ∇p = f en Ω , div u = 0 en Ω ,

u = 0 en Γ ,

∫
Ω
p dx = 0 .

(13)
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Defina los espacios H := [H1
0 (Ω)]2 y Q :=

{
q ∈ L2(Ω) :

∫
Ω
q dx = 0

}
. Demuestre que

la formulación débil de (13) se reduce a: encontrar (u, p) ∈ H ×Q tales que:

A(u,v) + B(v, p) = F (v) ∀v ∈ H ,
B(u, q) = 0 ∀ q ∈ Q ,

donde A : H ×H → R, B : H ×Q→ R y F ∈ H ′, están definidos por

A(u,v) :=

2∑
i=1

∫
Ω
∇ui · ∇vi dx ,

B(v, p) := −
∫

Ω
p div v dx , F (v) =

∫
Ω

f · v dx .

4.13 ([7]) Sean H un espacio de Hilbert, A : H × H → R una forma bilineal acotada y
H-eĺıptica, y F ∈ H ′. Además, sea {Hn}n∈N una sucesión de subespacios de dimensión finita
de H, y para cada n ∈ N considere una forma bilineal acotada An : Hn ×Hn → R tal que la
sucesión {An}n∈N es uniformemente eĺıptica. Esto significa que existe α̃ > 0, independiente
de n, tal que An(vn, vn) ≥ α̃ ‖vn‖2H ∀ vn ∈ Hn, ∀n ∈ N.

a) Pruebe que existen únicos u ∈ H y un ∈ Hn tales que

A(u, v) = F (v) ∀ v ∈ H

y
An(un, vn) = F (vn) ∀ vn ∈ Hn .

b) Demuestre que existe C > 0, independiente de n ∈ N, tal que

‖u− un‖H ≤ C ı́nf
vn∈Hn

{
‖u− vn‖H + sup

wn∈Hn\{0}

|A(vn, wn)−An(vn, wn)|
‖wn‖H

}
.

4.14 Sea Ω un abierto acotado de Rn, y sea κ : Ω → R una función continua para la cual
existen constantes M, β > 0, tales que β ≤ κ(x) ≤ M para todo x ∈ Ω. Defina el conjunto

S :=
{
v ∈ H1

0 (Ω) : ‖v‖H1(Ω) ≤ 1
}
,

y demuestre que para todo u ∈ H1
0 (Ω) existe un único g ∈ S tal que∫

Ω
κ(x) ‖∇u(x)−∇g(x)‖2Rn dx = mı́n

v∈S

∫
Ω
κ(x) ‖∇u(x)−∇v(x)‖2Rn dx .

4.15 ([7]) [Lema de Aubin-Nitsche]. Sean (H, 〈·, ·〉H), (V, 〈·, ·〉V ) espacios de Hilbert tal
que V ⊆ H y el operador identidad i : V → H es continuo. Sea A : V × V → R una forma
bilineal acotada y V -eĺıptica, y considere el operador P : H → V , donde para todo g ∈ H,
P(g) es el único elemento en V que satisface

A(v,P(g)) = 〈g, v〉H ∀ v ∈ V .
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Dados F ∈ V ′ y Vh un subespacio de dimensión finita de V , denote por u ∈ V y uh ∈ Vh las
únicas soluciones de los esquemas continuo y de Galerkin, respectivamente, esto es

A(u, v) = F (v) ∀ v ∈ V ,

y
A(uh, vh) = F (vh) ∀ vh ∈ Vh .

Demuestre que existe C > 0 tal que

||u− uh||H ≤ C ||u− uh||V sup
g∈H

{
1

||g||H
ı́nf

vh∈Vh
||P(g)− vh||V

}
.

4.16 Dados Ω := (0, 1) y f ∈ L2(Ω), interesa resolver el siguiente problema:

−u′′ = f en Ω , u(0) = 0 , u′(1) = 1 . (14)

a) Defina σ := u′ en Ω y demuestre que una formulación variacional mixta de (14) se
reduce a: Hallar (σ, (u, ϕ)) ∈ H ×Q tal que

a(σ, τ) + b(τ, (u, ϕ)) = F (τ) ∀ τ ∈ H ,
b(σ, (v, ψ)) = G((v, ψ)) ∀ (v, ψ) ∈ Q , (15)

donde H := H1(Ω), Q := L2(Ω)×R, F ∈ H ′, G ∈ Q′, y a : H×H → R, b : H×Q→ R
son las formas bilineales definidas por

a(σ, τ) :=

∫
Ω
σ τ dx ∀σ, τ ∈ H ,

b(τ, (v, ψ)) :=

∫
Ω
v τ ′ dx + ψ τ(1) ∀ (τ, (v, ψ)) ∈ H ×Q .

b) Defina los funcionales F y G, y aplique la teoŕıa de Babuška-Brezzi para demostrar
que (15) tiene una única solución.

4.17 Sean Ω =]a, b[, f ∈ L2(Ω), y considere el problema de valores de contorno

u(4) = f en Ω , u(a) = u′(a) = u(b) = u′(b) = 0 . (16)

i) Defina la incógnita auxiliar σ := u′′ en Ω y demuestre que una formulación variacional
mixta de (16) se reduce a: Hallar (σ, u) ∈ H1(Ω)×H1

0 (Ω) tal que∫
Ω
σ τ dx +

∫
Ω
u′ τ ′ dx = 0 ∀ τ ∈ H1(Ω) ,

∫
Ω
v′ σ′ dx = −

∫
Ω
f v dx ∀ v ∈ H1

0 (Ω) .

(17)

ii) Aplique la teoŕıa de Babuška-Brezzi para demostrar que (17) tiene una única solución
que depende continuamente del dato f .
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4.18 ([4]) [Lema de Fortin]. Sean H, Q espacios de Hilbert, y sea b : H × Q → R una
forma bilineal acotada que satisface la condición inf-sup, es decir, existe β > 0 tal que:

sup
v∈H\{0}

b(v, q)

‖v‖H
≥ β ‖q‖Q ∀ q ∈ Q .

Sean {Hn}n∈N y {Qn}n∈N sucesiones de subespacios de dimensión finita de H y Q, respecti-
vamente, y asuma que para cada n ∈ N existe Pn ∈ L(H,Hn) tal que

b(v − Pn(v), qn) = 0 ∀ qn ∈ Qn .

Suponga que la familia de operadores {Pn}n∈N es uniformemente acotada, es decir existe C >
0 tal que ‖Pn‖L(H,Hn) ≤ C para todo n ∈ N, y demuestre que existe β∗ > 0, independiente
de n, tal que

sup
vn∈Hn\{0}

b(vn, qn)

‖vn‖H
≥ β∗ ‖qn‖Q ∀ qn ∈ Qn , ∀n ∈ N .

4.19 ([7]) [El presente enunciado es una variante del Ejercicio 4.13] Sean H un espacio de
Hilbert, A : H × H → R una forma bilineal acotada y H-eĺıptica, y F ∈ H ′. Además, sea
{Hn}n∈N una sucesión de subespacios de dimensión finita de H, y para cada n ∈ N considere
un funcional Fn ∈ H ′n y una forma bilineal acotada An : Hn × Hn → R. Suponga también
que existe α̃ > 0, independiente de n, tal que An(vn, vn) ≥ α̃ ‖vn‖2H ∀ vn ∈ Hn, ∀n ∈ N.

a) Pruebe que existen únicos u ∈ H y un ∈ Hn tales que

A(u, v) = F (v) ∀ v ∈ H y An(un, vn) = Fn(vn) ∀ vn ∈ Hn .

b) Demuestre que existe C > 0, independiente de n ∈ N, tal que

‖u− un‖H ≤ C

(
ı́nf

vn∈Hn

{
‖u− vn‖H + ‖A(vn) ◦ in − An(vn)‖H′n

}
+ ‖F ◦ in − Fn‖H′n

)
,

donde A : H → H ′ y An : Hn → H ′n son los operadores lineales y acotados inducidos
por A y An, respectivamente, e in : Hn → H es la inyección canónica, esto es in(vn) =
vn ∀ vn ∈ Hn.

4.20 ([11]) Sean Ω un abierto acotado de Rn, f ∈ L2(Ω), y considere el problema de
valores de contorno: −∆u = f en Ω , u = 0 en ∂Ω. Se puede demostrar que una
formulación variacional mixta de este problema se reduce a: Hallar (σ, u) ∈ H(div; Ω)×L2(Ω)
tal que ∫

Ω
σ · τ dx +

∫
Ω
udiv(τ ) dx −

∫
Ω
v div(σ) dx =

∫
Ω
f v dx (18)

para todo (τ , v) ∈ H(div; Ω) × L2(Ω), donde σ := ∇u en Ω representa una incógnita
adicional. Además, a partir de esta relación, y dado δ ∈ R, se deduce que

δ

∫
Ω

(∇u− σ) · (∇v + τ ) dx = 0 ∀ (τ , v) ∈ H := H(div; Ω)×H1
0 (Ω), (19)

32



y también ∫
Ω

div(σ) div(τ ) dx = −
∫

Ω
f div(τ ) dx ∀ τ ∈ H(div; Ω) . (20)

De este modo, sumando (18), (19) y (20), se obtiene una formulación variacional mixta
modificada, la cual tiene la forma: Hallar (σ, u) ∈ H tal que

A((σ, u), (τ , v)) = F (τ , v) ∀ (τ , v) ∈ H , (21)

donde A : H×H→ R es una forma bilineal y F : H→ R es un funcional lineal. Demuestre
que, eligiendo δ convenientemente, el problema (21) tiene una única solución (σ, u) ∈ H :=
H(div; Ω)×H1

0 (Ω).

4.21 Sean V un espacio de Hilbert, a : V × V → R una forma bilineal acotada, simétrica
y débilmente coerciva, y A : V → V ′ el operador lineal y acotado inducido por a. Dado
f ∈ V ′ y U un subconjunto de V no vaćıo convexo y cerrado, es sabido (por Teorema de
Stampacchia) que existe un único u ∈ U tal que

a(u, v − u) ≥ f(v − u) ∀ v ∈ U.

Ahora, sean Vh un subespacio de V de dimensión finita, Uh un subconjunto de Vh no vaćıo
convexo y cerrado, y denote por uh ∈ Uh a la única solución del problema discreto:

a(uh, vh − uh) ≥ f(vh − uh) ∀ vh ∈ Uh.

Además, sea H un Hilbert tal que V ⊆ H, y la inyección canónica i : V → H es continua y
densa. Demuestre que si Au − f ∈ H, entonces existe una constante C independiente de Vh
y Uh, tal que

||u− uh||V ≤ C

{
ı́nf

vh∈Uh

(
||u− vh||2V + ||Au− f ||H ||u− vh||H

)

+ ||Au− f ||H ı́nf
v∈U
||uh − v||H

}1/2

.

4.22 ([3]) Sean H1, H2, Q1, Q2 espacios de Hilbert sobre R, y sean a : H1 × H2 → R
y bj : Hj × Qj → R, j ∈ {1, 2}, formas bilineales acotadas con operadores inducidos A ∈
L(H1, H2) y Bj ∈ L(Hj , Qj), j ∈ {1, 2}, respectivamente. También, sea Kj el espacio nulo
de Bj , j ∈ {1, 2}, y sea Π2 el proyector ortogonal de H2 en K2. Suponga que:

i) Π2 A : K1 → K2 es un isomorfismo.

ii) existen β1, β2 > 0 tales que

‖B∗j (q)‖Hj := sup
v∈Hj

v 6=0

bj(v, q)

‖v‖Hj

≥ βj ‖q‖Qj ∀ q ∈ Qj , ∀ j ∈ {1, 2} .

Pruebe que, dados F ∈ H ′2 y G ∈ Q′1, existe un único (u, p) ∈ H1 ×Q2 tal que

a(u, v) + b2(v, p) = F (v) ∀ v ∈ H2 ,

b1(u, q) = G(q) ∀ q ∈ Q1 .
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4.23 Sea Ω un abierto acotado de Rn, y sea κ : Ω → R una función continua para la
cual existen constantes M, β > 0, tales que β ≤ κ(x) ≤ M para todo x ∈ Ω. Demuestre,
utilizando el Lema de Lax-Milgram, que para todo f ∈ L2(Ω) y para toda constante
δ ∈

(
0,mı́n

{
2β, 2

nM

})
, existe un único u ∈ H1(Ω) tal que∫

Ω

{
κ∇u · ∇v +

1

κ
u v − δ

n∑
i=1

u
∂v

∂xi

}
=

∫
Ω
f v ∀ v ∈ H1(Ω) ,

y

‖u‖H1(Ω) ≤
1

mı́n
{
β − δ

2 ,
1
M −

nδ
2

} ‖f‖L2(Ω) .

4.24 ([4]) Sean X1, M1, X2, M2 y Q espacios de Hilbert reales, y defina el espacio producto
H := X1×M1×X2×M2. A su vez, considere operadores A1 ∈ L(X1, X1), B1 ∈ L(X1,M1),
A2 ∈ L(X2, X2), B2 ∈ L(X2,M2), y B ∈ L(H,Q), y defina los operadores matriciales A :
H → H y T : H ×Q→ H ×Q como:

A :=


A1 B∗1
B1 0

A2 B∗2
B2 0


y

T :=

(
A B∗

B 0

)
.

a) Aplique la teoŕıa de Babuška-Brezzi para establecer condiciones necesarias y suficientes
que garanticen la biyectividad de T .

b) Establezca un esquema de Galerkin asociado al operador T y asuma hipótesis adicio-
nales que le permitan demostrar la estimación de Cea correspondiente.

4.25 ([2]) Sean (H, 〈·, ·〉H , ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert real y A : H × H → R una for-
ma bilineal acotada con operador inducido A ∈ L(H,H). Suponga que existen operadores
S1, S2 ∈ L(H,H) y constantes α1, α2 > 0 tales que

〈S∗1A(τ), τ〉H ≥ α1 ‖τ‖2H y 〈AS2(τ), τ〉H ≥ α2 ‖τ‖2H ∀ τ ∈ H .

a) Pruebe que para todo F ∈ H ′ existe un único σ ∈ H tal que

A(σ, τ) = F (τ) ∀ τ ∈ H ,

y deduzca la existencia de C > 0, independiente de F , tal que

‖σ‖H ≤ C ‖F‖H′ .

b) Sea {Hh}h>0 una familia numerable de subespacios de dimensión finita de H tal que
ĺım
h→0

dist(τ , Hh) = 0 ∀ τ ∈ H, y, dado F ∈ H ′, considere el esquema de Galerkin:

Hallar σh ∈ Hh tal que

A(σh, τh) = F (τh) ∀ τh ∈ Hh . (22)

34



Suponga que para i = 1 o para i = 2 (pero no para ambos), existen operadores
inyectivos Si,h ∈ L(Hh, Hh) para todo h > 0, y constantes Ci, δ > 0, independientes
de h, tales que

‖Si(τh) − Si,h(τh)‖H ≤ Ci h
δ ‖Si(τh)‖H ∀ τh ∈ Hh .

Demuestre que existe h0 > 0 tal que para todo h ≤ h0 el problema (22) tiene solución
única, es estable, y se verifica la estimación de Cea.

c) Qué puede decir sobre las hipótesis para a) y b) si A es simétrica ?

4.26 ([12], [13], [14], [15]) Sean (X1, 〈·, ·〉X1), (X2, 〈·, ·〉X2), e (Y, 〈·, ·〉Y ) espacios de Hilbert,
defina el producto X := X1 ×X2, y considere operadores lineales y acotados P : X → X,
Q : X → Y , A : X1 → X1, B : X1 → X2, y C : X2 → X2, tales que:

P :=

(
A B∗

B −C

)
.

Sea V := V1 × V2 el kernel de Q, donde V1 ⊆ X1 y V2 ⊆ X2, y suponga que:

i) existe α > 0 tal que 〈A(x1), x1〉X1 ≥ α ‖x1‖2X1
∀x1 ∈ V1.

ii) existe β > 0 tal que sup
x1∈V1\0

〈B(x1), x2〉X2

‖x1‖X1

≥ β ‖x2‖X2 ∀x2 ∈ V2.

iii) 〈C(x2), x2〉X2 ≥ 0 ∀x2 ∈ V2.

iv) existe β̃ > 0 tal que ‖Q∗(y)‖X ≥ β̃ ‖y‖Y ∀ y ∈ Y .

a) Pruebe que para todo (f, g) ∈ X × Y existe un único (x, y) ∈ X × Y tal que

P(x) + Q∗(y) = f ,

Q(x) = g ,
(23)

y encuentre expĺıcitamente una constante C > 0 tal que

‖(x, y)‖X×Y ≤ C
{
‖f‖X + ‖g‖Y

}
.

b) Defina un esquema de Galerkin para (23) y establezca condiciones suficientes que ase-
guren su solubilidad única y estabilidad.

c) Demuestre la estimación de Cea para el esquema definido en b).
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4.27 ([7], [29]) Dados Ω un abierto acotado de Rn con frontera Γ de clase C1, f ∈ L2(Ω),
g ∈ H−1/2(Γ), y constantes κ1, κ2 ∈ R, considere el problema:

−∆u + κ1

n∑
j=1

∂u

∂xj
+ κ2 u = f en Ω , ∇u · n = g en Γ , (24)

donde n es el vector normal en Γ. Deduzca la formulación primal de (24) y encuentre la mayor
región factible para (κ1, κ2) ∈ R2 que asegura elipticidad de la forma bilineal resultante. A su
vez, defina el esquema de Galerkin asociado y establezca la estimación de Cea correspondiente
en términos de κ1 y κ2. Luego, reemplace el dato de Neumann por uno de Dirichlet homogéneo
y pruebe en tal caso que la elipticidad indicada sólo depende de κ2.

4.28 ([25]) Dados H, Q1 y Q2 espacios de Hilbert reales, defina Q := Q1×Q2 y considere
formas bilineales acotadas b : H × Q → R, b1 : H × Q1 → R y b2 : H × Q2 → R, con
operadores inducidos denotados por B, B1 y B2, respectivamente, tales que

b(τ , (v, ψ)) = b1(τ , v) + b2(τ , ψ) ∀ τ ∈ H , ∀ (v, ψ) ∈ Q .

Pruebe en primer lugar que B(τ ) = (B1(τ ),B2(τ )) ∈ Q ∀ τ ∈ H. Luego, introduzca los
espacios nulos V1 := N(B1) y V2 := N(B2), y demuestre que las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) existe β > 0 tal que

sup
τ∈H
τ 6=0

b(τ , (v, ψ))

‖τ‖H
≥ β ‖(v, ψ)‖Q ∀ (v, ψ) ∈ Q .

b) existe β > 0 tal que

sup
τ∈V1
τ 6=0

b2(τ , ψ)

‖τ‖H
≥ β ‖ψ‖Q2 ∀ψ ∈ Q2 y sup

τ∈V2
τ 6=0

b1(τ , v)

‖τ‖H
≥ β ‖v‖Q1 ∀ v ∈ Q1 .

Extienda el resultado anterior al caso en que b se escribe como suma de n formas bilineales
acotadas bi : H ×Qi → R, con Q1, Q2, ..., Qn espacios de Hilbert reales.

4.29 DadosX,M yQ espacios de Hilbert reales, definaH := X×M y considere operadores
A1 ∈ L(X,X), B1 ∈ L(X,M) y B ∈ L(H,Q). A su vez, sean A : H → H y T : H × Q →
H ×Q los operadores definidos matricialmente por

A :=

(
A1 B∗1
B1 0

)
y T :=

(
A B∗

B 0

)
.

a) Aplique la teoŕıa de Babuška-Brezzi para establecer condiciones necesarias y suficientes
que garanticen la biyectividad de T .

b) Establezca un esquema de Galerkin asociado al operador T y asuma hipótesis adicio-
nales que le permitan demostrar la estimación de Cea correspondiente.
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4.30 Dados Ω un abierto acotado de Rn con frontera Γ de clase C1, f ∈ L2(Ω), y constantes
κ1, κ2 ∈ R con κ2 6= 0, considere el problema:

−∆u + κ1

n∑
j=1

∂u

∂xj
+ κ2 u = f en Ω , u = 0 en Γ . (25)

Defina la incógnita auxiliar σ = ∇u en Ω y deduzca la siguiente formulación variacional
mixta de (25): Hallar σ := (σ1, σ2, ..., σn) ∈ H(div; Ω) tal que

κ2

∫
Ω
σ · τ +

∫
Ω

div σ div τ − κ1

n∑
j=1

∫
Ω
σj div τ = −

∫
Ω
f div τ ∀ τ ∈ H(div; Ω) .

Dibuje la region S :=
{

(κ1, κ2) ∈ R2 : κ2 > 0 y |κ1| < 2 mı́n
{
κ2,

1
n

}}
, y pruebe que para

todo (κ1, κ2) ∈ S el problema anterior tiene una única solución σ ∈ H(div; Ω) que depende
continuamente del dato f .

4.31 Dados Ω un abierto acotado de Rn con frontera Γ de clase C1, f ∈ L2(Ω), K ∈
[C(Ω̄)]n×n simétrica y uniformemente definida positiva, y constantes κ1, κ2 ∈ R, considere el
problema:

−div
(
K∇u

)
+ κ1

n∑
j=1

∂u

∂xj
+ κ2 u = f en Ω , K∇u · n = 0 en Γ , (26)

donde n es el vector normal unitario en Γ. Deduzca la formulación primal de (26) y encuentre
la mayor región factible para (κ1, κ2) ∈ R2 que asegura, mediante el Lema de Lax-Milgram
clásico, que dicha formulación tiene una única solución. A su vez, defina el esquema de
Galerkin asociado y establezca la estimación de Cea en términos de K, κ1 y κ2.

4.32 ([9]) Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera Γ de clase C0,1, y sean ΓD, ΓN ⊆ Γ
tales que ΓD ∩ ΓN = ∅, |ΓD| > 0 y Γ = Γ̄D ∪ Γ̄N . Se sabe que

H1/2(Γ∗) :=
{
γ0(w)|Γ∗ : w ∈ H1(Ω)

}
∀ ∗ ∈ {D,N} ,

con ‖ϕ‖1/2,Γ∗ := ı́nf
{
‖w‖1,Ω : w ∈ H1(Ω) , γ0(w)|Γ∗ = ϕ

}
∀ϕ ∈ H1/2(Γ∗). A su vez,

denotando por EN,0 : H1/2(ΓN )→ L2(Γ) el operador de extensión nula

EN,0(ϕ) :=

{
ϕ en ΓN

0 en Γ\ΓN
∀ϕ ∈ H1/2(ΓN ) ,

se tiene que H
1/2
00 (ΓN ) :=

{
ϕ ∈ H1/2(ΓN ) : EN,0(ϕ) ∈ H1/2(Γ)

}
, con norma inducida

‖ϕ‖1/2,00,ΓN
:= ‖EN,0(ϕ)‖1/2,Γ ∀ϕ ∈ H

1/2
00 (ΓN ).

i) Pruebe que para cada ϕ ∈ H1/2(ΓD) existe un único wϕ ∈ H1(Ω) tal que γ0(wϕ)|ΓD
= ϕ

y ‖ϕ‖1/2,ΓD
= ‖wϕ‖1,Ω.
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ii) Dado ϕ ∈ H1/2(ΓD), considere el problema de valores de contorno

∆zϕ = 0 en Ω , γ0(zϕ)|ΓD
= ϕ en ΓD , γ1(zϕ) = 0 en ΓN ,

y demuestre fundadamente, utilizando una adecuada fórmula de integración por partes,
que zϕ = z̃ϕ + wϕ, donde z̃ϕ ∈ H1

ΓD
(Ω) es tal que∫

Ω
∇z̃ϕ · ∇v = −

∫
Ω
∇wϕ · ∇v ∀ v ∈ H1

ΓD
(Ω) . (27)

Pruebe que (27) tiene solución única y concluya que ‖zϕ‖1,Ω ≤ c ‖ϕ‖1/2,ΓD
.

iii) Defina el operador ED : H1/2(ΓD) → H1/2(Γ) por ED(ϕ) := γ0(zϕ) ∀ϕ ∈ H1/2(ΓD),
y pruebe que ED es lineal y acotado.

iv) Pruebe que H1/2(Γ) = ED(H1/2(ΓD)) ⊕ EN,0(H
1/2
00 (ΓN )). Equivalentemente, dado

ψ ∈ H1/2(Γ), demuestren que existen únicos ψD ∈ H1/2(ΓD) y ψN ∈ H1/2
00 (ΓN ) tales

que ψ = ED(ψD) + EN,0(ψN ).

v) Deduzca a partir de iv) que, dado λ ∈ H−1/2(Γ), existen λD ∈ H−1/2(ΓD) y λN ∈
H
−1/2
00 (ΓN ) tales que 〈λ, ψ〉 = 〈λD, ψD〉ΓD

+ 〈λN , ψN 〉ΓN
∀ψ ∈ H1/2(Γ). Concluya que

si λ|ΓN
= 0, λ se identifica con un funcional en H−1/2(ΓD).

4.33 Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera Γ de clase C0,1, y sean ΓD, ΓN ⊆ Γ tales
que ΓD ∩ ΓN = ∅, |ΓD| > 0 y Γ = Γ̄D ∪ Γ̄N . Dados f ∈ L2(Ω) y g ∈ H1/2(ΓD), considere el
problema de valores de contorno

−∆u = f en Ω , γ0(u)|ΓD
= g en ΓD , γ1(u) = 0 en ΓN . (28)

i) Utilice lo que sea necesario del Ejercicio 4.32 para probar que una formulación primal-
mixta de (28) se reduce a: Hallar (u, λ) ∈ H ×Q tal que

a(u, v) + b(v, λ) = F (v) ∀ v ∈ H ,

b(u, ξ) = G(ξ) ∀ ξ ∈ Q ,
(29)

donde H := H1(Ω), Q := H−1/2(ΓD), a : H × H → R y b : H × Q → R son las
formas bilineales dadas por

a(u, v) :=

∫
Ω
∇u · ∇v y b(v, ξ) := 〈ξ, γ0(v)〉ΓD

∀u, v ∈ H, ∀ ξ ∈ Q ,

y los funcionales F ∈ H ′ y G ∈ Q′ dependen de f y g, respectivamente.

ii) Aplique la teoŕıa de Babuška-Brezzi para probar que existe una única solución de (29),
la cual depende continuamente de los datos f y g.

iii) Sea Hh un subespacio arbitrario de dimensión finita de H y, dada una partición{
e1, e2, ..., en

}
de ΓD, defina

Qh :=
{
ξh ∈ L2(ΓD) : ξh|ej ∈ P0(ej) ∀ j ∈ {1, 2, ..., n}

}
.

Considere el sistema de Galerkin asociado a (29), suponga que b satisface la condición
inf-sup discreta con una constante β > 0 independiente de las dimensiones de Hh y
Qh, y pruebe que dicho esquema discreto posee una única solución (uh, λh) ∈ Hh×Qh.
Establezca además la estimación de Cea y comente si acaso el error ‖u−uh‖1,Ω depende
o no de dist(λ,Qh).
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4.34 Sea Ω un abierto acotado de RN con frontera suave Γ, y sean

H = H(div; Ω) :=
{
τ ∈ [L2(Ω)]N×N : div τ ∈ [L2(Ω)]N

}
y Q := [L2(Ω)]N ,

los espacios de Hilbert con productos interiores y normas inducidas denotadas, respectiva-
mente, por 〈·, ·〉div,Ω, 〈·, ·〉0,Ω, ‖ · ‖div,Ω y ‖ · ‖0,Ω. Considere el operador P : H → H que a
cada σ ∈ H le asigna P (σ) = σ̄, donde (σ̄, ū) ∈ H ×Q es solución del problema∫

Ω
σ̄ : τ +

∫
Ω

ū · div τ = 0 ∀ τ ∈ H ,∫
Ω

v · div σ̄ =

∫
Ω

v · divσ ∀v ∈ Q .
(30)

a) Aplique la teoŕıa de Babuška-Brezzi para demostrar que P está bien definido y que
P ∈ L(X).

b) Defina el subespacio cerrado de H dado por

V :=
{
τ ∈ H : div τ = 0 en Ω

}
,

y pruebe que V = N(P ), P 2 = P , y H = V ⊕ R(P ).

c) Deduzca a partir de b) que V ⊥ = R(P ) (ortogonalidad en H), y muestre que existe
una constante C ≥ 1 tal que

‖τ‖div,Ω ≤ C ‖div τ‖0,Ω ∀ τ ∈ V ⊥ ,

concluyendo aśı que ‖ · ‖div,Ω y ‖div · ‖0,Ω son equivalentes en V ⊥.

4.35 ([20]) Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera Γ = Γ̄D ∪ Γ̄N tal que ΓD ∩ΓN = ∅
and |ΓD| > 0, y sea ν el vector normal a Γ. Dados f ∈ [C(Ω̄)]n y g ∈ H1/2(ΓD), el problema
de Darcy con presión dependiente de la porosidad consiste en encontrar la velocidad u y la
presión p de un fluido, tales que:

u = p f + ∇p en Ω , div u = 0 en Ω ,

p = g en ΓD , u · ν = 0 en ΓN .
(31)

a) Demuestre que la formulación variacional mixta de (31) se reduce a: Hallar (u, p) ∈
H ×Q tal que

a(u,v) + b(v, p) = 〈v · ν, g〉D +

∫
Ω
p f · v ∀v ∈ H ,

b(u, q) = 0 ∀ q ∈ Q ,
(32)

donde H :=
{

v ∈ H(div; Ω) : v · ν = 0 en ΓN

}
, Q := L2(Ω), a : H ×H → R y

b : H ×Q→ R son las formas bilineales dadas por

a(u,v) :=

∫
Ω

u · v y b(v, q) :=

∫
Ω
q div v ∀u, v ∈ H , ∀ q ∈ Q ,

y 〈·, ·〉D denota la paridad dual de H−1/2(ΓD) y H1/2(ΓD).
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b) Demuestre que (32) puede re-escribirse, equivalentemente, como una ecuación de punto
fijo de la forma (u, p) = T (u, p), donde, gracias a la Teoŕıa de Babuška-Brezzi, T :
H ×Q → H ×Q es un operador no-lineal bien definido. De hecho, utilice el principio
de superposición para darse cuenta que en realidad T es una aplicación af́ın. Luego,
aplique el Teorema del Punto Fijo de Banach para concluir que si ‖f‖∞,Ω := sup

x∈Ω
‖f(x)‖

es suficientemente pequeño, entonces el problema (32) tiene una única solucion. Pruebe
en tal caso que existe C > 0, dependiente de ‖f‖∞,Ω, tal que

‖u‖div,Ω + ‖p‖0,Ω ≤ C ‖g‖1/2,ΓD
.

4.36 ([1], [8]) Sea Ω un abierto suave de Rn con frontera Γ, y denote por 〈·, ·〉div ;Ω y
〈·, ·〉1,Ω los productos escalares usuales de H(div ; Ω) y H1(Ω), respectivamente. Entonces,
dados f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(Γ), y constantes a, b ∈ R, considere el problema variacional: Hallar
(σ, u, φ) ∈ H(div ; Ω)×H1(Ω)×H1

0 (Ω) tal que

〈σ, τ 〉div ,Ω + 〈u, v〉1,Ω − a

∫
Ω
φ v =

∫
Ω
f div τ ,∫

Ω
∇φ · ∇ψ − b

∫
Ω
φψ − b

∫
Ω
∇u · ∇ψ =

∫
Γ
g ψ ,

(33)

para todo (τ , v, ψ) ∈ H(div ; Ω)×H1(Ω)×H1
0 (Ω).

a) Introduzca operadores S := (S1, S2) : H1
0 (Ω) −→ H(div ; Ω) × H1(Ω) y S̃ : H1

0 (Ω) ×
H1(Ω) −→ H1

0 (Ω), bien definidos, tales que (33) se reduzca equivalentemente a la
ecuación de punto fijo: Hallar φ ∈ H1

0 (Ω) tal que T (φ) = φ, donde T (φ) :=

S̃(φ, S2(φ)) ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

b) Demuestre que existen constantes C(a), C(b) ≥ 0 tales que

‖S1(φ)− S1(ϕ)‖div ;Ω + ‖S2(φ)− S2(ϕ)‖1,Ω ≤ C(a) ‖φ− ϕ‖0,Ω ,

‖S̃(φ, u)− S̃(ϕ,w)‖1,Ω ≤ C(b)
{
‖φ− ϕ‖0,Ω + |u− w|1,Ω

}
,

para todo φ, ϕ ∈ H1
0 (Ω), u, w ∈ H1(Ω).

c) Deduzca a partir de a) y b) que existe una constante C(a, b) ≥ 0 tal que

‖T (φ)− T (ϕ)‖1,Ω ≤ C(a, b) ‖φ− ϕ‖0,Ω ∀φ, ϕ ∈ H1
0 (Ω) ,

pruebe luego que T es compacto, y concluya finalmente que para a y b suficientemente
pequeños, el problema original (33) posee una única solución.

4.37 Utilice una fórmula de integración por partes adecuada, y luego aplique el análisis
sobre alternativa de Fredholm y método de Galerkin para estudiar la solubilidad discreta del
problema de valores de contorno:

∆u + k u = f en Ω := ]0, 1[2 ,
∂u

∂ν
= g en Γ := ∂Ω ,

donde k ∈ [−1,+∞[, f ∈ L2(Ω), ν es el vector normal en Γ, y g ∈ H−1/2(Γ).
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4.38 ([1], [8]) Sea Ω un abierto suave de Rn con frontera Γ, y denote por 〈·, ·〉div ;Ω y
〈·, ·〉1,Ω los productos escalares usuales de H(div ; Ω) y H1(Ω), respectivamente. A su vez, sea
〈·, ·〉Γ la paridad dual de H−1/2(Γ) con H1/2(Γ). Entonces, dados f ∈ L2(Ω), g ∈ H−1/2(Γ), y
constantes a, b ∈ R, considere el problema variacional: Hallar (σ, u, φ) ∈ H(div ; Ω)×H1(Ω)×
H1

0 (Ω) tal que

〈σ, τ 〉div ,Ω + 〈u, v〉1,Ω − a

∫
Ω
φ v =

∫
Ω
f div τ ,∫

Ω
∇φ · ∇ψ − b

n∑
i=1

∫
Ω

{
φ − u +

∂u

∂xi

}
∂ψ

∂xi
= 〈g, ψ〉Γ ,

(34)

para todo (τ , v, ψ) ∈ H(div ; Ω)×H1(Ω)×H1
0 (Ω).

i) Introduzca operadores S := (S1, S2) : H1
0 (Ω) −→ H(div ; Ω) × H1(Ω) y S̃ : H1

0 (Ω) ×
H1(Ω) −→ H1

0 (Ω), bien definidos, tales que (34) se reduzca equivalentemente a la
ecuación de punto fijo: Hallar φ ∈ H1

0 (Ω) tal que T (φ) = φ, donde T (φ) :=

S̃(φ, S2(φ)) ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

ii) Demuestre que existen constantes C(a), C(b) ≥ 0 tales que

‖S1(φ)− S1(ϕ)‖div ;Ω + ‖S2(φ)− S2(ϕ)‖1,Ω ≤ C(a) ‖φ− ϕ‖0,Ω ,

‖S̃(φ, u)− S̃(ϕ,w)‖1,Ω ≤ C(b)
{
‖φ− ϕ‖0,Ω + ‖u− w‖1,Ω

}
,

para todo φ, ϕ ∈ H1
0 (Ω), u, w ∈ H1(Ω).

iii) Deduzca a partir de i) y ii) que existe una constante C(a, b) ≥ 0 tal que

‖T (φ)− T (ϕ)‖1,Ω ≤ C(a, b) ‖φ− ϕ‖0,Ω ∀φ, ϕ ∈ H1
0 (Ω) ,

pruebe luego que T es compacto, y concluya finalmente que para a y b suficientemente
pequeños, el problema original (33) posee una única solución.

4.39 Utilice una fórmula de integración por partes adecuada, y luego aplique el análisis
sobre alternativa de Fredholm y método de Galerkin para estudiar la solubilidad discreta del
problema de valores de contorno:

∆u + k u = f en Ω := ]0, 1[2 ,
∂u

∂ν
+ u = g en Γ := ∂Ω ,

donde k ≥ 0, f ∈ L2(Ω), ν es el vector normal en Γ, y g ∈ H−1/2(Γ).

4.40 ([6]) Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera suave Γ, y sean

H1
0(Ω) :=

{
v ∈ H1(Ω) : v = 0 en Γ

}
, H1

0(Ω) := [H1
0(Ω)]n , L2(Ω) := [L2(Ω)]n ,

L2(Ω) := [L2(Ω)]n×n , H(div; Ω) :=
{
τ ∈ L2(Ω) : divτ ∈ L2(Ω)

}
,

cuyas normas respectivas son ‖ · ‖1,Ω, ‖ · ‖0,Ω y ‖ · ‖div;Ω. Entonces, dados f ∈ L2(Ω) y
parámetros κ1 y κ2 a ser elegidos convenientemente, una formulación mixta simplificada del
problema de Navier-Stokes consiste en: Hallar (σ,u) ∈ H := H(div; Ω)×H1

0(Ω) tal que

A((σ,u), (τ ,v)) + B(u; (σ,u), (τ ,v)) = F (τ ,v) ∀ (τ ,v) ∈ H , (35)
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donde A, B, y F están definidos por

A((σ,u), (τ ,v)) :=

∫
Ω
σ : τ + κ1

∫
Ω

divσ · divτ +

∫
Ω

u · divτ

−
∫

Ω
v · divσ + κ2

∫
Ω

{
∇u− σ

}
: ∇v ,

B(w; (σ,u), (τ ,v)) :=

∫
Ω

(w ⊗ u) :
{
τ − κ2∇v

}
,

F (τ ,v) := −κ1

∫
Ω

f · divτ +

∫
Ω

f · v ,

para todo w ∈ H1
0(Ω), (σ,u), (τ ,v) ∈ H. Notar aqúı que, dados vectores w, u y tensores ζ,

τ , se definen w ⊗ u := (wi uj)
n
i,j=1 y ζ : τ :=

n∑
i,j=1

ζij τij .

a) Demuestre que para κ1 > 0 y κ2 ∈ (0, 2), la forma bilineal A es eĺıptica en H con una
constante α dependiente de ambos parámetros.

b) Aplique la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la inyección continua de H1(Ω) en L4(Ω)
:= [L4(Ω)]n para deducir la existencia de c(Ω, κ2) > 0 tal que∣∣B(w; (σ,u), (τ ,v))

∣∣ ≤ c(Ω, κ2) ‖w‖1,Ω ‖u‖1,Ω ‖(τ ,v)‖H .

c) Pruebe que existe r > 0 tal que para cada w ∈ V(r) :=
{

w ∈ H1
0(Ω) : ‖w‖1,Ω ≤ r

}
,

existe un único (σ,u) ∈ H tal que

A((σ,u), (τ ,v)) + B(w; (σ,u), (τ ,v)) = F (τ ,v) ∀ (τ ,v) ∈ H . (36)

En tal caso defina el operador S : V(r) −→ H1
0(Ω) por S(w) := u, y deduzca la

dependencia continua de (36) (según el Lema de Lax-Milgram).

d) Observe que (35) puede reformularse equivalentemente como la ecuación de punto fijo:
Hallar u ∈ V(r) tal que S(u) = u, y luego aplique la elipticidad de la forma bilineal
A(·, ·) +B(w; ·, ·) y el Teorema de Banach, para concluir que, bajo adecuadas hipótesis
sobre f , el problema (35) tiene una única solución (σ,u) ∈ H con u ∈ V(r).

5. Operadores Compactos

5.1 Sea X el espacio vectorial de las funciones continuas sobre Ω̄ := [0, 1] provisto de la
norma uniforme. Dados u1, u2, y ∈ X, considere la ecuación integral: Hallar u ∈ X tal que

u(t) −
∫ 1

0
u1(t) s2 u(s) ds −

∫ 1

0
u2(t) (1− 3

2
s)u(s) ds = y(t) ∀ t ∈ Ω̄ . (37)

i) Si u1(t) = 4t y u2(t) = 1 ∀ t ∈ Ω, deduzca una condición necesaria y suficiente para
que la ecuación (37) tenga al menos una solución.

ii) Pruebe que si u1(t) = t y u2(t) = 1, entonces para cada y ∈ X la ecuación integral
(37) tiene una única solución.
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5.2 Sean X, Y , Z espacios vectoriales normados.

i) Pruebe que si K ∈ L (X,Y ) es de rango finito, entonces K es compacto.

ii) Demuestre que si A ∈ L (X,Y ) y K ∈ K (Y, Z), entonces KA también es compacto.

5.3 Sea X un espacio vectorial normado de dimensión infinita y sea K ∈ K(X,X) un
operador inyectivo. Demuestre que K−1 /∈ L(X,X).

5.4 Sean X e Y espacios de Banach y sea A ∈ L(X,Y ). Suponga que existen sucesiones
{Fn }n∈N ⊆ X ′, { yn }n∈N ⊆ Y , {λn }n∈N ⊆ R tales que

sup
n∈N
||Fn||X′ < +∞ , sup

n∈N
||yn||Y < +∞ ,

∞∑
n=1

|λn| < +∞ ,

y además

Ax = ĺım
m→∞

m∑
n=1

λn Fn(x) yn ∀x ∈ X .

Demuestre que A es compacto.

5.5 Sea p > 1 y considere el operador K : lp → lp definido por

K (x1, x2, ..., xk, ...) = (x1,
x2

2
, ...,

xk
k
, ...) ∀ (x1, x2, ..., xk, ...) ∈ lp .

Demuestre que K es compacto.

5.6 ([17]) Sean H y V dos espacios de Hilbert tales que H ⊆ V y la inyección i : H → V
es compacta.

a) Se dice que una forma bilineal acotada A definida sobre H ×H satisface la Desigual-
dad de Gårding si existen α > 0 y una forma bilineal acotada K : H × V → R
tales que

A(v, v) ≥ α ||v||2H − K(v, v) ∀ v ∈ H .

Dado F ∈ H ′, considere el siguiente problema variacional: Hallar u ∈ H tal que

A(u, v) = F (v) ∀ v ∈ H . (38)

Demuestre que si A satisface la desigualdad de G̊arding, entonces (38) tiene solución
para cada F ∈ H ′ si y sólo si u = 0 es la única solución del correspondiente problema
homogéneo.

b) Se dice que A satisface la Desigualdad de Gårding generalizada si existen α > 0,
una forma bilineal acotada K : H × V → R, y un isomorfismo S : H → H tales que

A(v, Sv) ≥ α ||v||2H − K(v, Sv) ∀ v ∈ H .

Demuestre que si A satisface la desigualdad de Garding generalizada, entonces (38)
tiene solución para cada F ∈ H ′ si y sólo si u = 0 es la única solución del corres-
pondiente problema homogéneo.
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5.7 Sea K : [0, 1] × [0, 1] → R una función continua y defina el operador integral K :
C[0, 1]→ C[0, 1] por

K(u)(t) :=

∫ 1

0
K(t, s)u(s) ds ∀ t ∈ [0, 1] , ∀u ∈ C[0, 1] .

Aplique el Teorema de Arzelá - Ascoli para probar que K es compacto.

5.8 ([18], [19]) Sea Ω un dominio poligonal convexo de R2 con frontera Γ, y dado f ∈ L2(Ω),
considere la ecuación de Helmholtz con datos de Dirichlet:

∆u + u = f en Ω , u = 0 en Γ . (39)

i) Introduzca la incógnita auxiliar σ := ∇u en Ω y pruebe que una formulación variacio-
nal mixta de (39) se reduce a: Hallar σ ∈ H(div; Ω) tal que∫

Ω
σ · τ −

∫
Ω

div (σ) div (τ ) = −
∫

Ω
f div (τ ) ∀ τ ∈ H(div; Ω) . (40)

ii) Defina el operador P : H(div; Ω) → [L2(Ω)]2 que a cada τ ∈ H(div; Ω) le asigna
P (τ ) := ∇ z, donde z ∈ H1

0 (Ω) ∩ H2(Ω) es la única solución del problema:

∆ z = div (τ ) en Ω , z = 0 en Γ .

Pruebe que P es un proyector compacto, y concluya que (cf. Ejercicio 3.21)

H(div; Ω) = P (H(div; Ω))⊕ (I − P )(H(div; Ω)) .

iii) Utilice la descomposición anterior de H(div; Ω) para demostrar que (40) se reduce,
equivalentemente, a: Hallar σ ∈ H(div; Ω) tal que

A(σ, τ ) + K(σ, τ ) = F (τ ) ∀ τ ∈ H(div; Ω) ,

donde

A(σ, τ ) := −
∫

Ω
P (σ) · P (τ )−

∫
Ω

div P (σ) div P (τ ) +

∫
Ω

(I − P )(σ) · (I − P )(τ ) ,

K(σ, τ ) := 2

∫
Ω
P (σ) · P (τ ) +

∫
Ω
P (σ) · (I − P )(τ ) +

∫
Ω

(I − P )(σ) · P (τ ) ,

y F es el funcional definido por el lado derecho de (40).

iv) Sean A : H(div; Ω)→ H(div; Ω) y K : H(div; Ω)→ H(div; Ω) los operadores lineales y
acotados asociados a las formas bilineales A y K, respectivamente. Demuestre que A
es biyectivo y que K es compacto.

Ind. Defina el operador S(τ ) := (I − 2P )(τ ) y considere la expresión A(τ , S(τ )) para
probar que A satisface la condición inf-sup continua.

5.9

a) Sean X e Y espacios de Hilbert y sea K ∈ L(X,Y ) tal que K transforma sucesio-
nes débilmente convergentes de X en sucesiones convergentes de Y . Pruebe que K es
compacto.
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b) Sea X un espacio de Hilbert y sean {xn}n∈N ⊆ X, x ∈ X, tales que xn
w→x y ‖xn‖ →

‖x‖. Pruebe que xn → x.

c) Sean X e Y espacios de Hilbert y sea K ∈ L(X,Y ) un operador compacto. Aplique
a) y b) para probar que K∗ ∈ L(Y,X) también es compacto.

5.10 ([16]) Sea X un espacio de Banach y T : X → X ′ un operador nolineal. Se dice
que T satisface la propiedad (S) si para toda sucesión {xn}n∈N ⊆ X tal que

xn
w−→x y (T (xn)) (xn − x) − (T (x)) (xn − x) −→ 0 ,

se tiene xn −→ x. Ahora, sean H, Q, V espacios de Banach tales que H ⊆ V y i : H → V
es compacta. Sea X := H × Q, y considere una forma bilineal acotada B : X ×X → R y
un operador nolineal A : H → H ′ que satisfacen las siguientes propiedades

i) existe C0 > 0 tal que

B((u, λ), (u, λ)) ≥ C0 ||λ|2Q ∀ (u, λ) ∈ X .

ii) existen C1, C2 > 0 tal que para todo u, v ∈ H

(A(u)) (u− v) − (A(v)) (u− v) ≥ C1 ||u− v||2H + R(u, v) ,

donde
|R(u, v)| ≤ C2 { 1 + ||u||H + ||v||H } ||u− v||V .

Demuestre que el operador nolineal T : X → X ′ definido por

(T (u, λ)) (v, µ) := (A(u)) (v) + B((u, λ), (v, µ)) ,

satisface la propiedad (S).

5.11 Sea Ω un abierto de Rn. Asuma que la inyección i : H1(Ω) → L2(Ω) es compacta y
demuestre que la inyección i : Hm(Ω) → Hm−1(Ω) también es compacta, para todo entero
m ≥ 2.

5.12 ([28], [29]) Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera de clase C0,1, y considere
el espacio de Sobolev H2(Ω), con producto escalar 〈·, ·〉H2(Ω), norma inducida ‖ · ‖H2(Ω), y
semi-norma | · |H2(Ω). Además, sea P1(Ω) el espacio de polinomios sobre Ω de grado ≤ 1 con
base {p0, p1, ..., pn} donde p0(x) = 1 y pi(x) = xi ∀ i ∈ {1, ..., n}, ∀x := (x1, ..., xn)t ∈ Ω.

a) [Desigualdad de Poincaré generalizada]. Defina la aplicación

|||v||| :=

{
|v|2H2(Ω) +

n∑
i=0

| 〈v, pi〉H2(Ω) |2
}1/2

∀ v ∈ H2(Ω) ,

y demuestre que existen C1, C2 > 0 tales que

C1 |||v||| ≤ ‖v‖H2(Ω) ≤ C2 |||v||| ∀ v ∈ H2(Ω) .

Ind.: Para la segunda desigualdad proceda por contradicción, es decir, suponga, en
particular, que ∀n ∈ N existe vn ∈ H2(Ω) tal que ‖vn‖H2(Ω) > n |||vn|||. Luego, defina

wn :=
vn

‖vn‖H2(Ω)
, observe que ‖wn‖H2(Ω) = 1, note que |||wn||| < 1

n , y aplique el hecho

que la inclusión de H2(Ω) en H1(Ω) es compacta.
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b) [Lema de Deny-Lions]. Considere el espacio cuociente H2(Ω)/P1(Ω) con norma

‖[v]‖H2(Ω)/P1(Ω) := ı́nf
p∈P1(Ω)

‖v − p‖H2(Ω) ,

y defina
|[v]|H2(Ω)/P1(Ω) := |v|H2(Ω) ∀ [v] ∈ H2(Ω)/P1(Ω) .

Demuestre que | · |H2(Ω)/P1(Ω) está bien definida y que existe C > 0 tal que

|[v]|H2(Ω)/P1(Ω) ≤ ‖[v]‖H2(Ω)/P1(Ω)

≤ C |[v]|H2(Ω)/P1(Ω) ∀ [v] ∈ H2(Ω)/P1(Ω) .

Ind.: Note que para todo p ∈ P1(Ω) y para todo α con |α| = 2 se tiene ∂αp = 0.
Aplique la desigualdad de Poincaré generalizada.

c) [Lema de Bramble-Hilbert]. Sea Π ∈ L(H2(Ω), H1(Ω)) tal que Π(p) = p ∀ p ∈
P1(Ω). Demuestre que existe C > 0 tal que

‖v −Π(v)‖H1(Ω) ≤ C |v|H2(Ω) ∀ v ∈ H2(Ω) .

Ind.: Note que v − Π(v) = v − p − Π(v − p) ∀ p ∈ P1(Ω), y luego aplique el Lema de
Deny-Lions.

5.13 Aplique el análisis sobre alternativa de Fredholm y método de Galerkin para estudiar
la solubilidad discreta del problema de valores de contorno:

u′′ + k u = f en Ω := ]0, 1[ , u′(0) = a , u′(1) = b ,

con f ∈ L2(Ω), k ∈ R+ y a, b ∈ R.

5.14 Sean (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert real y a : H × H → R una forma bilineal
acotada cuyo operador inducido A ∈ L(H) es biyectivo. Dados un conjunto de vectores
{u1, u2, · · · , uN} ⊆ H y F ∈ H ′, considere la formulación variacional: Hallar u ∈ H tal que

a(u, v) −
N∑
j=1

〈u, uj〉 〈v, uj〉 = F (v) ∀ v ∈ H . (41)

Deduzca una condición necesaria y suficiente sobre {u1, u2, · · · , uN} que garantice que para
cada F ∈ H ′ el problema (41) tiene una única solución.

5.15 Sea (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert real, y sean a : H × H → R y b : H × H → R
formas bilineales acotadas tales que a es H-eĺıptica y b es simétrica. Dados un conjunto de
vectores {u1, u2, · · · , uN} ⊆ H y F ∈ H ′, considere la formulación variacional: Hallar u ∈ H
tal que

a(u, v) +
N∑
j=1

a(u, uj) b(v, uj) = F (v) ∀ v ∈ H . (42)

Deduzca una condición necesaria y suficiente sobre {u1, u2, · · · , uN} que garantice que para
cada F ∈ H ′ el problema (42) tiene una única solución. En particular, qué ocurre si existe
c ∈ R tal que b(ui, uj) = c δij ∀ i, j ∈ {1, 2, ..., N} ? Por otro lado, qué podŕıa concluir si
a = b ?
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6. Reflexividad y Separabilidad

6.1 Dado un espacio vectorial normado X, demuestre que existen un espacio vectorial nor-
mado X̃ y un espacio de Banach Y , tales que X es isomorfo a X̃, X̃ ⊆ Y , ‖x‖Y =
‖x‖

X̃
∀x ∈ X̃, y X̃ es denso en Y .

6.2

a) Sean X, Y espacios de Banach y suponga que existe un operador T ∈ L (X,Y ) biyec-
tivo. Demuestre que X es reflexivo (separable) si y sólo si Y es reflexivo (separable).

b) Sean X, Y espacios de Banach separables (reflexivos). Demuestre que el espacio pro-
ducto X × Y también es separable (reflexivo).

c) Dado un abierto Ω de RN y p ∈ R, 2 ≤ p <∞, se define

Lp(Ω) :=

{
f : Ω→ R : f medible y ||f ||Lp(Ω) :=

{∫
Ω
|f |p dx

}1/p

< +∞

}
.

Puede probarse que (Lp(Ω), || · ||Lp(Ω)) es un espacio de Banach separable. Por otra
parte, el espacio de Sobolev W 1,p (Ω) está dado por

W 1,p (Ω) :=
{
u ∈ Lp(Ω) : existe gi ∈ Lp(Ω) , i = 1, N tal que∫

Ω
u
∂φ

∂xi
dx = −

∫
Ω
giφdx ∀φ ∈ C∞0 (Ω)

}
En tal caso se escribe ∂u

∂xi
= gi, y se define la norma

||u||W 1,p (Ω) := ||u||Lp(Ω) +
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
Lp(Ω)

.

Puede probarse que (W 1,p (Ω), || · ||W 1,p (Ω) ) también es Banach. Demuestre que el
espacio W 1,p (Ω) es separable.

6.3 Sean X, Y espacios de Banach y sea T ∈ L(X,Y ). Se dice que T es débilmente

compacto si para toda sucesión acotada {xn }n∈N de X existe una subsucesión {x(1)
n }n∈N

tal que {Tx(1)
n }n∈N converge débilmente en Y . Pruebe que si X o Y es reflexivo, entonces

todo operador T ∈ L(X,Y ) es débilmente compacto.

6.4 Sean a, b ∈ R tal que −∞ < a < b < +∞. Asuma que C[a, b] es separable, y demuestre
que para todo entero no negativo k, Ck[a, b] también es separable.

6.5 Sean X, Y espacios vectoriales normados y T : X → Y un operador compacto. De-
muestre que R(T ) es separable.
Ind.: Escriba X =

⋃∞
n=1 {x ∈ X : ||x|| ≤ n } , y luego use que todo subconjunto

relativamente compacto de un espacio métrico es separable.

6.6 Un importante resultado establece que todo espacio de Banach uniformemente convexo
es reflexivo. En lo que sigue suponga que Ω es un abierto de Rn y que p ∈ R es tal que p ≥ 2.
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a) A partir del hecho que αp +βp ≤ (α2 +β2)p/2 ∀α, β ≥ 0, demuestre la desigualdad de
Clarkson:∣∣∣∣∣∣∣∣f + g

2

∣∣∣∣∣∣∣∣p
Lp(Ω)

+

∣∣∣∣∣∣∣∣f − g2

∣∣∣∣∣∣∣∣p
Lp(Ω)

≤ 1

2

{
||f ||pLp(Ω) + ||g||pLp(Ω)

}
∀ f, g ∈ Lp(Ω).

b) Utilice la desigualdad anterior para probar que Lp(Ω), 2 ≤ p < ∞, es uniformemente
convexo y por lo tanto reflexivo. Además, deduzca que W 1,p (Ω) también es reflexivo.

6.7 Dado p ≥ 1, considere el espacio vectorial normado

`p(C) := {x := {xn}n∈N : xn ∈ C ∀n ∈ N y
∑
n∈N
|xn|p < +∞} ,

provisto de la suma y multiplicación por escalar usuales, y cuya norma está dada por ‖x‖ :={∑
n∈N
|xn|p

}1/p

. Demuestre que `p(C) es separable.

6.8 Dado un abierto Ω de Rn, considere el espacio de Hilbert (H(div; Ω), 〈·, ·〉), donde

H(div; Ω) :=
{
τ ∈ [L2(Ω)]n : div τ ∈ L2(Ω)

}
,

y

〈σ, τ 〉 :=

∫
Ω

{
σ · τ + div σ div τ

}
∀σ, τ ∈ H(div; Ω) .

Asuma que L2(Ω) es separable y demuestre que H(div; Ω) también lo es.

6.9 Dados X e Y espacios de Banach reales y A : X × Y → R una forma bilineal acotada,
defina los operadores A ∈ L(X,Y ′) y B ∈ L(Y,X ′) por

A(x)(y) := A(x, y) y B(y)(x) := A(x, y) ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y .

a) Defina expĺıcitamente los operadores adjuntos A′ y B′, y demuestre que B = A′ ◦ JY
y A = B′ ◦ JX , donde JY : Y → Y ′′ y JX : X → X ′′ son las inyecciones respectivas.

b) Demuestre que considerando cualquiera de los pares de hipótesis i)-ii) o iii)-iv) dados
a continuación, y asumiendo que Y es reflexivo, se tiene que A, A′ y B son biyectivos.

i) existe α > 0 tal que sup
x∈X
x6=0

A(x, y)

‖x‖
≥ α ‖y‖ ∀ y ∈ Y ,

ii) sup
y∈Y
A(x, y) > 0 ∀x ∈ X, x 6= 0,

iii) existe α > 0 tal que sup
y∈Y
y 6=0

A(x, y)

‖y‖
≥ α ‖x‖ ∀x ∈ X,

iv) sup
x∈X
A(x, y) > 0 ∀ y ∈ Y, y 6= 0 ,

c) Demuestre que considerando cualquiera de los pares de hipótesis i)-ii) o iii)-iv) dados
en b), y asumiendo que X es reflexivo, se tiene que B, B′ y A son biyectivos.
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6.10 Sea M un subespacio cerrado propio de un Banach reflexivo X y sea x0 ∈ X −M .
Aplique la segunda forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach para probar que existe
F ∈ Mo tal que ‖F‖ = 1 y |F (x0)| ≤ dist(x0,M).

6.11 Pruebe que si X e Y son Banach y A : X → (Y,σ(Y, Y ′)) es lineal y continuo,
entonces A ∈ L(X,Y ).

6.12 Dados f0 ∈ X ′, ε > 0 y un conjunto finito M⊆ X, se define

V (f0, ε; M) :=
{
f ∈ X ′ : |f(x)− f0(x)| < ε ∀x ∈ M

}
,

o bien, equivalentemente,

V (f0, ε; M) :=
{
f ∈ X ′ : |J(x)(f − f0)| < ε ∀x ∈ M

}
.

Demuestre que todos los conjuntos V (f0, ε; M) con ε y M variables, constituyen una base
de vecindades de {f0} para la topoloǵıa σ(X ′, X).

6.13 Sea {fn}n∈N una sucesión de X ′. Entonces se tienen las siguientes implicaciones:

i) fn
ω∗−→ f ⇔ J(x)(fn) = fn(x)−→ J(x)(f) = f(x) ∀x ∈ X.

ii) fn
n→∞−→ f ⇒ fn

ω∗−→ f .

iii) fn
ω−→ f ⇒ fn

ω∗−→ f .

iv)
{
fn

ω∗−→ f y xn
n→∞−→ x

}
⇒ fn(xn)

n→∞−→ f(x).

6.14 Probar que si Z es un subespacio cerrado de un espacio vectorial normado X, entonces

σ(Z,Z ′) = σ(X,X ′)|Z :=
{
A ∩ Z : A ∈ σ(X,X ′)

}
.

6.15 Sea X un Banach tal que X ′ es separable. Entonces B̄X(0, 1) es metrizable con res-
pecto a σ(X,X ′). Rećıprocamente, si B̄X(0, 1) es metrizable para σ(X,X ′), entonces X ′ es
separable.

6.16 El objetivo de este problema es demostrar el lema de brezis-lieb, cuyas hipótesis
y tesis respectivas están dadas más abajo en el comienzo de ii) y en iii). Para este efecto, se
sugiere proceder como se indica a continuación.

i) Dado p ∈ (1,+∞), pruebe que

Cp := sup
|t|61

{∣∣ |t+ 1|p − |t|p − 1
∣∣

|t|p−1 + |t|

}
< ∞ ,

y a partir de ello, tomando t = a/b o t = b/a cuando a b 6= 0, muestre que∣∣|a+ b|p − |a|p − |b|p
∣∣ 6 Cp

{
|a|p−1|b| + |a||b|p−1

}
∀ a, b ∈ R . (43)
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ii) Sean {fn}n∈N ⊆ Lp(Ω) y f ∈ Lp(Ω) tales que fn(x) −→ f(x) c.t.p. en Ω y
‖fn‖Lp(Ω) −→ ‖f‖Lp(Ω). Recuerde que si q ∈ (1,+∞) es tal que 1

p + 1
q = 1, el dual

de Lp(Ω) se identifica con Lq(Ω). Demuestre entonces que |fn − f |
w−→ 0 en Lp(Ω)

y |fn − f |p−1 w−→ 0 en Lq(Ω) . Aplique luego (43) con a = (fn − f)(x) y b = f(x),
integre sobre Ω, y deduzca que

ĺım
n→∞

∫
Ω

{
|fn|p − |fn − f |p

}
=

∫
Ω
|f |p . (44)

iii) Concluya finalmente de (44) que

‖fn − f‖Lp(Ω) −→ 0 .

indicación: Para la primera convergencia débil pedida en ii) puede utilizar una varian-
te del Lema de Mazur, la cual establece que para toda sucesión {un}n∈N que converge
débil en un Banach X, existe una sucesión {vn}n∈N que converge fuerte al mismo ĺımite,
donde cada vn es una combinación convexa de elementos en {uk}k≥n. A su vez, tenga
presente que toda sucesión convergente en Lp(Ω) posee una subsucesión que converge
puntualmente c.t.p. en Ω. Por último, recuerde que al ser Lq(Ω) separable, la bola
unitaria de Lp(Ω) es metrizable con respecto a la topoloǵıa débil.

7. Nociones de Teoŕıa Espectral

7.1 Sean X un Banach complejo y A,B ∈ L(X,X) tales que 0 ∈ ρ(A) y

||A−B|| < 1

||A−1||
.

Muestre que 0 ∈ ρ(B) y

||B−1|| ≤ ||A−1||
(1− ||A−1|| ||A−B||)

7.2 Sean X un Hilbert complejo y A : D(A) ⊆ X → X un operador lineal tal que D(A)
es denso en X. Demuestre que λ ∈ ρ(A∗) si y sólo si (A∗ − λI) es inyectivo y existe C > 0
tal que ‖(A∗ − λI)−1(x)‖ ≤ C ‖x‖ ∀x ∈ X .

7.3 Sean X un Hilbert complejo y A ∈ L(X,X) un operador compacto autoadjunto.

i) Pruebe que existe una sucesión {An }n∈N ⊆ L(X,X) de operadores de rango finito tal
que

ĺım
n→∞

||A − An||L(X,X) = 0.

ii) Demuestre que la ecuación Au = f admite una solución u si y sólo si∑
λ∈σp(A)

|fλ|2

|λ|2
< ∞ , donde f =

∑
λ∈σp(A)

fλ , con fλ ∈ Eλ(A) .

iii) Dados µ /∈ σ(A) y f ∈ X, resuelva la ecuación: µu − Au = f , en términos de una
base Hilbertiana de X.
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iv) Aplique el resultado anterior a la ecuación integral siguiente:

u ∈ X , 3u(x) −
∫

Ω
K(x, t)u(t) dt = f(x) ∀x ∈ Ω

donde Ω := (0, 1), X := L2(Ω), f ∈ X, y K es la función sobre Ω× Ω definida por

K(x, t) :=


x(1− t) si t ≤ x ,

t(1− x) si t > x .

7.4 Sea X el espacio de Hilbert complejo L2(Ω), con Ω := ]0, 1[, y considere el operador
lineal K : X → X definido por

(K u)(t) :=

∫ 1

0
k(t, s)u(s) ds ∀ t ∈ Ω , ∀u ∈ X ,

donde k ∈ L2(Ω× Ω) está dada por k(t, s) := mı́n{t, s} ∀ (t, s) ∈ Ω× Ω.

i) Muestre que K es autoadjunto y luego utilice una base ortonormal de L2(Ω) para
concluir que K es compacto.

ii) Encuentre el espectro de K. Para este efecto, proceda como se indica a continuación.
Dado λ ∈ σp(K) y v ∈ N(K − λ I) \ 0, derive dos veces la ecuación K(v) − λ v = 0
y obtenga el problema de valores de contorno:

λ v′′ + v = 0 en Ω , v′(1) = v(0) = 0 .

Observe aśı que λ 6= 0. Luego, multiplique la ecuación diferencial por v̄, integre sobre
Ω, y deduzca de la identidad resultante que λ > 0. Entonces, demuestre que la solución
de la ecuación diferencial está dada por:

v(t) := C1 cos

(
t√
λ

)
+ C2 sin

(
t√
λ

)
∀ t ∈ Ω ,

y use las condiciones de contorno para probar que los valores propios de K están dados
por λj := 4

π2 (2 j−1)2 ∀ j ∈ N, con funciones propias

vj(t) := sin

(
π(2 j − 1) t

2

)
∀ t ∈ Ω .

iii) Concluya que ‖K‖ = 4
π2 .

7.5 Sea H un Hilbert sobre C. Se dice que A ∈ L(H,H) es un operador normal si A y A∗

conmutan, esto es A∗A = AA∗. Pruebe en este caso que:

a) λ ∈ σp(A) si y sólo si λ̄ ∈ σp(A∗). Concluya además que

Eλ(A) := N(A− λI) = Eλ̄(A∗) := N(A∗ − λ̄I) .

b) Si λ, µ ∈ σp(A), λ 6= µ, entonces Eλ(A) ⊥ Eµ(A∗).
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7.6 Sea A : D(A) ⊆ L2(−1, 1)→ L2(−1, 1) el operador definido por

(Au ) (x) = xu(x) + θ

∫ 1

−1
u(t) dt ,

donde θ ∈ R. Obtenga la mayor información posible sobre el espectro de A.

7.7 Sean Ω := (0, 1), p ∈ C1(Ω̄) y q ∈ C(Ω̄), con p(x) ≥ α > 0 ∀x ∈ Ω. Demuestre que
existen una base Hilbertiana { en }n∈N de L2(Ω) y una sucesión {λn }n∈N de números reales
con λn > 0, y λn →∞ cuando n→∞, tales que en ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω), y

−(pe′n)′ + qen = λnen en Ω .

7.8 Sea H un espacio de Hilbert separable. Se dice que T : H → H es un operador de
Hilbert-Schmidt si existe una base {en}n∈N de H tal que

‖|T ‖|2 :=
∑
n∈N
‖Ten‖2 < ∞ .

Sean p y q como en el problema anterior. Demuestre que el operador lineal T : L2(Ω)→ L2(Ω)
que a cada f ∈ L2(Ω) le asigna la única solución u := Tf de

−(pu′)′ + qu = f en Ω := (0, 1)

u(0) = u(1) = 0

es un operador de Hilbert Schmidt.

7.9 Sea (H, 〈·, ·〉H) un Hilbert (C), y sea A : D(A) ⊆ H → H un operador lineal tal
que D(A) es denso en H y A es autoadjunto. Demuestre que D(A) provisto con el producto
escalar 〈u, v〉D(A) := 〈u, v〉H + 〈Au,Av〉H , es un espacio de Hilbert. Suponga ahora que
i : D(A)→ H es una inyección compacta, y que A−1 ∈ L(H,D(A)). Demuestre que

i) σ(A) = σp(A) ⊆ R.

ii) Los elementos de σp(A) pueden ordenarse en una sucesión {λn }n∈N tal que |λn| → ∞,
cuando n→∞.

iii) Los espacios propios Eλn := N(A − λnI) son de dimensión finita, ortogonales dos a
dos, y H = ⊕{ Eλn : n ∈ N } .

7.10 Sea H un Hilbert complejo no trivial, y sea A ∈ L(H,H) un operador biyectivo tal
que A∗ = A−1 (operador unitario). Demuestre que ||A|| = 1, y concluya que

σ(A) ⊆ {λ ∈ C : |λ| = 1 } .

7.11 Sean X un Hilbert complejo y A ∈ L(X,X) un operador autoadjunto. Demuestre que
para todo λ ∈ C se tiene X = N(A− λI)⊕R(A− λI) .

7.12 [Valores propios de ∆]. Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera Lipschitz-
continua. Demuestre que existen una base Hilbertiana { en }n∈N de L2(Ω), y una sucesión
{λn }n∈N de números reales con λn > 0, y λn → +∞ cuando n → +∞, tales que en ∈
H1

0 (Ω) ∩H2(Ω), y −∆ en = λn en en Ω. Se dice aqúı que los λn son los valores propios del
Laplaciano (con condición de Dirichlet), y que las en son las funciones propias asociadas.
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7.13 [Espectro autoadjunto]. Sean H un Hilbert complejo y A ∈ L(H,H) un operador
autoadjunto. Dado un subespacio cerrado S de H invariante con respecto a A, denote por
σ(A,S) y σ(A,S⊥) los espectros de las restricciones A|S y A|S⊥ , respectivamente. Demuestre
que σ(A) = σ(A,S) ∪ σ(A,S⊥).

7.14 Sean (X, 〈·, ·〉) un Hilbert (C) y A : D(A) ⊆ X −→ X un operador lineal con
D(A) = X tal que A es autoadjunto. Entonces, λ ∈ σ(A) si y sólo si existe {xn}n∈N ⊆ D(A)
tal que ‖xn‖ = 1 y ĺım

n→∞
‖Aλ(xn)‖ = 0.

7.15 Sean X un Hilbert complejo y A : D(A) ⊆ X → X un operador lineal tal que D(A)
es denso en X. Pruebe que {

λ : λ ∈ σr(A)
}
⊆ σp(A

∗) .

En particular, considere el espacio X := L2(Ω), con Ω := ]0, 1[, y demuestre que σr(A) = ∅,
donde A : X → X está definido por

(Au)(t) :=

∫ 1

0
(t2 s + s2 t)u(s) ds ∀ t ∈ Ω , ∀u ∈ X .

8. Teoŕıa de Distribuciones

8.1 Pruebe que las siguientes son distribuciones sobre R:

i) 〈u, ϕ〉 = ĺım
ε→0

{∫
|x|≥ε

ϕ(x)

x2
dx − 2

ϕ(0)

ε

}
∀ϕ ∈ D(R) .

ii) 〈u, ϕ〉 = ĺım
ε→0

∫
|x|≥ε

ϕ(x)

x
dx ∀ϕ ∈ D(R) .

iii) 〈u, ϕ〉 := ĺım
ε→0

{∫ ∞
ε

ϕ(x)

x2
dx − ϕ(0)

ε
+ ϕ′(0) ln (ε)

}
∀ϕ ∈ D(R) .

8.2

i) Pruebe que V P ( 1
x) : D(R)→ R definida por

〈V P ( 1
x), ϕ〉 = ĺım

ε→0

∫
|x|≥ε

ϕ(x)

x
dx ∀ϕ ∈ D(R)

es una distribución sobre R.

ii) Demuestre que (log |x|)′ = V P ( 1
x) en D′(R).

8.3 Sean Ω un abierto de Rn y f ∈ Ck0 (Ω). Demuestre que para cada α, |α| ≤ k,

ĺım
ε→0

sup
x∈Ω

| ∂α (fε − f) (x) | = 0 .
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8.4 Sea Ω = (0, 1)× (0, 1), y para cada n ≥ 3 defina los conjuntos

Ωn :=

(
1

n
,
n− 1

n

)
×
(

1

n
,
n− 1

n

)
.

Construya una sucesión de funciones {fn}n≥3 ⊆ C∞0 (Ω), tal que fn = 1 en Ωn para todo
n ≥ 3, |∂α fn(x)| ≤ Cα n

|α| ∀x ∈ Ω, y

ĺım
n→∞

∫
Ω
fn (2− fn) dx = 1 .

8.5 Para cada ε ∈ (0, 1) considere uε ∈ L1
loc (Rn) tal que

sopuε ⊆ B̄(0, ε) ,

∫
Rn

uε(x) dx = 1 , y

∫
Rn

|uε(x)| dx < ∞ .

Pruebe que ĺım
ε→0

∫
Rn

uε ϕdx = ϕ(0) ∀ ϕ ∈ D(Rn) .

8.6 Demuestre que ĺım
n→∞

∫
R

n

1 + n2x2
ϕ(x) dx = π ϕ(0) ∀ ϕ ∈ D(R) .

8.7 Sean X1, X2, ..., Xm abiertos de Rn, y sea K un compacto contenido en ∪mj=1 Xj . Pruebe
que existen funciones ϕj ∈ C∞0 (Xj) tales que

0 ≤ ϕj ≤ 1 y
m∑
j=1

ϕ2
j (x) = 1 en una vecindad de K .

8.8 Sea u ∈ Lploc(Ω), p > 1, y suponga que existe v ∈ Lploc(Ω) tal que∫
Ω
v ϕ dx = (−1)|α|

∫
Ω
u ∂αϕdx ∀ϕ ∈ D(Ω) .

Demuestre que ∂αuε(x) = vε(x), ∀x ∈ Ω, ∀ ε < dist(x, ∂Ω). Además, pruebe que para todo
compacto K ⊆ Ω existe una sucesión {ϕj}j∈N ⊆ C |α|(Ω) tal que

||ϕj − u||Lp(K) → 0 y ||∂αϕj − v||Lp(K) → 0 cuando j →∞ .

8.9

i) Demuestre que la inyección E ′(Ω) ↪→ D′(Ω) es densa.

ii) Sean u ∈ E ′(Ω) y ϕ ∈ E(Ω) tales que sopu ∩ sopϕ = φ. Demuestre que 〈u, ϕ〉 = 0.

8.10 Sea Ω un abierto de Rn y sean x0, x1 ∈ Ω tales que x0 6= x1. Suponga que u ∈ D′(Ω)
y sop u ⊆ {x0, x1}.

i) Demuestre que existen enteros no negativos N0, N1, y constantes cα , dβ ∈ C, |α| ≤
N0, |β| ≤ N1, tales que ∀ϕ ∈ D(Ω)

〈u, ϕ〉 =
∑
|α|≤N0

cα 〈∂αδx0 , ϕ〉 +
∑
|β|≤N1

dβ 〈∂βδx1 , ϕ〉 .
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ii) Extienda el resultado anterior al caso en que sopu ⊆ {x0, x1, ..., xN }, con xi 6= xj
para todo i 6= j ∈ {1, 2, ..., N}.

8.11

i) Sea u ∈ D′(Ω), donde Ω es el abierto de R2 definido por

Ω = { (x, y) ∈ R2 : a < x < b , c < y < d } .

Si ∂u
∂x = ∂u

∂y = 0 en D′(Ω), pruebe que existe una constante λ ∈ C tal que

〈u, ϕ〉 = λ

∫
Ω
ϕdx , ∀ϕ ∈ D(Ω) .

ii) Sea u ∈ D′(Ω), donde Ω es el abierto de R3 definido por

Ω = { (x, y, z) ∈ R3 : a < x < b , c < y < d , e < z < f} .

Si ∂u
∂x = ∂u

∂y = 0 en D′(Ω), qué puede decir acerca de la distribución u?.

8.12 Recuerde la definición de convergencia de distribuciones y demuestre que

j√
2π

e−
j2x2

2 → δ cuando j →∞ .

Ind.: Notar que
∫∞

0 e−x
2
dx =

√
π

2 .

8.13 Sean u ∈ Lp(Ω) y {uk}k∈N ⊆ Wm,p(Ω), tal que ||uk||Wm,p(Ω) ≤ M para todo k ∈ N.

Demuestre que si uk
k→∞→ u en D′(Ω), entonces u ∈ Wm,p(Ω).

8.14 Sean Ω un abierto de Rn, m ∈ N y {uk}k∈N una sucesión acotada de Hm(Ω) tal que

uk
k→∞→ u en D′(Ω). Demuestre que u ∈ Hm(Ω).

8.15 Sea Ω un abierto de Rn, y sean g ∈ C∞(Ω), u ∈ D′(Ω). Se define la distribución
gu ∈ D′(Ω) como 〈gu, ϕ〉 := 〈u, gϕ〉 ∀ϕ ∈ D(Ω). Demuestre que para todo multi-́ındice α
se tiene la Fórmula de Leibniz:

∂α (g u) =
∑
β≤α

(
α
β

)
∂βg ∂α−β u .

8.16 Sea Ω un abierto de R, y considere el operador Lv := v′ + v ∀ v ∈ D′(Ω). Pruebe
que si u ∈ D′(Ω) y Lu = f ∈ C∞(Ω), entonces u ∈ C∞(Ω). Aśı, Lu = f en el sentido
clásico, y la suavidad de f se transmite a la solución u.

8.17 Sea Ω un abierto de R, y considere el operador Lv := v′ + gv ∀ v ∈ D′(Ω), donde
g ∈ C∞(Ω). Demuestre que si u ∈ D′(Ω) y Lu = f ∈ C(Ω), entonces u ∈ C1(Ω), y
aśı Lu = f en el sentido clásico.

55



8.18 Sea Lu := ∂2u
∂t2
− ∂2u

∂x2 ∀u ∈ D′(R2), el Operador de Ondas en el plano. Pruebe
que LE = δ en D′(R2), donde

E(x, t) :=

{
1
2 si |x| < t ,
0 si |x| > t ,

∀ (x, t) ∈ R2 .

8.19 Sea Ω un abierto de Rn y u ∈ D′(Ω) tal que 〈u, ϕ〉 ≥ 0 para toda función no-negativa
ϕ ∈ C∞0 (Ω). Pruebe que u es una distribución de orden 0.

8.20 Sea Ω un abierto de Rn que incluye al vector nulo, y sea u ∈ D′(Ω) tal que xj u = 0
en D′(Ω), para todo j ∈ {1, 2, ..., n}. Pruebe que existe una constante C tal que u = C δ.

8.21 Sea Ω un abierto de Rn y {fj}j∈N ⊆ L1
loc(Ω) tal que

ĺım
j→∞

∫
K
|fj(x)| dx = 0

para todo compacto K ⊆ Ω. Pruebe que ∂α fj → 0 en D′(Ω) ∀α.

8.22

i) Sea u ∈ D′(Ω) y K un compacto contenido en Ω. Pruebe que existe una función
f ∈ C(Ω) y un multi-́ındice α tales que

〈u, ϕ〉 = (−1)|α|
∫

Ω
f(x) ∂αϕ(x) dx ∀ϕ ∈ DK(Ω) .

ii) Sean V y Ω abiertos de Rn, y K compacto tales que K ⊂ V ⊂ Ω. Sea u ∈ D′(Ω)
de orden N con sopu = K. Aplique i) para demostrar que existe un número finito de
funciones fβ ∈ C(Ω), cuyos soportes están contenidos en V , tales que

u =
∑
β

∂βfβ .

8.23 Pruebe que si {ϕj}j∈N converge a cero en D(Rn), entonces para cada u ∈ D′(Rn),
u ∗ ϕj converge a cero en E(Rn).

8.24 Sea Ω un abierto acotado de Rn, f ∈ L1
loc(Ω), y f ε su regularizada. Pruebe que:

i) f ε ∈ C∞(Ωε), donde Ωε := {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) > ε }.

ii) f ε(x)
ε→0→ f(x) para casi todos los x ∈ Ω.

iii) si f ∈ C(Ω), entonces f ε
ε→0→ f uniformemente sobre compactos de Ω.

iv) si f ∈ Lploc(Ω), 1 ≤ p <∞, entonces f ε
ε→0→ f en Lploc(Ω).

8.25 Sea u una forma lineal sobre S(Rn). Pruebe que u es continua (distribución temperada)
si y sólo si existen C > 0 y un entero no-negativo N tales que

| 〈u, ϕ〉 | ≤ C
∑

|α|, |β|≤N

{
sup
x∈Rn

|xα ∂βϕ(x) |
}

∀ϕ ∈ S(Rn) .
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8.26 Demuestre que para toda u ∈ S ′(Rn), para todo multi-́ındice α, y para cada h ∈ Rn,
se tiene

i) D̂α u = ξα û ii) x̂α u = (−1)|α|Dα û

iii) τ̂h u = e−ı ξ·h û iv) êı x·h u = τh û

Deduzca, a partir de estas identidades, que D̂α δ = ξα y x̂α = (−1)|α|Dα δ, probando
primero que δ̂ = 1

8.27 Sea {un}n∈N una sucesión en D′(R2) tal que x1 un =
(
x2 − 1

n

)
un = 0 en D′(R2)

y 〈un, 1〉 =
n− 1

n+ 1
∀n ∈ N. Justifique la coherencia de estas hipótesis y encuentre, si es

posible, el limite distribucional de un cuando n −→ +∞.

9. Espacios de Sobolev

9.1 Probar que la norma usual de Hm(Ω) y la norma de Hs(Ω) dada en términos de la
transformada de Fourier son equivalentes para s = m ∈ N.

9.2 Sea Ω− un abierto conexo y acotado de R2 con frontera Γ, y sea Ω+ la region anu-
lar acotada por Γ y una curva cerrada Σ cuyo interior contiene a Γ. Además, sean γ−0 :
H1(Ω−) → H1/2(Γ) y γ+

0 : H1(Ω+) → H1/2(∂Ω+) ≡ H1/2(Γ) × H1/2(Σ) los operadores de
trazas respectivos, y denote Ω := Ω− ∪ Γ ∪ Ω+.

a) Demuestre que v ∈ H1(Ω) si y sólo si:

v ∈ L2(Ω) , v|Ω− ∈ H1(Ω−) , v|Ω+ ∈ H1(Ω+) , y γ−0 (v|Ω−) = γ+
0 (v|Ω+) en Γ .

Dados f− ∈ L2(Ω−), f+ ∈ L2(Ω+), gΓ ∈ H−1/2(Γ), y gΣ ∈ H−1/2(Σ), considere el problema
de transmisión: Hallar (u−, u+) ∈ H1(Ω−)×H1(Ω+) tales que

−∆u− = f− en Ω− , −∆u+ = f+ en Ω+ ,

γ−0 (u−) = γ+
0 (u+) en Γ , γ−ν (∇u−) − γ+

ν (∇u+) = gΓ en Γ ,

γ+
ν (∇u+) = gΣ en Σ , y

∫
Ω−

u− +

∫
Ω+

u+ = 0 ,

(45)

donde γ−ν : H(div ; Ω−) → H−1/2(Γ) y γ+
ν : H(div ; Ω+) → H−1/2(∂Ω+) ≡ H−1/2(Γ) ×

H−1/2(Σ) son los operadores de trazas normales respectivos (ν apunta hacia Ω+ en Γ y hacia
el exterior de Ω+ en Σ).

b) Utilice identidades de Green en espacios de Sobolev convenientes y deduzca una for-
mulación variacional de (45) con incógnita en un subespacio cerrado V de H1(Ω).

c) Identifique una condición de compatibilidad sobre los datos, y demuestre en tal caso que
la formulación obtenida en b) posee una única solución, la cual depende continuamente
de f−, f+, gΓ, y gΣ.
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d) Pruebe que el esquema de Galerkin asociado es convergente para cualquier familia
numerable {Vh}h>0 de subespacios de dimensión finita de V tales que ĺım

h→0
dist(v, Vh) =

0 ∀ v ∈ V .

e) Demuestre que la formulación obtenida en b) es equivalente a una formulación varia-
cional mixta con incógnita en H1(Ω)×R, y verifique que ella satisface las hipótesis del
Teorema de Babuška-Brezzi.

9.3 Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera Γ de clase C1 y defina

D(Γ) := { v |Γ : v ∈ C∞0 (Rn) } .

Pruebe que H1/2(Γ) ⊆ D(Γ)
‖·‖0,Γ

y H1/2(Γ) = D(Γ)
‖·‖1/2,Γ

.

9.4 Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera Γ de clase C1, y considere la aplicación
||| · ||| : H1(Ω)→ R definida por

|||v||| :=
{
|v|21,Ω + ‖γ0(v)‖20,Γ

}1/2
∀ v ∈ H1(Ω) ,

donde γ0 : H1(Ω) → H1/2(Γ) es el operador de trazas usual. Utilice un argumento análogo
al de la demostración de la desigualdad de Poincaré generalizada para probar que ‖ · ‖1,Ω y
||| · ||| son equivalentes en H1(Ω).

9.5 Demuestre que D(Rn+) es denso en H1(Rn+).

9.6 Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera Γ de clase C1. El objetivo de este problema
es demostrar que

‖e(v)‖2[L2(Ω)]2×2 ≥
1

2
|v|2[H1(Ω)]2 ∀v ∈ [H1

0 (Ω)]2 , (46)

donde e(v) :=
1

2

{
∇v + (∇v)t

}
. Para tal efecto, proceda como sigue.

i) Dados σ := (σij) y τ := (τij) en R2×2, se define el producto tensorial σ : τ :=
2∑

i,j=1

σij τij y se introducen los subespacios

R2×2
sim := {τ ∈ R2×2 : τ t = τ} y R2×2

asim := {τ ∈ R2×2 : τ t = −τ} .

Pruebe que σ : τ = 0 ∀σ ∈ R2×2
sim , ∀ τ ∈ R2×2

asim.

ii) Note que ∇v = e(v) + w(v) , con w(v) :=
1

2

{
∇v − (∇v)t

}
, y recuerde que

‖τ‖2[L2(Ω)]2×2 =

∫
Ω
τ : τ ∀ τ ∈ [L2(Ω)]2×2 , para probar que

‖e(v)‖2[L2(Ω)]2×2 − ‖w(v)‖2[L2(Ω)]2×2 =

∫
Ω
∇v : (∇v)t

y

‖e(v)‖2[L2(Ω)]2×2 + ‖w(v)‖2[L2(Ω)]2×2 =

∫
Ω
∇v : ∇v .
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iii) Deduzca la identidad ∇v : (∇v)t = div
{
∇v v − div (v) v

}
+ (div (v))2 y concluya

la desigualdad (46).

9.7 ([24]) Este problema constituye una versión particular del Lema de Peetre-Tartar.

a) Sean (X1, ‖ · ‖1), (X2, ‖ · ‖2) y (X3, ‖ · ‖3), espacios de Banach, y considere operadores
A ∈ L(X1, X2) y B ∈ L(X1, X3), tales que B es compacto. Además, suponga que existe
c > 0 tal que

‖x‖1 ≤ c
{
‖A(x)‖2 + ‖B(x)‖3

}
∀x ∈ X1 .

Demuestre que N(A) es de dimensión finita, y luego razone por contradicción para
probar que existe C > 0 tal que

dist(x,N(A)) ≤ C ‖A(x)‖2 ∀x ∈ X1 .

b) Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera suave Γ y considere la descomposición:
H1(Ω) = H̃1(Ω) ⊕ P0(Ω), donde P0(Ω) es el espacio de las funciones constantes sobre
Ω y

H̃1(Ω) :=

{
v ∈ H1(Ω) :

∫
Ω
v = 0

}
.

Pruebe que existe α > 0 tal que

α ‖v‖H1(Ω) ≤ |v|H1(Ω) ∀ v ∈ H̃1(Ω) . (47)

c) Aplique a), (47), y el teorema de trazas, para demostrar que existen constantes C1, C2

> 0, tales que

C1 ‖v‖2H1(Ω) ≤ |v|
2
H1(Ω) + ‖v‖2L2(Γ) ≤ C2 ‖v‖2H1(Ω) ∀ v ∈ H1(Ω) . (48)

Indicación: para la desigualdad (48) inferior defina operadores A y B apropiados
utilizando los espacios X1 := H1(Ω), X2 := [L2(Ω)]2 × L2(Γ) y X3 := P0(Ω).

9.8 ([24]) Sea Ω un abierto acotado y conexo de Rn de clase C1, y sea H−1(Ω) (resp.
[H−1(Ω)]n) el dual de H1

0 (Ω) (resp. [H1
0 (Ω)]n). Utilizando que C∞0 (Ω) (resp. [C∞0 (Ω)]n) es

denso en H1
0 (Ω) (resp. [H1

0 (Ω)]n), las aplicaciones identidad i : L2(Ω) → D′(Ω) y gradiente
∇ : L2(Ω) → [D′(Ω)]n se extienden por densidad a operadores i : L2(Ω) → H−1(Ω) y
∇ : L2(Ω) → [H−1(Ω)]n, respectivamente. En tal caso, se puede probar que existe c1 > 0,
que depende sólo de Ω, tal que

‖p‖0,Ω ≤ c1

{
‖p‖−1,Ω + ‖∇p‖−1,Ω

}
∀ p ∈ L2(Ω) .

a) Considere el operador B := R∇, donde R : [H−1(Ω)]n → [H1
0 (Ω)]n es la aplicación

de Riesz asociada, y demuestre que el rango de B es cerrado en [H1
0 (Ω)]n.

b) Identifique el operador adjunto B∗ : [H1
0 (Ω)]n → L2(Ω) y utilice el Ejercicio 9.7 para

probar que div : W⊥ → L2
0(Ω) es un isomorfismo, donde

W :=
{

v ∈ [H1
0 (Ω)]n : div v = 0

}
, [H1

0 (Ω)]n = W ⊕ W⊥ ,

y

L2
0(Ω) :=

{
p ∈ L2(Ω) :

∫
Ω
p = 0

}
.
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9.9 Sea Ω un abierto acotado de RN con frontera suave Γ y sea w : Ω 7→ R una función que
satisface las hipótesis:

i) w > 0 casi en todas partes.

ii) 1/w ∈ L1
loc(Ω); esto es, dado cualquier abierto Ω0 tal que Ω0 es un compacto contenido

en Ω, 1/w ∈ L1(Ω0).

a) Demuestre que L2
w(Ω) :=

{
u : Ω → R : u es medible y

∫
Ω |f |

2w < ∞
}

equipado

con el producto interior
〈u, v〉L2

w(Ω) :=
∫

Ω u v w

es un espacio de Hilbert.

b) Demuestre que H1
w(Ω) :=

{
u ∈ L2

w(Ω) :
∂u

∂xi
∈ L2

w(Ω) ∀ i ∈ {1, 2, ..., N}
}

equipado

con la norma

‖u‖H1
w(Ω) :=

{
‖u‖2

L2
w(Ω)

+

N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥2

L2
w(Ω)

}1/2

es un espacio de Hilbert.

9.10 Sean Ω, w, L2
w(Ω) y H1

w(Ω) como en el Ejercicio 9.9 y sea {Ωn}n∈N una sucesión de
abiertos de RN tal que Ωn ⊆ Ωn+1 ∀n ∈ N y Ω =

⋃
n∈N Ωn. Asuma además la siguiente

hipótesis adicional para w:

iii) Para todo n ∈ N, la inyección de H1
w(Ωn) en L2

w(Ωn) es compacta.

Demuestre que las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

a) Para cada ε > 0 existe m ∈ N tal que

‖u‖2
L2
w(Ω)

≤ ε‖u‖2
H1

w(Ω)
+ ‖u‖2

L2
w(Ωm)

∀u ∈ H1
w(Ω) .

b) La inyección de H1
w(Ω) en L2

w(Ω) es compacta.
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