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1. INTRODUCCION

1.1 Sea X un espacio vectorial normado y sea S :={x € X : ||z| = 1}. Pruebe que S es
completo si y solo si X es Banach.

1.2 Sean I := (to,to+7), f; : I x R" = R,j € {1,...,n}, funciones continuas, y considere
el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden: Hallar u := (uy,--- ,u,)* €
[CH(I) x C(I)]" tal que

de
= [iltui(t), - un(t)) Vtel Y
t
(1)
ui(to) =m;  Vje{l,...,n},

donde tg, 7, 15, j = 1,--- ,n son constantes reales dadas y T es positivo. Suponga ademds
que existe M > 0 tal que

Ifi(t,2) — fi(t,w)| < M|z —w|ls Yz,w € R", Vte Il
Demuestre que (1) tiene una tinica solucién u(t) para todot € I.

1.3 Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y considere una sucesién {x,}neny de H tal que
1 si n=m

[e.9]
(T, ) = { 0 si ntm . Pruebe que Z | (z,z,) > < ||z|> VY € H. Ademds,

n=1
o
dada una sucesion de escalares { ay, }nen, demuestre que E an x, converge en H si y sélo
n=1
[o¢]
. 2
si g lan | < +o0.
n=1

1.4 Dado Q2 abierto de R™ y m € N, se define el ESPACIO DE SOBOLEV de orden m, como

H™(Q) = {u eD(Q): 0% € L*(Q) Va,la| < m},

1/2
el cual se provee de la norma ||lu|| gm o) = Z Ha@uuiz(m . Asuma que L?*(f2) con
|| <m
el producto escalar usual (u, v)Lz(Q) = uv dx es un espacio de Hilbert, y demuestre que

Q
H™(Q) también lo es.

1.5 Se dice que un espacio de Banach X es UNIFORMEMENTE CONVEXO si para todoe > 0
existe § > 0 tal que

r+y
(ewe X el <t <ty -l > ) = |25 <1-s.

Demuestre que todo espacio de Hilbert es uniformemente convexo.



1.6 ([24], Ejercicio 4.6) El TEOREMA DEL PUNTO F1JO DE BROUWER establece que si S
es un subconjunto compacto, convexo, y no vacio de un espacio vectorial de dimension finita,
y T es una aplicacién continua de S en S, entonces T tiene al menos un punto fijo. Use este
resultado de Brouwer para demostrar que si X es un espacio de Hilbert de dimension finita
con producto escalar (-,-) y norma || - ||, y si F' es una aplicacién continua de X en X tal
que, para algin p > 0, (F(u),u) > 0 VYu € X con ||u|| = p, entonces existe ug € X,
Juoll < g, tal que F(uo) = 0.

1.7 ([24]) Sea Q un abierto acotado de R? con frontera suave I', y sea f € [L?(Q2)]%. EL
PROBLEMA DE NAVIER-STOKES, un problema de suma importancia en mecanica de fluidos,
consiste en encontrar el vector de velocidades u := (u1,u2)* y la presion p de un fluido, tales
que

2 Ju
—Au+Zuj—+Vp:f en Q, divu=0 en Q,

= Ox;j
(2)

u=0 en T, /pdac:().
Q

Defina los espacios H := [H}Q)]?, Q = L3(Q) := {q € L*(Q): / gdr = 0}, y
Q

demuestre que la formulacién débil de (2) se reduce a: encontrar (u,p) € H x Q tales que:

a(u;u,v) + b(v,p) = f(v) Vv e H

b(u,q) = 0 VqeQ,
dondea : HXxHxH—R,b: HxQ —R,y f:H — R, estan definidas por

2 2
a(w;u,v) ::Z/QVui-dex—i- Z /ijg?vidx,
i=1 J

ij=1
b(v,p) ::—/deivvdx . f(v) :/Qf-vda:.

1.8 ([24]) Sea Q un abierto acotado de R? con frontera suave I, y sea f € [L?(Q)]%. EL
PROBLEMA DE STOKES corresponde a una version linealizada del problema de Navier-Stokes
y consiste en encontrar el vector de velocidades u := (uj,u2)® y la presién p de un fluido,

tales que
—Au+Vp=f en Q, V-u=0 en Q,

(3)
u=0 en I, /pdx:().
Q
Utilice el ejercicio anterior para deducir la formulacién débil de (3).

1.9 Dado Q abierto de R™ y p € [1,400), se define

LP(Q) ::{f:QHR: fmedibley/\f|pdx<oo}.
Q



1/p
|f|P dx } es un espacio
Q

Puede probarse que LP(2), provisto de la norma | f| rr(q) = {
=1, se tiene la desigualdad de

de Banach. Ademds, dados f € LP(Q) y g € L9(S), con 1 +1
Hoélder

/Q Falde < |l 9o -

Entonces, dado m € N se define el ESPACIO DE SOBOLEV de orden (m, p), como
W™P(Q) = {u €eD): 0% € LP(Q) Va,l|a < m},

1/p

el cual se provee de la norma |lu|ywmr) = Z H@O‘UHIEP(Q) . Demuestre que
|a|<m
W™P(Q) es un espacio de Banach.

1.10 Sea Q un abierto acotado de R? y sea T := {T1,Ts,..., T} una triangularizacién de
Q, es decir:

i) T; es un tridngulo con interior no-vacio Vj € {1,..,N},
i) AT =0 Vi) y
iii) @ = U{T;: je{l,.,N}}L
Defina el subespacio de [L*()]?
H:={7c[L*(Q))?: div(r) € L*(T}) Vj € {1,..,N}},
donde la pertenencia local div(T) € L*(Tj) estd dada en el sentido distribucional, es decir
en D'(T}), lo cual significa que existe z; € L*(T}) tal que
_/T]- Vgp-Td:E:/szjgod:r Ve Cy°(Ty),
y en tal caso se escribe z; = div(7) en Tj. Demuestre que H provisto de la norma
1/2

N
Il = S Iz + > v (7)1 27, VT eH,
=1

es un espacio de Hilbert real.

2. DUALIDAD

2.1 Sea X un espacio vectorial normado y f : X — R un funcional lineal. Pruebe que
f € X' siysdlosi N(f), el espacio nulo de f, es un subespacio cerrado de X.

2.2 Sean X un Hilbert sobre K (R o C) y F': X — K un funcional lineal tal que su espacio
nulo N(F) := {x €eX: Fx) = O} no es denso en X. Pruebe que F € X' y concluya

asi que N(F') es un subespacio cerrado propio de X.
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2.3 Sea V un espacio vectorial normado sobre el cuerpo K (R o C). Demuestre que el dual
V' es Banach.

2.4 Sea M un subespacio cerrado propio de un Banach X y sea xqg € X — M. Aplique la
segunda forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach para probar que existen Fy, Fy €
MP? tales que ||Fi|| =1y Fa(zo) = dist(xg, M).

2.5 Sea H un espacio vectorial normado real. Pruebe que si la norma de H satisface
llz +ylP* + lle —yl* = 2 {|l2[> +[ly]*} Yo,y € H,
entonces ella proviene de un producto escalar.
2.6 Sea X := C(|0,1]) provisto de la norma uniforme
lull := max{|u(®)]: e [0,1]} VueX,

v dado f € X, fijo, defina el funcional lineal F : X — R como

1
Flu) ;:/0 u(t) fB)dt Yu e X.

1
Demuestre que F € X' y ||F|| = /0 |f(t)] dt.

INDICACION: Para cada n € N considere x,, € X dada por z,(t) := u,(f(t)) Vt € [0,1],
donde u,, : R — R es la funcién continua

1 si t>1/n,
up(t) == ¢ —1 si t < —1/n,
nt si —1/n <t <1/n,

1
1
v luego use x,, para probar que ||F| > / |lf(&)|dt — —.
0 n

2.7 ([4], [30]) Considere un abierto acotado 2 de R™ con frontera I' suficientemente suave,
y defina el espacio

n
ov;

72 € LQ(Q)}

H(div;Q) := {v c L))" . dive =
i=1

provisto del producto escalar

(v, w>H(div;Q) = /

v-wdac—l—/divvdivwda: Vo, we H(div;Q).
Q Q

a) Demuestre que (H(div;Q); (-,-) gr(aiv;0)) es un espacio de Hilbert.

b) Pruebe que para todo g € [L*(Q)]" existe un tinico v, € H(div; Q) tal que

/vg-wdx—i—/divvgdivwda::/g-wdx Vwe H(div;Q).
Q Q Q



IND.: Dada v € [L*(Q)]", se dice que div v € L%*(Q) si existe z € L*(Q) tal que

—Z/Qvigf’d:p:/ﬂzapdm Vo e C5o ().
i=1 ‘

2.8 ([4], [30]) Considere un abierto acotado 2 de R? con frontera I' suficientemente suave,
y defina el espacio

81)2 (%1
LOY o 20002 . .7 _ 2
H(rot; Q) := {v = (v1,v2) € [L*()]* : rotv := 01 Do €L (Q)}

provisto del producto escalar

<’U¢w>H(rot;Q) ::/

v-wd:c—i—/rotvrotwd:c Vv, w e H(rot; Q).
Q Q

a) Demuestre que (H (rot;€2); (-, ) g(rot;0)) €s un espacio de Hilbert.

b) Pruebe que para todo g € H(rot; ) existe un tinico vy € H(rot; Q) tal que

/Ug-wdx—l—/rotvg rotwd:v:/rotgrotwdm YVw € H(rot; Q).
Q Q Q

IND.: Notar que v € H (rot; Q) si y sélo si (vg, —v1) € H(div;Q). También, dada v € [L?(2)]?,
se dice que rotv € L%(Q) si existe z € L?(2) tal que

dy / dy /
— | vvs=—dx+ | vi=—dzx= | zodx Ve CP(Q).
/Q 28x1 o 1(%2 0 2 2 o( )

2.9 Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo C y sea p: X — R tal que
plaz) = |alp(z) y plz+y) <plx)+ply) VaeC Vz,yelX.
Ademads, sean S un subespacio de X y f : S — C un funcional lineal tales que
[f(@)] < plz) Vzels.
Demuestre que f puede extenderse a un funcional lineal F : X — C tal que
|F(x)] < p(z) Ve € X.
2.10 Pruebe que todo espacio de Hilbert es estrictamente convexo.

2.11 Demuestre que para todo f € (H™(S))' existen funciones f, € L*(Q), |a| < m, tales
que

flo)y =Y /Qfaa%dx Yoe H™(Q).

la]<m
2.12 Sea X un espacio vectorial normado.

a) SeaY un subespacio no denso de X . Demuestre que existe un funcional no nulo F € X’
tal que F(x) = 0 para todo z € Y.



b) Sean xo, 21 € X tal que xy # x1. Pruebe que existe una sucesién {F,}n,eny € X' tal
que ||Fu]| = [lzo — 21" y Fa(z1) = Fa(ao) + [la1 — zo][*™*! para todo n € N.

2.13 Sea (V,(-,-)) un espacio de Hilbert y sea J : V. — R un funcional nolineal. Se dice
que J admite una derivada direccional en v € V, en la direccion ¢ € V, si la expresion
M admite un limite cuando ¢ — 0. EI valor de este limite se denota DJ(v, ).
Entonces, J se dice diferenciable en el sentido de Gateaux (o G-diferenciable) en v € V, si
DJ (v, p) existe para todo ¢ € V. Ahora, si J es G-diferenciable env € V y si DJ(v,-) € V',
se concluye, por el Teorema de Representacion de Riesz, que existe un tinico elemento z € V
tal que DJ(v, ) = (z,¢) V¢ € V. En tal caso, se denota z := J'(v) y se llama el GRADIENTE
de J env. A su vez, se dice que J tiene segunda diferencial en el sentido de Gateaux env € V,
en las direcciones ¢ y v € V, si la expresion DJ(vtev) = DIWe) 4 qmite un limite cuando
e — 0. El valor de este Iimite se denota D*J (v, p,1)).

a) Sea ) un abierto acotado de R" y considere V := L?(2). Defina Jy : V. — R por
Jo(v) = / (V2 +v) YoeV
Q

y calcule J(v) para todo v € V. Qué puede decir de Jy(v) si Jy se restringe al espacio
de Sobolev H'(2) ?

b) Suponga que J es G-diferenciable en (v + ay), en la direccién ¢, para todo a € [0, 1].
Demuestre que existe 5 € (0,1) tal que

Jw+¢) = Jw) + DJ(v+ By, p).

c) Suponga que J es a-convexo, esto es, existe a > 0 tal que para todo u, v € V y para
todo 8 € [0, 1]:

J(1=Blu+Bv) < (1=B8)J(u) + BI() = 5B B)[lu—vl?.

Ademas, asuma que J es G-diferenciable en todo v € V. Demuestre que para todo u,
v € V se tiene:
DJ(u,u —v) — DJ(v,u—v) > allu—v|?

J() = J(w) + DI (u,v —u) + 5 | —ull.

d) Suponga que J es G-diferenciable en v € V' y que, dada una direccién o € V, D>J (v +
ap, p, p) existe Va € [0, 1]. Demuestre que hay una constante 3 € (0,1) tal que

Jwtg) = J) + DI(,0) + 3 DJ(w+ B, 0.6).

2.14 Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y sea V un subespacio cerrado de H. El anulador
(o aniquilador) de V' se denota por V° y se define como

Ve:={FeH: Fx)=0 VxeV}.

Demuestre que
H =V aeR(V?,

donde R : H — H denota la aplicacién de Riesz.



2.15 Sea X un espacio vectorial normado y sea xo € X tal que | F(x¢)| < Cp para todo
F € X' con ||F||x» = 1. Demuestre que ||zo|| < Cp.

2.16 Sea V' un subespacio de un Hilbert (Y, (-,-)) vy defina
Vi={yeY: (y,2)=0 VzeV}.

Si V denota la clausura de V, demuestre que vi=vi Concluya que V es denso en Y si y
sélo si V+ = {0}.

2.17

a) Sea S un subconjunto de un Hilbert H y sea M el subespacio cerrado generado por S.
Pruebe que S+ es un subespacio cerrado de H, M+ = S+, y M = (S+)*.

b) Sea V' un subespacio de un Hilbert H. Demuestre que H =V @& V+.
2.18

a) Sea S un subespacio de un Hilbert H. Demuestre que S+ = S,

b) Sea Q un abierto acotado de R™ con frontera suave I, y considere el espacio de Sobolev
H'(Q). Encuentre y caracterice un subespacio V de H(Q) tal que HY(Q) = H}(Q) &
V.

2.19 Sea Q un abierto acotado de R™, y sea k : £ — R una funcién continua para la cual
existen constantes M, 5 > 0, tales que 8 < k(x) < M para todo x € Q). Defina el conjunto

$i={vem®: Iblme <1},

y demuestre que para todo u € H&(Q) existe un unico g € S tal que
[ #t) [Vu(a) = Vg(@)e do = min | w(@) [Vule) - Vo(a) o da.
Q v Q

2.20 Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert COMPLEJO, y sean u, v € H, u # v, tales que
|u|| = ||v||. Definaw := u—v y considere la proyeccién ortogonal P : H — S+, donde S es
el subespacio generado por w. Demuestre que

P(u) = P(v) = “;“ + {imim;”»} w

Qué sucede cuando H es un Hilbert REAL ? Interprete graficamente.

2.21 ([4], [30]) Sea Q :=]0,1[>C R? y considere el espacio de Hilbert (H(div;<Q), (-,-)),
donde
H(div;Q) := {7 € [L2(Q))*: div(r) € L*(Q)}

¢, = /C-Td:c + /div(C)diV(T)dx V¢, T € H(div; ).
Q Q
Ademads, sea S el subespacio de H(div; ) dado por
Si={r: 7(x)=(a+yx1,B8+vx2) VX := (21,22) € Q; conav, B, v € R},

y sea o € H(div;Q) definida por o(z) = (122,71 + 22) Vo := (x1,22) € Q. Aplique el
teorema de caracterizacién respectivo y encuentre la mejor aproximacion de o por elementos
de S, con respecto a la norma inducida por (-, ).
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2.22 Seann € Ny X := My«n(R), el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden
n con coeficientes reales, provisto del producto escalar (A, B) :=tr(A'B) VA, B € X.

a) Demuestre que X = Xgin @ Xasin, donde

Xeim={AcX: A=A} y Xegin={AcX: A =-A}.

b) Sea C := (cij)nxn € X talque ¢ =1 Vi>j y ¢ =0 Vi<j. Encuentre las
mejores aproximaciones de C' por matrices de Xgin v Xasin, con respecto a la norma
inducida por (-, -).

2.23 Sea (X, |-||) un espacio vectorial normado y sea {x1,x2, ..., Tn} una base de un subes-
pacio U de X.

a) Demuestre que existen Fy, Fy, ..., F, € X' tales que F;(z;) = ¢;; Vi,j € {1,...,n}.
b) Pruebe que X = U @& V,dondeV = {z e X: Fj(z) =0 Vje{l,..,n}}
2.24

a) Dado (X, (-,-)) un espacio de Hilbert sobre R con aplicaciéon de Riesz R : X' — X,
defina [-,-] : X’ x X’ = R por

[F.G] :== (R(F),R(G)) VF G e X',
v pruebe que (X',[-,-]) es un espacio de Hilbert.

b) Sea X un espacio vectorial normado sobre R y denote por X" al dual del dual X', es
decir
X" = {]: : X' - R: Feslineal y acotado} .

Demuestre que para cada x € X el funcional J(z) : X’ — R definido por J(z)(F) :=
F(z) VF € X' es un elemento de X", y que la aplicacion resultante J : X — X" es
inyectiva e isométrica. Luego, utilice a) para probar que si X es un Hilbert entonces J
es biyectiva.

2.25 Sea ) un abierto acotado de R", y sea k : 2 — R una funcién continua para la
cual existen constantes M, > 0, tales que < k(x) < M para todo x € ). Demuestre,
utilizando algiin resultado de dualidad, que para todo f € L*(Q) existe un tinico u € H*(Q)

tal que
/{/@Vu-Vv—i—luv} :/fv Yo € H(Q),
Q K Q

o 1/2
< .
ull o) < {min{ﬁ,]\l/[}} 1 fllz2(0)



2.26 Dado n € N, considere una particion 0 =ty < t1... <t, =1 deQ :=]0,1[ y defina
los subespacios de L*(Q2) dados por

HY(Q) = {u € LX) uly,_,y € H'(Jtj1,t]) Vi€ {1,2,...,n}},

Sy = {u c L*(): Uy, ¢;[ es constante Vj € {1,2,...,n} }

j—1,t

Entonces, dado u € H!(Q), encuentre su mejor aproximacién por elementos de S;- con
respecto al producto escalar

n s
(v,w) = Z/J pjvw  Yv,w € HLYQ),
j=1"ti-1

donde p; es el polinomio definido por p;(t) = (t —t;—1) Vt €]tj_1,t;[. Qué sucede con
dicha mejor aproximacion si (-,-) se reemplaza por

n ts
(v, w) = Z/] {pjvw—l—v'w'} Vo, w e HNQ)?
j=17ti-1

2.27 Sea Q un abierto acotado de R? y sea T un conjunto finito de triangulos T, cuyos
interiores son disjuntos entre si, tal que Q = U{T : T € T }. Defina

HE(Q) = {u€L2(Q): uly € HY(T) VT ¢ T}a ¥

St = {u € L*(Q): wul|r esconstante VT € T}.

Entonces, dado u € H}r(Q), encuentre su mejor aproximacion por elementos de S%— con
respecto al producto escalar

(v,w) = Z /T {vw+Vv-Vw} Yu, w € HH).

TeT

Qué sucede con dicha mejor aproximacion si (-,-) se reemplaza por

(v, w) = Z vw Vo, w € Hp(Q)?
Te7’T

2.28 Sean (X,| - ||) un espacio vectorial normado y B(0,1) := {x e X: x| < 1}

su bola unitaria cerrada. A su vez, dados N € N, A € L(X,RY), y B8 € RV, se define el
funcional (- A) : X — R por (8- A)(x) := (B,A(x))y Vzx € X, donde (-,-)n es el
producto escalar usual de RY. Demuestre que un vector o de R pertenece a A(B (0, 1)) si
ysolosi |{B,a)y| < ||B-Allx: ¥BeRN.

[INDICACION: Para la implicacion reciproca razone por contradiccion].

2.29 Dadosk € Ny a, b € R tales que a < b, denote por P([a,b]) al espacio de polinomios
de grado < k definidos sobre [a,b]. Equivalentemente, p € Py([a,b]) si y sdlo si existen

10



k
ag, a1,. .., ai € R tales que p(z) = Zaj 2/ Yz € [a,b]. Demuestre que para cada n € N
§=0
existen p, € P,([a,b]) y §, > 0, tales que

b
inf n(T)s 2™ +q(x) p dx > 0, .
qunl([a,b])/a P ){ al )}

2.30 Dado k € N, defina los subespacios de dimensién finita de L*(] — «,7):

Ey = <{<P07901,---7<Pk}> y o Fpo= <{¢1,---,¢k}>,

donde pj(z) := cos(jz) y v¥j(z) := sin(jz), Vje NU{0}, Va €] — m n[. Demuestre
que para cadan € N existen (rp, s,) € E, X F,, y &, > 0, tales que

TIY i (RS T
(%TZJ)GEnanl/ ¥ ¥ w /(/}

™

3. OPERADORES LINEALES
3.1 Sean (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y A € L(X). Demuestre que

[Allzcxy = sup - [(A(=),2)].

z,z€X
lzll, Izl <1

3.2 Sean X, Y, Z espacios de Banach y sean A € L(X,Y), B € L(Z,X). Demuestre
que (AB)' = B'A’. Suponga que A es invertible y demuestre que A’ también lo es, con

(A/)—l — (A_l)/.

3.3 [INVERSO A 1ZQUIERDA|. Sean X, Y espacios de Banach y sea A € L(X,Y) tal que
N(A) = {0}. Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Existe Be L(Y,X) talque BA=1:X — X.
b) R(A) es cerrado y posee un suplemento topoldgico en Y.
3.4 Sea X el espacio de las funciones continuas sobre [0, 1] provisto de la norma uniforme.

Dados los polinomios p; € X, j € {0,1,...,n}, con p;(t) =/ Vt € [0,1], se define el operador
A: X — X como

n

Au) = {/01 u(t)pj(t)dt} p;, VYueX.

=0
Demuestre que A € L(X, X) y encuentre explicitamente el operador adjunto A" : X' — X'.
1
IND.: Para todo j € {0,1,...,n} defina F; : X — R por Fj(u) := / u(t)pj(t)dtVue X, y
0

observe que Fj € X'.

3.5 Considere dos espacios vectoriales normados X e Y.

11



a) Sea Ay € L(X,Y) tal que Ayt € L(Y,X). Demuestre que existe un operador
To € LIL(X,Y), L(Y, X)) tal que ToAo = Ay y || Tol| = || A ]|/I] Aol

b) Pruebe que siY es Banach y T € L(L(X,Y), LY, X")) es un operador biyectivo,
entonces T1 € LIL(Y', X"), L(X,Y)).

3.6 Sean X,Y espacios de Banach y considere A € L(X,Y).
a) Demuestre que R(A)? = N(A4') y que

N(A")={0} siysdlosi R(A) =Y.
b) Pruebe que si N(A) = {0} y R(A) =Y, entonces (A")~1 = (A1)

3.7 Sea M un subespacio cerrado de un espacio vectorial normado X. Pruebe que el ani-
quilador de ()" coincide con M.

3.8 Sean X,Y espacios vectoriales normados y sea T : X' — Y’ un operador lineal cerrado
y biyectivo. Demuestre que T~! € L(Y', X").

3.9 Sean X,Y espacios de Banach y A : X — Y un operador lineal. Pruebe que si GA € X'
VG eY’, entonces A € L(X,Y).
IND.: Utilizar el TEOREMA DE BANACH-STEINHAUSS.

3.10 Sea X un espacio de Banach y sea A € L(X,X), con ||A|| < 1. Demuestre que (I + A)

es invertible y que
(o9}

(I+4)7 =) (-1 A,

n=0

donde la serie es absolutamente convergente en L£(X, X). Muestre también que

1

T+A)7Y < ———.
[1( ) T A

3.11 Sean X,Y espacios de Banach y seaT : D(T') C X — Y un operador lineal. El grafo
de T se denota por Gy y se define como
Gr ={(z,y) e X xY: 2e€D(T), y="Tx}

Suponga que D(T) y Gr son subespacios cerrados de X y X XY, respectivamente. Demuestre
que T es acotado sobre D(T).

3.12 Sean X,Y espacios vectoriales normados y T : D(T) C X — Y un operador lineal.
Un operador lineal T : D(T) C X — Y se dice una extension de T si D(T) C D(T) y
Tzx=Tz Yze D(T).

DEFINICION. Se dice que T : D(T) C X — Y es la CLAUSURA de T, si:

i) T es un operador lineal cerrado

ii) T es una extension de T
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iii) SiT:D(T) C X — Y es cualquier operador con las propiedades i) y ii), entonces T
es una extension de T.

Sean X,Y espacios de Banach, y seaT : D(T') C X — Y un operador lineal. Pruebe que T
tiene una clausura T si y solo si la siguiente condicién se satisface

{pn}tnen € D(T), 2y >0, Txp =y = y=0.

3.13 Sea X el espacio de las funciones continuas sobre [0, 7] provisto de la norma uniforme.
Dadas las funciones trigonométricas p;, q; € X, j € {0,1,...,n}, con p;(t) = sen(jt) y
q;(t) = cos (jt), Yt € [0, 7], se define el operador A : X — X como

Aw) =Y {/Oﬂ u(t)pj(t)dt}pj +]§:{/07r u(t)qj(t)dt}qj YueXx.

j=0
Demuestre que A € L(X, X) y encuentre explicitamente el operador adjunto A’ : X' — X'.

3.14 Sean X,Y espacios de Hilbert y considere A € L(X,Y). Recuerde que el operador
adjunto de Hilbert de A se denota A* : Y — X, donde para caday € Y, A*y € X es el
tinico elemento (dado por TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIESz) tal que (Ax,y)y =
(x, A*y)x Va2 e X.

a) Pruebe nuevamente que A* € L(Y,X) y ||A*|| = ||A]|, y deduzca también que (A*)* =
A.

b) Demuestre que A* es inyectivo si y sélo si R(A) es denso en Y.

c) Suponga que existe § > 0 tal que 261’%1214) ||z —z|| < B||Az|| Vz € X,y demuestre
que R(A) = N(A*)L.

d) Pruebe que A* = Rx A’ R;l, donde Rx : X' - X y Ry : Y' — Y denotan las
aplicaciones de Riesz. Concluya ademds que °N(A') = N(A*)*.

3.15 Sean U un espacio vectorial normado y V un espacio de Banach. Ademds, sea P :
U' — L(U,V) un operador lineal cerrado tal que N(P) es el funcional nulo sobre U y R(P) =
L(U, V). Demuestre que existe una constante « > 0 tal que

allFllor < [IP(F)llgwy)y YE € D(P).

3.16 Sean X,Y espacios de Banach y A : X — Y un operador lineal. Pruebe que si GA € X'
VG eY’, entonces A € L(X,Y).

IND.: Hacer una demostracion alternativa a la sugerida en el Ejercicio 3.9 utilizando ahora
el TEOREMA DEL GRAFO CERRADO en vez del TEOREMA DE BANACH-STEINHAUSS.

3.17

a) Sea (H,(-,-)) un espacio de HILBERT. Dados n € N, {p1,p2,...,pn} € H y un conjunto
de funcionales {Fy, Fy, ..., F,} C H', se define el operador A : H — H como

n

Au) = ZFj(u)pj VueH.
j=1

Demuestre que A € L(H, H) y encuentre explicitamente el operador A* : H — H.
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b) Sea (H, (-,-)) el espacio de HILBERT L?(0, 1) provisto del producto escalar
1
(u,v) = / u(t)v(t)dt  Yu,veH.
0

Dados los polinomios p; € H, j € {1,...,n}, con pj(t) = t/ Vt € (0,1), se define el
operador A : H — H como

n

Au) = {/01 u(t)pj(t)dt} p; NueH.

j=1
Demuestre que A es lineal, acotado y AUTOADJUNTO, esto es A € L(H,H) y A= A*.

3.18 Sea M un subespacio cerrado de un Hilbert H. Por el Teorema de Descomposicién
Ortogonal, cada x € H puede escribirse tnicamente en la forma r = y+ z, cony € M y
z € M*. El punto y € M se llama la PROYECCION de z en M, y el operador P := X —
M, Px =y, se llama la proyecciéon sobre M. También se denota P := Py y se dice que P
es una proyeccion.

i) Pruebe que si P es una proyeccion, entonces P es autoadjunto, P> = P, y |P|| = 1 si
P # 0.

ii) Pruebe que si P € L(H, H) es autoadjunto y P?> = P, entonces P es una proyeccién
sobre algiin subespacio cerrado de H.

3.19 ([4], [30]) Sean (H,(-,-)u) y (Q,(-,-)q) espacios de Hilbert, y sea B € L(H,() con
espacio nulo V := N(B).

B(v),q)q sup (B(v),q)q

a) Demuestre que  sup = Vge@.
e ||vlla veve  lvlla
v#0 v#£0
B
b) Suponga que existe 5 > 0 tal que  sup <|(|U‘)|’q>Q > Bllallo Yg¢ € Q,y pruebe que
vev-L vilH
v#0

H = RB") o V.

3.20 [PSEUDO-INVERSA DE MOORE-PENROSE|. Sean X, Y Hilbert, A € L(X,Y) tal que
R(A) =Y, yseaV = N(A). Dado el operador de proyeccién ortogonal P : X — V, considere
B:Y — X tal que B(y) = v — P(x) para todoy € Y, donde x € X es tal que A(x) = y.

a) Demuestre que B estd bien definido y que B es una biyeccién lineal y acotada de Y
en V. Pruebe, ademds, que B es un inverso a derecha de A, esto es AB(y) = y para
todoy €Y.

b) Defina Ay : V+ — Y como Ag(r) = A(z) para todo x € V1, es decir Ag = Al y
pruebe que Agl = B.

c) Extienda los resultados anteriores al caso en que R(A) es un subespacio CERRADO
propio de Y.
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3.21 ([5], [18]) Sea (H,(-,-)) un Hilbert y sea P € L(H, H), no trivial. Se dice que P es un
PROYECTOR si satisface P? = P. En tal caso se dice que P es un PROYECTOR ORTOGONAL
si ademads verifica que (u,v) =0 Vu e R(P), VYve N(P).

a) Demuestre que si P € L(H, H) es un proyector entonces H = N(P) @ R(P) y ||P| >
1.

b) Demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) P es un proyector ortogonal.
ii) R(P) = N(P)*.

iii) P es autoadjunto
c) Demuestre que si P € L(H, H) es un proyector ortogonal entonces || P| = 1.

3.22 [CLAUSURA DE OPERADORES]. Sean X e Y Banach. Se dice que un operador lineal
A : D(A) € X — Y admite una clausura si existe un operador lineal B : D(B) C X — Y

tal que B es una extension de A y G(B) = G(A). Demuestre que A admite una clausura si
n—oo

y s6lo si para toda sucesion {xptneny C D(A) tal que (zp, A(z,)) — (0,y), cony € Y,
se tiene necesariamente que y = 0 [Notar que el presente enunciado es equivalente al del
Ejercicio 3.12].

3.23 Sea (H,(-,-)) un Hilbert y sea A : D(A) C H — H un operador lineal tal que D(A)
es denso en H.

a) Sea y € H y suponga que existe y € H tal que
(A(x),y) = (z,5)  VxeD(A).
Demuestre que dicho 3 es unico.

b) Considere el conjunto
D(A) :={y € H: existe j € H tal que (A(z),y) = (z,§) Yz c D(A)},

y defina el operador A : D(A) — H dado por A(y) := §j Vy € H. Demuestre que A
es lineal y cerrado.

3.24 ([31]) Sea (H,(-,-)) un Hilbert y sea P € L(H, H), no trivial, distinto del operador
identidad I : H — H, y tal que P? = P. EI objetivo de este ejercicio es probar que
IPllzce,mry = 1= Pllz(a,m), para cuyo efecto proceda como se indica:

a) Sea S un subespacio de dimensién 2 de H y sea Q € L(S,S), no trivial, distinto del
operador identidad I : S — S, y tal que Q> = Q. Pruebe que S = R(Q)®R(I-Q) y
concluya que existen vectores no nulos p, q, r, s € S que satisfacen (p,q) = (r,s) =1,
tales que

Q) = (¢,v)p y I-Q)(v) = (s,v)r YveS.
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b) A partir de la identidad v = Q(v) + (I-Q)(v) Vv € S, deduzca que ||p||?||lq||* =
I7[*[IslI* = 1 — (p,7) (g, s) y concluya asf que

1Qllz(s,s) = IIT—Qllz(s,s)-

¢) Dado x € H tal que ||z|| = 1, considere el subespacio S generado por los vectores x y
P(z) y defina Q := P|g. Demuestre que Q € L(S,S), observe que la dimension de S
es < 2, y luego pruebe, usando b), que ||[(I — P)(z)[| < [Pl zm,m)-

d) Concluya, a partir de c), que ||P||lzgmy = [T —Pllzw,m)-

3.25 Sea (H, (-,-)m) un espacio de Hilbert complejo y considere H x H provisto del producto
escalar

((u,v), (z,w)ygxp = (u,2)g + (v,w)mg YV (u,v), (z,w) € Hx H.
Ademads, dado A € L(H, H), defina el operador B : H x H — H x H por
B((u,v)) := (1A(v),—1A%(u)) V(u,v) € Hx H.
Demuestre que ||B|| = ||A]| y que B es autoadjunto.

3.26 Sean E y F espacios de Banach, y sea T : E — F un operador lineal cerrado con
dominio D(T) e imagen R(T'). Demuestre que son equivalentes:

a) El operador T es inyectivo, y T~! es acotado sobre R(T).
b) Existe una constante positiva C' tal que | Tx| > C||z| para todo z € D(T).

¢) R(T) es cerrado en F, y T es inyectivo.

3.27 Sea Q un dominio convexo y acotado de R? con frontera poligonal T, y sean (-, ) 12(Q)
¥ ()1 (q) los productos escalares de L2(Q) y H'(Q), respectivamente.

a) Pruebe que para todor € L?(f)) existe un tinico 2 € H'(Q) tal que

(z,w) i) = (nw)eg) Yw e HY(Q).

b) Deduzca que z es la uinica solucién débil del problema de valores de contorno:
—Az+z=1r en Q, Vz-v=0 en I,

donde v es el vector normal sobre T', y observe (no lo demuestre) que la convexidad
de ) garantiza que = € H?*(Q).

¢) Defina un operador lineal apropiado y demuestre, utilizando el Teorema del Grafo
Cerrado, que existe C' > 0 tal que

I2lm2@) < Clirllrze  Vr € LP(9Q).

3.28 Sea (H,(:,-)) un espacio de Hilbert real y sea A € L(H,H) el operador inducido
por una forma bilineal y acotada a : H x H — R. Ademas, sea Il la proyeccién ortogonal
de H sobre un subespacio cerrado S, y suponga que existe o > 0 tal que a(v,v) >
a (v, v) Vv € S. Demuestre que IIA : S — S es una biyeccion lineal.
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3.29 ([21]) Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y sean V1, Vs, ..., Vy subespacios cerrados
mutuamente ortogonales de H, esto es v; L vj Yv; € V;, Yv; € V;, Vi # j. Demuestre que
I-P =P +Py+ - +Py,donde P: H— VN Vitn---NVy y Pj: H— V; son los
proyectores ortogonales respectivos.

3.30 Sea Q un abierto acotado de R"™ y considere el espacio de Hilbert V := [L?*(Q)]"*"
sobre R con el producto escalar (o, T) := / o : T, donde
n
o:T = Z Oij Tij Vo = (Uij)nxna T = (Tij)an e V.
ij=1

A su vez, defina el subespacio U = {aA + B : «o,p € R} = ({A,B}), donde
A = (aij)nxn ¥y B := (bij)nxn estan definidos por

(1 sij=i-1 1 sij=i+1
ij '_{ 0 e.o.c. Y biy ’_{ 0 e.o.c.

Encuentre U y defina explicitamente los proyectores ortogonales sobre U y U+L. Qué sucede

con estos proyectores si U se reemplaza por ({A,B,1}), donde I es el tensor identidad de V
?

3.31 Sean (Hy,(-,-)1) y (Ha,{,-))2 espacios de Hilbert sobre C con normas inducidas ||-||1 y
|| - |2, respectivamente, y sea T € L(Hy, Hs) tal que ||T(x)||2 = ||z|i Va € H;i. Demuestre
que <T(IL’),T(y)>2 = <$7y>1 Vl‘a S Hl-

IND.: Considere las expresiones nulas | T(z + y)||* — ||z + y||? y | T(z + iy)||* — ||z + iy|*.

3.32 Dado Q un abierto acotado de R", defina el operador A : H'(Q) — L*(Q) por

Alu) = i:l {/Qvu-vuj} v; Yu € HYQ),

donde {uy,us,...,un} € HY(Q) y {v1,v2,...,un8} C L?(). Demuestre que A es lineal y
acotado y encuentre el operador adjunto A*.

3.33 Sea X := C|[0,1] provisto de la norma uniforme, y sean {p;};jen, {qj}jen € X tales
oo
que la serie Z p;(s) g;j(t) converge uniformemente a una funcion continua K : [0, 1]x[0, 1] —

=1
R, es decir

N
I < K t) — . (¢ =0.
Novtoo ) (s:0)€0 1% [01] (5:1) ; P et

1
A su vez, sea Fj € X' definido por Fj(u) := / gj(t)u(t)dt Vwu e X. Pruebe que para todo
0

(o)

G € X', la serie Z G(pj) F; es convergente en X'. Identifique el valor del limite respectivo
=1

en términos del adjunto de un operador conveniente.

3.34 ([4], [30]) [LA CONDICION INF-SUP CONTINUA]. Sean (X, {-,-)x) e (Y, {-,-)y) espacios
de Hilbert y considere A € L(X,Y). Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

17



i) A es sobreyectivo.

ii) A*:Y — X es inyectivo y de rango cerrado.

A
iii) Existe a > 0 tal que ||A*(y)||x := sup 1{A(), y)v |
T% [/l x
x

> allylly VyeY.

iv) Existe un operador B € L(Y,X) talque AB = TenY y BA = 1— P en X, donde
P : X — N(A) es el proyector ortogonal.

3.35 Dado Q un abierto acotado de R", defina el operador A : H?(2) — H'(Q) por

Au) = é:l {/QAuAuj} v; Yu € H*Q),

donde {uy,us,....,uny}y C H?*(Q) y {v1,v2,....,u5} € H'(Q). Demuestre que A es lineal y
acotado y encuentre el operador adjunto A*.

3.36 Sean (H, (-,-)) un espacio de Hilbert sobre C y A: H — H un operador lineal tal que
(A(x),y) = (z,Ay)) Vx,y € H. Pruebe que A es acotado.

3.37 Sean V' y W subespacios cerrados de un Hilbert (H,(-,-)), y sean P : H — V y
Q : H — W los proyectores ortogonales respectivos. Demuestre que

(Q—=P)(x),z) >0 VeecH siysclosi VCW.

3.38 Dado Q un abierto acotado de R", defina el operador A : H'(2) — H?(Q) por

A(u) = ﬁ; {/Qvu-vuj} v; Yu € HY(Q)

donde {uy,ug,...,uny}y € HY(Q) y {v1,v2,....,u5} C H?(). Demuestre que A es lineal y
acotado y encuentre el operador adjunto A*.

3.39 El presente ejercicio apunta a aplicar la teoria desarrollada para el andlisis de la funcién
spline de interpolacion a otras tres situaciones distintas, pero con caracteristicas similares.

a) Sean Q) :=la,b[, n € N, y considere la particion a < t; < tg < -+ < t, < b. Ademads,
seanm € N y o, 8 > 0. Luego, dado z := (z1,29,...,2,)* € R", se pide analizar la
solubilidad del siguiente problema: Hallar u = (u1,us) € H™(Q) x H™(Q) tal que
ui(t;) — ua(ty) = 2z Vie{l,2,...,n}, y de modo que

a/ﬂ (W™ (1)) dt + B/Q (ud™(1))* dt
_ min {a /Q (™ (1) dt + 8 /Q (v§m>(t))2dt}

vi=(v1,v9)EH™ (Q)x H™M(Q)
Ul(ti) — Ug(ti) =z Vi

Se genera algiin cambio en su andlisis si la condicion de interpolacion se reemplaza por
vi(t;) = va(t;) = 2z; Vi ? Explique y fundamente.
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b) Sea S un subespacio de dimension finita N de un Hilbert (H, (-, )y ), y consideremos
una base {p1,pa,...,pn} de S. Ademds, sea I1 : H — S+ el proyector ortogonal.
Demuestre que para cada z := (21, 22,...,2n)% € RY existe un tinico u € H tal que
(uypiyg = zi Vie{l,2,...,N}, y de modo que

M@)llz = min |I()]|x
(vpi)a =2 Vi
Deduzca un algoritmo para calcular u.

¢) Sean Q =] —m,w[y (H'(Q),(-,)1,0) el espacio de Sobolev de orden 1. A su vez, sea
n € N y considere los conjuntos de funciones {po,p1,p2, " ,pn} ¥ {q0,q1,92, s qn}
definidos por py(t) := sen(kt) y qi(t) := cos(kt) Vte|[-m 7], Vke{0,1,--- n}.
Entonces, dado z = (z9,21,%2,...,2,)% € R"! se pide analizar la solubilidad del
siguiente problema: Hallar u = (uj,us) € H(Q) x HY(Q) tal que (ui,pr)1a +
(ug,qr)1.0 = 2z Yk €{0,1,2,...,n}, y de modo que

A@WW&+A@WN&
_ v;:(vl,%)eHlfgfle(n) {/Q(ug(t)fdt + /Q(vg(t))zdt}

(v1,pK)1,0 + (v2,qk)1,0 =2 VE

3.40 Sea G un subespacio de un espacio vectorial normado X, y sea N un subespacio del
dual de un espacio de Banach reflexivo Y. Demuestre que:

a) dist(f,G%) = sup |f(x)] VfeX.
zeG
lz<1

b) N = (°N)°.

c) dist(y,”N) = sup [g(y)| VyeyY.
geN
llgll<1

d) dist(g, N) = sup |g(y)| Vg e Y.
yeEON
lyll<1

3.41 Sea 2 un abierto acotado de R, considere los espacios de Hilbert reales dados por
X = L*() e Y := R?*2 provistos de los productos escalares

(u,v)x = /uv Yu,v e X, (A,B)y = tr(A*B) VA, BeY,
Q

v defina el operador A: X — Y por

Lo [ o

Au) = Vu e X.

/mu /x2u
Q Q
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i) Demuestre que A es lineal y acotado y calcule explicitamente el operador adjunto A*
v los espacios N(A), R(A), N(A*) y R(A").

ii) Encuentre un subespacio cerrado S de X tal que Als : S — R(A) sea biyectivo.
iii) Defina Y = {B €Y: B*=-— B} vy demuestre que existe C > 0 tal que
|A*(A)|x > C inf |A—Bly YAeY.
Bey

iv) Reemplace X := L?(2) por X := H'(Q) con su producto escalar habitual, y recalcule
el operador adjunto A*.

3.42 Sean X, Y; e Y; espacios de Banach sobre K, y sean A; : D(A;) C X — Y, y A :
D(A2) C X — Ys operadores lineales cerrados. Considere el espacio producto Y := Y] X Y
y demuestre que el operador lineal A : D(A) C X — Y, definido por A(x) := (Ai(x), As(x))
Ve € D(A) := D(A1) N D(Ag), también es cerrado. Reciprocamente, suponga que A :
D(A) € X — Y es lineal cerrado, y que para toda sucesion {zp}neny € D(A) tal que

{A;(z)}nen es convergente en Y;, i € {1,2}, existe una subsucesion {xg)}neN C {zn}nen

para la cual {Aj(a:gll))}neN es convergente en Y;, V j € {1,2}. Demuestre en tal caso que para
cada i € {1,2}, Ailp(a) es cerrado.

3.43 Determine, justificadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
i) Todo operador lineal, acotado y biyectivo de un Banach X en un BanachY es compacto.

ii) Dados H y @ espacios de Hilbert se tiene que A € L(H,Q) es biyectivo si y sélo si
A* € L(Q, H) es biyectivo.

iii) Existen operadores compactos que no son cerrados.

iv) Dados X e Y espacios de Banach, el inverso de un operador lineal, cerrado y biyectivo
A:D(A) C X — Y, también es cerrado.

v) Dados X eY espacios de Banach, el inverso de un operador lineal, cerrado y biyectivo
A:D(A) C X =Y, es acotado.

vi) Dados X e Y espacios de Banach, Y de dimensién finita, y A € L(X,Y), el rango del
operador adjunto A" € L(Y', X') es cerrado.

3.44 Sea Q) :=]0,1][, considere los espacios de Hilbert reales dados por X = L%*(Q) e
Y = 6(R) = {A = {ak}ren :  ax € R, Z lap]? < oo}, provistos de los productos
k=1

escalares usuales

1
(u,v)x ::/uv Yu,v € X,
0

(A,B)y :=> arby VA := {aphren, B = {bp}ren €Y,
k=1

v defina el operador A: X — Y por

1
A(u) = 1/ajku Vu e X.
k- Jo keN



i) Demuestre que A estd bien definido y es lineal y acotado, y luego calcule el operador
adjunto A* y los espacios N(A) y R(A*).

ii) Encuentre un subespacio cerrado S de X tal que A|g: S — R(A) sea biyectivo.

3.45 ([21]) El presente ejercicio apunta a caracterizar la sobreyectividad de un operador
cuyo rango esta contenido en un espacio producto, en términos de la sobreyectividad de sus
respectivas componentes.

a) Recuerde primero que, dados m, n € N y un operador lineal B : R" — R™, el Teorema
de las Dimensiones establece que n = dim N(B) + dim R(B). Luego, suponga que
m=my+mgyyque B(x) = (Bi(z),B2(z)) V& R" dondeB;: R" — R™: es lineal
para cada i € {1,2}, y demuestre que B es sobreyectivo si y solo si

i) By y Bs son sobreyectivos. ii) R* = N(By) + N(Ba).

b) Sean U y V subespacios cerrados de un Hilbert (X, (-,-)). Pruebe que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

U+ CU+ V. i) X =U+ V. iii) U+ + Vt C U + V.

c) Sean X, Y] e Y, espacios de Hilbert arbitrarios y definaY := Y x Y5. Luego, sea BB €
L(X,Y) tal que B(x) = (Bi(z),B2(x)) Vz € X, donde B; € L(X,Y;) Vie{l1,2},
v demuestre que B es sobreyectivo si y soélo si

i) B1 y Ba son sobreyectivos. i) X = N(By) + N(Ba).

3.46 Sean X eY espacios de Banach para los cuales existe una biyeccion T € L(X,Y), y
sea Z un subespacio de X. Pruebe que todo g € Z' puede “extenderse” a un G € Y' tal que

~

Gy = llgllz -

3.47 Sea X un espacio de Banach real y sea a una forma bilineal sobre X, esto es, a :
X x X — R es una aplicacion que satisface:

i) a(cxz+ B2,y) = aa(z,y) +Pa(z,y) Yo, BER, Vaz,y z€X,

i) a(z,ay+ Bz) =aa(z,y)+ palz,z) Vo, ER, Vz,y z€X.

En tal caso se define A : X — X' como A(z)(y) := a(x,y) Vaz,y € X, el cual se llama
OPERADOR LINEAL INDUCIDO POR a. Asuma entonces que existen constantes M, m > 0 tales
que

i) la(z,y)| < Mllz|{ly] Vo, yeX, ¥

iv) a(z,z) > m|z|?> VzecX,

y demuestre que A es acotado, inyectivo y de rango R(A) cerrado. Pruebe ademas que
°R(A) = {0}, defina el operador adjunto A’ : (X')’ — X', y comente bajo qué supuesto
adicional sobre el espacio X podra concluirse, a partir de las hipétesis i) - iv), que A es
biyectivo.
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3.48 Sean X e Y espacios de Banach reales y sea A: X x Y — R una forma bilineal, esto
es, A satisface:

i) Alax+ B zy) =aAlx,y) + fA(z,y) Va,BER, Vz,zeX,Vyey,

i) A(z,ay+p2)=aAlz,y) + BA(z,z) Va,BER, VzeX, Vy z€Y.
Asuma adicionalmente que A es acotada y débilmente coerciva, es decir:

iii) existe M > 0 tal que |A(z,y)| < M ||z||ly|| Vze X, VyeyY,

iv) existe « > 0 tal que sup Aﬁm,ny) > ally]] Vyevy,
. T
70

v) sup A(z,y) >0 Vre X,z #0,

yey
y defina los operadores lineales A : X —Y' y B:Y — X’ como
A()(y) = Alz,y) v Bly)(e) = Alz,y) VeeX, VyeY.
a) Demuestre que A y B estdn bien definidos y son acotados.
b) Pruebe que A y B son inyectivos y que R(B) es cerrado en X'.

¢) Defina explicitamente los operadores A’ : Y" — X' y B’ : X" — Y, y deduzca que
B’ es sobreyectivo.

d) Suponga en particular que X e Y son espacios de Hilbert y demuestre en tal caso que
RxoB = (Ry o A)*, donde Rx y Ry son las aplicaciones de Riesz respectivas.
Concluya a partir de esta identidad y iv) que A es biyectivo.

3.49 Dado n € N, considere una particion 0 = tg < t1... <t, =1de Q :=]0,1], y defina
el operador lineal A : H'(Q) — R" por

Au) = (/tt {tu(t)—i—u/(t)}dt)m Vue HY(Q),

donde H'(Q) y R"™ se proveen de sus productos escalares usuales. Demuestre que A €
L(HY(2),R"), defina explicitamente el operador A* : R™ — H'(Q), y pruebe que ||A*|| <
2//3.

3.50 Sea Q un abierto acotado de R? y sea T un conjunto finito de triangulos T, cuyos
interiores son disjuntos entre si, tal que Q = U{T : T € T}. Defina A : H'(Q) — RY por

A(u) = (/T {u(az) + x-Vu(w)}da:)TET Vue H(Q),

donde N es la cardinalidad de T, y los espacios H'(2) y R se proveen de sus productos
escalares usuales. Demuestre que A € L(H'(Q),RY) y defina explicitamente el operador
A RN — HY(Q).
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3.51 Determine, justificadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas, falsas o
no necesariamente ciertas (a menos que se tenga una hipdtesis extra):

i)
i)

iii)

iv)

vi)

vii)

viii)

ix)

La suma de dos operadores cerrados es un operador cerrado.

Si X es un Hilbert y A, B € L(X) son autoadjuntos e inyectivos, entonces R(A) =
R(B).

Si X es un espacio vectorial normado y A : X — X' es un operador lineal, cerrado y
biyectivo, entonces A~ es acotado.

Si X eY son Banachy A:D(A) C X — Y es un operador lineal cerrado no acotado,
entonces D(A) es un subespacio cerrado propio de X.

El adjunto de todo operador lineal, acotado y sobreyectivo de un Hilbert X en un
Hilbert Y es inyectivo.

La suma de un operador acotado con uno cerrado es un operador cerrado.

Si X eY son espacios vectoriales normados y A : L(X,Y) — Y’ es un operador lineal,
cerrado y biyectivo, entonces A~! es acotado.

Si X eY son espacios de Banach y A: D(A) C X — Y es un operador lineal cerrado
e inyectivo tal que A™1 : D(A™!) C Y — X no es acotado, entonces R(A) es un
subespacio cerrado propio de Y .

El teorema del grafo cerrado no puede ser demostrado con el teorema de la aplicacién
abierta.

3.52 Sean X e Y espacios de Banach y sea A : D(A) C X — Y un operador lineal
cerrado con D(A) denso en X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a)
b)

)

A’ es sobreyectivo, es decir R(A") = X'.

Existe ¢ > 0 tal que
[z|| < c[|A(@)]  VaeD(A).

N(A)={0x} y R(A) es cerrado.

3.53 Dado un abierto acotado y simplemente conexo 2 de R™ con frontera suaveI', considere
los espacios de Hilbert

L*(Q) = {U : Q= R: v medible, /

v? < —I-oo}
Q

H(div; Q) = {T €LXQ)": divre L2(Q)} :

provistos, respectivamente, de los productos interiores

(v,w)on = /vw y (o, T)aiv.o == / {O"T—i—div o div ’T},
Q Q
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con normas inducidas || - oo ¥ | - ||aiv,Q. Demuestre que para cada N € N y para cada

conjunto {7'1,7'2, . ,TN} C H(div; ) se tiene que

N
Ay = ﬂ {div T: T€Hiv;Q), |7—Tnllaiva < n} es abierto en L?(12).

n=1

3.54 Sean (H,(-,-)u) y (Q,(-,-)q) espacios de Hilbert sobre R con normas inducidas | - || a
v |l - |lg, respectivamente, y sea A : D(A) = H — @ un operador lineal. Suponga que para
cada q € Q) existe c; > 0 tal que

@, A(T))ql < cqllTlu VYT eH.
Pruebe de dos maneras distintas que A es acotado.

3.55 Sean Sy y S subespacios cerrados de un Banach X. Suponga primero que existe una
sucesion {x,tneny € X tal que

dist(zp, $1NS2) =1 y lim {dist(:cn,Sl) + dist(xn,Sg)} =0,

n—o0

y concluya que S1 + So es un subespacio propio de S + So. Suponga luego que existen un
subespacio S denso en X y una constante ¢ > 0 tal que

dist(z, S1 N S2) < c{dist(az, S1) + dist(:z:,Sg)} Vzels,
y demuestre en tal caso que S1 + Sy es cerrado.
3.56 Sean A y B subespacios cerrados de un Hilbert (H, (-,-)) sobre R.

6.1) Pruebe que dist(z,A*) = sup |(a,z)| Vo e H.
Jaf<1
6.2) Demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) A + B es cerrado en H.
b) At + Bt = (AnB)*.
c) At + Bt es cerrado en H.
d A+ B = (AtnBhH)*

3.57 Sean (H,(-,")n) y (Q,(-,)qQ) espacios de Hilbert sobre R, y sea A : D(A) C H — Q un
operador lineal tal que D(A) es denso en H. Entonces se introduce el OPERADOR, ADJUNTO
de A como A* : D(A*) C Q — H, donde

D(AY) = {q €Q: 3" eHtalque (A(T),q)g=(r, Ty ¥re D(A)},
y en tal caso se define A*(q) = ™™ Vq € D(A").

a) Demuestre que A* estd bien definido y es un operador cerrado, y luego deduzca el
concepto de autoadjunto cuando H = Q).
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b) Suponga en particular que Q = Q1 X Q2, donde (Q1,(-,-)1) ¥ (Q2, (,-)2) son también
espacios de Hilbert reales, y que

A(T) = (Ai(7), Ao(7)) VT eD(4),

donde Ay : D(A1) C H — Q1 y Ay : D(A3) C H — Q2 son operadores lineales con
D(A;) = D(A2) = D(A) denso en H. Describa los dominios D(A}), D(A%), y D(A*)
s6lo en términos de Ay y Ao, y demuestre que

A*(q) = Al(q1) + A3(g2) Vq = (q1,92) € D(A]) x D(45).

Qué relacion (si es que) existe entre D(A*) y D(A}) x D(A3) ? Deduzca finalmente
que si A es cerrado y sobreyectivo entonces existe ¢ > 0 tal que

141(q1) + As(@)lle = clldlle V¢ := (q1,q2) € D(A7) x D(43).

4. PROBLEMAS VARIACIONALES

4.1 ([10]) Sea © un abierto acotado de R™ con frontera suave I, y defina V := H?(Q) N
H} (), es decir
V = {U€H2(Q): v=0 en I'}.

Demuestre que existe una constante C > 0 tal que
[vllar) < CllAY||12) YveV.

IND.: Dadav € V, defina f = —Awv € L*(Q) y aplique el Lema de Lax-Milgram al problema
de valores de contorno: —Au = fenQ,u=0enT.

4.2 ([27]) Sea Q2 := (0,1) y considere el problema de valores de contorno

—(au) +bu =f en Q
W(0)=u(1) =0 , (4)

donde a(x) = 22+2,b(x) = 2+sen(z) y f(x) =1 Va € Q. Puede probarse que la formulacién
débil de (4) consiste en hallar u € H*(Q) tal que

1 1
/ (au'v" + buv)dz = / fvdx v e HY(Q). (5)
0 0
Demuestre que existe un tinico u € H*() solucién de (5).

4.3 ([27]) Sea H un espacio de Hilbert, y sea { Hy }nen una sucesion de subespacios de
dimension finita de H tal que H,_1 C H, Vn € N, y Upeny H,, es denso en H. Sea B :
H x H — R una forma bilineal acotada y suponga que para todo f € H' existe una tinica
sucesion { u,(f) }neny € H tal que

un(f) € Hy , B(un(f),vn) = f(vn) Yov, € H,,

v llun ()l < Collfl| Yn € N, donde Cy es una constante positiva independiente de n y de
/. Suponga ademds que para todo f € H' existe un tunico u(f) € H tal que

B(u(f),v) = f(v) Vv € H.
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Demuestre que
i u(f) —u(HIf =0 VfeH.

+o0o

IND.: Defina la proyeccion de Galerkin P, : H — H,, donde Vv € H, P,v denota la tinica
solucion de B(P,v,w,) = B(v,w,) Yw, € Hy, y observe que Pyu(f) = un(f).

4.4 ([26]) Sea Q un dominio acotado de R* con frontera suave I'. Considere el problema de
valores de contorno:

—Au=f en €, %:g en I', /uda::al, (6)
aV [¢)

donde a; € R, f € L*(Q), y g € L*() satisfacen la condicién de compatibilidad

/fdx—l—/gds:o.
Q r

Demuestre que una formulacién débil de (6) consiste en: Hallar (u,\) € H*(Q) x R tal que

/Vu-Vvdx—}—)\/vdx:/fvda;—i—/gvds,
Q Q Q T
Q

4.5 ([24]) Sean V un espacio de Hilbert y a : V xV x V — R una forma trilineal tal
que para todo w € V, la forma bilineal a(w;-,-) : V x V — R es acotada. Dado F € V',
considere el problema: Hallar uw € V tal que

para todo (v, ) € HY(Q) x R.

a(u;u,v) = F(v) Yo e V. (7)
Suponga que existe o > 0 tal que
a(w;v,v) > allv| Vo,w e V.
Asuma ademds que existe una constante Cy > 0 tal que para todo wi, we, u, v € V,
|a(wi;u,v) — a(wz;u,v)] < Collwr + walv [[ullv [[o|lv [Jwr — walv .

Encuentre una constante positiva Cy tal que para todo F € V', || F||y» < C4, el problema
(7) admite una tinica solucion.

4.6 ([24], Ejercicio 1.6)

a) El TEOREMA DEL PUNTO F1JO DE BROUWER establece que: Dado un subconjunto
S compacto, convexo, y no vacio de un espacio vectorial de dimension finita, y una
aplicacion continua T de S en S, entonces T tiene al menos un punto fijo. Use este
resultado de Brouwer para demostrar que si X es un espacio de Hilbert de dimension
finita con producto escalar (-,-) y norma || - ||, y si F' es una aplicacién continua de
X en X tal que, para algin p > 0, (F(u),u) > 0 Vu € X con ||u|| = u, entonces
existe ug € X, |luo|| < p, tal que F(up) = 0.
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b)

d)

Sea ) un abierto acotado de R? con frontera suave T, y sea f € [L?(Q2)]>. EL PROBLEMA
DE NAVIER-STOKES, un problema de suma importancia en mecanica de fluidos, consiste

en encontrar el vector de velocidades u := (uy,us2) y la presién p de un fluido, tales
que
2 ou
~Au+ > uj-—+Vp=f en Q, V-u=0 en Q, (8)
=1 8:1;j

u=0 en T, /pdx:O.
Q

Defina los espacios H = [H}(Q)]?, y

Q = Li(Q) := {q c L*(Q): /qux: 0}.

Demuestre que la formulacién débil de (8) se reduce a: encontrar (u,p) € H X Q tales
que:
a(u;u,v) + b(v,p) = f(V) Vv e H (9)
b(u,q) = 0 Vg€ Q,

dondea : Hx Hx H—R,b: HxQ — R,y f € H', estdn definidas por

2 2
a(w;u,v) ::Z/QVuZwVvidm—k Z /ijgf?vida:,
i=1 J

3,j=1

b(v,p) ::—/va-vd:c ) f(v):/ﬂf-vdac.

En lo que sigue considere un problema del tipo (9), no necesariamente proveniente de
(8), y asuma que las siguientes hipdtesis se cumplen: b es una forma bilineal acotada,
b satisface la condicion de Babuska-Brezzi continua, y para cada w € H la aplicacion
(u,v) — a(w;u,v) es también una forma bilineal acotada. A su vez, sea

V:z{VEHt b(v,q) =0 VqEQ}.

Demuestre que (9) puede reducirse, equivalentemente, al siguiente problema no-lineal:
hallar u € V tal que
a(u;u,v) = f(v) Vv eV. (10)

Ademas de lo dicho en c), suponga ahora que: existe una constante o > 0 tal que
a(v;v,v) > al|v||? para todov € V; V es separable; y para cada v € V, la aplicacién
u — a(u;u,v) es secuencialmente débilmente continua, es decir

w,-ucV = lim a(uy;u,,v) = a(u;u,v).
n——+o0o

Demuestre que el problema (10) tiene al menos una soluciécn u € V.

IND.: Muestre primero que existe una sucesion { vy, }nen en V' tal que para todom > 1
el conjunto {v1,va,...,vy,} es linealmente independiente, y las combinaciones lineales
finitas de los v,, constituyen un conjunto denso en V. Luego, denote por V,, al subes-
pacio de V' generado por {vi,...,v.,}, y aplique el método de Galerkin en conjunto con
lo probado en parte a) para construir una sucesion de soluciones aproximantes.
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4.7 ([2]) Sea H un espacio de Hilbert y sea B : H x H — R una forma bilineal tal que
i) B es simétrica, es decir

B(u,v) = B(v,u) V(u,v)€ HxH.

ii) B es acotada, es decir existe Cy > 0 tal que

|B(u,v)| < Cillullgllv]lm V¥ (u,v) € HxH.

iii) B es débilmente coerciva, es decir existe Cy > 0 tal que

B
sup 1B(u,v)] > Collullg Yue H.
ver\foy [[vllm

Demuestre que, dado F € H', existe un tinico u € H tal que B(u,v) = F(v) para todov € H,
y ademds, |[ullg < & |1F |-

4.8 ([4]) Sean X y M espacios de Hilbert y seana : X x X — R, b : X x M — R dos
formas bilineales acotadas. Suponga ademads que a es simétrica y semi-definida positiva sobre
X. Dados F € X', G € M’ se define el operador J : X x M — R,

1
j(vau) = ia(’l),'l)) + b(”h“’) - F('U) - G(/’L) :
Considere entonces los siguientes problemas variacionales:
Hallar (u,\) € X x M tal que

a(u,v) + b(v,\) = F(v) Vv e X, (11)
blu,p) = G(p) Vp € M.

Hallar (u,\) € X x M tal que
Tlup) € TwA) € TN V(ou) € X x M. (12)
Demuestre que (u, \) es solucién de (11) si y sélo si (u, \) es solucién de (12).

4.9 ([22], [23]) Sean (X, {(-,-)x), (Y,(:,-)y) espacios de Hilbert y considere operadores P €
L(X,X), Qe L(X,Y)ySeL(Y,Y). Suponga que S es semi-definido positivo, esto es

(S(),y)y =0 Vyev,
vy que existen constantes «, § > 0 tales que

(Pz,z)x > ollz||% VeeX

(Q(z), )

Y
sup > Bllylly VyeY.

sex\{oy  17llx

28



Dados f € X y g € Y, demuestre que existe un tinico par (z,7) € X x Y tal que
P Q f
Q -S y g
También, pruebe que existe una constante C' > 0, que depende de ||P||, «, B y ||Q]|], tal que

Z[l +1lgll < & LA+ gl 3 -

N

IND.: Transforme a una ecuacién equivalente en Y y luego aplique el Lema de Lax-Milgram.

4.10 ([22], [23]) Sean (X, (-,")x), (Y,(-,-)y) espacios de Hilbert y considere operadores
P:X—->X Qel(X,Y)ySeL(Y,Y). Suponga que S es semi-definido positivo, esto es

(S(),y)y =0 Vyev,
que P es NOLINEAL, y que existen constantes M, «, 5 > 0 tales que

||Px — PZ||x < M|z —Z||x , <P$—Pi‘,l’—:i‘>x20(”ﬂj‘—:f||%( Ve, € X,

wp Q@9

> Bllylly VyeY.
sex\{oy  17llx

Dados f € X y g € Y, demuestre que existe un tinico par (z,7) € X x Y tal que
P Q* T f
Q -S ] g
También, pruebe que existe una constante C' > 0, que depende de M, o, B y ||Q]||, tal que

HZll+ gl < C LA+ gl + [PO)]] } -

4.11 Sea Q) := (0,3) y considere el problema de valores de contorno: —u" + (x+1)u = x
en Q, u(0) = u(3) = 0. Deduzca la formulacion débil respectiva y demuestre que ella tiene
una tinica solucién u € H}(Q). Considere la particién uniforme 0 = z9 < 71 =1 < 19 =2 <
x3 = 3 y establezca el sistema de Galerkin asociado usando el subespacio

Hy == {veCQ):v(0)=v(3)=0 y vlj,q_, € un polinomio
de grado < 1,Vj e {1,2,3}}.
IND.: Notar que Hy = ({e1, e2}), donde e; € Hy es tal que ej(x;) = d;; para todo i, j € {1,2}.

4.12 Sea Q un abierto acotado de R? con frontera suave I, y sea f € [L?(Q2)]?. EL PRro-
BLEMA DE STOKES consiste en encontrar el vector de velocidades u := (uy,us) y la presién
p de un fluido, tales que

—Au+Vp=f en Q, divau=0 en Q,
u=0 en I, /pdgc:()_ (13)
Q
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Defina los espacios H = [H}(Q)]? y Q = {q e L*(Q): / gdxr = O}. Demuestre que
Q

la formulacion débil de (13) se reduce a: encontrar (u,p) € H x Q tales que:

A(u,v) + B(v,p) = F(v) Vv € H,
B(u,q) = 0 Vge@Q,

donde A: Hx H—R,B: HxQ —RyF € H’, estdn definidos por
2
A(a,v) = Z/ Vu; - Vv dz,
i=1 /&

B(v,p) ::—/deivvda: , F(v):/Qf‘vdx.

4.13 ([7]) Sean H un espacio de Hilbert, A : H x H — R una forma bilineal acotada y
H-eliptica, y F € H'. Ademés, sea {H, },cN una sucesién de subespacios de dimensién finita
de H, y para cada n € N considere una forma bilineal acotada A,, : H, x H, — R tal que la
sucesion { Ay, }nen es uniformemente eliptica. Esto significa que existe & > 0, independiente
de n, tal que Ay (vn,vn) > &llvn|% Von € Hy, Vi € N,

a) Pruebe que existen tnicos uw € H y u, € H, tales que

A(u,v) = F(v) Vve H

Ap(tp,vn) = F(vy) Yu, € Hy, .

b) Demuestre que existe C' > 0, independiente de n € N, tal que

A A
lu—upllr < C fof {|u—wnlg + sup [AWn, wn) = An(vn, wn)| |
€H, wn€Hp\{0} l[wn &

Un

4.14 Sea ) un abierto acotado de R"™, y sea k : 0 — R una funcién continua para la cual
existen constantes M, 5 > 0, tales que f < k(x) < M para todo x € Q). Defina el conjunto

S = {UGH&(Q): Hv||H1(Q) < 1},

y demuestre que para todo u € H} () existe un tinico g € S tal que
/Q (2) |Vu(z) — Vo) |3 do = min /Q k() | Vu(z) — Vo(o)|Zn dr.

4.15 ([7]) [LEMA DE AUBIN-NITSCHE]. Sean (H, (-,-)rr), (V, (-,-)v) espacios de Hilbert tal

que V C H y el operador identidad i : V — H es continuo. Sea A : V x V — R una forma
bilineal acotada y V -eliptica, y considere el operador P : H — V, donde para todo g € H,
P(g) es el tnico elemento en V' que satisface

A(w,P(g9)) = (g,v)g YveV.
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Dados F € V' y V}, un subespacio de dimensién finita de V, denote por u € V' y uy € V}, las
tnicas soluciones de los esquemas continuo y de Galerkin, respectivamente, esto es

A(u,v) = F(v) YveV,

y
A(uh,vh) = F(’Uh) Yup € V3.

Demuestre que existe C' > 0 tal que

1 ,
lu—wnllyr < Cllu—wlly sup { fnf HP(g)—vth}-
SUP\ TTgllr oo

4.16 Dados Q := (0,1) y f € L?(2), interesa resolver el siguiente problema:
—u"' = f en Q, u(0) =0, (1)=1. (14)

a) Defina o := u' en Q y demuestre que una formulacién variacional MIXTA de (14) se
reduce a: Hallar (o, (u,¢)) € H x Q tal que

a(o,7) +b(7, (u,p)) = F(r) VreH,
blo, (v,9)) = G((v,¥)) Y(v,¥) €Q,

donde H := H'(Q), Q= L*()xR, Fe H, GeQ,ya: HxH - R, b: HxQ — R
son las formas bilineales definidas por

(15)

a(o,T) := / oTdr Yo, 7€ H,
Q

b(r, (v, 1)) = /Qw’dx+m(1) Y (r (0, 0) € H x Q.

b) Defina los funcionales F' y G, y aplique la teoria de Babuska-Brezzi para demostrar
que (15) tiene una tnica solucion.

4.17 Sean Q =la,b], f € L?(QQ), y considere el problema de valores de contorno
u = f en Q, wu(a)=1u(a)=ub)=udb) =0. (16)

i) Defina la incdgnita auxiliar o := u” en 0 y demuestre que una formulacién variacional
MIXTA de (16) se reduce a: Hallar (o,u) € H(Q) x H}(Q) tal que

/ade+/u’T'dx: 0 Ve HY(Q),
Q Q
(17)
/v'a'd:r: —/ fodx Vv e HY Q).
Q Q

ii) Aplique la teoria de Babuska-Brezzi para demostrar que (17) tiene una tnica solucién
que depende continuamente del dato f.
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4.18 ([4]) [LEMA DE FORTIN|. Sean H, ) espacios de Hilbert, y sea b : H x () — R una
forma bilineal acotada que satisface la condicién inf-sup, es decir, existe § > 0 tal que:

b(v,q)
sup
ver\{o} Ilvllm

> Bllalq  VeeQ.

Sean {Hp}nen ¥ {Qn}nen sucesiones de subespacios de dimension finita de H y @, respecti-
vamente, y asuma que para cada n € N existe P, € L(H, Hy,) tal que

b(v —Pp(v),qn) = 0 Vagn €Qn.

Suponga que la familia de operadores {P,, }nen es uniformemente acotada, es decir existe C' >
0 tal que ||Pullz(p,1,) < C para todon € N, y demuestre que existe 3* > 0, independiente
de n, tal que

sup b(Vn, gn)

> B anllo Vg € Qn, VneN.
vneH N0} 1VnllE

4.19 ([7]) [El presente enunciado es una variante del Ejercicio 4.13] Sean H un espacio de
Hilbert, A : H x H — R una forma bilineal acotada y H-eliptica, y F € H'. Ademds, sea
{Hy }nen una sucesion de subespacios de dimension finita de H, y para cada n € N considere
un funcional F,, € H], y una forma bilineal acotada A, : H, x H, — R. Suponga también
que existe & > 0, independiente de n, tal que Ap(vn,vn) > @|lvnll%) Vv, € Hy, Vn € N,

a) Pruebe que existen tinicos u € H y u, € H, tales que

A(u,v) = F(v) VveH y Ap(tn,vn) = Fp(vy) Yo, € Hy.

b) Demuestre que existe C' > 0, independiente de n € N, tal que

Un

v —unllar < C( fnf, { |u—wvnllz + [|[A(vy) 01 — Ap(vn)llmy, }
+ [[Foi, — FnHH;L>a

donde A : H — H' y A,, : H, — H], son los operadores lineales y acotados inducidos
por A y A, respectivamente, e i, : H, — H es la inyeccién candnica, esto es i,(v,) =
v, Vv, € Hp.

4.20 ([11]) Sean Q un abierto acotado de R, f € L*(Q), y considere el problema de

valores de contorno: —Awu = f en Q, u =0 en 0. Se puede demostrar que una
formulacién variacional mixta de este problema se reduce a: Hallar (or,u) € H(div;Q)x L?(Q)

tal que
/a’-Tda:—i— /udiv(r)dx — /vdiv(a)d:c = /fvdx (18)
Q Q Q Q

para todo (T,v) € H(div;Q) x L?(Q), donde o := Vu en  representa una incdgnita
adicional. Ademads, a partir de esta relacién, y dado § € R, se deduce que

d /(Vu— o) (Vo+7)de =0 V(r,v)€H:=H(div;Q) x H}(Q), (19)
Q
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y también

/div(o‘)diV(T) dx = —/fdiv(T) de V7 € H(div;9). (20)
Q Q

De este modo, sumando (18), (19) y (20), se obtiene una formulacién variacional mixta
modificada, la cual tiene la forma: Hallar (o,u) € H tal que

A((o,u), (T,v)) = F(r,v) V(r,v) € H, (21)

donde A: H x H — R es una forma bilineal y I : H — R es un funcional lineal. Demuestre

que, eligiendo 0 convenientemente, el problema (21) tiene una tnica solucién (o,u) € H :=
H(div; Q) x H} ().

4.21 Sean V un espacio de Hilbert, a : V x V. — R una forma bilineal acotada, simétrica
y débilmente coerciva, y A : V. — V' el operador lineal y acotado inducido por a. Dado
f € V' y U un subconjunto de V' no vacio convexo y cerrado, es sabido (por TEOREMA DE
STAMPACCHIA ) que existe un tinico u € U tal que

a(u,v —u) > f(v—u) Vv e U.

Ahora, sean Vj, un subespacio de V' de dimensién finita, Uy, un subconjunto de V} no vacio
convexo y cerrado, y denote por up € Uy a la unica solucién del problema discreto:

a(up,vp —up) > flop —up) Yo, € Up.

Ademas, sea H un Hilbert tal que V C H, y la inyeccion canénica i : V — H es continua y
densa. Demuestre que si Au — f € H, entonces existe una constante C' independiente de V},
y Uy, tal que

lu—unlly < c{ fu (Hu—vhn%/ n HAu—fHHHu—vhHH)
v €U

1/2
Au — inf — :
A flla of o = ol }

4.22 ([3]) Sean H,, Ha, Q1, Q2 espacios de Hilbert sobre R, y sean a : Hy x Hy — R

ybj: Hy x Q; — R, j € {1,2}, formas bilineales acotadas con operadores inducidos A €
L(Hi,H>) y B; € L(H;,Qj), j € {1,2}, respectivamente. También, sea K; el espacio nulo
de B, j € {1,2}, y sea Il el proyector ortogonal de Hy en K. Suponga que:

i) Iy A : K1 — K3 es un isomorfismo.

ii) existen (1, B2 > 0 tales que

* b v,q .
1B: @, = sup 20D > Boglo, Vae Q. Vie{l2).
v#£0

Pruebe que, dados F' € H) y G € @)}, existe un tnico (u,p) € Hy x Q2 tal que
a(u,v) + be(v,p) = F() Vv € Hsy,

bi(u,q) = Glq) VgeQ.
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4.23 Sea ) un abierto acotado de R", y sea k : 2 — R una funcién continua para la
cual existen constantes M, > 0, tales que < k(x) < M para todo x € ). Demuestre,
utilizando el LEMA DE LAX-MILGRAM, que para todo f € L*(Q)) y para toda constante
o€ (O,min {Qﬂ, niM}), existe un tnico u € H' () tal que

1 N Ov | 1
/Q{/@Vu-Vv+Huv —éguaxi} —/va Vv € H(Q),

y
1
< .
1wl ) < min (5= 3,1 — @} £l 22

4.24 ([4]) Sean X, My, X, My y Q espacios de Hilbert reales, y defina el espacio producto
H := X; x My x X9 x Ms. A su vez, considere operadores Ay € L(X1,X1), By € L(X1, M),
Ag € L(X2,X5), By € L(X2, M), y B € L(H,Q), y defina los operadores matriciales A :
H—H yT:HxQ@Q— HXx(Q como:

A, B
By 0

A, B
By, 0

A B*
re (A7),

a) Aplique la teoria de Babuska-Brezzi para establecer condiciones necesarias y suficientes
que garanticen la biyectividad de T'.

b) Establezca un esquema de Galerkin asociado al operador T' y asuma hipétesis adicio-
nales que le permitan demostrar la estimaciéon de Cea correspondiente.

4.25 ([2]) Sean (H,(-,-)m, | - ||z) un espacio de Hilbert real y A : H x H — R una for-
ma bilineal acotada con operador inducido A € L(H,H). Suponga que existen operadores
S1, Sy € L(H,H) y constantes a1, ag > 0 tales que

(SIA(T),T)n > aill7llf; v (ASo(r),7)n > azl7l|}; V7 € H.
a) Pruebe que para todo F € H' existe un tinico o € H tal que
Ao, ) = F(1) Vr e H,
v deduzca la existencia de C' > 0, independiente de F, tal que

lollz < ClE|a -

b) Sea {H}}p~o una familia numerable de subespacios de dimensién finita de H tal que
}lll’II%) dist(t,Hp) = 0 V1T € H, y, dado F € H', considere el esquema de Galerkin:
_)

Hallar o, € Hj, tal que

A(O’h,Th) = F(Th) V7, € Hy. (22)
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Suponga que para i = 1 o para i = 2 (pero no para ambos), existen operadores
inyectivos S; 5, € L(H}y, Hp,) para todo h > 0, y constantes C;, 6 > 0, independientes
de h, tales que

1Si(h) — Sin(ma)llu < Cih®||Si(m)llu V7h € Hy.

Demuestre que existe hg > 0 tal que para todo h < hg el problema (22) tiene solucién
tnica, es estable, y se verifica la estimacion de Cea.

¢) Qué puede decir sobre las hipdtesis para a) y b) si A es simétrica ?

4.26 ([12], [13], [14], [15]) Sean (X1, (-, )x,), (X2, (-,*)x,), e (Y, (-, -)y) espacios de Hilbert,
defina el producto X := Xi X Xo, y considere operadores lineales y acotados P : X — X,
Q: XY A: X1 —>X1,B: X1 > Xo, y(C: Xy — X, tales que:

A B*
P = .
B —-C
Sea V := Vi x V5 el kernel de Q, donde V1 C X1 y Vo C Xs, y suponga que:

i) existe a > 0 tal que (A(z1),21)x, > « Hxlﬂgﬁ Vx; € Vi.

(B(21), 22)

ii) existe § > 0 tal que sup X2 > Bllz2|lx, Vg € Va.

z1€V1\0 21l x,
iﬁ) <C(1‘2),3§'2>X2 >0 Vg € Va.

iv) existe § > 0 tal que |Q*(y)|x > Blyly Vy eY.

a) Pruebe que para todo (f,g) € X XY existe un tnico (z,y) € X xY tal que
Pz)+Q(y) = [,

(23)
Q) = y,

y encuentre explicitamente una constante C' > 0 tal que

I plxxy < C{Iflx + lgly }-

b) Defina un esquema de Galerkin para (23) y establezca condiciones suficientes que ase-
guren su solubilidad tunica y estabilidad.

¢) Demuestre la estimacion de Cea para el esquema definido en b).
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4.27 ([7], [29]) Dados € un abierto acotado de R™ con frontera I' de clase C*, f € L?(),
g € H_I/Q(F), y constantes K1, k3 € R, considere el problema:

—Au+/€12§u+f<¢2u—f en Q, Vu-n=g en T, (24)

=
j=1 "

donde n es el vector normal en I'. Deduzca la formulacién primal de (24) y encuentre la mayor
regién factible para (k1, k2) € R? que asegura elipticidad de la forma bilineal resultante. A su
vez, defina el esquema de Galerkin asociado y establezca la estimacion de Cea correspondiente
en términos de K1 y Kko. Luego, reemplace el dato de Neumann por uno de Dirichlet homogéneo
y pruebe en tal caso que la elipticidad indicada sélo depende de ks.

4.28 ([25]) Dados H, Q1 y Q2 espacios de Hilbert reales, defina () := Q1 X Q2 y considere
formas bilineales acotadas b : H x Q — R, by : H X Q1 - Ryby: Hx Qs — R, con
operadores inducidos denotados por B, B1 y Bo, respectivamente, tales que

b(t, (v,v)) = bi(T,v) + ba(T,9) VreH, V(v,¢) € Q.

Pruebe en primer lugar que B(7) = (B1(1),
espacios nulos Vi := N(Bj) y Vo := N(By
son equivalentes:

By(7T)) € @ VYT € H. Luego, introduzca los
), v demuestre que las siguientes afirmaciones

a) existe > 0 tal que

sup

Ten  |I7
T#0

> Bl dlle  V(v,9)eQ.

b) existe B > 0 tal que

by
sup 200 5 g, YeeQs v s LTS Blulo, Yo e Q.
S SUP Tl
TH40 T 40

Extienda el resultado anterior al caso en que b se escribe como suma de n formas bilineales
acotadas b; : H X Q; — R, con Q1,Q2, ..., @, espacios de Hilbert reales.

4.29 Dados X, M y Q) espacios de Hilbert reales, defina H := X x M y considere operadores
A€ L(X,X), By € L(X,M)yBe L(H,Q). Asuvez,sean A: H— H y T:HxQ —
H x @ los operadores definidos matricialmente por

(A B} (A B
fe (BB e (A7),
a) Aplique la teoria de Babuska-Brezzi para establecer condiciones necesarias y suficientes
que garanticen la biyectividad de T'.

b) Establezca un esquema de Galerkin asociado al operador T' y asuma hipdtesis adicio-
nales que le permitan demostrar la estimaciéon de Cea correspondiente.
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4.30 Dados ) un abierto acotado de R™ con fronteraI" de clase C', f € L?(Q)), y constantes
K1, k2 € R con ks # 0, considere el problema:

—Au—l—mz%—{—@u:f en Q, u=0 en T. (25)
=1

Defina la incégnita auxiliar o = Vu en () y deduzca la siguiente formulacién variacional
mixta de (25): Hallar o := (01,09, ...,0y) € H(div; Q) tal que

Kz/G"T+/diVUdiVT—le/UjdiVT:—/fdiVT V1 e H(div; Q).
Q Q =i/e Q

Dibuje la region S := { (K1,k2) ER*: K2 >0 y |k1] < 2 min {ko, %} }, v pruebe que para
todo (k1,k2) € S el problema anterior tiene una tnica solucién o € H(div;Q)) que depende
continuamente del dato f.

4.31 Dados Q un abierto acotado de R™ con frontera I' de clase C1, f € L?(Q2), K €

[C(Q)]™*™ simétrica y uniformemente definida positiva, y constantes k1, ko € R, considere el
problema:

—div(KVu)—i-ﬁlthL%—mgu:f en Q, KVu-n=0 en T, (26)
7
j=1

donde n es el vector normal unitario en I'. Deduzca la formulacion primal de (26) y encuentre
la mayor regién factible para (k1,k2) € R? que asegura, mediante el Lema de Lax-Milgram
clasico, que dicha formulacién tiene una tunica solucién. A su vez, defina el esquema de
Galerkin asociado y establezca la estimacion de Cea en términos de K, k1 y ka.

4.32 ([9]) Sea Q un abierto acotado de R" con frontera I' de clase C%', y sean T'p, Ty C T
tales que 'p N Ty =0, [Tp| >0y =TpUTyN. Se sabe que

HY2(T,) = {’m(wﬂp*: w eHl(Q)} Ve {D,N},
con [¢lli/2r. = inf{Hle,Q :we HY(Q), yo(w)lr, = <p} Vo € HY/3(T,). A su vez,
denotando por Eng: HY/?(T'y) — L*(T) el operador de extension nula

o) en I'y

Yo e H/2(Ty),
0 en D\Iy 4 (I'w)

Eno(p) = {

se tiene que Héé2(I‘N) = {go € HY2(Ty) :  Enolp) € Hl/Q(F)}, con norma inducida

1/2
el j200ry == IEN0(@) |l j2or Ve € Hyb* (D).

i) Pruebe que para cada ¢ € HI/Q(FD) existe un tinico w, € H'(Q) tal que Yo(wy)|rp, = ¢
v llellier, = llwello-
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ii)

iii)

Dado ¢ € H'/2(I'p), considere el problema de valores de contorno
Az, =0en Q, ~(z)r, = ¢ en I'p, ~(z,) =0 en I'y,

y demuestre fundadamente, utilizando una adecuada férmula de integracion por partes,
que z, = z, + W, donde z, € H%D(Q) es tal que

/vzw-w = —/v%-vv Vo e Hp (). (27)
Q Q

Pruebe que (27) tiene solucion tnica y concluya que | z,|

10 < cllelliyzr,-

Defina el operador Ep : H'/>(Tp) — HY*(T) por Ep(p) := yo(z,) Yo € H/?(T'p),
y pruebe que Ep es lineal y acotado.

Pruebe que HY/2(T) = Ep(HY*(Tp)) & Eno(Hy*(Ty)). Equivalentemente, dado
Y € HY2(I'), demuestren que existen tinicos 1p € H/*(T'p) y ¥n € H01(§2(FN) tales
que ¢ = Ep(¢p) + Eno(¢¥n).

Deduzca a partir de iv) que, dado A € H~'/3(T), existen \p € H-Y?(Tp) y Ay €

HO_Ol/Q(FN) tales que (\,¢) = (Ap,¥p)rp, + (AN, ¥n)ry Y € H1/2(F). Concluya que
si Mry =0, A se identifica con un funcional en H='/?(T'p).

4.33 Sea () un abierto acotado deilR2 con frontera I' de clase CY%, yseanT'p, I'y C T tales
queTp NTy=0,|Tp| >0y =Tp UTy. Dados f € L*>(Q) y g € H/?(T'p), considere el
problema de valores de contorno

i)

if)

iii)

—Au=fen Q, ~(u)lr, =g enTp, ~v(u)=0enIy. (28)

Utilice lo que sea necesario del Ejercicio 4.32 para probar que una formulacion primal-
mixta de (28) se reduce a: Hallar (u,\) € H x @ tal que

a(u,v) + b(v,\) = F(v) VveH,
b(u,§) = G() vEeQ,
donde H := HY(Q), Q := H Y?*(I'p),a: HxH - R yb: HxQ — R son las

formas bilineales dadas por

a(u,v) = /QVu-Vv vy b(v,€) = (& v()r, Yu,veH, Y{e€Q,

(29)

v los funcionales F € H' y G € Q' dependen de f y g, respectivamente.

Aplique la teoria de Babuska-Brezzi para probar que existe una tinica solucién de (29),
la cual depende continuamente de los datos f y g.

Sea Hj un subespacio arbitrario de dimension finita de H y, dada una particion
{61,62, ...,en} de I'p, defina

Qn = {fh S L2(PD) : fh’ej S P()(ej) Vi€ {1,2,...,77,} } .

Considere el sistema de Galerkin asociado a (29), suponga que b satisface la condicién
inf-sup discreta con una constante § > 0 independiente de las dimensiones de Hy y
Qn, y pruebe que dicho esquema discreto posee una tnica solucién (up, \p,) € Hp, X Qp,.
Establezca ademds la estimacion de Cea y comente si acaso el error ||u—uy| 1,0 depende
o no de dist(\, Qp).
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4.34 Sea Q un abierto acotado de RY con frontera suave I, y sean
H = H(div; Q) == {T e [L2QPVY : divr e [L2<Q)]N} v Q= [L2Q)]V,

los espacios de Hilbert con productos interiores y normas inducidas denotadas, respectiva-

mente, por (-, )div,2, (0,9, || |ldiv.o ¥ || - llo,o. Considere el operador P : H — H que a
cada o € H le asigna P(o) = &, donde (o,1) € H x @ es solucién del problema
/6’:7+/ﬁ-diVT =0 V1TeH,

/v-div& = /v-diva Vv eQ.
Q Q

a) Aplique la teoria de Babuska-Brezzi para demostrar que P esta bien definido y que
P e L(X).

b) Defina el subespacio cerrado de H dado por
Vo= {TEH: divr =0 en Q},

y pruebe que V.= N(P), P2=P,y H=V @ R(P).

¢) Deduzca a partir de b) que V+ = R(P) (ortogonalidad en H), y muestre que existe
una constante C' > 1 tal que

|Tlaive < Cldivr]en VreVe,
concluyendo asf que || - ||giv.o v ||div - [lo.o son equivalentes en V.

4.35 ([20]) Sea Q un abierto acotado de R™ con fronteral = 'pUTy tal que Tp NIy = ()
and |T'p| > 0, y sea v el vector normal a T'. Dados f € [C(Q)]" y g € HY/?(I'p), el problema
de Darcy con presion dependiente de la porosidad consiste en encontrar la velocidad u y la
presion p de un fluido, tales que:

u=pf+Vp en Q, divu=0 en Q, (31)
p=g en I'p, u-vr=0 en Iy.

a) Demuestre que la formulacién variacional mixta de (31) se reduce a: Hallar (u,p) €
H x @Q tal que

a(u,v)—I—b(v,p) = <V'V79>D+/pf'v VVGHa
Q
b(u,qg) = 0 VgeQ,

(32)

donde H := {vEH(div;Q): v-r=0 en FN}, Q:=L*N),a:HxH >Ry
b: H x Q — R son las formas bilineales dadas por

a(u,v) ::/u-v v b(v,q) ::/qdivv Yu,ve H, VYqe@Q,
Q Q
y (-,-)p denota la paridad dual de H=Y*(T'p) y H'/?(T'p).
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b) Demuestre que (32) puede re-escribirse, equivalentemente, como una ecuacion de punto

fijo de la forma (u,p) = T(u,p), donde, gracias a la Teoria de Babuska-Brezzi, T :

H x Q — H x @ es un operador no-lineal bien definido. De hecho, utilice el principio

de superposicion para darse cuenta que en realidad T es una aplicacion afin. Luego,

aplique el Teorema del Punto Fijo de Banach para concluir que si ||f||s o := sup ||f(x)|
€]

es suficientemente pequeno, entonces el problema (32) tiene una tinica solucion. Pruebe
en tal caso que existe C' > 0, dependiente de ||f|« q, tal que

[allaiv.e + lploe < Cligl/zr, -

4.36 ([1], [8]) Sea Q un abierto suave de R™ con frontera I', y denote por (-, )dgiv:a ¥
(-,)1.0 los productos escalares usuales de H(div;Q) y H'(Q), respectivamente. Entonces,
dados f € L*(Q), g € L*(T), y constantes a, b € R, considere el problema variacional: Hallar
(,u,¢) € H(div; Q) x HY(Q) x HE(Q) tal que

(o, T)aiv,0 + (u,v)10 —a/¢v = /fdivq-,
Q Q

/Qw.w—b/QW—b/ﬂw-w - /Fgw,

para todo (T,v,%) € H(div;Q) x HY(Q) x H} ().
a) Introduzca operadores S := (S1,Ss) : HY{(Q) — H(div;Q) x H'(Q) y S : H}(Q) x

HY(Q) — H(Q), bien definidos, tales que (33) se reduzca equivalentemente a la
ecuacién de punto fijo: Hallar ¢ € H}(Q) tal que T(¢) = ¢, donde T(¢) :=

S(¢,S2(0)) V¢ € HH(Q).

b) Demuestre que existen constantes C(a), C(b) > 0 tales que
151(¢) = S1(@)llaivs0 + [92() — Sa2(¢)

15(6.u) = S(p. e < C®) {llé = eloa + lu—wha},

1,0 < C(a) ¢ —¢lloa,

para todo ¢, ¢ € HE(Q), u, w € HY(Q).

¢) Deduzca a partir de a) y b) que existe una constante C'(a,b) > 0 tal que

IT(¢) = T(@)lle < Cla,b)ll¢ —¢lloe Vo, ¢ € Hy(Q),

pruebe luego que T es compacto, y concluya finalmente que para a y b suficientemente
pequenos, el problema original (33) posee una tinica solucion.

4.37 Utilice una férmula de integracidén por partes adecuada, y luego aplique el andlisis
sobre alternativa de Fredholm y método de Galerkin para estudiar la solubilidad discreta del
problema de valores de contorno:

Au+ ku=f en Q:=]0,17, gZ:g en T := 09,

donde k € [—1,4o0[, f € L*(2), v es el vector normal en T, y g € H~Y/(I").
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4.38 ([1], [8]) Sea Q un abierto suave de R™ con frontera I', y denote por (-, )dgiv:a ¥
(-, )1.0 los productos escalares usuales de H(div; Q) y H(2), respectivamente. A su vez, sea
(-, )1 la paridad dual de H='/2(I") con H'/?(I"). Entonces, dados f € L*(Q), g € H-Y2(I'), y
constantes a, b € R, considere el problema variacional: Hallar (o, u, ¢) € H(div; Q) x H' () x
H(Q) tal que

<0-7T>div,Q + <u7v>l,Q —a /Qd)v = /QfdiVT,
. ou) o
AVWWbb;;é@u+mJa%-@wm

para todo (T,v,1) € H(div;Q) x H'(Q) x H&(Q)

i) Introduzca operadores S := (S1,S) : H(Q) — H(div;Q) x H'(Q) y S : H}(Q) x
HY(Q) — H(Q), bien definidos, tales que (34) se reduzca equivalentemente a la
ecuacién de punto fijo: Hallar ¢ € H}(Q) tal que T(¢) = ¢, donde T(¢) :=

5(6.5:(9) Yo € Hy(9).
ii) Demuestre que existen constantes C(a), C'(b) > 0 tales que

151(¢) = S1(@)laivia + 152(8) = Sa2(@)lle < Cla) [l¢ — ¢lloa,

Lo < CO) {0 = elog + lu=-wlia}.

15(6,u) = S(p, w)

para todo ¢, ¢ € H(Q), u, w € HY(Q).
iii) Deduzca a partir de i) y ii) que existe una constante C(a,b) > 0 tal que
IT(¢) = T(p)l1e < Cla,0) llo = ¢log Vo, v € Hy(),

pruebe luego que T es compacto, y concluya finalmente que para a y b suficientemente
pequenos, el problema original (33) posee una tinica solucion.

4.39 Utilice una férmula de integracién por partes adecuada, y luego aplique el analisis
sobre alternativa de Fredholm y método de Galerkin para estudiar la solubilidad discreta del
problema de valores de contorno:

Au+ ku=f en Q:=]0,17, %—l—u:g en T := 909,

donde k > 0, f € L*(Q), v es el vector normal en ', y g € H-Y/2(I).

4.40 ([6]) Sea 2 un abierto acotado de R™ con frontera suave I, y sean
HL(Q) = {v cH'(Q): v= Oenr} , HL(Q) = [HE Q)" L2(Q) = [LA(Q)]",

L3(Q) := [L2(Q)])™", H(div;Q) := {T cL?(Q): divr ¢ L2(Q)} ,

cuyas normas respectivas son || - |1, || - llo ¥ || - [laiv.o. Entonces, dados £ € L*(Q) y
parametros k1 y kg9 a ser elegidos convenientemente, una formulacién mixta simplificada del
problema de Navier-Stokes consiste en: Hallar (o, u) € H := H(div; Q) x H}(2) tal que

A((o,u),(7,v)) + B(u; (o,u),(T,v)) = F(7,Vv) V(r,v) €eH, (35)
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donde A, B, y F estan definidos por
A((o,u), (T,v)) = /0' CT + Kl / dive - divr + / u-divr
Q Q Q

— /v-diva—k@/{Vu—o-}:Vv,
Q Q

B(w; (o,u),(1,v)) = /Q(W ®u): {1 — KVv},

F(r,v) := —m/f-div*r—l—/f-v,
Q Q

para todo w € H}(Q), (o, u), (7,v) € H. Notar aqui que, dados vectores w, u y tensores ¢,

n
T, se definen w®@u = (wju;)};—y y (7= Z Gij Tij-
ij=1

a) Demuestre que para k1 > 0y kg € (0,2), la forma bilineal A es eliptica en H con una
constante a dependiente de ambos parametros.

b) Aplique la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la inyeccién continua de H'(£2) en L4(€2)
.= [L4(Q)]" para deducir la existencia de c(£2, k3) > 0 tal que

|B(w; (0, ), (1,v))| < c(Q,r2) [wlraullie (T, v)[u.
¢) Pruebe que existe r > 0 tal que para cada w € V(r) := {w e H{(Q) : [[w]ia < r},
existe un dnico (o, u) € H tal que
A((o,u), (7,v)) + B(w;(o,u),(7,v)) = F(r,v) V(r,vJeH.  (36)

En tal caso defina el operador S : V(r) — H(Q) por S(w) := u, y deduzca la
dependencia continua de (36) (segin el Lema de Lax-Milgram).

d) Observe que (35) puede reformularse equivalentemente como la ecuacién de punto fijo:
Hallar u € V(r) tal que S(u) = u, y luego aplique la elipticidad de la forma bilineal
A(+,-)+ B(w;-,-) v el Teorema de Banach, para concluir que, bajo adecuadas hipétesis
sobre f, el problema (35) tiene una iunica solucién (o,u) € H con u € V(r).

5. OPERADORES COMPACTOS

5.1 Sea X el espacio vectorial de las funciones continuas sobre Q := [0, 1] provisto de la
norma uniforme. Dados uy, uz, y € X, considere la ecuacién integral: Hallar v € X tal que

1 1
u(t) — /0 ui(t) s*u(s)ds — /0 ug(t) (1 — ;s)u(s) ds = y(t) Vte Q. (37)

i) Siui(t) = 4t y ue(t) = 1Vt € Q, deduzca una condicién necesaria y suficiente para
que la ecuacion (37) tenga al menos una solucion.

ii) Pruebe que si uy(t) = t y ua(t) = 1, entonces para cada y € X la ecuacion integral
(37) tiene una tinica solucion.
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5.2 Sean X, Y, Z espacios vectoriales normados.

i) Pruebe que si K € L(X,Y) es de rango finito, entonces K es compacto.

ii) Demuestre que si A € L(X,Y)y K € K (Y,Z), entonces KA también es compacto.

5.3 Sea X un espacio vectorial normado de dimensién INFINITA y sea K € K(X,X) un
operador inyectivo. Demuestre que K~ ¢ L(X, X).

5.4 Sean X e Y espacios de Banach y sea A € L(X,Y). Suponga que existen sucesiones
{Fn }nEN c X/; {yn }nEN cY, {)\n }nEN C R tales que

o
sup [[Fullxr < 400, sup [lgally < 400, D ha| < oo,
neN neN n—1
y ademas
m
Az = lim An Fr(x) yn Ve € X.
m—r0o0 —

Demuestre que A es compacto.

5.5 Sea p > 1 y considere el operador K : I, — l,, definido por

T Tk

(1,22, .. Tk, ...) = (21, 5

) v (a:l,xz,...,a:k,...) S lp.
Demuestre que K es compacto.

5.6 ([17]) Sean H y V dos espacios de Hilbert tales que H C V' y la inyecciéni : H — 'V
es compacta.

a) Se dice que una forma bilineal acotada A definida sobre H x H satisface la DESIGUAL-
DAD DE GARDING si existen a > 0 y una forma bilineal acotada K : H x V — R
tales que

Av,v) > al||; — K(v,v) Vv e H.

Dado F € H', considere el siguiente problema variacional: Hallar w € H tal que
A(u,v) = F(v) Vv e H. (38)

Demuestre que si A satisface la desigualdad de Garding, entonces (38) tiene solucion
paracada F € H' s1Y SOLO S1u = 0 es la tinica solucién del correspondiente problema
homogéneo.

b) Se dice que A satisface la DESIGUALDAD DE GARDING GENERALIZADA si existen o > 0,
una forma bilineal acotada K : H x V — R, y un isomorfismo S : H — H tales que

A(v,Sv) > allv]|3; — K(v,Sv) Vv e H.

Demuestre que si A satistace la desigualdad de Garding generalizada, entonces (38)
tiene solucién para cada F € H' S1' Y SOLO SI u = 0 es la 1inica solucién del corres-
pondiente problema homogéneo.
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5.7 Sea K : [0,1] x [0,1] — R una funcién continua y defina el operador integral K :
Cl0,1] — €10, 1] por

K(u)(t) == /01 K(t,s)u(s)ds VvVt € [0,1], VYu € C[0,1].

Aplique el Teorema de Arzela - Ascoli para probar que K es compacto.

5.8 ([18], [19]) Sea Q2 un dominio poligonal convexo de R? con frontera T, y dado f € L*(Q),
considere la ecuacion de Helmholtz con datos de Dirichlet:

i

iii)

5.9

Au+u=f en Q, u=0 en T. (39)

Introduzca la incégnita auxiliar o := Vu en ) y pruebe que una formulacion variacio-
nal mixta de (39) se reduce a: Hallar o € H(div; () tal que

/0'-7' - /div(a‘)div(T) = — / fdiv(r) V7 € H(div;Q). (40)
Q Q Q
Defina el operador P : H(div;Q) — [L*(Q))? que a cada T € H(div;Q) Ie asigna
P(1) := Vz, donde z € H}(Q) N H%(Q) es la tinica solucién del problema:

Az =div(r) en Q, z=0 en I.
Pruebe que P es un proyector compacto, y concluya que (cf. Ejercicio 3.21)

H(div;Q) = P(H(div; Q) @ (I — P)(H (div;)).

Utilice la descomposicién anterior de H(div;)) para demostrar que (40) se reduce,
equivalentemente, a: Hallar o € H(div; Q) tal que

Ao, 7) + K(o,7) = F(1) V1 e H(div;Q),

donde

A(o,7):=— | P(o)-P(r)— [ div P(o)div P()+ | (I—P)(o)- (I — P)(1),
Q Q

Q

K(o,7):=2 /QP(O’) -P(T) + /QP(O’) (I —-P)(7) + /Q(I— P)(o)- P(1),
v F es el funcional definido por el lado derecho de (40).

Sean A : H(div; Q) — H(div; Q) y K : H(div; Q) — H(div; ) los operadores lineales y
acotados asociados a las formas bilineales A y K, respectivamente. Demuestre que A
es biyectivo y que K es compacto.

IND. Defina el operador S(t) := (I — 2 P)(T) y considere la expresién A(T, S(T)) para
probar que A satisface la condicion inf-sup continua.

Sean X e Y espacios de Hilbert y sea K € L(X,Y) tal que K transforma sucesio-
nes débilmente convergentes de X en sucesiones convergentes de Y. Pruebe que K es
compacto.

44



b) Sea X un espacio de Hilbert y sean {xp}nen € X, x € X, tales que x,—x y ||za| —
|z||. Pruebe que x,, — x.

c) Sean X eY espacios de Hilbert y sea K € L(X,Y) un operador compacto. Aplique
a) y b) para probar que K* € L(Y, X) también es compacto.

5.10 ([16]) Sea X un espacio de Banach y T : X — X' un operador NOLINEAL. Se dice
que T satisface la propiedad (S) si para toda sucesion {x,}neny C X tal que

Tz y (T(xn)) (2n —2) — (T(2) (2p —2) — 0,

se tiene x, — x. Ahora, sean H, (), V espacios de Banach tales que H CV yi: H—=V
es compacta. Sea X := H x @), y considere una forma bilineal acotada B : X x X - Ry
un operador nolineal A : H — H' que satisfacen las siguientes propiedades

i) existe Cy > 0 tal que

B((u,A), (u, ) > CollAlp V(u,A) € X.

ii) existen C1, Co > 0 tal que para todo u,v € H
(Aw)) (u=v) = (A(v)) (u=v) > Cilu—vl|ff + R(u,v),
donde
[R(u,v)| < Cof{1 + [[ullg + [[v]|a }[|lu—2llv.

Demuestre que el operador nolineal T : X — X' definido por

(T'(u, A)) (v, 1) = (Aw)) (v) + B((w, ), (v, 1))

satisface la propiedad ().

5.11 Sea Q un abierto de R". Asuma que la inyeccién i : H'(Q) — L?() es compacta y
demuestre que la inyeccién i : H™(2) — H™1(Q) también es compacta, para todo entero
m > 2.

5.12 ([28], [29]) Sea Q2 un abierto acotado de R™ con frontera de clase C%!, y considere
el espacio de Sobolev H?(Q)), con producto escalar (-, Y H2(Q), norma inducida || - || g2(q), ¥
semi-norma | - | g2(q). Ademds, sea P1(§2) el espacio de polinomios sobre Q de grado <1 con
base {po,p1,..,pn} donde po(x) =1 y pi(z) = x; Vi € {1,....,n}, Vo = (x1,...,2,)" € Q.

a) [DESIGUALDAD DE POINCARE GENERALIZADA]. Defina la aplicacién

n 1/2
ol = {\v\?p(g) + > [0, pi) 2o \2} Vo€ H*(Q),
i=0

v demuestre que existen C1, Cy > 0 tales que
Cilllolll < Wla2@y < Calllolll Yo e H*(Q).

IND.: Para la segunda desigualdad proceda por contradiccién, es decir, suponga, en

particular, que Vn € N existe v, € H?(Q) tal que |vnllf2) > nll|vnll]- Luego, defina
Wy, 1= Ufn} observe que ||wy | g2(q) = 1, note que |[[w, ||| < 1y aplique el hecho
[vnl 2 (0)

que la inclusién de H%(Q)) en H'(2) es compacta.
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b) [LEMA DE DENY-LIONS]. Considere el espacio cuociente H?(§2)/P;(£)) con norma

1]l a200) Pro) = pelg'if('ﬂ) v = pllE2(0) »

vy defina
lla2@)/p@) = e V] € HHQ)/P(Q).
Demuestre que | - |g2(q)/p, (o) estd bien definida y que existe C' > 0 tal que

Wlla2@)/ei) < VllE20)/P0@)

< C gz re Vi) € H(Q)/Pi(Q).

IND.: Note que para todo p € Pi(f) y para todo « con |a| = 2 se tiene 0%p = 0.
Aplique la desigualdad de Poincaré generalizada.

C) [LEMA DE BRAMBLE-HILBERT]. Sea Il € L(H?(Q), H(Q)) tal que II(p) = p Vp €
P1(€2). Demuestre que existe C' > 0 tal que

v —THv) | g1 < Clv|g2@) Vv € H*(Q).

IND.: Note que v —II(v) = v —p —II(v — p) Vp € Pi(N), y luego aplique el Lema de
Deny-Lions.

5.13 Aplique el analisis sobre alternativa de Fredholm y método de Galerkin para estudiar
la solubilidad discreta del problema de valores de contorno:

W +ku=f en Q:=]0,1], ¥(0)=a, u(1)=0b,
con f € L*(Q), k € R" y a, beR.

5.14 Sean (H,(-,-)) un espacio de Hilbert real y a : H x H — R una forma bilineal
acotada cuyo operador inducido A € L(H) es biyectivo. Dados un conjunto de vectores

{uy,ug,--- ,un} € H y F € H', considere la formulacién variacional: Hallar uw € H tal que
N

a(u,v) = > (u,u)) (v,uj) = Flv)  VveH. (41)
j=1

Deduzca una condicién necesaria y suficiente sobre {uy,uz, -+ ,un} que garantice que para

cada F € H' el problema (41) tiene una tnica solucion.

5.15 Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert real, y sean a : Hx H - Ryb: Hx H - R
formas bilineales acotadas tales que a es H-eliptica y b es simétrica. Dados un conjunto de

vectores {uy,us, - ,un} € H y F € H', considere la formulacién variacional: Hallar u € H
tal que
N
a(u,v) + > a(u,u;)b(v,u;) = F(v)  VoeH. (42)
j=1
Deduzca una condicién necesaria y suficiente sobre {uy,uz, -+ ,un} que garantice que para

cada F € H' el problema (42) tiene una iinica solucién. En particular, qué ocurre si existe
c € R tal que b(u;,uj) = cd;; Vi, j € {1,2,...,N} ? Por otro lado, qué podria concluir si
a=b7?
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6. REFLEXIVIDAD Y SEPARABILIDAD

6.1 Dado un espacio vectorial normado X, demuestre que existen un espacio vectorial nor-
mado X y un espacio de Banach Y, tales que X es isomorfo a X, X C Y, |zlly =
|z]l§ Vr€ X,y X esdensoenY.

6.2

a) Sean X, Y espacios de Banach y suponga que existe un operador T € L (X,Y’) biyec-
tivo. Demuestre que X es reflexivo (separable) si y sélo si Y es reflexivo (separable).

b) Sean X, Y espacios de Banach separables (reflexivos). Demuestre que el espacio pro-
ducto X x 'Y también es separable (reflexivo).

c) Dado un abierto Q de RY yp € R, 2 < p < 00, se define

1/p
LP(Q) := {f:Q—)R: fmedible y||f|[zr(q) = {/Q|f\pd:£} < —I—oo}.

Puede probarse que (LP(R), || - |[zr(q)) es un espacio de Banach separable. Por otra
parte, el espacio de Sobolev W' () estd dado por

w7 (Q) .= {u € LP(Q) :  existeg; € LP(Q) ,i=1,N tal que

/ngjz de = —/Q gid dx Vo € C(‘]X’(Q)}

En tal caso se escribe chui = g¢;, y se define la norma
N
ou
sy = o) + 3 | .
e " ; 0zl oo
Puede probarse que (W (Q),]| - |lw1s (o)) también es Banach. Demuestre que el

espacio WHP (Q) es separable.

6.3 Sean X, Y espacios de Banach y sea T € L(X,Y). Se dice que T es DEBILMENTE
COMPACTO si para toda sucesion acotada { x,, }nen de X existe una subsucesion {mg) bneN

tal que {T:Ug) }nen converge débilmente en Y. Pruebe que si X oY es reflexivo, entonces
todo operador T' € L(X,Y) es débilmente compacto.

6.4 Seana, b € R tal que —c0 < a < b < +00. Asuma que Cla, b] es separable, y demuestre
que para todo entero no negativo k, C*[a,b] también es separable.

6.5 Sean X, Y espacios vectoriales normados y T : X — Y un operador compacto. De-
muestre que R(T') es separable.

IND.: Escriba X = ;2 {z € X : |jz[| < n}, y luego use que todo subconjunto
relativamente compacto de un espacio métrico es separable.

6.6 Un importante resultado establece que todo espacio de Banach uniformemente convexro
es reflerivo. En lo que sigue suponga que €2 es un abierto de R"™ y que p € R es tal que p > 2.
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a) A partir del hecho que o 4+ P < (a?+ 52?2 Y a, 8 > 0, demuestre la desigualdad de
Clarkson:

f+gll’ P
2

f—g

1 p p p
. <5 (A ey + ol ) ¥ o9 € L7(9).

1

LP(Q) LP(Q)

b) Utilice la desigualdad anterior para probar que LP(2), 2 < p < 00, es uniformemente
convexo y por lo tanto reflexivo. Ademds, deduzca que WP () también es reflexivo.

6.7 Dado p > 1, considere el espacio vectorial normado

6,(C) == {x:={zp}nen: x, €C VneN y Z |z, P < +oo},
neN

provisto de la suma y multiplicacién por escalar usuales, y cuya norma esta dada por ||x|| :=

1/p
{Z |mn|p} . Demuestre que ¢,(C) es separable.
neN

6.8 Dado un abierto 2 de R™, considere el espacio de Hilbert (H (div; <), (-,-)), donde

H(div; Q) = {’7’ e [LAQ)": divT € LQ(Q)},

(o, T) ::/{U-T+div0'div7'} Vo, T € H(div;Q).
Q
Asuma que L?(Q) es separable y demuestre que H(div;)) también Io es.

6.9 Dados X eY espacios de Banach reales y A: X x Y — R una forma bilineal acotada,
defina los operadores A € L(X,Y") y B € L(Y, X') por

Az)(y) == Alz,y) v B)(z) = Alz,y) VezeX, VyeY.

a) Defina explicitamente los operadores adjuntos A’ y B', y demuestre que B = A’ o Jy
v A =B olJy,donde Jy : Y - Y" y Jx : X — X" son las inyecciones respectivas.

b) Demuestre que considerando cualquiera de los pares de hipétesis i)-ii) o iii)-iv) dados
a continuacién, y asumiendo que Y es reflexivo, se tiene que A, A’ y B son biyectivos.

i) existe a > 0 tal que sup Alz, y) > ally]] Yyevy,
ex [l
z#0

ii) sup A(z,y) >0 Voee X,z #0,

yey

iii) existe o > 0 tal que sup Az, y) > alz| VrelX,
vev Yl
y7#0

iv) sup A(z,y) >0 VyeY,y#0,

rzeX

¢) Demuestre que considerando cualquiera de los pares de hipdtesis i)-ii) o iii)-iv) dados
en b), y asumiendo que X es reflexivo, se tiene que B, B’ y A son biyectivos.
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6.10 Sea M un subespacio cerrado propio de un Banach reflexivo X y sea xg € X — M.
Aplique la segunda forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach para probar que existe
F € M° tal que ||F|| =1y |F(xo)| < dist(xo, M).

6.11 Pruebe que si X eY son Banach y A : X — (Y,o(Y,Y’)) es lineal y continuo,
entonces A € L(X,Y).

6.12 Dados fo € X', ¢ > 0 y un conjunto finito M C X, se define
Viforss M)i= {fe X't |f@) = fola)l < = Ve M},
o bien, equivalentemente,
V(fo, s M)i= {f € X' [J@)(f—fo)l <= Yoe M},

Demuestre que todos los conjuntos V(fo,e; M) con € y M variables, constituyen una base
de vecindades de { fo} para la topologia (X', X).

6.13 Sea {f,}nen una sucesion de X'. Entonces se tienen las siguientes implicaciones:
) fo 5 f e J@)(fa) = ful@)— J@)()) = fz) Vee X.
i) £, " f = f, s f
) fo -5 f = o5 f
iv) {fn by oa Y x} = fulzn) =5 f(2).
6.14 Probar que si Z es un subespacio cerrado de un espacio vectorial normado X, entonces

0(Z.2') = o(X,X")| 7 := {Am Z: Aco(X, X’)}.

6.15 Sea X un Banach tal que X' es separable. Entonces Bx(0,1) es metrizable con res-
pecto a o(X, X'). Reciprocamente, si Bx(0,1) es metrizable para o (X, X’), entonces X' es
separable.

6.16 EI objetivo de este problema es demostrar el LEMA DE BREZIS-LIEB, cuyas hipdtesis
y tesis respectivas estan dadas mds abajo en el comienzo de ii) y en iii). Para este efecto, se
sugiere proceder como se indica a continuacion.

i) Dado p € (1,400), pruebe que

' ||t + 1P —[t]P —1]
Cp := sup T [ < 00,

v a partir de ello, tomando t = a/b o t = b/a cuando ab # 0, muestre que

[la+ b =l = b < G, {[alP 7] + lallbP ™} VabeR.  (43)
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ii) Sean {fptnen C LP(Q) y f € LP(Q) tales que fn(x) — f(x) ctp.en Q y
| fullir@@) — [Ifllr(q). Recuerde que si g € (1,+00) es tal que zl) + % = 1, el dual
de LP(Q) se identifica con LI(2). Demuestre entonces que |f, — f| — 0 en LP(Q)
¥ fa— P71 25 0 en LI(Q). Aplique luego (43) con a = (f, — f)(z) y b= f(x),
integre sobre 2, y deduzca que

im [ {157 = 117} = [ 157 (14)

n—oo

iii) Concluya finalmente de (44) que

1 fn = fllLe@) — 0.

INDICACION: Para la primera convergencia débil pedida en ii) puede utilizar una varian-
te del Lema de Mazur, la cual establece que para toda sucesion {un }nen que converge
débil en un Banach X, existe una sucesion {v, }nen que converge fuerte al mismo limite,
donde cada v, es una combinacion convexa de elementos en {u}r>n. A su vez, tenga
presente que toda sucesion convergente en LP(§)) posee una subsucesion que converge
puntualmente c.t.p. en Q. Por ultimo, recuerde que al ser L1()) separable, la bola
unitaria de LP() es metrizable con respecto a la topologia débil.

7. NOCIONES DE TEORIA ESPECTRAL

7.1 Sean X un Banach complejoy A,B € L(X,X) tales que 0 € p(A) y

1
|A—Bl|| < 77 -
1A=
Muestre que 0 € p(B) y
A7)

Bl <
1B < Goaa=an

7.2 Sean X un Hilbert complejoy A : D(A) C X — X un operador lineal tal que D(A)
es denso en X. Demuestre que A\ € p(A*) si y sélo si (A* — AI) es inyectivo y existe C' > 0
tal que ||(A* = AI)"Yz)|| < C |z VeeX.

7.3 Sean X un Hilbert complejoy A € L(X, X) un operador compacto autoadjunto.

i) Pruebe que existe una sucesion { Ay, }nen € L(X, X) de operadores de rango finito tal
que
nh_{Iolo A = Anllzx,x) = 0.

ii) Demuestre que la ecuacién Au = f admite una solucién u si y solo si

2
> ||J;\)\||2<oo, donde f= Y fr, con fr€ Ex(A).

AEop(A) A€op(A)

iii) Dados p ¢ o(A) y f € X, resuelva la ecuacion: pu — Au = [, en términos de una
base Hilbertiana de X.
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iv) Aplique el resultado anterior a la ecuacién integral siguiente:
ue€ X , u(z) — / K(z,t)u(t)dt = f(x) Vo € Q
Q

donde Q := (0,1), X := L*(Q), f € X, y K es la funcién sobre Q x Q definida por
x(1—t) si t <z,

K(z,t) :=
tl—z) si t>zx.

7.4 Sea X el espacio de Hilbert complejo L*(§2), con € :=]0,1|[, y considere el operador
lineal K : X — X definido por

1
(K u)(t) ::/0 k(t,s)u(s)ds VteQ, VuelX,

donde k € L?(2 x Q) estd dada por k(t,s) := min{t,s} V(t,s) € QxQ.

i) Muestre que K es autoadjunto y luego utilice una base ortonormal de L*(Q) para
concluir que K es compacto.

ii) Encuentre el espectro de K. Para este efecto, proceda como se indica a continuacion.
Dado A € 0p(K) yv € N(K — XI)\O0, derive dos veces la ecuacion K(v) — Av = 0
y obtenga el problema de valores de contorno:

A" +v=0 en Q, (1) =0v(0)=0.

Observe asi que A # 0. Luego, multiplique la ecuacion diferencial por v, integre sobre
), y deduzca de la identidad resultante que A > 0. Entonces, demuestre que la solucion
de la ecuacion diferencial esta dada por:

o(t) == Cy cos (\%) + Cysin (\%) Vieq,

y use las condiciones de contorno para probar que los valores propios de K estan dados
por \j = m vV j € N, con funciones propias

v(t) = sin (W) VieQ.

iii) Concluya que |K| = 2.

7.5 Sea H un Hilbert sobre C. Se dice que A € L(H, H) es un operador normal si A y A*
conmutan, esto es A* A = A A*. Pruebe en este caso que:

a) A\ € a,(A) siy sélosi A € o,(A*). Concluya ademds que

E\(A) := N(A— M) = E5(A*) := N(A* = \I).
b) SiX\, pn € op(A), A # p, entonces Ex(A) L E,(A¥).
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7.6 Sea A : D(A) C L?>(—1,1) — L?(—1,1) el operador definido por
(Au)(z) = zu(z) + 0 /11 u(t) dt,
donde 6 € R. Obtenga la mayor informacién posible sobre el espectro de A.
7.7 Sean Q := (0,1), p € CY(Q) yq € C(Q), con p(x) > a > 0 Vz € Q. Demuestre que

existen una base Hilbertiana { e, }nen de L?(Q) y una sucesién { A, }nen de niimeros reales
con A\, > 0, y A, — 00 cuando n — oo, tales que e, € H}(Q) N H?(), y

—(pel) + qen = Apen, en .

7.8 Sea H un espacio de Hilbert separable. Se dice que T : H — H es un operador de
HILBERT-SCHMIDT si existe una base {e,}neny de H tal que

TP =Y [ Ten]* < oo.
neN

Sean p y q como en el problema anterior. Demuestre que el operador lineal T : L2(£)) — L?(£2)
que a cada f € L?(Q) Ie asigna la tinica solucién u := Tf de

—(pu) +qu=f en Q:=(0,1)
u(0) = u(l) =0
es un operador de Hilbert Schmidt.

7.9 Sea (H,(:,-)g) un Hilbert (C), y sea A : D(A) C H — H un operador lineal tal
que D(A) es denso en H y A es autoadjunto. Demuestre que D(A) provisto con el producto
escalar (u,v)p(ay = (u,v)g + (Au, Av)y, es un espacio de Hilbert. Suponga ahora que
i : D(A) — H es una inyeccién compacta, y que A~' € L(H,D(A)). Demuestre que

i) 0(A) = op(4) C R.

ii) Los elementos de o,(A) pueden ordenarse en una sucesion { A, Inen tal que |\,| — oo,
cuando n — 00.

iii) Los espacios propios E), = N(A — \,I) son de dimension finita, ortogonales dos a
dos,y H=®{ E),, : neN}.

7.10 Sea H un Hilbert complejo no trivial, y sea A € L(H, H) un operador biyectivo tal
que A* = A~! (OPERADOR UNITARIO). Demuestre que ||A|| = 1, y concluya que

o(A) C{reC: [N =1}.

7.11 Sean X un Hilbert complejoy A € L(X, X) un operador autoadjunto. Demuestre que
para todo A € C se tiene X = N(A—X)® R(A— ).

7.12 [VALORES PROPIOS DE A]. Sea ) un abierto acotado de R™ con frontera Lipschitz-
continua. Demuestre que existen una base Hilbertiana { e, }neny de L%(Q), y una sucesién
{A\n }nen de numeros reales con \, > 0, y A\, — +oo cuando n — 400, tales que e, €
HI(Q)NHYQ), y —Ae, = A\pe, en Q. Se dice aqui que los A, son los valores propios del
Laplaciano (con condicién de Dirichlet), y que las e, son las funciones propias asociadas.
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7.13 [ESPECTRO AUTOADJUNTO|. Sean H un Hilbert complejoy A € L(H, H) un operador
autoadjunto. Dado un subespacio cerrado S de H invariante con respecto a A, denote por
o(A,S) y (A, S1) los espectros de las restricciones Als y Alg., respectivamente. Demuestre
que o(A) = o(A,S)Ua(A,St).

7.14 Sean (X,(-,-)) un Hilbert (C) y A : D(A) € X — X un operador lineal con
D(A) = X tal que A es autoadjunto. Entonces, A\ € o (A) si y sélo si existe {zy}nen C D(A)
tal que | = 1y lim [ Ax(an)] = 0.

n—oo

7.15 Sean X un Hilbert complejoy A : D(A) C X — X un operador lineal tal que D(A)
es denso en X. Pruebe que

{X: e UT(A)} C o,(AY).

En particular, considere el espacio X := L*(Q), con Q :=]0, 1], y demuestre que o,(A) = 0,
donde A : X — X esta definido por

1
(Au)(t) = /0 (t*s + s*t)u(s)ds VteQ, VuelX.

8. TEORIA DE DISTRIBUCIONES

8.1 Pruebe que las siguientes son distribuciones sobre R:

i) (u,go)zh’m{/ 90(?(11‘—2@(0)} Vo € D(R).

|:L“ZE x g

i) (u,p) = lim 2@ 4p Ve DR).

e—0 |z|>e T

iii)  (u,p) = lim {/oo Soéf) dx — SOESO) + ¢'(0)In (6)} Ve € D(R).

8.2

i) Pruebe que VP(2): D(R) — R definida por

(VP(L),¢) = 1fm G c D(R)

e—0 |z|>e T

es una distribucioén sobre R.

ii) Demuestre que (log |z|) = VP(1) en D'(R).
8.3 Sean Q un abierto de R™ y f € C¥(Q). Demuestre que para cada «, |a| < k,

lim sup [9%(f: — f)(x)| = 0.

e=0 20

53



8.4 Sea Q) = (0,1) x (0,1), y para cada n > 3 defina los conjuntos

o (LI (L)
n n n n

Construya una sucesion de funciones {f,}n>3 C C§°(2), tal que f, = 1 en §,, para todo
n > 3,10% fu(z)] < Canl?l Vo € Q,y

n—oo

lm [ fo(2— fo)doz = 1.
Q

8.5 Para cadae € (0,1) considere u. € L} (R") tal que

loc

sopus C B(0,¢) / ue(z)de =1 |, y / lue(z)|dx < o0
Pruebe que  lim ue pdx = ¢(0) Vo € DR").
e—0 Rn

n

8.6 Demuestre que  lim (x)dx = 7(0) V¢ € DR).

n—oo Jp 1+ n2x2 ¥
8.7 Sean X1, X, ..., X, abiertos de R", y sea K un compacto contenido en U}n:1 Xj. Pruebe
que existen funciones p; € C§°(X;) tales que
m
2 o .
0<¢; <1 y Z ¢j(r) = 1 en una vecindad de K .
j=1

8.8 Seau € LP

loc

(Q), p > 1, y suponga que existe v € LY (Q) tal que

loc
/ vode = (—1)k / ud%pdx Ve € D).
Q Q

Demuestre que 0%u.(x) = v.(x), Vo € Q,Ve < dist(z, Q). Ademas, pruebe que para todo
compacto K C Q existe una sucesion {¢;}jen C clel(Q) tal que

lej — ullprxy =0y |[0%j —vl|Lox) = 0 cuando j — oo.
8.9
i) Demuestre que la inyeccion E'(Q) — D'(Q) es densa.
ii) Seanu € £'(Q) y ¢ € E(NQ) tales que sopu N sopy = ¢. Demuestre que (u,p) = 0.

8.10 Sea Q2 un abierto de R" y sean xq, x1 € € tales que xy # 1. Suponga que u € D'(Q)
y sopu C {xo, 1}

i) Demuestre que existen enteros no negativos No, N1, y constantes ¢, , dg € C, |a] <
No, |B8] < Ny, tales que V¢ € D(Q)

<u790> = Z Ca <aa6x0790> + Z dﬁ <8ﬁ5$17§0>‘

la|<No [BI<N:
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ii) Extienda el resultado anterior al caso en que sopu C {xo,Z1,...,ZN }, con x; # x;
para todoi # j € {1,2,...,N}.

8.11
i) Seau € D'(Q2), donde 2 es el abierto de R? definido por
Q={(z,y) eR* ta<z<bc<y<d}.

Si % = %Z = 0 en D'(2), pruebe que existe una constante A\ € C tal que

(u, ) = /\/ngd:c, Ve € D(Q).

ii) Seau € D'(Q), donde § es el abierto de R? definido por
Q={(z,y,2) €eR® :a<z<bec<y<d,e<z<f}
Sige = Gu

or = 9y = Uen D'(2), qué puede decir acerca de la distribucién u?.

8.12 Recuerde la definicién de convergencia de distribuciones y demuestre que

e 2 — ¢ cuando j— 0.

IND.: Notar que fooo e~ dr = @

8.13 Seanu € LP(Q) y {ur}tren C W™P(Q), tal que [[ug||lywmr@) < M para todo k € N.

Demuestre que si ukk_—>>oou en D'(Q), entonces u € W™P(Q).

8.14 Sean ) un abierto de R", m € N y {uy }ren una sucesion acotada de H™(2) tal que
w25 u en D'(Q)). Demuestre que u € H™().

8.15 Sea Q un abierto de R", y sean g € C>®(Q), u € D'(Q). Se define la distribucién
gu € D'(Q) como (gu, ) := (u,gp) V¢ € D(Q). Demuestre que para todo multi-indice o
se tiene la FORMULA DE LEIBNIZ:

o (gu) = > (‘;) 8% 0° P .

BLa

8.16 Sea Q un abierto de R, y considere el operador Lv := v + v Vv € D'(Q). Pruebe
quesiu € D'(Q) y Lu = f € C®°(Q), entonces u € C°(Q). Asi, Lu = f en el sentido
clasico, y la suavidad de f se transmite a la solucién u.

8.17 Sea Q un abierto de R, y considere el operador Lv := v' + gv Yv € D/'(Q0), donde

g € C*®(Q). Demuestre que si u € D'(Q) y Lu = f € C(Q), entonces u € C1(Q), y
asi Lu = f en el sentido clasico.
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8.18 Sea Lu := ‘3% - g%‘ Vu € D'(R?), el OPERADOR DE ONDAS en el plano. Pruebe

que LE = § en D'(R?), donde

Losilz] < ¢,

— 2 2
E(x,t) : { 0 sile| >t V(z,t) € R*.

8.19 Sea Q un abierto de R™ y u € D'(Q) tal que (u,) > 0 para toda funcién no-negativa
p € C3°(Q). Pruebe que u es una distribucién de orden 0.

8.20 Sea Q un abierto de R™ que incluye al vector nulo, y sea u € D'(Q) tal que zju = 0
en D'(Q), para todo j € {1,2,...,n}. Pruebe que existe una constante C' tal que u = C'§.

8.21 Sea Q un abierto de R™ y {f;}jen C L}, .(2) tal que

lim /K |fi(z)|dz = 0

Jj—00
para todo compacto K C . Pruebe que 0“ f; — 0 en D'(R2) Va.

8.22

i) Sea u € D'(Q) y K un compacto contenido en . Pruebe que existe una funcién
f € C(Q) y un multi-indice « tales que

(wg) = (~1) /Q @) 0%p(x)de Vo € D(9).

ii) Sean V' y Q abiertos de R™, y K compacto tales que K C V C Q. Seau € D'(Q)
de orden N con sopu = K. Aplique i) para demostrar que existe un nimero finito de
funciones fg € C(2), cuyos soportes estan contenidos en V, tales que

uzzaﬁfg.

B

8.23 Pruebe que si {¢;}jen converge a cero en D(R™), entonces para cada u € D'(R"),
u * @; converge a cero en £(R™).

8.24 Sea Q un abierto acotado de R", f € LI (Q), y f¢ su regularizada. Pruebe que:

loc
i) f£ € C>®(y), donde Q, :=={x € Q: dist(z,00) >¢c}.

ii) f¢(x) 30 f(x) para casi todos los x € Q.

iii) si f € C(Q), entonces f¢ =3P f uniformemente sobre compactos de §2.
iv) si f € L} (), 1< p < oo, entonces f¢ 2 fen LY (Q).

8.25 Seaw una forma lineal sobre S(R™). Pruebe que u es continua (distribucién temperada)
si y solo si existen C' > 0 y un entero no-negativo N tales que

g < % {sup\xaa%w} Ve € SRY).

laf,|B]<N © TR”
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8.26 Demuestre que para toda u € S'(R™), para todo multi-indice «, y para cada h € R™,
se tiene

. —_ o~ .o — —~
i) D*u = £%u i) z0u = (=1l Do g
o —_—

i) Tou = e*¢ha iv) e@hy = 7,0

Deduzca, a partir de estas identidades, que Do = €y o = (=1)l*l D> §, probando
primero que § = 1

; LY w, = 0 en D'(R?)
n [e—

v (un, 1) = Vn € N. Justifique la coherencia de estas hipétesis y encuentre, si es
posible, el limite distribucional de u,, cuando n — 400.

8.27 Sea {uy}nen una sucesién en D'(R?) tal que x1u, = (xg —

9. KESPACIOS DE SOBOLEV

9.1 Probar que la norma usual de H™(Q)) y la norma de H*(Q2) dada en términos de la
transformada de Fourier son equivalentes para s = m € N.

9.2 Sea 1~ un abierto conexo y acotado de R? con frontera T, y sea Q7T la region anu-
lar acotada por I' y una curva cerrada X cuyo interior contiene a I'. Ademds, sean -,

HY Q™) — HY2T) y ¢ - HY(QT) — HY2(0Q%) = HY?(T) x H'/?(X) los operadores de
trazas respectivos, y denote Q = Q- UT UQT.

a) Demuestre que v € H'(Q) si y sélo si:

ve LXQ), vlo- € HH(QT), vl € H(QT), ¥ 75 (vlo-) =g (vlg+) en T

Dados f~ € L*>(Q7), ft e L*(Q1), gr € H-V2(I'), y gx € H-Y2(%), considere el problema
de transmisién: Hallar (u=,u") € HY(Q7) x HY(Q) tales que

—Au” = f" en Q, —Aut = ft en QF,
% (u7) =75 (u") en T,

Yo (Vu™) = v (Vu) = gr en T,

(45)
v,(Vut) = g5 en X, y / u+/ ut =0,

donde v, : H(div; Q) — HY*T) y ~

C H(div; Q) — HY20Q%) = H V(') x
H~/2(%) son los operadores de trazas normales respectivos (v apunta hacia QF enI' y hacia
el exterior de Q" en X).

b) Utilice identidades de Green en espacios de Sobolev convenientes y deduzca una for-
mulacién variacional de (45) con incégnita en un subespacio cerrado V. de H' ().

¢) Identifique una condicién de compatibilidad sobre los datos, y demuestre en tal caso que

la formulacién obtenida en b) posee una tinica solucién, la cual depende continuamente
de f_7 f+7 ar, y gs.
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d) Pruebe que el esquema de Galerkin asociado es convergente para cualquier familia
numerable {V},} 1~ de subespacios de dimension finita de V' tales que %ir% dist(v, V3,) =
_)

0 VveV.

e) Demuestre que la formulacién obtenida en b) es equivalente a una formulacién varia-
cional mixta con incégnita en H'(2) x R, y verifique que ella satisface las hipétesis del
Teorema de Babuska-Brezzi.

9.3 Sea Q un abierto acotado de R™ con frontera I' de clase C* y defina
D) == {v|r: v e CFR")}.
Pruebe que HI/Z(I‘) c ﬁ\\'llo,r ¥ HI/Q(F) _ Wll'lh/g,r'

9.4 Sea ) un abierto acotado de R™ con frontera I' de clase C', y considere la aplicacién
- [l : H(Q) — R definida por

1/2
llelll = {Ivfa + lo@I3e} ~  voe HY(Q),

donde ~g : H'(Q2) — HY?(T') es el operador de trazas usual. Utilice un argumento andlogo
al de la demostracion de la desigualdad de Poincaré generalizada para probar que | - |10 ¥
|| - ||| son equivalentes en H* ().

9.5 Demuestre que D(R) es denso en H'(R%).

9.6 Sea Q) un abierto acotado de R? con fronteraT' de clase C'. El objetivo de este problema
es demostrar que

1

o)z = 5 VP ¥ € [HIQP, (46)
1
donde e(v) := 3 {Vv + (Vv)t}. Para tal efecto, proceda como sigue.
i) Dados o = (04;) y T = (7;j) en R**? se define el producto tensorial o : T :=

2
Z 0;j Tij ¥ se introducen los subespacios
Z?-]:1
R ={reR¥?: rt=1} y RUZ :={reR¥?: r'=_7}.
Pruebe queo: 7 =0 Vo € ]Rg;;f, VT € Ri:ﬁn

ii) Note que Vv = e(v) + w(v), con w(v) := %{Vv - (Vv)t}, y recuerde que

HT||[2L2(Q)]2><2 = /QT:T VT € [L*(Q))**?, para probar que
||e(V)H[2L2(Q)]2><2 - HW(V)||[2L2(Q)]2><2 = /QVV:(VV)t
le(v) [Baqyees + W) Fagqyees = /Q Vv Vv
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iii) Deduzca la identidad Vv : (Vv)® = div { Vvv — div(v)v ¢ + (div (v))? vy concluya
) (Vv) y y
la desigualdad (46).

9.7 ([24]) Este problema constituye una version particular del Lema de Peetre-Tartar.

a) Sean (X1, 1), (Xo, |- ll2) ¥ (Xs,| - ||3), espacios de Banach, y considere operadores
A€ L(X1,X9) yBe L(X1,X3), tales que B es compacto. Ademds, suponga que existe
c > 0 tal que

lally < e{ 4@z + 1B@)s }  Voex.

Demuestre que N(A) es de dimension finita, y luego razone por contradiccién para
probar que existe C' > 0 tal que

dist(z, N(A4)) < C'||A(x)]|2 Voe X;.

b) Sea Q un abierto acotado de R™ con frontera suave I' y considere la descomposicién:
HY(Q) = HYQ) @ Py(Q), donde Py(Q2) es el espacio de las funciones constantes sobre

Qy
HY(Q) := {vEHl(Q): /Qv :o}.

Pruebe que existe a > 0 tal que
allolgi@ < lae — Yoe H(Q). (47)
c) Aplique a), (47), y el teorema de trazas, para demostrar que existen constantes Cq, Co
> 0, tales que
Crlvlliny < i@ + IWITmy < Cellvlfng — Yve HY(Q).  (48)

INDICACION: para la desigualdad (48) inferior defina operadores A y B apropiados
utilizando los espacios X1 := H'(Q), Xo := [L?(Q))? x L*(T) y X3 := Py(9).

9.8 ([24]) Sea Q un abierto acotado y conexo de R™ de clase C', y sea H~1() (resp.
[H=1(Q)]") el dual de H} () (resp. [HE(Q)]"). Utilizando que C$°(Q) (resp. [C§(Q)]") es
denso en H}(Q) (resp. [H}(2)]"), las aplicaciones identidad i : L?(2) — D'(Q) y gradiente
V : L2(Q) — [D'(Q)" se extienden por densidad a operadores i : L*(Q) — H Y(Q) y
V : L2(Q) — [HY(Q)]?, respectivamente. En tal caso, se puede probar que existe c; > 0,
que depende solo de €, tal que

Iplloe < e { Ipll-vo + IVpl-10 } Vo e L2(Q).

a) Considere el operador B := RV, donde R : [H71(Q)]" — [H}(Q)]" es la aplicacion
de Riesz asociada, y demuestre que el rango de B es cerrado en [Hg(Q)]".

b) Identifique el operador adjunto B* : [H}(Q)]" — L?*(Q) y utilice el Ejercicio 9.7 para
probar que div: Wt — LZ(Q) es un isomorfismo, donde

W= {v e [HYQ": divv= 0}, [HYQ =W & W,

L3(©) = {p e ) [ - o} |
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9.9 Sea Q un abierto acotado de R con frontera suave I' y sea w: Q — R una funcién que
satisface las hipdtesis:

i) w > 0 casi en todas partes.

ii) 1/w € Li,.(Q); esto es, dado cualquier abierto Qg tal que Qg es un compacto contenido
en Q, 1/w € L'(Qp).

a) Demuestre que L2,(9Q) := {u: Q = R: wesmedibley [,|f|*w < oo} equipado
con el producto interior
(W, v) 12 () = Jouvw
es un espacio de Hilbert.

ou
Ox;

b) Demuestre que HL(Q) := {u €L2(Q):

con la norma

e L2(Q) Vie{l2, ...,N}} equipado

1/2
L2(Q }

9.10 Sean Q, w, L2(Q) y HL(Q) como en el Ejercicio 9.9 y sea {0, }nen una sucesion de
abiertos de RN tal que Q, CQ,11 VneN y Q= Unen Qn. Asuma ademads la siguiente
hipétesis adicional para w:

ox;

el oy = { ull2a o) + Z]

es un espacio de Hilbert.

iii) Para todo n € N, la inyeccién de H.(Q,) en L2 (Q,) es compacta.

Demuestre que las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:
a) Para cada € > 0 existe m € N tal que

Huuii(g) < 5”“”?{11“(9) + ”uuii(gm) Vue H%u(Q)

b) La inyeccién de H. (Q) en L2 (Q) es compacta.
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