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1. (TEOREMA DE HAHN-BANACH SOBRE C). Sea X un espacio vectorial normado
sobre el cuerpo C y sea p: X — R tal que

plaz) = la|p(z) vy plx+y) < pl@) +ply) VaeC, Vo, ye X.
Ademas, sean S un subespacio de X y f : .S — C lineal, tales que
[f(@)] < plz) Vzes.
Demuestre que f puede extenderse a un funcional lineal F': X — C tal que

|F(z)] < p(z) Ve e X.

2. (APLICACION SIMPLE DEL TEOREMA DE HAHN-BANACH). Sea X un espacio
vectorial normado sobre el cuerpo C.

a) Dados un conjunto {x1, z, ..., zx } de N vectores linealmente independientes
de X y {ai1,aq,...,an} C C, pruebe que existe F' € X’ tal que F(z;) = a;
para todo j € {1,..., N}.

b) Utilice a) para probar que todo subespacio Y de dimensién finita admite un
suplemento topdgico.

3. Sea € := (a,b) un intervalo acotado de R y dado m € IN considere el espacio
de Sobolev H™(Q) := {v € L*(Q): oW € L*(Q) Vj e {l,..,m}}. Asuma
que la inyeccién i : H'(Q) — L?(Q) es compacta y demuestre que la inyeccién
i H™(Q) — H™1(Q) también lo es.

4. Sean X, Y, Z espacios vectoriales normados y sean A € L(X,Y), B € L(Z, X).
Demuestre que (AB)" = B’ A’. Suponga que A es invertible y demuestre que A’
tambien lo es, con (A")~! = (A1,

5. (INVERSO A IZQUIERDA). Sean E, F' espacios de Banach y sea T' € L(F, F) tal
que N(T') = {0}. Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Existe S € L(F,E) talque ST =1:E — E.

b) R(T') es cerrado y posee un suplemento topolégico en F.



10.

11.

(APLICACION DE REFLEXIVIDAD). Sean F y F espacios de Banach y sea A :
D(A) C E — F lineal cerrado tal que D(A) es denso en E. Pruebe que si E es
reflexivo entonces

N(A)+ = R(A%).

Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert y considere un operador NOLINEAL T" : H —
H, FUERTEMENTE MONOTONO y LIPSCHITZ-CONTINUO. Esto significa, respec-
tivamente, que existen constantes o, M > 0 tales que

(Tv—Tw,v—w) > a|v—w|| v |[Tv-Tw|lg < M|v—w|g Yv,w € H.

a) Dada f € H, demuestre que existe un tnico u € H tal que Tu = f.

b) Sea H, un subespacio de dimensién finita de H y considere el esquema de
Galerkin asociado: Hallar u, € H, tal que

(Tup,vn) = (f,vn) Yo, € H,.

Pruebe que

M
— < = — ]
o —unlle < — inf ju—valln

IND.: Para a), aplicar el Teorema del Punto Fijo de Banach al operador P :
H — H,con Pv := v—p(Tv— f), donde p es un parametro a elegir de manera
conveniente.

Sean X,Y espacios de Banach, y sea A : X — Y un operador lineal cerrado tal
que N(A) = {0} y R(A) =Y. Demuestre que A~! € L(Y, X).

IND.: Considere D(A) provisto de la norma ||z||4 := ||z|| + ||Az]||.

(ToPOLOGIA DEBIL). Sean E, F espacios de Banach yseaT : E — (F,o(F, F"))
un operador lineal y continuo. Pruebe que T': E — F también es continuo.

(TOPOLOGIA DEBIL ESTRELLA). Sea F un espacio de Banach y sea f € F'.
Demuestre que una base de vecindades de f con respecto a la topologia o(E’, E)
esta dada por conjuntos de la forma

Vi={geFE: |glx;)— f(z;)] <e Vje{l,2,.,N}},
con NeN,z;e & Vje{l,2,..,N} y €>0.
(TOPOLOGIAS Y ESPACIOS DE HILBERT). Sea F un espacio de Hilbert.

a) Defina, con la mayor simplicidad posible, las topologias o(E, E') y o(E', E).

b) Pruebe explicitamente (sin usar el resultado més general dado en clases) que
la bola unitaria cerrada de E es compacta en o(E, E').



12. Sea X un espacio vectorial normado y f : X — R un funcional lineal. Pruebe
que f € X' siy s6lo si N(f) es un subespacio cerrado de X.

13. Sea X un espacio vectorial normado.

a) Demuestre que si una subsucesiéon de una sucesién de Cauchy converge,
entonces la sucesién completa converge.

b) Sea S:={xr € X : |lz|]|=1}. Pruebe que S es completo si y sélo si X
es Banach.

14. Considere un abierto acotado €2 de R™ con frontera I' suficientemente suave, y
defina el espacio

" 8?&‘

8$7;

H(div; Q) = {v € [LA(Q)" :  dive := € L2(Q)}

i=1

provisto del producto escalar

<U7 w>H(div;Q) = /

v-wa&—l—/divv divwdr Vv, we H(div; Q).
Q Q

a) Demuestre que (H(div;Q); (-, ) m(aiv;0)) €s un espacio de Hilbert.
b) Pruebe que para todo g € [L?(2)]™ existe un tnico v, € H(div; Q) tal que

/Ug~wdx+/divvg divwdx—/g-wdx Vw e H(div; Q).
Q Q Q

IND.: Dada v € [L*(Q)]", se dice que divv := z € L?() si
= 0
—Z/vi—gpdx:/zgodx Ve 5P ().
i—1 /9 Ox; Q

15. Considere un abierto acotado 2 de R? con frontera I' suficientemente suave, y
defina el espacio

81}2 81)1
PN S 22 . - _ 2
H(rot; Q) = {v:=(v1,v2) € [L(Q)]* :  rotv := o o e L*(Q)}

provisto del producto escalar

(U, W) H(rot:0) = / v-wdr + / rotv rotwdr Vv, w € H(rot; ).
Q Q

a) Demuestre que (H(rot;2); (-, ) Hpot;)) €s un espacio de Hilbert.
b) Pruebe que para todo g € H(rot; 2) existe un tnico v, € H(rot; ) tal que

/vg-wdm—l—/rotvg rotwdx:/rotgrotwda: Vw € H(rot; Q).
Q Q Q



16.

17.

18.

19.

IND.: Notar que v € H(rot; Q) si y sélo si (v, —v1) € H(div; ). También, dada
v € [L*(Q)])?, se dice que rot v := z € L3() si

i dp /
— | v9y—dx+ | v=—dx= [ zodx YopeCe(N).
o 28951 o 18x2 o 2 ¥ o( )

Sea ) un abierto acotado de R" con frontera suave I, y defina el espacio V' :=
H?(Q) N H} (), es decir

V={veH(Q): v=0 en I'}.
Demuestre que existe una constante C' > 0 tal que

||U||H1(Q) S C||AU||L2(Q) \V/'UEV.

IND.: Dadav € V, defina f = —Awv € L*(Q) y aplique el Lema de Lax-Milgram
al problema de valores de contorno: —Au = fen Q, u=0enTI.

Sea X el espacio de las funciones continuas sobre [0, 1] provisto de la norma
uniforme. Dados los polinomios p; € X, j € {0,1,....,n}, con p;(t) = ¢ Vt €
[0, 1], se define el operador A : X — X como

n

A=Y {/01 u(t)pj(t)dt} p; VueX.

=0

Demuestre que A € L(X,X) y encuentre explicitamente el operador adjunto
A X — X,

1

IND.: Para todo j € {0,1,...,n} defina F; : X — R por Fj(u) := / u(t) p;(t) dt
0

Vu e X,y observe que F; € X'.

Considere dos espacios vectoriales normados X e Y.

a) Sea Ay € L(X,Y) tal que Ay € L(Y, X). Demuestre que existe un operador
To € LIL(X,Y), L(Y, X)) tal que ToAdog = A5 v [|Tol| = [[ A5 [|/1[ Aol -
b) Pruebe que si Y es Banach y T € L(L(X,Y),L(Y’, X’)) es un operador
biyectivo, entonces T~ € L(L(Y', X'), L(X,Y)).
Sea €2 := (0,1) y considere el problema de valores de contorno

—(au') +bu =f en Q

W(0) = (1) =0 (1)

donde a(z) = 22 +2,b(x) = 2+sen(z) y f(x) =1 Vo € Q. Puede probarse que
la formulacién débil de (1) consiste en hallar u € H*(2) tal que

1 1
/ (au'v" + buv)dr = / fodr Vv e HY(Q). (2)
0 0
Demuestre que existe un tinico u € H'(Q) solucién de (2).

4



20.

21.

22.

23.

24.

25.

Sean X, Y espacios vectoriales normados y considere A € L(X,Y).
a) Demuestre que R(A)? = N(A') y que
N(A)={0} siysolosi R(A) =Y.
b) Pruebe que si N(A) = {0} y R(A) =Y, entonces (A')~! = (A~1)".
Sea M un subespacio cerrado de un espacio vectorial normado X.

a) Demuestre que M =° (M?).

b) Pruebe que el aniquilador de (57)" coincide con M.

Sean X,Y espacios vectoriales normados y sea T : X’ — Y’ un operador lineal
cerrado y biyectivo. Demuestre que 7' € L(Y’, X').

Sean [ = [to —7,to + 7], f; : I x R* = R,j = 1,---,n, funciones continuas,
y considere el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:
Hallar w := (uq, - - -, u,) tal que

d'U,j
—= = fi(f,u1(f), -, up(t
= fitu) )y 5
uj(tO):nj ijl,"‘,n,
donde ¢y, 7, n;, 7 =1,---,n son constantes reales dadas y 7 es positivo. Suponga
ademas que existe M > 0 tal que

F(t.2) = fi(tw)| < M|z —wll Vzw € RY, Vi€ L

Demuestre que (26) tiene una tnica solucién u(t) para todo t € I.

IND.: Transforme (3) en una ecuacién integral de Volterra y luego aplique algin
resultado apropiado sobre puntos fijos.

Sean XY espacios de Banach y A : X — Y un operador lineal. Pruebe que si
GAec X' VGeY' entonces Ae L(X,Y).

Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y considere una sucesién {x, }nen de H tal

que (T, Tpy) = {(1)’ Z;: Pruebe que Z {z,z,)|* < ||z||* Vo € H.

n=1
Ademads, dada una sucesién de escalares { a, }n,en, demuestre que son equiva-

lentes,

oo
a) E a, T,  converge en H.
n=1

b) > o’ < 4oc.
n=1



26.

27.

28.

Dado un abierto 2 de R", se define
L*(Q) ::{f:Q—>R: fmedibley/|f|2dx<+oo}.
Q
Dado un multindice o := (o, ...,,) € N" y una funcién diferenciable u, se

denota ol
- 0%y
af 1= Q; 0% =
|| ; y 5

21 0r? - - - Qaon

Con estas notaciones, para cada m € N se define el ESPACIO DE SOBOLEV de
orden m, como

H™(Q) = {u € L*(Q): Va,l|a|f < m existe g, € L*(Q), tal que

/ wdpdr = (—1) / gapdr Vo € CgO(Q)}
Q Q

En tal caso se escribe 0“u = ¢,, y se define la norma

1/2
||U||Hm(9) = Z ||3au||%2(9)
|| <m
Asuma que L*(Q) provisto del producto escalar (u,v) 2Q) = fQ uvdr, es un

espacio de Hilbert, y demuestre que H™(2) es también un espacio de Hilbert.
Muestre ademds que para todo f € (H™(Q)) existen funciones f, € L*(Q),
la] < m, tales que f(v) = 30 cpn Jo fa 0% vdr Vv e H™(Q).

Se dice que un espacio de Banach X es UNIFORMEMENTE CONVEXO si para todo
e > 0 existe 0 > 0 tal que

r+y
(e X el <1 bl <1y flo-ll > ) = [552] <10,

Demuestre que todo espacio de Hilbert es uniformemente convexo.

Sean X, Y espacios de Hilbert y considere A € £L(X,Y).

a) Demuestre que A* es inyectivo si y sélo si R(A) es denso en Y.

b) Suponga que existe 5 > 0 tal que

inf ||z —z|] < B||Azx||] V2 e X.
z€N(A)

Demuestre que R(A) = N(A*)*.

c) Pruebe que A* = Ry A’ Ry',donde Ry : X' = Xy Ry : Y' — Y denotan
las aplicaciones de Riesz. Concluya ademds que °N(A4’) = N(A*)*.



29.

30.

31.

32.

Sea X un espacio de Banach e Y un espacio vectorial normado. Sea {7, },en C
L(X,Y) tal que lim,, o 75, (z) existe Vo € X. Pruebe que existe T' € L(X,Y)
tal que T, (z) = T'(z) Vx e X.

IND.: Aplicar TEOREMA DE BANACH-STEINHAUSS.

Sea H un espacio de Hilbert, y sea { H, }nen una sucesién de subespacios de
dimensién finita de H tal que H,,_1 C H, Vn € N,y U,en H, es denso en H.
Sea B : Hx H — R una forma bilineal acotada y suponga que para todo f € H’
existe una tnica sucesion { u,(f) }nen € H tal que

un(f) € Hn  Blun(f),vn) = f(vn) Voo € Hy,

v [lun(H)l] < Collf]| Vn € N, donde Cj es una constante positiva independiente
de n y de f. Suponga ademds que para todo f € H’ existe un tnico u(f) € H
tal que

B(u(f),v) = f(v) Vv e H.

Demuestre que

lim |ju(f) = un(f)Il =0 VfeH.

n—-+o0o

IND.: Defina la proyeccion de Galerkin P, : H — H,, donde Vv € H, Pv
denota la tnica solucién de B(P,v,w,) = B(v,w,) Yw, € H, y observe que

Pou(f) = un(f).

Sea H un espacio vectorial normado real. Pruebe que si la norma de H satisface
lz +yll* + llz =yl = 2 {{]«]P + Iy} Va,y € H,

entonces ella proviene de un producto escalar.

Sean V un espacio de Hilbert, a : V x V — R una forma bilineal acotada
simétrica y coerciva, y A : V. — V' el operador lineal y acotado inducido por
a. Dado f € V' y U un subconjunto de V' no vacio convexo y cerrado, es sabido
(por TEOREMA DE STAMPACCHIA) que existe un tnico u € U tal que

a(u,v —u) > flv—u) Yv € U.

Ahora, sean V;, un subespacio de V' de dimensién finita, U, un subconjunto de
Vi, no vacio convexo y cerrado, y denote por u, € U, a la tnica solucion del
problema discreto:

a(uh,vh—uh) > f(Uh —uh) Vo, € U,.

Ademas, sea H un Hilbert tal que V' C H, y la inyeccién canénica ¢z : V' — H es
continua y densa. Demuestre que si Au — f € H, entonces existe una constante
C independiente de V}, y Uy, tal que

lu=unlly < C{ inf ([lu=wnll} + [[Au = fllalju—villi )
v €U

1/2
Au — inf ||u, — } .
+[|Au — f||u 3I€1U||uh v||a



33.

34.

35.

36.

Sea X un espacio de Banach y sea A € L(X, X), con ||A4|| < 1. Demuestre que
(I + A) es invertible y que

(e 9]

(I+A)7 =) (-yran,

n=0
donde la serie es absolutamente convergente en £(X, X). Muestre también que

1

17+ A7 < —r
1—[]A]]

Sean X,Y espacios de Banach y sea T : D(T') C X — Y un operador lineal. El
grafo de T se denota por Gt y se define como

Gr ={(x,y) e X xY: z2e€DT), y=Tx}

Suponga que D(T') y G son subespacios cerrados de X y X XY, respectivamente.
Demuestre que 7" es acotado sobre D(T').

(LEMA DE LAX-MILGRAM GENERALIZADO). Sean H;, Hs espacios de Hilbert y
sea B : H;y x Hy — R una forma bilineal tal que

a) B es acotada, es decir existe C7 > 0 tal que

|B(u, v)| < Cillullm|[v]lm, ¥ (u,0) € Hy x Hy.

b) B es débilmente coerciva, es decir existe Cy > 0 tal que

B
sup [BUO S ol Ve By
v#£0 HUHHQ

y para cada v € Hy, v # 0, se tiene sup |B(u,v)| > 0.
ueHy

Demuestre que, dado F' € H), existe un tnico u € H; tal que B(u,v) = F(v)
para todo v € Hy, y ademds  ||ul|g, < C%||F||Hé

Sean X,Y espacios vectoriales normados y 7" : D(T) € X — Y un operador
lineal. Un operador lineal T : D(T) € X — Y se dice una extension de T' si
D(T)CD(T)yTe =Tz VYxe D).

DEFINICION. Se dice que T : D(T) C X — Y es la CLAUSURA de T, si:

i) T es un operador lineal cerrado
ii) T es una extension de T

iii) Si T : D(f) C X — Y es cualquier operador con las propiedades i) y ii),
entonces T' es una extension de T'.



37.

38.

39.

40.

41.

Sean XY espacios de Banach, y sea T': D(T) C X — Y un operador lineal.
Pruebe que T tiene una clausura 7T si y solo si la siguiente condicion se satisface

{zpn}nen € D(T), 2, >0, Tz, =y = y = 0.

Sea X el espacio vectorial de las funciones continuas sobre  := [0, 1] provisto de
la norma uniforme. Dados uq, us, y € X, considere la ecuacion integral: Hallar
u € X tal que

u(t) — /0 ui(t) s* u(s) ds — /o us(t) (1 — gs) u(s)ds = y(t) vVt e Q. (4)

i) Siu(t) = 4t y us(t) = 1Vt € Q, deduzca una condicién necesaria y
suficiente para que la ecuacién (4) tenga al menos una solucién.

ii) Pruebe que si uy(t) = ty ua(t) = 1, entonces para caday € X la ecuacién
integral (4) tiene una tunica solucién.

Sean X, Y, Z espacios vectoriales normados.

i) Pruebe que si K € L(X,Y) es de rango finito, entonces K es compacto.

ii) Demuestre que si A € L(X,Y)y K € K(Y,Z), entonces KA también es
compacto.

Sea X un espacio vectorial normado de dimension INFINITA y sea K € K(X, X)
un operador inyectivo. Demuestre que K—! ¢ L£(X, X).

Sean X e Y espacios de Banach y sea A € L(X,Y). Suponga que existen
sucesiones { Fy, fnen € X', {yn tnen C Y, { A }uen C R tales que

sup sup -
Fn ! ) n ) )\n )
pen Bl < w00 o Sl < w00 o DD Dl < oo
y ademas

Ax = nlblgéoz;)\”F"(x)y” Ve e X.

Demuestre que A es compacto.

i) Sea p > 1y considere el operador K : [, — [, definido por

L2 Lk
K($1,l’2,...,$k,...) = (xl,?,...,?,..

Demuestre que K es compacto.

) V (21,22, oy gy ...) € L.

ii) Sean X, Y espacios vectoriales normados y considere el conjunto

Ho={F e (LX)Y)): FK) =0 VK € K(X,Y)}.

[:(X,Y) )/

Pruebe que H = (%7



42.

43.

44.

45.

Sea X el espacio de las funciones continuas sobre [0, 7] provisto de la norma
uniforme. Dadas las funciones trigonométricas p;, ¢; € X, j € {0,1,...,n}, con
p;(t) = sen (jt) y ¢;(t) = cos(jt), Vt € [0, 7], se define el operador A : X — X
como

n

Alu) = {/Oﬂ u(t)pj(t)dt}pj +§0 {/Oﬂ u(t)qj(t)dt}qj VueX.

J=0

Demuestre que A € L(X,X) y encuentre explicitamente el operador adjunto
A X — X

Sean H y V dos espacios de Hilbert tales que H C V' y la inyeccién ¢ : H — V
es compacta.

a) Se dice que una forma bilineal acotada A definida sobre H x H satisface la
DESIGUALDAD DE GARDING si existen @ > 0 y una forma bilineal acotada
K : HxV — R tales que

Av,v) > al|lf — K(v,v) Vv e H.

Dado F' € H’, considere el siguiente problema variacional: Hallar v € H
tal que

A(u,v) = F(v) Vv e H. (5)
Demuestre que si A satisface la desigualdad de Garding, entonces (5) tiene
solucién para cada F© € H' S1 Y SOLO SI u = 0 es la unica solucién del
correspondiente problema homogéneo.

b) Se dice que A satisface la DESIGUALDAD DE GARDING GENERALIZADA
si existen o > 0, una forma bilineal acotada K : H xV — R, y un
isomorfismo S : H — H tales que

Av,Sv) > all|l; — K(v, Sv) Vv e H.

Demuestre que si A satisface la desigualdad de Garding generalizada, en-
tonces (5) tiene solucién para cada F' € H' S1'Y SOLO SI u = 0 es la tnica
solucion del correspondiente problema homogéneo.

Sean X e Y espacios de Banach tal que X es reflexivo. Demuestre que A €
L(X,Y) es compacto SI Y SOLO sI A transforma sucesiones débilmente conver-
gentes de X en sucesiones fuertemente convergentes de Y.

a) SeaQ = (0,1) y X = L?*(Q2). Puede probarse que X provisto del producto
escalar

(f.9) = / f(@)g(e)de Vfge X

es un espacio de Hilbert, y que C§°(Q2) es denso en (X, (-,-)). Considere la
sucesion  {z, tnexn € X definida por  z,(t) = V2 sin(nnt) Vt € Q.
Demuestre que

llzpll =1 Vne N | yque lim (p,z,) =0 Ve € C5°().
n—oo

10



Concluya ademés que z,, — 0, y que x,, NO CONVERGE FUERTEMENTE a
la funcion nula.

b) A propésito de lo anterior, demuestre que en un espacio de Banach reflexivo
de dimension infinita, la convergencia débil no es equivalente a la conver-
gencia fuerte.

46. DEFINICION. Sea X un espacio de Banach yT : X — X' un operador NOLIN-
EAL. Se dice que T satisface la propiedad (S) si para toda sucesion {x, tnen € X
tal que

Tp—=x oy (T(zn)) (2, —2) — (T(2)) (20 —2) — 0,

se tiene r,, — .

Sean H, ), V espacios de Banach tales que H CV yi: H — V es compacta.
Sea X := H x @, y considere una forma bilineal acotada B : X x X — R y un
operador nolineal A : H — H' que satisfacen las siguientes propiedades

i) existe Cp > 0 tal que
B((w,\), (X)) > ColAB V(uA) € X
ii) existen Cy, Cy > 0 tal que para todo u,v € H
(A(w)) (u = v) = (Av) (u=v) = Cillu—vllf + R(u,v),

donde
[R(u,v)| < Co{1 + [[ulla + [|v|[g }]lu—vllv.

Demuestre que el operador nolineal T : X — X’ definido por

(T, A) (v, ) = (Aw)) (v) + B((u, A), (v, 1)) ,
satisface la propiedad (.5).

47. a) Sean X, Y espacios de Banach y suponga que existe un operador T €
L(X,Y)tal que N(T) = {0} y R(T') = Y. Demuestre que X es reflexivo
(separable) si y sélo si Y es reflexivo (separable).

b) Sean X, Y espacios de Banach separables. Demuestre que el espacio pro-
ducto X x Y también es separable.

c) Dado un abierto Q de RN yp € R, 2 < p < o0, se define

1/p
LP(Q) = {f:Q—>R: fmedible y || f||rq) = {/Q|f|pdx} <+oo}.

Puede probarse que (LP(€2),]| - ||zr()) es un espacio de Banach separable.
Por otra parte, el espacio de Sobolev W7 () estd dado por

WP (Q) = {u € LP(Q) : existe g; € LP(Q) ,i=1, N tal que

11



48.

49.

50.

o1l.

99
u

Q oz,

dr = —/Q godr Vo e 030(9)}

En tal caso se escribe % = ¢;, y se define la norma

N

ou
ullwrr @) = [[ullr@) + Z 7 :
i=1 19Tl ()
Puede probarse que (W (Q), || - ||w1s () ) también es Banach. Demuestre

que WP (Q) es separable.

Sean X, Y espacios de Banach y sea T € L(X,Y). Se dice que T es DEBILMENTE
COMPACTO si para toda sucesién acotada { z, },en de X existe una subsucesion

{x,(@l) e tal que {Txg) }nen converge débilmente en Y. Pruebe que si X oY
es reflerivo, entonces todo operador T' € L(X,Y’) es débilmente compacto.

Sean a, b € R tal que —co0 < a < b < +00. Asuma que Cla,b] es separable, y
demuestre que para todo entero no negativo k, C*[a,b] también es separable.

Sea € un dominio acotado de R? con frontera suave I'. Considere el problema de
valores de contorno:

0
—Au=f en Q, —u:g en I, /udx:al, (6)
v Q

donde a; € R, f € L*(Q),y g € L*(T") satisfacen la condicién de compatibili-

dad
/fdx—l—/gds:o.
Q r

Demuestre que una formulacién débil de (6) consiste en: Hallar (u, \) € H(Q)x

R tal que
/Vu-Vvd:p+/\/vdm:/fvdx—l—/gvds,
Q Q Q r

Q

para todo (v, ) € H'Y(Q) x R. Utilice la teorfa de Babuska-Brezzi para probar
que este problema tiene tnica solucion, la cual depende continuamente de los
datos.

a) Sea X un espacio de Banach, y considere una sucesion { z, },en € X tal
que z,—z. Demuestre que ||z|| < liminf [|2,]|.

b) Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo, y sea { z, },en una
., w .
sucesion en X tal que x,—z y limsup ||z,|| < ||z||. Pruebe que z,, — x.

12



52.

53.

o4.

35.

Sean X, Y espacios vectoriales normados y T' : X — Y un operador compacto.
Demuestre que R(7T') es separable.

IND.: Escriba X = (J, {z € X : |z|| < n}, y luego use que todo
subconjunto relativamente compacto de un espacio métrico es separable.

Un importante resultado establece que todo espacio de Banach uniformemente
convezo es reflexivo. En lo que sigue suponga que €2 es un abierto de R" y que
p € R es tal que p > 2.

a) A partir del hecho que a? 4+ 8? < (o + %P2 Va,3 > 0, demuestre la
desigualdad de Clarkson:
f+g|f 1 p »
[E: < 2B +lale) ¥ hg € Q)

+Hf—g
: 9

p
Lr(Q Lr(Q)

b) Utilice la desigualdad anterior para probar que LP(2), 2 < p < 0o, es uni-
formemente convexo y por lo tanto reflexivo. Ademds, deduzca que W? (Q)
también es reflexivo.

Sea V un espacio de Hilbert y a : V x V x V — R una forma trilineal tal que
para todo w € V| la forma bilineal a(w;-,-) : V x V — R es acotada. Dado
F € V', considere el problema: Hallar w € V tal que

a(u;u,v) = F(v) Vo e V. (7)
Suponga que existe a > 0 tal que
a(wyv,v) > alp|l} Vo,w € V.

Asuma ademads que existe una constante Cy > 0 tal que para todo wy, ws, u,
v €V,

|a(ws; u,v) = alws; u,v)| < Collwy + wallv [[ullv vl |lwy = wallv .

Encuentre una constante positiva C; tal que para todo F € V' || F ||y, < C4,
el problema (7) admite una tnica solucién.

a) El TEOREMA DEL PUNTO F1J0O DE BROUWER establece que: Dado un
subconjunto S compacto, convexo, y no vacio de un espacio vectorial de
dimension finita, y una aplicacion continua T de S en S, entonces T' tiene
al menos un punto fijo. Use este resultado de Brouwer para demostrar que si
X es un espacio de Hilbert de dimensién finita con producto escalar (-,-) y
norma || -||, y si F es una aplicacién continua de X en X tal que, para algin
pw > 0, (F(u),u) > 0 Yu € X con ||u]| = u, entonces existe uy € X,
|luol| < i, tal que F(ug) = 0.

13



b)

d)

Sea 2 un abierto acotado de R? con frontera suave T, y sea f € [L?(2)]%
EL PROBLEMA DE NAVIER-STOKES, un problema de suma importancia en
mecanica de fluidos, consiste en encontrar el vector de velocidades u :=
(u1,us) y la presiéon p de un fluido, tales que

2
—Au—i—Zuj%—i—Vp—f en Q, V-u=0 en Q, (8
=1 !

u=0 en I, /pdx:O.
Q

Defina los espacios H := [Hj(Q)]%, y

Q = LX) = {q € L*(Q): /qux :o}.

Demuestre que la formulacién débil de (8) se reduce a: encontrar (u,p) €
H x Q tales que:

a(wiu,v) + b(v,p) = f(v) VveH (9)
b(u7q) = 0 Vq S Qa

dondea : Hx HxH —-R,b: HxQ — R,y f € H', estan definidas

por
2 2 S

; = i i d o i dr

a(w;u,v) zEZI/QVu Vv dx + E /Qw] 8a:jv x

ij=1
b(v,p) ::—/QpV-de , f(v):/Qf-vdm.

En lo que sigue considere un problema del tipo (9), no necesariamente prove-
niente de (8), y asuma que las siguientes hip6tesis se cumplen: b es una forma
bilineal acotada, b satisface la condicién de Babuska-Brezzi continua, y para
cada w € H la aplicacién (u,v) — a(w;u, v) es también una forma bilineal
acotada. Sea V := {v € H : b(v,q) = 0 Vq € Q}. Demuestre
que (9) puede reducirse, equivalentemente, al siguiente problema no-lineal:
hallar w € V' tal que

a(uju,v) = f(v) Vv e V. (10)

Ademas de lo dicho en c), suponga ahora que: existe una constante a > 0
tal que a(v;v,v) > «||v||* para todo v € V; V es separable y para cada
v € V, la aplicaciéon u — a(u; u, v) es secuencialmente débilmente continua,
es decir

u,——ueV = lim a(u,;u,,v) = auu,v).
n—+o0o

Demuestre que el problema (10) tiene al menos una solucién u € V.

14



96.

o7.

IND.: Muestre primero que existe una sucesién { v, }pen en V' tal que para todo
m > 1 el conjunto {vy,vs,...,v,,} es linealmente independiente, y las combi-
naciones lineales finitas de los v,, constituyen un conjunto denso en V. Luego,
denote por V,, al subespacio de V' generado por {vi, ..., v, }, v aplique el método
de Galerkin en conjunto con lo probado en parte a) para construir una sucesién
de soluciones aproximantes.

Dado un abierto €2 de R™ y p € [1, +00), se define
LP(QY) = {f:Q%R: f medible y / |fIPdx < +oo} :
Q

Puede probarse que LP(Q), provisto de la norma || f||ro) = { [, |f]7 dz }1/p es
un espacio de Banach. Ademés, dados f € LP(Q) y g € L(2), con %J%—% =1, se
tiene la desigualdad de Holder

/Q Falde < [1fllue 9l

Ahora, para un multindice a := (aq,...,a,) € N" y una funcién diferenciable
. n oy e dlely,
u, se denota |Oé| = Zi:l a; 'y 0%u = W—angn

dado m € N se define el ESPACIO DE SOBOLEV de orden (m,p), como

Con estas notaciones,

WmP(Q) = {u € LP(Q): Va,l|a] < m existe g, € LP(Q), tal que

/ wd*pdr = (—1)k / Ja pdx Vo € CSO(Q)}
Q Q
En tal caso se escribe 0“u = ¢,, y se define la norma

1/p

lullwma@) = D N0ull}sq

la|<m
Demuestre que W™P(Q) es un espacio de Banach.

Sean X,Y espacios de Hilbert y considere A € L£(X,Y). Se define el operador
adjunto de Hilbert de A, y se denota A*, como A* : Y — X, donde para cada
y €Y, A*y € X es el tinico elemento (dado por TEOREMA DE REPRESENTACION
DE RIESZ) tal que (Az,y)y = (x,A*y)x Vz € X.

a) Pruebe que A* € L(Y, X)), ||A*|| = ||A|| y que (A*)* = A.

b) Demuestre que A* es inyectivo si y sélo si R(A) es denso en Y.

c) Suponga que existe § > 0 tal que zei%f(A) |z —z|| < B||Az||] Vx € X,y
demuestre que R(A) = N(A*)*.

d) Pruebe que A* = Rx A’ R;,l, donde Ry : X' -+ Xy Ry : Y — Y denotan
las aplicaciones de Riesz. Concluya ademéas que °N(A') = N(A*)*L.
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o8.

99.

60.

61.

62.

63.

Sea X un espacio vectorial normado.
a) Sea Y un subespacio no denso de X. Demuestre que existe un funcional no
nulo F' € X’ tal que F'(x) = 0 para todo z € Y.

b) Sean xg, 1 € X tal que xy # 1. Pruebe que existe una sucesion { F}, },en C
X’ tal que ||FL|| = ||lzo — z1]|® v Fu(xy) = Fu(mo) + ||z — xo||*™ para
todo n € N.

Sea X un espacio de Hilbert con aplicacion de Riesz Rx : X' — X, y sean S,
T, subconjuntos de X y X', respectivamente. Establezca qué relaciones existen
entre S° y St y entre °T y Rx(T).

Sean U un espacio vectorial normado y V un espacio de Banach. Ademads, sea
P : U — L(U,V) un operador lineal cerrado tal que N(P) es el funcional nulo
sobre U y R(P) = L(U, V). Demuestre que existe una constante o > 0 tal que

allFllor < [[P(F)llewy) VEF € D(P).

Sean X,Y espacios de Banach y A : X — Y un operador lineal. Pruebe que si
GAe X' VYGeY' entonces Ae L(X,Y).

IND.: Hacer una demostracion alternativa utilizando el TEOREMA DEL GRAFO
CERRADO en vez del TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS.

Sean H, ), V y W espacios de Hilbert tales que HSV and Q‘;W. Sean
a:HxH—R,b: Hx(@ — R formas bilineales acotadas y defina

B:(HxQ)x(HxQ)—R

B((u, ), (v, 1)) := a(u,v) + b(v, \) + b(u, ) ¥ (u,A), (v,u) € HxQ.

Suponga que existe una forma bilineal acotada ag : HxV — R tal que a := a+ag
es H—eliptica; es decir, existe a > 0 tal que

a(v,v) > al|v|l3 YveH.

También, asuma que existen una forma bilineal acotada by : V' x W — R y una
constante § > 0 tales que b := b + by verifica

sup b(v, \)

w0 |10llH

> BNl YAeQ.

Demuestre que B satisface la DESIGUALDAD DE GARDING GENERALIZADA.

Sea (V,(-,+)) un espacio de Hilbert y sea J : V' — R un funcional nolineal. Se
dice que J admite una derivada direccional en v € V', en la direccion ¢ € V,
si la expresion w admite un limite cuando ¢ — 0. El valor de este
limite se denota DJ(v, ). Entonces, J se dice diferenciable en el sentido de

GATEAUX (o G-diferenciable) en v € V, si DJ(v, ) existe para todo ¢ € V.
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Ahora, si J es G-diferenciable en v € V' y si DJ(v,-) € V', se concluye, por el
Teorema de Representacion de Riesz, que existe un tnico elemento z € V tal
que DJ(v, ) = (z,¢) Vo € V. En tal caso, se denota z := J'(v) y se llama el
GRADIENTE de J en v.

Se dice que J tiene segunda diferencial en el sentido de Gateaux en v € V', en
las direcciones ¢ vy 1 € V, si la expresién 2/0tee) =DJI@e) oy qmite un limite

€

cuando € — 0. El valor de este limite se denota D*J (v, p, ).

a) Sea  un abierto acotado de R" y considere V' := L*(Q). Defina J, : V — R
por

Jo(v) = /Q(u2+v)da; VoeV

y calcule J(v) para todo v € V. Qué puede decir de J|(v) si Jy se restringe
al espacio de Sobolev H!(Q) ?

b) Suponga que J es G-diferenciable en (v + ay), en la direccién ¢, para todo
a € [0, 1]. Demuestre que existe 8 € (0,1) tal que

Jw+e) = Jw) + DJw+ By, p).

c) Suponga que J es a-convexo, esto es, existe a > 0 tal que para todo u,
v € V y para todo 8 € [0, 1]:

J(1=Byu+Bv) < (1=B)J(w) + BJI() = FBL=B)llu—olf.

Ademas, asuma que J es G-diferenciable en todo v € V. Demuestre que
para todo u, v € V se tiene:

DJ(u,u —v) — DJ(v,u—v) > allu—2v|?

J(©) = J(u) + DJ(w,v—u) + 5 o —ull’

d) Suponga que J es G-diferenciable en v € V' y que, dada una direccién ¢ € V,
D*J(v + awp, p, ) existe Va € [0,1]. Demuestre que hay una constante
B € (0,1) tal que

Jw+¢) = J()+ DJ(v,¢) +%D2J(v—|—ﬁg0,g0,<p).

64. Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y sea V un subespacio cerrado de H. El
anulador (o aniquilador) de V' se denota por V° y se define como

Vee={FeH: F)=0 VYzeV}.

Demuestre que
H=VaR(V,

donde R : H' — H denota la aplicacién de Riesz.
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65.

66.

67.

68.

69.

Sea X un espacio vectorial normado y sea o € X tal que | F'(zo)| < Cj para
todo F' € X' con ||F||x, = 1. Demuestre que ||zo|| < Cp.

Sea H un espacio de Hilbert y sea B : H x H — R una forma bilineal tal que
i) B es simétrica, es decir
B(u,v) = B(v,u) V(u,v) € H x H.
ii) B es acotada, es decir existe C; > 0 tal que
|B(u,v)| < Cyl||lul|gllv]|lg ¥ (u,v) € Hx H.
iii) B es débilmente coerciva, es decir existe Cy > 0 tal que
sup |B(u,v)]

veH
v#£0

V]l

Demuestre que, dado F' € H’, existe un tnico u € H tal que B(u,v) = F(v) para
todo v € H, y ademas, ||u||lg < C%||F||H/
Sea V' un subespacio de un Hilbert (Y, (-,)) y defina

Vi={yeY: (y,2)=0 VzeV}.

Si V denota la clausura de V, demuestre que Vi=vL Concluya que V' es denso
en Y siy sélo sf V4 = {0}.

Sea Q un abierto de R". Asuma que la inyeccién i : H'(Q) — L*(Q) es compacta
y demuestre que la inyeccién i : H™(Q)) — H™ () también es compacta, para
todo entero m > 2.

Sean X y M espacios de Hilbert y seana : X x X - R, b : X x M — R dos
formas bilineales acotadas. Suponga ademads que a es simétrica y semi-definida
positiva sobre X. Dados F' € X', G € M’ se define el operador J : X x M —
R,

1
j(’UHM) = 50/(1),1)) + b(U,/i) - F(U) - G(,LL) :
Considere entonces los siguientes problemas variacionales:
Hallar (u,\) € X x M tal que

a(u,v) + b(v,\) = Fv) Vv e X, 1
b(u,p) = G(u) Vp e M. (1)

Hallar (u,\) € X x M tal que
TJ(u,p) < T(u,\) < T(v, A Vv,p) € X x M. (12)

Demuestre que (u, \) es solucién de (11) si y sélo si (u, A) es solucién de (12).
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70. Sean (X, (-, ‘)x

71.

), (Y,(-,-)y) espacios de Hilbert y considere operadores P €
LX,X), Qe LX,)Y)yS e L(Y,Y). Suponga que S es semi-definido posi-
tivo, esto es
(S(w),y)y > 0 VYyeVY,

y que existen constantes «, > 0 tales que

(Pr,z)x > a||x||§( Ve e X

o 1Q).0)y

cex |laflx
#0

> Bllylly Vyev.

Dados f € X y g € Y, demuestre que existe un tnico par (z,7) € X x Y tal que
P Q* T f
Q -S| |y g

También, pruebe que existe una constante C' > 0, que depende de ||P||, a, 8y
1QI[, tal que
[zl + gl < ¢ LA+ gl -

IND.: Transforme a una ecuacién equivalente en Y y luego aplique el Lema de
Lax-Milgram.

Sean (X, (,-)x), (Y, (-, -)y) espacios de Hilbert y considere operadores P : X —
X, Q¢ E(X, Y)y S e L(Y,Y). Suponga que S es semi-definido positivo, esto
es

(S(w).y)y = 0 VyeY,

que P es NOLINEAL, y que existen constantes M, «, 8 > 0 tales que

|Pz—Pz||x < M||lz—2||x , (Pr—Pz,z-2)x > al|lz—2|[% Vz,7 € X,
’ Q). 9)
x )
sup ~ I S By Yy ey

Dados f € X y g € Y, demuestre que existe un tnico par (z,7) € X x Y tal que
P Q" T f
Q -S| |y g

También, pruebe que existe una constante C' > 0, que depende de M, «, By
1QIl, tal que
2zl + g1l < C LA+ gl + [P O)]] } -
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72.

73.

74.

75.

Sea  := (0, 3) y considere el problema de valores de contorno: —u” + (x+1)u =
zen , u(0) = u(3) = 0. Deduzca la formulacién débil respectiva y demuestre
que ella tiene una tnica soluciéon u € H}(Q). Considere la particién uniforme
O=2¢9<x1=1< 29 =2 < 23 =37y establezca el sistema de Galerkin asociado
usando el subespacio

Hy :={veC(Q):v(0)=v(3)=0 y v, es un polinomio

de grado < 1,Vje {1,2,3}}.
IND.: Notar que Hy = ({e1,e2}), donde e; € H; es tal que e;(z;) = d;; para todo
i, j e {1,2}.

a) Sea S un subconjunto de un Hilbert H y sea M el subespacio cerrado gene-
rado por S. Pruebe que S+ es un subespacio cerrado de H, M+ = Sty

M = (S+)*.
b) Sea V un subespacio de un Hilbert H. Demuestre que H =V @ V+.

Sea  un abierto acotado de R? con frontera suave I', y sea f € [L*(2)]?. EL
PROBLEMA DE STOKES consiste en encontrar el vector de velocidades u :=
(u1,uz) y la presion p de un fluido, tales que

—Au+Vp=f en Q, divu=0 en €,

u=0 en I, /pdx:[)_ (13)
Q

Defina los espacios H = [H}(Q)]? v Q = {q € L*(Q): / qdr = 0}.
Q

Demuestre que la formulacién débil de (13) se reduce a: encontrar (u,p) € H X Q

tales que:
A(u,v) + B(v,p) = F(v) Vv eH,
B(u,q) = 0 VqeQ,

donde A: HxH—-R,B: HxQ—RyF € H' estan definidos por
2
A(u,v) = Z/ Vu; - Vv, dz,
i=1 Y9

B(v,p) = —/deivvdx , F(v) :/Qf-vdx.

a) Sea (H,(-,-)) un espacio de HILBERT. Dados n € N, {p1,p2,...,pn} CHYy
{F\,F5,...,F,} C H' se define el operador A: H — H como

Au) = Zn: F;(u) p; Vue H.

Demuestre que A € L(H, H) y encuentre explicitamente el operador adjunto
A* H — H.

20



76.

77.

78.

79.

b) Sea (H,(-,-)) el espacio de HILBERT L?(0, 1) provisto del producto escalar

(u,v) = /01 u(t)v(t)dt  Yu, veH.

Dados los polinomios p; € H, j € {1,...,n}, con p;(t) =t/ Vt € (0,1), se
define el operador A : H — H como

Au) == zij {/01 u(t)pj(t)dt} p;  Yuel.

Demuestre que A es lineal, acotado y AUTOADJUNTO, esto es A € L(H, H)
y A= A"

Sean X e Y espacios de Banach, y sea A : X — Y un operador lineal cerrado
con dominio D(A) e imagen R(A). Demuestre que son equivalentes:

a) El operador A es inyectivo, y A™! es acotado sobre R(A).
b) Existe una constante positiva C' tal que ||Az| > C||z|| para todo x € D(A).
c) R(A) es cerrado en Y, y A es inyectivo.

Sea M un subespacio cerrado de un Hilbert H. Por el Teorema de Proyeccion,
cada x € H puede escribirse inicamente en la forma r =y + 2, cony € M y
z € M*. El punto y € M se llama la PROYECCION de z en M, v el operador
P:=X — M, Px =y, sellama la proyeccion sobre M. También se denota
P := Py y se dice que P es una proyeccion.

i) Pruebe que si P es una proyeccién, entonces P es autoadjunto, P? = P,y
I|IP||=1si P # 0.

ii) Pruebe que si P € L(H, H) es autoadjunto y P?> = P, entonces P es una
proyeccion sobre algtin subespacio cerrado de H.

a) Sea S un subespacio de un Hilbert H. Demuestre que S+ = S+.

b) Sea 2 un abierto acotado de R™ con frontera suave I', y considere el espacio
de Sobolev H'(€2). Encuentre y caracterice el subespacio V' de H'(Q) tal
que HY(Q) = H}(Q) & V.

Sean H un espacio de Hilbert, A : H x H — R una forma bilineal acotada y
H-eliptica, y F' € H'. Ademés, sea {H,}n,en una sucesién de subespacios de
dimension finita de H, y para cada n € N considere una forma bilineal acotada
A, : H, x H, — R tal que la sucesién {A, },en es uniformemente eliptica. Esto
significa que existe & > 0, independiente de n, tal que A, (v,,v,) > a|lv.l/%
Vv, € H,, Vn € N.
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a) Pruebe que existen tnicos u € H y u, € H, tales que

Au,v) = F(v) Vve H

Ap(tn,v,) = F(vy) Vo, € H, .

b) Demuestre que existe C' > 0, independiente de n € N, tal que

A —A
vn€EHn wnE;IOn ||wn”H
Wn

80. Sea (2 un abierto acotado de R", y sea x : 2 — R una funcién continua para la
cual existen constantes M, § > 0, tales que f < k(x) < M para todo = € (.
Defina el conjunto

S:={veH(Q): |vllme <1},

y demuestre que para todo u € H} () existe un tnico g € S tal que
[ K@) 1V u(w) = Vg(a) e do = min | () [Vulz) = Voo) e do-
Q v Q

81. Sean (H, (-,-)m) vy (@, (-, -)o) espacios de Hilbert, y sea B € L(H, Q) con espacio
nulo V := N(B).

B B
a) Demuestre que sup M = sup M VqeQ.
i |lollg vevi  vllm
v#0 v#0
(B(v),q)

b) Suponga que existe § > 0 tal que  sup @ > Bllalle VeeQ,y

vevt  vlla
v#0

prueche que H = R(B*) @ V.

82. Sean X, Y espacios de Hilbert, A € L(X,Y) tal que R(A) =Y, yseaV = N(A).
Dado el operador de proyeccion ortogonal P : X — V, considere B : Y — X tal
que B(y) = ¢ — P(z) para todo y € Y, donde z € X es tal que A(z) = y.

a) Demuestre que B esta bien definido y que B es una biyeccién lineal y acotada
de Y en V+. Pruebe, ademéds, que B es un inverso a derecha de A, esto es
AB(y) =y para todo y € Y.

b) Defina Ay : V+ — Y como Ay(x) = A(x) para todo z € V1, es decir
Ag = Alys, y pruebe que Ay = B.

c) Extienda los resultados anteriores al caso en que R(A) es un subespacio
CERRADO propio de Y.
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83. (LEMA DE AUBIN-NITSCHE). Sean (H, (-,-)x), (V, (-, )v) espacios de Hilbert tal
que V C H y el operador identidad i : V' — H es continuo. Sea A:V xV — R
una forma bilineal acotada y V-eliptica, y considere el operador P : H — V,
donde para todo g € H, P(g) es el tnico elemento en V' que satisface

A(v,P(g)) = (g,v)y YveV.

Dados F' € V' y V}, un subespacio de dimension finita de V', denote por u € V' y
up € Vj las tnicas soluciones de los esquemas continuo y de Galerkin, respecti-
vamente, esto es

A(u,v) = F(v) VveV,

A(uh,vh) = F(Uh) Vo, €V,

Demuestre que existe C' > 0 tal que

1 )
|m—umﬂscnw—umva{———uﬁ|ww»ﬂMw}.
SU Y Tl oo

84. Dados 2 := (0,1) y f € L*(Q), interesa resolver el siguiente problema:
—u" = f en Q, wuw(0)=0, (1) =1. (14)

a) Defina o := u/ en Q y demuestre que una formulacién variacional MIXTA de
(14) se reduce a: Hallar (o, (u,p)) € H x Q tal que

a(o,7) +b(1, (u,p)) = F(r) Vr€H,
blo, (v,9)) = G((v,¢)) V(v,¥) €Q,

donde H := H(Q), Q = L*(Q) xR, FEH , GeQ,ya: Hx H— R,
b: H x (Q — R son las formas bilineales definidas por

(15)

a(o,7) = /ade Vo, 7€ H,
Q
br o)) i= [ or'de £ wr(D) Vi (0,) € H Q.

b) Defina los funcionales F' y G, y aplique la teoria de Babuska-Brezzi para
demostrar que (15) tiene una tnica solucién.

85. Sea (H, (-, -)) un espacio de Hilbert COMPLEJO, y seanu, v € H, u # v, tales que
|lu|| = ||v||. Definaw := u—wv y considere la proyeccién ortogonal P : H — S+
donde S es el subespacio generado por w. Demuestre que

P(u) = P(o) = 20 + {ilm(<u,v>)} .

Qué sucede cuando H es un Hilbert REAL 7 Interprete graficamente.
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86. Sean ) =la, b[, f € L*(Q), y considere el problema de valores de contorno
u = f en Q, w(a)=1u'(a)=ub)=u'(b) =0. (16)

i) Defina la incdgnita auxiliar o := u” en Q y demuestre que una formulacién
variacional MIXTA de (16) se reduce a: Hallar (o,u) € H'(Q2) x Hj(Q) tal
que

/Ude+/u’T’dx— 0 Vre HY(Q),
Q Q
(17)

/v’a’dx: —/fvdac Vo e Hy(Q).
Q Q

ii) Aplique la teoria de Babuska-Brezzi para demostrar que (17) tiene una tnica
solucion que depende continuamente del dato f.

87. (LEMA DE FORTIN). Sean H, ) espacios de Hilbert, y sea b: H x Q — R una
forma bilineal acotada que satisface la condicién inf-sup, es decir, existe g > 0

tal que:
b

verr vlla
v#0

> Bllale  VeeQ. (18)

Sean {Hp, }nen ¥ {@n }nen sucesiones de subespacios de dimensién finita de H y
@, respectivamente, y asuma que para cada n € N existe P,, € L(H, H,) tal que

b(’U - ,Pn(v)a%z) =0 Vn € Qn .

Suponga que la familia de operadores {P,}n,en es uniformemente acotada, es
decir existe C' > 0 tal que || P,/ z(a,m,) < C para todo n € N, y demuestre que
existe §* > 0, independiente de n, tal que

b(vn, ¢n)
sup ————=
vn €Hn ‘|Un||H
vn#0

> [ lanllo Van€Qn, VneN.

88. Sea ) un abierto acotado de R™ con frontera de clase C%!, y considere el espacio
de Sobolev H?(12), con producto escalar (-, -) y2(q), norma inducida || - ||g2(q), ¥
semi-norma | - |g2(q). Ademas, sea Pi(2) el espacio de polinomios sobre 2 de
grado < 1 con base {po,p1,...,pn} donde po(x) = 1y p;(x) = x; Vi € {1,...,n},
Vo= (r1,...,2,)T € Q.

a) (DESIGUALDAD DE POINCARE GENERALIZADA). Defina la aplicacién

n 1/2
Il = {Ivl?qz(m + > v p)me IQ} Vo e H*(Q),
i=0

24



b)

y demuestre que existen C, Cy > 0 tales que
Cilllolll < lollazg) < Colllolll Yo e HY Q).

IND.: Para la segunda desigualdad proceda por contradiccién, es decir,
suponga, en particular, que Vn € N existe v, € H*(Q) tal que ||v,|| g2 >

Unp,

n|||vn|||. Luego, defina w, = , observe que ||wy||g2() = 1, note

[[on | 722
que |[Jwy, ||| < L, y aplique el hecho que la inclusién de H2(2) en H'(2) es
compacta.

(LEMA DE DENY—LIONS) Considere el espacio cuociente H?(Q2)/P;(Q) con

norma || [v]||g20)/p ) : ei]_%i("ﬂ) v = plla2(q), y defina

[Vl2@pie) = vlaze) V] € H(Q)/Pi(Q).
Demuestre que | - |p2(q)/p, (@) esta bien definida y que existe C' > 0 tal que

]la2@/e < I]E2@)/P00

< Clpllaz@p@ V[P € B (Q)/P(Q).

IND.: Note que para todo p € Pi(€2) y para todo « con |a] = 2 se tiene
0% = 0. Aplique la desigualdad de Poincaré generalizada.

(LEMA DE BRAMBLE-HILBERT). Sea Il € L(H?*(Q), H'(Q2)) tal que II(p) =
p Vp € P (). Demuestre que existe C' > 0 tal que

||U—H(U>||H1(Q) S C|’U|H2(Q) Yov € HQ(Q)

IND.: Note que v —II(v) =v—p—II(v—p) Vp € P (Q), y luego aplique el
Lema de Deny-Lions.

89. Sea () un abierto acotado de R? y sea T := {71, T, ..., T} una triangularizacién
de €2, es decir:

1

ii

i) T
i)
i) Q
a)

’ es un triangulo con interior no-vacio Vj € {1,..., N},
T NT; =¢ Vi#j, y
Q =U{T;: je{l,.,N}}L

Defina el subespacio de [L*()]?
= {Te[L*(V]?*: div(r) € L*(T}) Vj € {1,...,N}},

provisto de la norma

1/2
||T|| = { ||‘T||[L2 Q)2 + Z ||d1V ||L2(T) } VT e H,
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y demuestre que (H, | - ||) es un espacio de Hilbert real.

IND.: note que la pertenencia local div(7) € L*(T}) estd dada en el sentido
distribucional, lo cual significa que existe z; € L*(T}) tal que

—/ Vgo-‘rdx:/ zipdr Yo eCi(T)).
T; T;
En este caso se escribe z; = div(7) en 7} (distribucionalmente).

b) Pruebe que existe un tnico o € H tal que ||o] < QY2 y

N
/U-Td:IJ+Z/(div(a)—l)diV(T)dx:O VreH.
0 Py

90. Sea © := (0,1) x (0,1) € R?y considere el espacio de Hilbert (H (div;Q), (-, -)),

91.

donde
H(div;Q) := {7 € [L*(Q))*: div(T) € L*(Q)}

¢, = /C-de + /div(C)diV(T)dx V¢, T € H(div; Q).
Q Q
Ademas, sea S el subespacio de H(div; ) dado por
={7r: 7(x)=(a+yx,8+v22) VI :=(x1,29) € Q; cona, B,7v € R},

y sea o € H(div; ) definida por  o(x) = (r129, 21+ 22) VYV := (21,22) €
Aplique el teorema de caracterizacion respectivo y encuentre la mejor aproxi-
macién de o por elementos de S, con respecto a la norma inducida por (-, ).

Sean H un espacio de Hilbert, A : H x H — R una forma bilineal acotada y
H-eliptica, y F' € H'. Ademaés, sea {H,}n,en una sucesiéon de subespacios de
dimension finita de H, y para cada n € N considere un funcional F,, € H], y una
forma bilineal acotada A, : H, x H, — R. Suponga también que existe & > 0,
independiente de n, tal que A, (v,,v,) > a||lv.ll3) Vo, € H,, Vn € N,

a) Pruebe que existen tnicos u € H y u, € H, tales que
A(u,v) = F(v) YveH y Ay (up,vy) = Fu(vy) Vv, € Hy.

b) Demuestre que existe C' > 0, independiente de n € N, tal que

o=l < € (e { T vlln + 1A@) 01 = Aol }
b Foi, - anH;L),

donde A: H — H'y A, : H, — H/ son los operadores lineales y acotados
inducidos por A y A,, respectivamente, e i, : H, — H es la inyeccion
candnica, esto es i,(v,) =v, Vv, € H,.
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92. Sea (H,(-,-)) un Hilbert y sea P € L(H, H), no trivial. Se dice que P es un
PROYECTOR si satisface P2 = P. En tal caso se dice que P es un PROYECTOR
ORTOGONAL si ademds verifica que (u,v) =0 Vu € R(P), VYve N(P).

a) Demuestre quesi P € L£(H, H) es un proyector entonces H = N(P) @ R(P)
y I[Pl = 1.
b) Demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) P es un proyector ortogonal.
ii) R(P) = N(P)*.
iii) P es autoadjunto

c) Demuestre quesi P € L(H, H) es un proyector ortogonal entonces || P|| = 1.

93. Sean ) un abierto acotado de R™, f € L?(f2), y considere el problema de valores
de contorno: —Awu = f en Q, u = 0 en 0. Se puede demostrar
que una formulacion variacional mixta de este problema se reduce a: Hallar

(o,u) € H(div;Q) x L*(Q) tal que

/QO’-Td$ + /QudiV(T)d.T - /deiv(a)d:v = /vadx (19)

para todo (7,v) € H(div;Q) x L?(Q), donde o := Vu en  representa una
incégnita adicional. Ademas, a partir de esta relacién, y dado 6 € R, se deduce

que
5 /(vu — o) (Vo+r)de =0 V(rv)eH = H(div:Q) x H(Q), (20)

y también
/Q div(e) div(r)dr = — /Q fdiv(r)de Ve HdiviQ).  (21)

De este modo, sumando (19), (20) y (21), se obtiene una formulacién variacional
mixta modificada, la cual tiene la forma: Hallar (o, u) € H tal que

A((o,u),(T,v)) = F(7,v) vV (r,v) € H, (22)

donde A : Hx H — R es una forma bilineal y F' : H — R es un funcional lineal.

Demuestre que, eligiendo § convenientemente, el problema (22) tiene una tnica
solucién (o,u) € H := H(div;Q) x H3 ().

IND.: La norma || - || g1(q) v la seminorma | - 1) son equivalentes en Hg(€2), es
decir existe ¢ > 0 tal que

cllvlling < g Vv e Hy(Q).
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94. Seann € Ny X := M, ,(R), el espacio vectorial de las matrices cuadradas de
orden n con coeficientes reales, provisto del producto escalar (A, B) := tr(A" B)
VA BeX.

a) Demuestre que X = Xgin @ Xagin, donde
Xsim:{A€X5 At:A} y Xasim:{AEXC At:_A}

b) Sea C = (¢jj)uxn € X talque ¢; =1 Vi>j y ¢; =0 Vi<j.
Encuentre las mejores aproximaciones de C' por matrices de Xgin vV Xasin,
con respecto a la norma inducida por (-, ).

95. Sea (H,(-,-)) un Hilbert y sea A : D(A) C H — H un operador lineal tal que
D(A) es denso en H.

a) Sea y € H y suponga que existe § € H tal que
(A(z),y) = (z,5) Vz €D(A).

Demuestre que dicho g es tnico.

b) Considere el conjunto
D(A) :={y € H: existe j € H tal que (A(z),y) = (z,§) Yz € D(A)},

y defina el operador A : D(A) — H dado por A(y) == § Yy € H.
Demuestre que A es lineal y cerrado.

96. Sea (H,(-,-)) un Hilbert y sea P € L(H, H), no trivial, distinto del operador
identidad I: H — H, y tal que P? = P. El objetivo de este ejercicio es probar
que |P|lzcm,my = |11 — P||zea,m), para cuyo efecto proceda como se indica:

a) Sea S un subespacio de dimension 2 de H y sea Q € L(S5,5), no trivial,
distinto del operador identidad I: S — S, vy tal que Q? = Q. Pruebe que
S = R(Q)®R(I-Q) y concluya que existen vectores nonulos p, ¢, 7, s € S
que satisfacen (p,q) = (r, s) = 1, tales que

Q) = (gvyp v (I-Q)) = (sv)r VveS.
b) A partir de la identidad v = Q(v) + (I— Q)(v) Vv € S, deduzca que
Il llgli® = [lrI* Isl* = 1 = (p,r) (g, s) y concluya asf que
1Qllzes.s) = [T = Qllecs.s):

c) Dado # € H tal que ||z|] = 1, considere el subespacio S generado por
los vectores z y P(x) y defina Q := P|s. Demuestre que Q € L(S,5),
observe que la dimensién de S es < 2, y luego pruebe, usando b), que

X =P)(@) < IPllemm):
d) Concluya, a partir de c), que |P||zm,m = 1T — Pl m)-

28



97. Sea €2 un abierto acotado de R™ con frontera suave I.

a) Considere el espacio de Sobolev H'(2) con norma || - ||1(q) y semi-norma
| - [#1(q). Defina la aplicacion

5 Y 1/2
Iv]|] = {]vﬁ{l(m + (/dex) } Vv e HY(Q),

y demuestre que existen C, Cy > 0 tales que
Cilllll < lvllae) < Calllvlll Vv e HY(Q).

IND.: Para la segunda desigualdad proceda por contradiccién, es decir,
suponga, en particular, que Vk € N existe v, € H'(Q) tal que [Jvg|/ 1) >
k|||vg]l]. Recuerde que la inclusién de H'(Q2) en L?(Q) es compacta, y que
si w € L*(Q) es tal que g—z =0 Vie{l,..,n}, entonces necesariamente
w es constante en 2.

b) Considere el problema de valores de contorno:

—Au=f en €, @:0 en [, /uda::(),
8V [9)

donde f € L%*(Q) es tal que / fdx = 0,y demuestre que su formulacién
Q
débil se reduce a: Hallar (u,\) € H'(Q) x R tal que

/Vu-Vvdx—i—)\/vd:c:/fvdx Vv e HY(Q),
) Q Q

,u/ud:z::O VueR.
Q

Utilice la teoria de Babuska-Brezzi para probar que este problema tiene
solucion tnica, la cual depende continuamente de f.

98. Sea (X, | - ||) un espacio vectorial normado y sea {x1,zs, ..., 2, } una base de un
subespacio U de X.

a) Demuestre que existen F, Fy, ..., F,, € X' tales que Fj(x;) = 6;; Vi,j €

{1,...,n}.
b) Pruebe que X = U @ V, donde V := °{Fy, F>, ..., F,}.

99. Dado p > 1, considere el espacio vectorial normado

6p(C) = {x = {Zalnen: 2, €C YneN y Y |z,[0 < +o0},

neN

provisto de la suma y multiplicacién por escalar usuales, y cuya norma esta dada

1/p
por ||x| := {Z |xn|p} . Demuestre que ¢,(C) es separable.
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100.

101.

102.

103.

Sea (V.|| - ||) un espacio de Banach y sea J : V' — R un funcional NO-LINEAL. Se

dice que J es CONTINUO (resp. DEBILMENTE CONTINUO) si para toda sucesién
w .

{Vn}nen C V tal que v, v € V (resp. v,—v € V) se tiene que

J(v,) — J(v) € R.
a) Determine cual de estos dos conceptos de continuidad implica al otro.

Un subconjunto U de V' se dice DEBILMENTE COMPACTO si toda sucesion { vy, }nen
de U posee una subsucesion débilmente convergente en U.

b) Pruebe que si U es un subconjunto compacto de V'y J : V' — R es continuo
(o bien si U es un subconjunto débilmente compacto de V'y J:V — R es
débilmente continuo), entonces existe u € U tal que

J = min J(v).
(u) = min J(v)

Un subconjunto U de V se dice DEBILMENTE CERRADO si el limite de toda
sucesion {v, pnen de U que converge débilmente, pertenece a U.

c) Demuestre que si V' es reflexivo, U es un subconjunto acotado y débilmente
cerrado de V., v J : V — R es débilmente continuo, entonces existe v € U

tal que
J(u) = min J(v).

(OPERADOR NORMAL). Sea H un Hilbert sobre C. Se dice que A € L(H, H) es
un operador normal si A* A = A A*. Pruebe en este caso que:

a) A € VP(A) siy solo si A € VP(A*). Concluya ademds que N(A — X) =
N(A* — ).

b) Si A\, p € VP(A), X # p, entonces N(A—ANI) L N(A* — ul).

(VALORES PROPIOS DE A). Sea € un abierto acotado de R™ con frontera
Lipschitz-continua. Demuestre que existen una base Hilbertiana {e, },en de
L?(2), y una sucesién { A\, fnen de nimeros reales con A, > 0, y A\, — +00
cuando n — +oo, tales que e, € Hi(Q) N H*(Q),y —Ae, = A\ye, en . Se
dice aqui que los A, son los valores propios del Laplaciano (con condicién de
Dirichlet), y que las e, son las funciones propias asociadas.

(ESPECTRO AUTOADJUNTO). Sean H un Hilbert complejo y A € L(H, H)
un operador autoadjunto. Dado un subespacio cerrado S de H invariante con
respecto a A, denote por o(A, S) y 0(A, S*) los espectros de las restricciones Alg
v Alg, respectivamente. Demuestre que o(A) = o(A,S)Ua(A,St).
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104.

105.

106.

107.

108.

Sea X := ([0, 1]) provisto de la norma uniforme
|ul| == max{|u(t)]: ¢t € [0,1]} Vue X,

y dado f € X, fijo, defina el funcional lineal F' : X — R como

Flu) = /01 W) fB)dt Vu e X

1
Demestre que F € X'y |F]| = /0 £ dt.

INDICACION: Para cada n € N considere z,, € X dada por x,(t) := u,(f(t))
vVt € [0,1], donde u, : R — R es la funcién continua

1 si t>1/n,
up(t) := ¢ =1 si t < —1/n,
nt si —1/n <t <1/n,
! 1
y luego use z,, para probar que || F| > / lf()]dt — —.
0 n

Dados A € R™"™ y b € R™, b # 0, defina el conjunto solucién
S(Ab) :={xz e R": Az =0b}.
Suponga que S(A,b) # ¢ y pruebe que existe z € R” tal que

inf n > 0.
welsr'l(A,b) <Z’ $>R

Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert real y sea A € L(H, H) el operador inducido
por una forma bilineal y acotada a : H x H — R. Ademas, sea II la proyeccion
ortogonal de H sobre un subespacio cerrado S, y suponga que existe o > 0 tal
que a(v,v) > a(v,v) Vo € S. Demuestre que ITA : S — S es una
biyeccién lineal.

Sean U, V' y W subespacios de un espacio de Hilbert H. Pruebe que

a) (UYL = T.
b) (V + W)t = vinwt
) VI WE = (VW)

Sea K :[0,1] x [0,1] — R una funcién continua y defina el operador integral
K : C0,1] — CJ0,1] por

1
K(u)(t) = / K(t,s)u(s)ds Vte [0,1], Yue Co,1].

0
Aplique el Teorema de Arzela - Ascoli para probar que K es compacto.
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109.

110.

111.

112.

113.

114.

Este ejercicio debe resolverse sin aplicar el Teorema de Hahn-Banach, en ninguna
de sus formas.

i) Sea S un subespacio de un espacio vectorial normado X sobre R y sea
f € 5'. Construya explicitamente un funcional lineal y acotado g : S — R
tal que g(z) = f(z) Ve e Sylglls = [fls-

ii) Sea S un subespacio de un espacio de Hilbert X sobre R y sea f € S’
Demuestre que existe F' € X' tal que F(z) = f(z) Vz e Sy ||F||lx =
1f1s-

Sea S un subespacio cerrado propio de un espacio vectorial normado (X, || - ||)
sobre el cuerpo R. Aplique el TEOREMA DE HAHN-BANACH (SEGUNDA VERSION
GEOMETRICA) para demostrar que existe F' € X' tal que F' # © y F(x) = 0
para todo x € S.

Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y sean Vi, V5, ..., Vy subespacios cerrados
mutuamente ortogonales de H, esto es v; L v; Yv; € V;, Vv, € V;, Vi # j.
Demuestre que [ —P = P} +Py+---+ Py, donde P: H — VANViEN--- NV
y P; : H — Vj son los proyectores ortogonales respectivos.

Sea © un abierto acotado de R™ y considere el espacio de Hilbert V' := [L*(Q)]™*"

sobre R con el producto escalar (o, 7) := [ o : 7, donde
Q
n
o:T = g 0ijTij Vo = (0ij)axn, T = (Tij)uxn € V.
,j=1

A su vez, defina el subespacio U := {aA + fB: «a,5€ R} = ({AB}),
donde A := (ajj)nxn ¥ B := (bij)nxn estan definidos por

(1 osij=i-1 (1 sij=itl
i '_{ 0 e.o.c. Y bij '_{ 0 e.o.c.

Encuentre U+ y defina explicitamente los proyectores ortogonales sobre U y U,
Qué sucede con estos proyectores si U se reemplaza por ({A,B,1}), donde I es
el tensor identidad de V' 7

Sean (Hy, (-,-)1) y (Ha, (-, -))2 espacios de Hilbert sobre C con normas inducidas
| 111y |l - ||2, respectivamente, y sea T € L(Hy, Hs) tal que |T(z)]l2 = [|z|1
Vx € Hy. Demuestre que (T'(x),T(y))s = (x,y)1 Vz,y € H;.

IND. Considere las expresiones nulas | T(x + y)||* — ||z + y||* v |T(z + iy)
|l + iyl*.

I” -

Sea (5(C) := { u = {Up}nen : un € C, Z lun|* < oo }, provisto del producto

n=1
escalar (u,v) = Z Up U Yu, v € l5(C). Demuestre que (¢5(C), (-, -)) es
n=1
Hilbert sobre C.
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115.

116.

117.

118.

Dado € un abierto acotado de R", defina el operador A : H'(2) — L?*(2) por
N

Aw) =) {/ﬂvu-vuj} v; Yu € HY(Q),donde {uy,uy,...,ux} € H'(Q)

j=1
y {v1,ve, ..., oy} € L*(€2). Demuestre que A es lineal y acotado y encuentre el
operador adjunto A*.

Sea X := (0, 1] provisto de la norma uniforme, y sean {p;}jen, {¢j}jen € X

tales que la serie Z p;(s)q;(t) converge uniformemente a una funcion continua

}:0.

A su vez, sea F; € X' definido por Fj;(u) = / ¢;(t)u(t)dt Vue X. Pruebe
0

j=1

K :[0,1] x [0,1] — R, es decir

K(s.0) = > py()a;(0)

lim { max
N—4o00 (s,t)€]0,1]%x[0,1]

—_

oo

que para todo G € X', la serie Z G(p,) F; es convergente en X'. Identifique el
j=1

valor del limite respectivo en términos del adjunto de un operador conveniente.

Dado Q un abierto acotado de R", defina el operador A : H*(Q) — H'(2) por
N

Alw) = > {/QAuAuj} v; Yu € H*(Q), donde {uy,uy,...,uy} € H*(Q)

j=1
y {v1,v9,...,uxy} C H'(R2). Demuestre que A es lineal y acotado y encuentre el
operador adjunto A*.

Sea 2 un dominio poligonal convexo de R? con frontera I', y dado f € L*(Q),
considere la ecuaciéon de Helmholtz con datos de Dirichlet:

Au+u=f en Q, u=0 en TI. (23)

i) Introduzca la incégnita auxiliar o := Vu en Q) y pruebe que una formulacién
variacional mixta de (23) se reduce a: Hallar o € H(div; () tal que

/Q oo — /Q div(e) div(r) = — /Q fdiv(r) V71 e H(div;Q). (24)

ii) Defina el operador P : H(div; Q) — [L*(Q)]? que a cada 7 € H(div;Q) le
asigna P(7T) := Vz, donde z € H}(2) N H?*() es la tinica solucién del
problema: Az = div(r) en Q, z =0 en I'.Pruebeque P esun
proyector compacto, y concluya que

H(div; Q) = P(H(div;Q)) & (I — P)(H(div;Q?)) .
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iii) Utilice la descomposicién anterior de H (div;{2) para demostrar que (24) se
reduce, equivalentemente, a: Hallar o € H(div; ) tal que

Alo,7) + K(o,T) = F(1) VT e H(div;Q), (25)
donde
Alo,7) = — /Q P(o)-P(r)— /Q div P(o) div P(r)+ /Q (I—P)(o)-(I—P)(7),

K(o,7):=2 /QP(O’)-P(T) + /QP(O’) (I —P)(T) + /(I—P)(O')-P(T),

Q
y F es el funcional definido por el lado derecho de (24).
iv) Sean A : H(div;Q2) — H(div;Q) y K : H(div;Q) — H(div;{2) los opera-
dores lineales y acotados asociados a las formas bilineales A y K, respecti-
vamente. Demuestre que A es biyectivo y que K es compacto.

IND. Defina el operador S(7) := (I — 2P)(7) y considere la expresién
A(T,S(T)) para probar que A satisface la condicién inf-sup continua.

119. Sean (H, (-,-)) un espacio de Hilbert sobre C y A : H — H un operador lineal
tal que (A(z),y) = (z, A(y)) Vx,y € H. Pruebe que A es acotado.

120. Sea X un espacio vectorial normado. Un subespacio W de X' se dice SATURADO
si para todo F' € X' — W existe x € °W tal que F(z) # 0.

a) Pruebe que si X es reflexivo y W es un subespacio cerrado de X', entonces
W es saturado.

b) Pruebe que un subespacio W de X’ es saturado si y sélo si W = (°W)°.

Un subconjunto W de X’ se dice DEBILMENTE* CERRADO si el limite de toda
sucesién {F, }nen de W que converge débilmente *, pertenece a W.

c¢) Pruebe que si un subespacio W de X' es saturado entonces ¢l es débilmente*
cerrado.

121. Sean (H, (-,-)) un espacio de Hilbert sobre Cy A € L(H, H). Se dice que A € C
es un VALOR PROPIO de A si existe x # 6 tal que Ax = Ax.

a) Pruebe que [A| < [|A].

b) Pruebe que si A es autoadjunto, entonces A\ € R.

c) Pruebe que si A es autoadjunto, y p # A es otro valor propio de A, entonces
NAI—-A) L N(uI—A).

122.  a) Sean X e Y espacios de Hilbert y sea K € L(X,Y) tal que K transforma
sucesiones débilmente convergentes de X en sucesiones convergentes de Y.
Pruebe que K es compacto.
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b) Sea X un espacio de Hilbert y sean {z,},exn € X, 2 € X, tales que x,—x
v ||znl| = ||z||. Pruebe que z, — .

c) Sean X e Y espacios de Hilbert y sea K € L(X,Y’) un operador compacto.
Aplique a) y b) para probar que K* € L(Y, X) también es compacto.

123. Sean V' y W subespacios cerrados de un Hilbert (H,(-,-)), ysean P: H - V' y
Q : H — W los proyectores ortogonales respectivos. Demuestre que

(Q—P)(z),z) >0 VzecH siysslosi VCW.

124. Sea X un espacio vectorial normado sobre R y sea a: X x X — R tal que

i) a(z,z) >0 Vz e X.
ii) a(z,y) = a(y,r) Vw,y e X.
iii) a(ax + Bz,y) = aa(r,y) + fa(z,y) Va,B € R, Vir,y 2z € X.

Pruebe que

[

1
la(z,y)| < galr,2) + S-alyy)  Ve,ye X, Ve>0.

N}

125. Sea © :=10,1[> € R?y considere el espacio de Hilbert (H (rot; ), {(-,)), donde

H(rot; Q) = {v = (v, 1) € [LA(Q)]* 1 1otw = — — —— € LQ(Q)} ,

(v,w) = / v-wdr + / rotv rotwdr Vv, w € H(rot; ).
Q Q
Ademas, sea S el subespacio de H (rot; 2) dado por
S:={r: () =(a+yx2, 8 —yx1) VI := (21,29) € Q; con, B,v € R},

y sea o € H(rot;Q2) definida por o(z) = (r1,23) Va := (r1,29) €
Encuentre S+ y defina explicitamente los proyectores ortogonales sobre S y S+.
Ademés, encuentre la mejor aproximacién de o por elementos de S+, con respecto
a la norma inducida por (-, ).

126. Sean U y V subespacios cerrados de un espacio vectorial normado X, y suponga
que existe r > 0 tal que

r sup F(z) < sup F(z) + sup F(z) VF e X'.

zeU+V zelU zeV
|lz]|<1 llzlI<1 llzlI<1

Razone por contradiccion y aplique la segunda versién geométrica del Teorema
de Hahn-Banach para concluir que

Bw(Q,T) Q BU(9,1> + Bv(e,l)
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127.

128.

129.

Sean X e Y Banach. Se dice que un operador lineal A : D(A) C X — Y

admite una clausura si existe un operador lineal B : D(B) C X — Y tal que B

es una extensién de A y G(B) = G(A). Demuestre que A admite una clausura
n—oo

si y sélo si para toda sucesion {x, t,en € D(A) tal que (x,, A(z,)) — (0,y),
con y € Y, se tiene necesariamente que y = 0.

El presente ejercicio apunta a aplicar la teoria desarrollada para el anélisis de la
funcién spline de interpolacién a otras dos situaciones distintas, pero con carac-
teristicas similares.

a) Sean  :=]a,b[, n € N, y considere la particién a < t; <ty < --- < t, <b.
Ademads, seanm € Ny «, § > 0. Luego, dado z := (21, 29,...,2,)* € R,

se pide analizar la solubilidad del siguiente problema: Hallar u := (uy,us) €
H™(Q)x H™(Q) tal que uy (t;) — ua(t;) = 2z Vi€ {1,2,...,n}, ydemodo
que

o / W™ (1) dt + B / (W™ (1))? dt

_ min {a/ W™ ()2 dt + B/ (v§m><t>>2dt}
v::(vl,vQ)GHm(Q)XHm('Q) 0 9]

U1 (tz) 7v2(ti) =2z; Vi
Se genera algiin cambio en su analisis si la condiciéon de interpolacion se
reemplaza por vi(t;) = va(t;) = z; Vi 7 Explique y fundamente.

b) Sea S un subespacio de dimension finita N de un Hilbert (H, (-,-)n), y sea
{p1,p2,...,pn} una base de S. Ademds, sea Il : H — St el proyector
ortogonal. Demuestre que para cada z := (21, 2,...,2y)" € RY existe un
unico u € H tal que (u,p))y = 2z Vie{l,2,...,N}, y de modo que

[Ty = win [T

(vpi)g =2 Vi

Deduzca un algoritmo para calcular u.

Sea G un subespacio de un espacio vectorial normado X, y sea N un subespacio
del dual de un espacio de Banach reflexivo Y. Demuestre que:

a) dist(f,G%) = sup |f(z)] VieX.

a<1

b) N = (°N)°.

c) dist(y,”N) = sup |g(y)] VyeY.
lal<t

d) dist(g, N) = sup [g(y)] Vg eV’
o<1
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130. Sea Q un dominio convexo y acotado de R? con frontera poligonal I, y sean
;)220 ¥ (- )1 (q) los productos escalares de L*(Q2) y H'(), respectivamente.

a) Pruebe que para todo r € L?(Q) existe un tinico z € H'(Q) tal que
(z,w)m@) = (rw)ro Vw € H'Y(Q).
b) Deduzca que z es la tinica solucién débil del problema de valores de contorno:
—Az+z=1r en Q, Vz-vr=0 en I,
donde v es el vector normal sobre I', y observe (no lo demuestre) que la

convexidad de Q garantiza que z € H?*(Q).
c¢) Defina un operador lineal apropiado y demuestre, utilizando el Teorema del
Grafo Cerrado, que existe C' > 0 tal que
HZHHQ(Q) S C ||T||L2(Q) VT’ € Lz(Q) .

131. Sean Hy, Hy, ()1, ()2 espacios de Hilbert sobre R, y sean a : H; x H, - R y
bj : H;xQ; — R, j € {1, 2}, formas bilineales acotadas con operadores inducidos
A € L(H,H,) yB; € L(H;,Q,), j € {1,2}, respectivamente. También, sea K
el espacio nulo de By, j € {1,2}, y sea II, el proyector ortogonal de Hy en Ko.
Suponga que:

i) II, A : K; — K5 es un isomorfismo.

ii) existen (1, B > 0 tales que

* b v, q .

1B @), = sup 20D > gl VaeQ, Ve {12},
'UGHJ' |v||HJ
v#£0

Pruebe que, dados F' € H) y G € )}, existe un unico (u,p) € Hy X Qs tal que
a(u,v) + ba(v,p) = F(v) Yve€E Hy,

bi(u,q) = Glq) YVqgeQr.

132.  a) Dado (X, (-,-)) un espacio de Hilbert sobre R con aplicacién de Riesz R :
X' — X, defina [-,-]: X' x X’ — R por
[F,G] = (R(F),R(G))  VF,Ge X,
y pruebe que (X’,[-,-]) es un espacio de Hilbert.

b) Sea X un espacio vectorial normado sobre R y denote por X” al dual del
dual X', es decir

X" = {f:X’ —R: Fes linealyacotado}.

Demuestre que para cada x € X el funcional J(z) : X’ — R definido por
J(z)(F) = F(x) VF € X’ es un elemento de X", y que la aplicacién
resultante J : X — X” es inyectiva e isométrica. Luego, utilice a) para
probar que si X es un Hilbert entonces J es biyectiva.
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133.

134.

135.

136.

Sea S un subespacio vectorial de un espacio vectorial normado X tal que S # X.
Demuestre (DE DOS MANERAS DISTINTAS) que existe F' € X’ tal que ||F|| #0y
F(z) =0 Vzelbs.

Sea () un abierto acotado de R", y sea « : {2 — R una funcién continua para la
cual existen constantes M, f > 0, tales que 8 < k(z) < M para todo x € (.
Demuestre, utilizando algin resultado de dualidad, que para todo f € L?*(Q)
existe un tnico u € H*(Q) tal que

/Q{H:Vu-Vv—i-%uv} :/va Vv € HY(Q),

Y 1/2
U < _— .
ul| 1) < {min {ﬁ,%}} £l 22

Sea ) un abierto acotado de R, considere los espacios de Hilbert reales dados
por X := L%(Q) e Y := R**? provistos de los productos escalares

(u,v)x = /uv Vu,v € X, (A,B)y == tr(A*B) VA BeY,
Q

y defina el operador A : X — Y por

/u /:vu

B Q Q
/:zzu /x2u
Q Q

i) Demuestre que A es lineal y acotado y calcule explicitamente el operador
adjunto A* y los espacios N(A), R(A), N(A*) y R(A*).

ii) Encuentre un subespacio cerrado S de X tal que A|g : S — R(A) sea
biyectivo.

iii) Defina Y = {BeY: B'= —B}ydemuestre que existe C' > 0 tal que
[A*(A)|[x = C inf |A-Blly VAeY.
BeY

A(u) - Vu e X.

iv) Reemplace X := L?(Q) por X := H'(2) con su producto escalar habitual,
y recalcule el operador adjunto A*.

Sean X, Y] e Y, espacios de Banach sobre K, y sean 4; : D(4;) € X — V)
y A2 : D(As) € X — Y, operadores lineales cerrados. Considere el espacio
producto Y := Y] x Y, y demuestre que el operador lineal A: D(A) C X — Y,
definido por A(z) = (Ai(x), As(x)) Vo € D(A) := D(A;) N D(A,), también
es cerrado. Reciprocamente, suponga que A : D(A) C X — Y es lineal cerrado,
y que para toda sucesién {z, }nen € D(A) tal que {A;(x,) }nen €s convergente
en Y;, i € {1,2}, existe una subsucesion {2’ }nen € {n}nen para la cual
{Aj(a:g))}neN es convergente en Y;, Vj € {1,2}. Demuestre en tal caso que para
cada 7 € {1,2}, A;|pa) es cerrado.
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137. Determine, justificadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o
falsas:

i) Todo operador lineal, acotado y biyectivo de un Banach X en un Banach Y
es compacto.

ii) Dados H y @ espacios de Hilbert se tiene que A € L(H, Q) es biyectivo si
y sélo si A* € L(Q, H) es biyectivo.
iii) Existen operadores compactos que no son cerrados.

iv) Dados X e Y espacios de Banach, el inverso de un operador lineal, cerrado
y biyectivo A : D(A) C X — Y, también es cerrado.

v) Dados X e Y espacios de Banach, el inverso de un operador lineal, cerrado
y biyectivo A : D(A) C X — Y, es acotado.

vi) Dados X e Y espacios de Banach, Y de dimensién finita, y A € L(X,Y),
el rango del operador adjunto A’ € L(Y', X') es cerrado.

138. Sean X e Y espacios de Banach y sea A : D(A) € X — Y lineal tal que
D(A) = X. Con el objeto de definir el operador adjunto A" : D(A") C V' — X/,
se introduce el subespacio de Y’ dado por

DA = {G €Y': existe c>0tal que |G(A(x))] < cllz|| Ve D(A)} :

a) Dado G € D(A’), defina el funcional f : D(A) — R por f(z) := G(A(x))
Vx € D(A), y demuestre que existe un tnico F' € X' tal que Flp) = f.

b) De acuerdo al anélisis en a), defina A’ : D(A’) C Y’ — X' por A(G) = F
VG € D(A), y pruebe que A’ es lineal y cerrado.

c) Suponga ahora que A es cerrado, en cuyo caso se sabe que N(A) = °R(A’),
y demuestre que si X es reflexivo entonces N(A)° = R(A’).

139. a) Sean X, Y espacios de Banach y suponga que existe un operador 7' €
L (X,Y) biyectivo. Demuestre que X es reflexivo (separable) si y sélo si Y
es reflexivo (separable).

b) Sean X, Y espacios de Banach separables (reflexivos). Demuestre que el
espacio producto X x Y también es separable (reflexivo).

¢) Dado un abierto Q2 de R™, considere el espacio de Hilbert (H (div;), (-,-)),
donde
H(div; Q) = {T e [LXQ)]": divr € LX(Q) } ,

(o,T) = / {0'-7' + diVO’diVT} Vo, T € H(div;2).
Q

Asuma que L?(Q) es separable y demuestre que H(div;(2) también lo es.
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140.

141.

142.

143.

144.

Sean X un Hilbert sobre K (R 0o C) y F': X — K un funcional lineal tal que su
espacio nulo N(F) := {x eX: Fx)= O} no es denso en X. Pruebe que
F € X'y concluya asi que N(F') es un subespacio cerrado propio de X.

Sean X un espacio vectorial normado y {F CF Fy - F N} funcionales lineales
N

sobre X tales que ﬂ N(F;) € N(F). Aplique la segunda forma geométrica

1=1
del Teorema de Hahn-Banach para probar que existen escalares aq, ao, -+, ay
N

tales que F' = Z a; F;. Explique como se simplifica la demostracién anterior,
i=1

sin usar ninguna versién del Teorema de Hahn-Banach sino sélo argumentos de

ortogonalidad, en el caso particular en que X es un Hilbert y ninguno de los

espacios nulos de los funcionales involucrados es denso en X.

Dados X, Y y Z espacios de Banach, considere operadores A : D(A) C X — Y
y B:D(B) C X — Z lineales tales que D(A) C D(B), A es cerrado y B admite
una clausura. Demuestre que existe una constante C' > 0 tal que

IB@I < C{1A@)] + 2]} Vo eD(A).

Sean Q =] — m,w[ y (H'(Q),{-,-)10) el espacio de Sobolev de orden 1. A
su vez, sea n € N y considere los conjuntos de funciones {pg,p1,pa,- -, Pn}
v {9, %1,G2, "+, q.} definidos por pi(t) := sen(kt) y qi(t) := cos(kt) Vt €
[, 7], Vke{0,1,---,n}. Entonces, dado z := (29,21, 22,...,2,)" € R",
se pide analizar la solubilidad del siguiente problema: Hallar u := (uj,us) €
HY(Q) x HY(Q) tal que (uy,pr)1o + (Ua,@eh1o = 2 VEk € {0,1,2,...,n}, y
de modo que

[y a+ [ heya

Q

= min {/ (Ull(t))gdt +/(v§(t))2dt}
vi=(vy,vg)€HL(Q)xHL1(Q) 9] Q

(v1,pk)1,0 + (v2,qK)1,0 =2k VE

El presente ejercicio apunta a caracterizar la sobreyectividad de un operador cuyo
rango esta contenido en un espacio producto, en términos de la sobreyectividad
de sus respectivas componentes.

a) Recuerde primero que, dados m, n € N y un operador lineal B : R* — R™,
el Teorema de las Dimensiones establece que n = dim N(B) + dim R(B).
Luego, suponga que m = my +may y que B(z) = (By(z),Bz(z)) V2 e R",
donde B; : R" — R es lineal para cada i € {1,2}, y demuestre que B es
sobreyectivo si y sélo si

i) By y Bs son sobreyectivos. ii) R = N(By) + N(Bs).
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b) Sean U y V subespacios cerrados de un Hilbert (X, (-,-)). Pruebe que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

VUt CU+ V. i) X =U+ V. i) Ut + VE C U + V.

c) Sean X, Y; e Y; espacios de Hilbert arbitrarios y defina Y := Y] x V5.
Luego, sea B € L(X,Y) tal que B(z) = (Bi(z),Bs(z)) Vaz € X, donde
B, € L(X,Y;) Vie{l,2}, y demuestre que B es sobreyectivo si y sélo si

i) By y B, son sobreyectivos. i) X = N(By) + N(By).

145. Sea X un espacio vectorial normado. Un subespacio W de X’ se dice SATURADO
si para todo F' € X' — W existe x € °W tal que F(x) # 0. Equivalentemente,
un subespacio W de X' es saturado si y sélo st W = (°W)°. El objetivo de
este ejercicio es probar que un espacio de Banach X es reflexivo si y solo si todo
subespacio cerrado de X’ es saturado. Para la primera implicacién recuerde un
resultado dado en clases, y para la segunda proceda como sigue:

i) Considere F € X", F # 0, defina W := {F e X' . F(F) = 0}, y
pruebe que existen G € X' — W y x; € °W tal que G(z1) # 0.
ii) Demuestre que X' = W @& ({G}), defina H € X" por

H(F) = G(zy) F(F) — F(G) F(z1) VFeX',
y utilice la descomposicion de X’ para concluir que H es el funcional nulo.

F(@)
G(z1)"

iii) Deduzca a partir de ii) que F = J(Bx1), con § =

146. a) Sean X e Y espacios de Hilbert y sea K € L(X,Y) tal que K transforma
sucesiones débilmente convergentes de X en sucesiones convergentes de Y.
Pruebe que K es compacto.

b) Sea X un espacio de Hilbert y sean {7, },exn € X, 2 € X, tales que x,—x
v ||lznl| = ||z||. Pruebe que z, — =.

c) Sean X e Y espacios de Hilbert y sea K € L(X,Y’) un operador compacto.
Aplique a) y b) para probar que K* € L(Y, X) también es compacto.

147. Este problema constituye una versién particular del Lema de Peetre-Tartar.

a) Sean X, Y y Z, espacios de Banach, y considere operadores A € L(X,Y) y
B € L(X, Z), tales que B es compacto. Ademds, suponga que existe ¢ > 0
tal que

loll < e{llA@)| + I1B@)I ]  VoexX.

Demuestre que N(A) es de dimension finita, y luego razone por contradiccion
para probar que existe C' > 0 tal que

dist(z, N(A)) < C||A(2)|| Ve X.
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b) Dado © un abierto acotado de R" con frontera suave I', es facil ver que se
tiene la descomposicién H(Q) = H'(Q) @& Py(Q), donde Py(2) es el espacio
de polinomios constantes sobre Q y H'(Q) := {U eH(Q): [yv=0 }
Ademds, se sabe (no lo demuestre) que la norma || - |10 y la semi-norma
|- 1.0 son equivalentes en H'(£2). Aplique a), esta equivalencia y el teorema
de trazas, para demostrar que existen constantes C, Cy > 0, tales que

Cillvllia < [vlig + Iolor < Callvllig Yoe HY(Q).  (26)

148. Sean A, B, C' : l3(R) — ¢3(R) los operadores definidos, para cada sucesién
x = {2uaen € B(R), por A(x) = {22} B = (0}U {23}y
C(x) := {%}neN. Demuestre que 0 € 0,(A4) N 0,.(B) N 0.(C).

149. Sean Hy, H,, ()1, Q) espacios de Hilbert sobre R, y sean a : H; x H, — Ry
bj : HixQ; — R, j € {1, 2}, formas bilineales acotadas con operadores inducidos
A€ L(H,H,) yBj; € L(H},Q,), j €{1,2}, respectivamente. También, sea K
el espacio nulo de B;, j € {1,2}, y sea Il, el proyector ortogonal de Hy en K.
Suponga que:

i) I A : K7 — K es un isomorfismo.

ii) existen (1, B > 0 tales que

bi(v, .
IB: @), = sup 20D > gigle, Ve @, Ve {12},
veH; ||U||HJ

v#£0

Pruebe que, dados F' € H) y G € (), existe un unico (u,p) € Hy x ()5 tal que
a(u,v) + ba(v,p) = F(v) Vv € Hy,
bi(u,q) = G(q) VqgeQ.
Ademads, deduzca condiciones del tipo inf-sup que sean equivalentes a 1).

150. Sean €2 un abierto de R™ y p : 2 — R una funcién medible y positiva. Entonces
se define el espacio ponderado

E(p) = {u :Q — R medible: p'?u € LQ(Q)}
provisto de la norma ||ul| gy = |[pY2uloa Vu € E(p).

a) Dadas funciones p, ¢ :  — R medibles y positivas, y un pardmetro § €]0, 1,
demuestre que el espacio de interpolacién (E(p), E(q))s2 coincide con E(r),
donde r := p'~%¢°. Concluya, ademés, que

sen o

1-0)6) "
ullls2 = Cs2llullpey Yue E(r), con Cso:= {u} _
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b) Para cada t € R considere p; : R" — R definida por p,(¢) := (1 + ||€]]?)!
V& € R™, y observe, considerando 2 = R", que la transformada de Fourier
F : H(R™) — E(p;) y su inversa F ' : E(p,) — H'(R") son isometrias.
Luego, utilizando a), demuestre que para cada sg, s1 € Ry § €]0, 1], se
tiene, con s := (1 — 6) sp + 051, que F : (H*(R"), H*(R"))s2 — E(ps) vy
F~1: E(ps) — (H*(R"), H**(R™))s2 son biyecciones continuas. Concluya,
a partir de esto dltimo, que (H*(R"), H**(R"))s;2 = H*(R") y que

lullsme = Csz Mullls2 Yu € HY(R").
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