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1. Sea 2~ un abierto conexo y acotado de R? con frontera I', y sea QT la region

anular acotada por I' y una curva cerrada X cuyo interior contiene a I". Ademas,
sean vy : HY(Q™) — HY2(T) y o : HY(QT) — HY?(0QF) = HY(T') x HY?(%)
los operadores de trazas respectivos, y denote Q := Q- UT U Q™.

a) Demuestre que v € H'(Q) si y sélo si:
v e L*(Q), vlo- € H'(Q7), v|gr € HY(QT), v 75 (va-) =75 (v]g+) en T.

Dados f~ € L3(Q7), f+ € L*(QF), gr € H V3T, y g= € HV/%(X), considere
el problema de transmisién: Hallar (u=,u") € H'(Q27) x HY(Q") tales que

—Au” = f" en Q, —Aut = ft en QF,
W) =) e T, (Ved) < (V) = g en T

v (Vut) = g5 en X, vy /u+/ ut =0,

donde 75, : H(div;Q7) — H™Y2T) y ~, : H(div; Q") — HV2(00%) =
H=Y2(T") x H=1/2(X) son los operadores de trazas normales respectivos (v apunta
hacia Q" en I" y hacia el exterior de Q7 en ).

b) Utilice identidades de Green en espacios de Sobolev convenientes y deduzca
una formulacién variacional de (1) con incégnita en un subespacio cerrado

V de HY(Q).

c¢) Identifique una condicién de compatibilidad sobre los datos, y demuestre en
tal caso que la formulacién obtenida en b) posee una tnica solucién, la cual
depende continuamente de f~, T, gr, v gs.

d) Pruebe que el esquema de Galerkin asociado es convergente para cualquier
familia numerable {V},},~0 de subespacios de dimensién finita de V' tales
que }llirr(l) dist(v, V) = 0 Yo e V.

%

e) Demuestre que la formulacién obtenida en b) es equivalente a una formu-
lacién variacional mixta con incégnita en H'(Q2) x R, y verifique que ella
satisface las hipdtesis del Teorema de Babuska-Brezzi.



2. Sea ) un abierto acotado de R™ con frontera I' Lipschitz-continua y defina

D) = {v|r: v e CFR"}.

Pruebe que H'/2(T') € D(T) Illo.x y HV2(T) = mll‘\h/n'

3. Sea 2 un abierto acotado de R™ con frontera I' Lipschitz-continua, y considere
la aplicacién ||| - ||| : HY(Q2) — R definida por

1/2
llelll = { IoBq + o3}~ ¥ve HY(Q),

donde 7o : H'(Q) — H'?(T") es el operador de trazas usual. Utilice un argumento
analogo al de la demostracién de la desigualdad de Poincaré generalizada para
probar que || - |l ¥ ||| - ||| son equivalentes en H'((2).

4. Sean (H,{-,)m,| - |lz) un espacio de Hilbert real y A : H x H — R una forma
bilineal acotada con operador inducido A € L(H,H). Suponga que existen
operadores Sy, Sy € L(H, H) y constantes ay, ap > 0 tales que

a)

c)

(STA(T), g > en |7l v (ASa(r),T)w > aa|7|}; V7 € H.
Pruebe que para todo I’ € H’ existe un tnico o € H tal que
Ao, ) = F(1) VT e H, (2)
y deduzca la existencia de C' > 0, independiente de F', tal que

lolle < ClEF|a

Sea { Hp, } >0 una familia numerable de subespacios de dimensién finita de H
tal que }lLir% dist(r, H,) = 0 VT € H,y,dado F' € H’', considere el esquema
—

de Galerkin: Hallar o, € Hj, tal que
A(O’h,Th) = F(Th) VTh € H,. (3)

Suponga que para ¢ = 1 o para i = 2 (pero no para ambos), existen opera-
dores inyectivos S;, € L(H}, Hy,) para todo h > 0, y constantes C;, 6 > 0,
independientes de h, tales que

1Si(m) = Sin(m)llr < Cih®ISi(m) | V7 € Hy, .

Demuestre que existe hy > 0 tal que para todo h < hg el problema (3) tiene
solucion tunica, es estable, y se verifica la estimacion de Cea.

Qué puede decir sobre las hipétesis para a) y b) si A es simétrica ?



5. Sean (X, (-,")x), (Y,(:,-)y) espacios de Hilbert y considere operadores P €
LIX,X), Qe LIX,)Y)yS e L(Y,Y). Suponga que S es semi-definido posi-
tivo, esto es (S(y),y)y > 0 Vy €Y, y que existen constantes «, 5 > 0 tales
que

(Pr,2)x > allz||k¥ Vr€X y sup

> Bllylly VyeY.

2 Tl

a) Dados f € X y g € Y, demuestre que existe un unico par (z,y) € X x Y
tal que

P T f

Q =S ] g

b) Sea X x Y} un subespacio de dimensién finita de X x Y. Defina explici-
tamente el esquema de Galerkin asociado y demuestre que se satisface la
estimacion de Céa correspondiente.

6. Sean (X, (-,)x), (Y, (-,-)y) espacios de Hilbert y considere operadores P : X —
X,Q € LIX,Y)y S e L(Y,Y). Suponga que S es semi-definido positivo, esto
es (S(y),y)y = 0 Vy € Y, que P es NOLINEAL, y que existen constantes
M, a, B > 0 tales que

||Pz—Pz||x < M||lz—2||x , (Pr—Pz,2-2)x > allz—2|[% V2,7 €X,

y

(@), y)y

sup ———+——
exff|x
z#0

> Bllylly VyeY.

a) Dados f € X y g € Y, demuestre que existe un unico par (Z,7) € X x Y
tal que

=

P f

Q@ =S y g
b) Sea X x Y} un subespacio de dimensién finita de X x Y. Defina explici-

tamente el esquema de Galerkin asociado y demuestre que se satisface la
estimacién de Céa correspondiente.

7. a) Sea S un subespacio de un Hilbert H. Demuestre que S+ = S*.

b) Sea (2 un abierto acotado de R™ con frontera suave I', y considere el espacio
de Sobolev H'(€2). Encuentre y caracterice el subespacio V de H'(Q) tal
que H'(Q) = H}(Q) & V.

8. (LEMA DE STRANG). Sean H un espacio de Hilbert, A: H x H — R una forma
bilineal acotada y H-eliptica, y F' € H'. Ademés, sea {H, },eNn una sucesion de
subespacios de dimensién finita de H, y para cada n € N considere un funcional
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F,, € H] y una forma bilineal acotada A, : H,, x H,, — R. Suponga también que
existe @ > 0, independiente de n, tal que A, (v,,v,) > allva||% Vo, € Hy,
Vn e N.

a) Pruebe que existen tnicos u € H y u, € H, tales que

A(u,v) = F(v) VYve H y A (Up,vy) = Fu(vy) Vv, € H,.

b) Demuestre que existe C' > 0, independiente de n € N, tal que

A —A
fu—lls < € inf Q4 sup A= Anlns )
vn€EHn wneﬁ)n ||wn||H
Wn

F n _Fn n
v ool g P = Fuw)
#0

Wn

9. Sea () un abierto acotado de R"™ con frontera I' suficientemente suave, y defina

Vo {v e H(Q) : /vada;:o VpEPl(Q)},

donde P1(2) es el espacio de polinomios de grado < 1 sobre . Demuestre que
la norma || - | g2() v la seminorma | - |2y son equivalentes en V.

10. Sean (H,(-,-)u) v (@, (-,-)g) espacios de Hilbert, y sea B € L(H, () con espacio
nulo V := N(B).

B B
a) Demuestre que sup M = sup < (U)v q)Q
’L']uil(-)l ||U||H vevL ||U||H

v#£0
Blhae 5 510, Veeqy

VqgeQ.

b) Suponga que existe § > 0 tal que  sup

vt vlle
v#0

pruebe que H = R(B*) ¢ V.

11. (LEMA DE AUBIN-NITSCHE). Sean (H, (-,-)x), (V, (-, -)v) espacios de Hilbert tal
que V C H y el operador identidad i : V' — H es continuo. Sea A: V xV — R
una forma bilineal acotada y V-eliptica, y considere el operador P : H — V,
donde para todo g € H, P(g) es el tinico elemento en V' que satisface

A(v,P(g9)) = (g,v)g YveV.

Dados F' € V' y V}, un subespacio de dimension finita de V', denote por u € V'y
up € Vj, las tUnicas soluciones de los esquemas continuo y de Galerkin, respecti-
vamente, esto es

A(u,v) = F(v) YveV,
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A(’U,h,’l}h> = F(Uh) Vvh € Vh .

Demuestre que existe C' > 0 tal que

1
HU—UhHH < CHU UhHV sup {— inf HP(Q)—UhHV} .
gl voneva

geH

12. Sea Q un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C%'. Dada f € [L*(Q)]?,
nos interesa el siguiente problema de elasticidad lineal: Hallar el desplazamiento
u € [HY(Q))? y el tensor de esfuerzos o € H(div; Q) tal que

o=Ce(u) := Are(u)lo+2ue(u) en €,

dive=—f en Q u=0 en I,
donde A, u > 0 son las constantes de Lamé, I, es la matriz identidad de R?*?,

1
y e(u) = 5 (Vu+ (Vu)®) es el tensor de deformaciones. Es facil verificar que

e(u) puede re-escribirse como

e(fu)=Vu—~v en Q,

1
donde vy := 3 (Vu—(Vu)*) es una nueva incégnita (llamada rotacién) que vive
en el espacio R := {n € [L*(Q)]**?: n+n*=0}.

a) Demuestre que una formulacién variacional MIXTA de este problema se re-
duce a: Hallar (o, (u,v)) € H x Q tal que

a(o,7) +b(1, (u,y)) = 0 VreH,
bo, (v,1)) = —/f-vdrc vomeq,
Q
donde H := {7 € H(div;Q) : [, tr = [L2(Q))? xR, y
a: [LA(Q)]**? x [LA(Q)]**? - R, b : ( ) —> R son las formas

bilineales definidas por:

1 A 2/())]2%2
a(o, T) .—ﬂ/Qa.de—m/Qtr(a)tr(T)dIVU,TG[L ()1,

b(t, (v,m)) ::/Qv-diVde%—/QT:ndx Y (7, (v,n)) € H(div; ) x Q.

b) Demuestre que a y b satisfacen las hipétesis de la teoria de Babuska-Brezzi.

¢) Sea (K1, k2, k3) un vector de pardmetros positivos y considere las siguientes
ecuaciones del tipo Galerkin-residuales:

K1 /Q(e(u)—C_la) (e(v)+C7' 1) = 0, (5)
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o /Q div (o) - div (1) = — ks /Q f - div (1), (6)

HS/Q (7—%(Vu—(Vu)t)> : (n+%(Vv—(Vv)t)) —0, (1

para todo (7,v,m) € H x [H}(Q)]? x R. Demuestre que k1, k2 y k3 pueden
elegirse explicitamente, y dependiendo sélo de i, de modo que la formulacion
variacional que resulta al restar la segunda de la primera ecuacién en (4), y
luego sumar (5), (6) y (7), satisface las hipotesis del Lema de Lax-Milgram.

13. Seaa =x9g < x1 <+ < T, < Typy1 = b una particién del intervalo Q := (a,b).
Sea H,, un espacio de funciones definidas sobre €2 y para cada i € {1,...,n + 1}
denote por H,; el espacio de restricciones de H,, al subintervalo [z;_q, x;].

a) Demuestre que si H, C C(Q) v H,; € HY(z;_1,z;) Vi € {1,...,n + 1},
entonces H, C H'(Q).

b) Demuestre que si H, C CY(Q) y H,; C H*(w;_qy,2;) Vi € {1,...,n + 1},
entonces H, C H%(Q).

14. a) Para cada j € {1,2,3,4} encuentre el tnico polinomio p; de grado < 3 tal
que (p;(0), p3(0), p;(1),p;(1))* = e, donde e; es el j-ésimo vector de la base
canénica de R

b) Sea 0 = xy < 1 < -++ < T, < Tpy1 = 1 una particién UNIFORME de €) :=
(0,1). Para todo i € {1,...,n+ 1} y para cada j € {1,2,3,4}, encuentre el
polinomio p; ; de grado < 3 tal que (pij(zi1), D} ;(Ti-1), pij(7:), i ;(25))" =
e;. (INDICACION: Denote h := %H y utilice lo obtenido en a) en conjunto
con un cambio de variable afin entre [0,1] y [z;-1, z4]).

c) Para cada i € {1,...,n + 1} denote por P; al espacio de funciones definidas
sobre [x;_1,x;], generado por los polinomios p; ;, j € {1,2,3,4}, y defina el
espacio de elementos finitos

H,:={veC"(Q): v(0)=v(0)=v(l) =2'(1)=0, vy

[wi1,25]) € P, Vie {1, N+ 1} }

Pruebe que H,, C HZ(Q) := {v € H*(Q) : v(0) ='(0) =v(1) = /(1) = 0},
y defina explicitamente una base de H;.

v

d) Considere el problema de valores de contorno

u = f en Q,
w(0) =/ (0) = u(l)=u'(1)=0, (8)

donde f(x) = z para todo x € Q. Demuestre que la formulacién débil de
(8) se reduce a encontrar u € HZ(2) tal que

/u”v”dx:/xvdm Vv e H(Q). (9)
0 0
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15.

16.

17.

Establezca el esquema de Galerkin asociado a (9) utilizando el espacio de
elementos finitos H; definido en c), y calcule el vector de carga respectivo.

Sea (2 un abierto acotado de R™ con frontera I' de clase C%!, y defina el espacio
V = {ve H*(Q): vov =0 en T}. Demuestre que existe C' > 0 tal que
vl < CllAv||2@ Vv € V. Concluya que la norma || - |[g2) ¥ la
seminorma | - |g2(q) son equivalentes en V.

Sea H un espacio de Hilbert, y sea { H, },en una sucesion de subespacios de
dimension finita de H tal que H,,_;1 C H, Vn € N,y U,en H,, es denso en H.
Sea B : H x H — R una forma bilineal acotada y suponga que para todo f € H’
existe una tunica sucesién { u,(f) }nen € H tal que

un(f) € Hy , Blun(f),vn) = f(on) VYoo € Hy,

v [lun ()] < Collfl| Vn € N, donde Cj es una constante positiva independiente
de n y de f. Suponga ademds que para todo f € H' existe un tnico u(f) € H
tal que

B(u(f),v) = f(v) Vv € H.
Demuestre que

lim Ju(f) — w(f)| = 0 VfeH.

n—-+o0o

IND.: Defina la proyeccién de Galerkin P, : H — H,, donde Vv € H, P,v
denota la tnica solucién de B(P,v,w,) = B(v,w,) VYw, € H, y observe que

Sea 2 un dominio acotado de R? con frontera suave I'. Considere el problema de
valores de contorno:

—Au=f en

o 7t (10)

/udx:al,
Q

donde a; € R, f € L*(Q),y g € L*(T) satisfacen la condicién de compatibili-

dad
/fdx—}—/gds:().
Q r

Demuestre que una formulacién débil de (10) consiste en: Hallar (u, \) € H' () x

R tal que
/Vu-Vvdx+)\/vda::/fvdx—l—/gvds,
Q Q Q r

,u/ud:v:,ual,
Q
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para todo (v, ) € HY(Q) x R. Utilice la teorfa de Babuska-Brezzi para probar
que este problema tiene tnica solucion, la cual depende continuamente de los
datos.

18. Sea () := (0, 3) y considere el problema de valores de contorno: —u” + (z+1)u =
zen Q, u(0) = u(3) = 0. Deduzca la formulacién débil respectiva y demuestre
que ella tiene una tnica soluciéon u € H}(Q). Considere la particién uniforme
O=20<x1=1< 29 =2 < 23 =37y establezca el sistema de Galerkin asociado
usando el subespacio

Hy :={veC(Q):v(0)=v(3)=0 y v|gm_, es un polinomio

de grado < 1,Vje {1,2,3}}.

IND.: Notar que Hy =< {ej,ea} >, donde e; € Hj es tal que e;(z;) = J;; para
todo i, j € {1,2}.

19. Sea © un abierto acotado de R? con frontera suave I', y sea f € [L*(Q)]*
EL PROBLEMA DE STOKES consiste en encontrar el vector de velocidades u :=
(u1,uz) y la presion p de un fluido, tales que

—Au+Vp=f en Q,

divu =0 en €, (11)

u=0 en I, /pdsz.
Q

i) Defina los espacios H = [Hy(Q)]* y Q = {q € L*(Q): [, qdz =0},
y demuestre que la formulacién débil de (11) se reduce a: encontrar (u,p) €
H x Q tales que:

A(u,v) + B(v,p) = F(v) Yv e H,
Blu,q) = 0 Vq e @,

donde A: HxH—R,B: HxQ—RyF € H' estdn definidos por
2
A(u,v) = Z / Vu,; - Vv dz,
i=1 /&

B(v,p) = —/deivvdx , F(v) —/Qf~vdx.

ii) Aplique la teoria de Babuska-Brezzi para probar que esta formulacién tiene
una unica solucién.

20. i) Calcule las funciones base locales del espacio de elementos finitos V}, asociado
a una triangulacién 7, hecha de cuadrados de tipo (2).



21.

22.

23.

24.

ii) Considere el operador Laplaciano y calcule la matriz de rigidez local para el
caso particular de un cuadrado de tipo 1 con vértices (0,0), (1,0), (1,1) y
(0,1)

Calcule las coordenadas baricéntricas del 3-simplex (tetraedro) K de R? determi-
nado por los vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1), y calcule explicitamente
las 4 funciones base de P»(K) asociadas a dichos vértices.

(Notar que dim P»(K) = card ¥ = 10).

Sea € un rectangulo de R?, y sea 7, una triangulacién uniforme de () hecha de
cuadrados K con lados (de longitud h) paralelos a los ejes coordenados. Considere
la formulacién variacional en HJ(f2) de la ecuacién de Poisson con condiciones
de Dirichlet homogéneas, y calcule la matriz de rigidez local para el cuadrado de
tipo (1) con vértices (x1,vy1), (x1 + h, 1), (1 +h,y1 +h) y (21,11 + h).

Sea € un abierto acotado de R? con frontera poligonal T, y defina H := H(Q)
provisto de su producto escalar usual (-,-)y. Considere un operador NOLINEAL
T : H — H, FUERTEMENTE MONOTONO y LIPSCHITZ-CONTINUO. Esto sig-
nifica que existen constantes o, M > 0 tales que

(T(v) = T(w),v —wyg > alv—wllf v [|T@) =Tz < Mv—wllx
para todo v, w € H.

i) Dada f € H, demuestre que existe un tnico v € H tal que T'(u) = f.

ii) Sea Hj, el subespacio de elementos finitos de H que resulta de una trian-
gulacion regular 7T;, de €2 hecha con tridngulos de tipo (1), y considere el
esquema de Galerkin asociado: Hallar uy, € Hy tal que

<T(uh)>vh>H = <f,Uh>H V’Uh € Hh.

Suponga que u € H*(Q) y demuestre que existe C' > 0, independiente de h,
tal que

Sea 2 un abierto acotado de R"™ con frontera poligonal, y sea 7, una triangulacion
regular de Q hecha de n-simplex o n-rectdngulos, todos ellos afin-equivalentes a
un elemento finito de referencia K. Como es usual, el parametro h esta dado por
h :=max{hx : K € T,}, donde hk es el didmetro de K. Ahora, para todo
K € Ty, se define el operador local Ik : H'(K) — L*(K) como

Mye(v) = ﬁ /Kv(x)dx Vo e H'(K).

Ademds, se define el operador global II : HY(Q) — L%*(2) como

M(v) |k = Hx(vlx) VE €T Yve H(Q).



a) Demuestre que existe C' > 0, que depende sélo de K , tal que
H v — H(’U) HLQ(Q) < Ch |U‘H1(Q) Yv e Hl(Q) .

b) Defina el espacio Hy, := {v, € L*(Q) : w,|x € P(K)VK € Ty }, donde

Py(K) denota el espacio de funciones constantes sobre K, y pruebe que

. . 2
ilzli% {Uhlglf{h v = vnllL2(0) } =0 Vove Ll Q).
25. Sea € un abierto acotado de R? con frontera poligonal I'.  Una formulacién
variacional MIXTA para la ecuacién de Poisson en Q, con dato f € L*(Q), y
condicién de Dirichlet dada por g € H'/%(T'), consiste en: Hallar (o,u) € X x M

tal que
A(o,7) + B(r,u) = [, g7-vds,
B(o,v) = — [, fvdz,

para todo (1,v) € X x M, donde X := H(div;Q), M := L*(Q), v es el vector
normal unitario exterior a ', y las formas bilineales A : X x X — Ry B :
X x M — R estan definidas por

(12)

A(p,T)I:/Q,O-Td:L‘ Vp, 7€ X,

B(1,v) ::/ vdivrdr VY(r,v) € X x M.
Q

a) Demuestre que Ay B satisfacen las hipétesis de la teoria de Babuska-Brezzi,
y concluya que existe Cy > 0 tal que

(o, w)llxxar < Co sup  {Alp,7) + B(m,w) + B(p,v) } (13)

[H(mv)ll <1

para todo (p,w) € X x M.

b) El siguiente objetivo es deducir una ESTIMACION DE ERROR A-POSTERIORI
para (12). Para ello, sea {7, : h € I} una familia regular de trian-
gulaciones de , donde I es un conjunto finito de pardmetros dado por
{h1,...;hp}, con hj > hjy Vi € {1,...,m}. Como es usual, el pardmetro
h estd dado por h := max{hx : K € T, }, donde hg es el didmetro de
K. Sea X; x M), un subespacio de elementos finitos de X x M, asociado
a la triangulacién Ty, v sea (op, upn) € Xp X M), la solucién del esquema de
Galerkin correspondiente para la formulacion (12).

i) Pruebe que existe un tnico ¢ € X tal que

<6’7—>X = A(U_UhaT)+B(T,U—uh) Vre X.
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1
ii) Defina J(7) := 3 |7k — (7,7)x V7 € X,y demuestre que

L, :
— llalli = min J(7)

iii) Para cada K € T, defina (o, i, up i) = (o, up) |k, Xk := H(div; K),
My = L*(K), y denote por Ag : XgxXg — Ry Bg : Xy x Mg — R,
respectivamente, las restricciones de A y B al elemento K. Ademads, sea
on € HY2(U keT, OK) una aproximacién de u sobre las fronteras de los
elementos K tal que ¢, = g en I'. Entonces, pruebe que existe un tinico
ok € Xk tal que

Ok, T)x = —Ak(on K, T) — Br(T, un k) — / onT-vds V1e Xg.
oK
iv) Defina
1 2
I (1) = S 175, + Ax(Onr, 7) + Br(T,un) + [ o7 vds
oK

para todo 7 € Xk, y pruebe que

v) Use i), ii), iii) y iv) para demostrar que

o1k < > loxllx, -

KeTh

vi) Aplique (13) y v) para concluir que existe C' > 0, independiente de h,
tal que

1/2
(o, u) = (on, un)||xxm < C { >, Tﬁ(} :

KeTy

donde
N = Nokllx, + |If +div Uh||2L2(K) VK eT,.

26. Sean ) =la, b[, p € L*(Q) tal que/ pdzr = 0,y considere el problema de valores
Q
de contorno: —z2" = ¢, Z'(a) =2 (b) =0, [,zdx = 0. Defina el espacio
H(Q) := {w € H(Q) : /wdx = 0}, deduzca una formulacién variacional
Q

asociada con incognita y funciones test en H'(Q), y demuestre que ella tiene una
Unica solucién.
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27.

28.

29.

(LEMA DE FORTIN). Sean H, () espacios de Hilbert, y sea b : H x ) — R una
forma bilineal acotada que satisface la condicién inf-sup, es decir, existe g > 0

tal que:
b(v, q
sup 220 > gy veeq. (14)

verr vl
v#0

Sean {H,, }nen ¥ {@n }nen sucesiones de subespacios de dimensién finita de H y @,
respectivamente, y asuma que para cadan € N existe un operador P,, € L(H, H,,)
tal que  b(v — Pp(v),q,) = 0 V¢, € Q. Suponga que la familia {P, },en
es uniformemente acotada, es decir existe C' > 0 tal que ||P,||zm,m,) < C para
todo n € N, y demuestre que existe f* > 0, independiente de n, tal que

b(v,, q
sup blvn, 4n) > B lgnllo Vg, € Q,, VneN.
vn €EHnp ||UTL||H
vn#0
Sea Q :=]la,b| y para cada n € N introduzca una particién

Aa=Tog <11 < < Tp_1 <xp=>.

Ademds, denote h := max { rj—xj—1: je{l,2,..,n} }, defina el espacio

Vh = {'U c L2<Q) U’[:Bj_l,xj] c Po([(’Ej,l,fﬂj]) VQ c {1,2,...,n}},

y considere el operador II;, : L*(2) — V, que a cada v € L?*(Q) le asigna
su mejor aproximacién I, (v) € Vj, con respecto al producto escalar de L?().
Demuestre que existe una constante C' > 0, independiente de n y de h, tal que

||1) — Hh(v) HLQ(Q) < Ch|'U‘H1(Q) Yov € HI(Q)
Sean Q :=|0,1[, f € L*(Q), x €]0,2[, y considere el problema de valores de

contorno:

'+ ku=f en Q, u(0)=u(l)=0. (15)

Ademas, para cada n € N introduzca la particiéon uniforme

O=zo<21 < <Tp <Tpy1 =1,

1
CON Tj — Tj_1 = —— Vijie{l,2,...,n+ 1}, y defina el espacio

H, = {v € 0(Q): Ul 1) € Pi(lmj1,25]) Vi€ {1,2,..,n+1}

y v(0) = v(l) = o}.
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a) Establezca la formulacién variacional de (15) y demuestre que ella posee una
tinica solucién u € HJ(Q).

b) Denote por u,, € H, la solucién (cuando ella existe) del esquema de Galerkin
asociado y pruebe que  lim |lu — uy||g1@) = 0.
n—oo

30. Sean Q un abierto acotado de R™ con frontera I' de clase C%', f € L?(Q), y
considere el problema de valores de contorno:

—Au=f en Q, u=0 en I.

a) Demuestre que una formulacién variacional mixta de este problema se reduce

a: Hallar (o,u) € H(div;Q) x L?(Q2) tal que

/Qa~7'da: + /Qudiv(T)dx - /deiv(a)da: = /vadx (16)
para todo (1,v) € H(div;Q) x L*(Q).

b) Dados 01, d2 > 0, fundamente la introduccién de las ecuaciones

9 /(Vu—a)~(Vv+7)dx:0 Y (r,v) € H:= H(div; Q) x Hy (), (17)

9o /Qdiv(a) div(T)dr = —d9 /Qfdiv(T) de V71 € H(div;Q), (18)

luego sume (16), (17) y (18), y obtenga una formulacién variacional mixta
modificada: Hallar (o,u) € H tal que

A((o,u), (1,v)) = F(7,v) Y (r,v) € H, (19)

donde A: H x H — R es una forma bilineal y F' : H — R es un funcional
lineal. Entonces, demuestre que, eligiendo d; y do convenientemente, el
problema (19) posee una tnica solucién, la cual depende continuamente del

dato f.
31. Demuestre que D(R’}) es denso en H'(R").

32. Sean K = [0,1], K = [z;_y,x;], hj :== x; — ;1 > 0, y considere la aplicacién
afin F': K — K definida por

F(#)=hj# +z,, ViekK.

(a) Dado un entero r > 0, demuestre que v € H"(K) si y sélosi 0 := vo F' €

A

H"(K), y en tal caso pruebe que

~ r—1/2
oy = 0% ol

13



(b) Sean m, k enteros tal que 0 < m < k+1,y sea Il e L(HY(K), H"(K))
tal que IIp = p Vp € Py, donde Py es el espacio de polinomios de grado
< k. Ademas, sea II el operador definido por

v = (Io)o F7' Vove HY(K).
Demuestre que existe C' > 0, que depende solo de K y ﬂ, tal que
”U—HU”Hm(K) S C h§+1_m ‘U‘Hk-&-l(K).

33. Sea 2 un dominio poligonal convexo de R? con frontera I', y dado f € L*(Q),
considere la ecuacion de Helmholtz con datos de Dirichlet:

Au+u=/f en Q, u=0 en I. (20)

i) Introduzca la incégnita auxiliar o := Vu en Q y pruebe que una formulacién
variacional mixta de (20) se reduce a: Hallar o € H(div;{2) tal que

/QU.T - /Qdiv (o) div (r) = — /Qfdiv(r) vr € H(div:9). (21)

ii) Defina el operador P : H(div;Q) — [L*(2)]* que a cada 7 € H(div;Q) le
asigna P(7) := V z, donde z € H}(£2) es la tinica solucién del problema de
valores de contorno: Az = div(r) en ©Q, z = 0 en I'. Pruebe
que P es compacto y que H(div; Q) = P(H(div;Q)) & (I — P)(H(div;Q)).

iii) Utilice la descomposicién anterior de H(div;{2) para demostrar que (21) se
reduce, equivalentemente, a: Hallar 0 € H(div; () tal que

Ao, 1) + K(o,7) = F(1) V7 e H(div;Q), (22)

donde A y B son formas bilineales acotadas cuyos operadores inducidos
A : H(div;2) — H(div; Q) y K : H(div;2) — H(div;2) son biyectivo y
compacto, respectivamente, y F' es el funcional dado a la derecha de (21).

IND. Defina el operador S(7) := (I — 2P)(7) y considere la expresién
A(t,S(7)) para probar que A satisface las condiciones inf-sup continuas.

iv) Sea {H}}p~0 una familia de subespacios de dimensién finita de H(div; ) tal
que }ILiII%) dist (7, H,) = 0 para todo 7 € H(div;{2), y considere el esquema
—

de Galerkin perturbado: Hallar o), € Hj, tal que
A(Uh,Th) = F(Th) V1, € Hy. (23)
Suponga que existen operadores lineales &, : [H'(Q)]? — H}, tales que

div (&, P(m,)) = div(7) V1, € Hy,

||7__gh(7_)||[L2(Q)]2 S ChHT”[Hl(Q)P V1 € [HI(Q)]Q

14



Demuestre que existe hy > 0 tal que YV h < hq el problema (23) tiene solucién
Unica, la cual es estable y convergente con constantes independientes de h.

IND. Defina el operador Si(7) := (I — 2&, P)(7,) y considere la expresion
A(1,Sp(7)) = A(1,S(7)) — A(7,S(T) — Si(7)) para probar que A satisface
las condiciones inf-sup discretas.

v) Qué se puede decir del esquema de Galerkin respectivo para (22)7.

34. Sea € un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C%!. El objetivo de este
problema es demostrar que
1
le(V)[fzyexz > 3 VIt YV € [Hy(Q)P, (24)

1
donde e(v) := 3 {Vv + (Vv)t}. Para tal efecto, proceda como sigue.

i) Dados 0 := (o) y 7 := (7;) en R?**?| se define el producto tensorial
2

o:T = Z 0i; Tij 'y se introducen los subespacios
ij=1
RZ? .= {rcR¥?*: 1=7} y RXZ ={rcR¥:. 1°=_—7}.

sim asim

Pruebe que o : 7 = 0 Vo € RY? V7 € RS2,

ii) Note que Vv = e(v) + w(v), con w(v) := %{VV - (Vv)t}, y

recuerde que HTH[sz(Q)]zxz = / r:7 Y7 € [L*(Q)]**?, para probar que
0

||e(v)||[2L2(Q)}2X2 - “W(V)H[QL?(Q)PXQ = /QV‘“(VV)t

e + W)y = [ v vy,
iii) Deduzca la identidad Vv : (Vv)* = div {VVV — div (V)V} + (div (v))?
y concluya la desigualdad (24).

35. Sean (X1, (-, )x,), (X2, (-, )x,), € (Y, (-,-)y) espacios de Hilbert, defina el pro-
ducto X := X; x X5, y considere operadores lineales y acotados P : X — X,
Q:X—->Y A X1 —X1,B:X;— X5, y(C: Xy, — X, tales que:

A B*
P = )
B —-C
Sea V = Vj x V5 el kernel de Q, donde V; C X; y Vo C X5, v suponga que:
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i) existe a > 0 tal que (A(z1),21)x, > ofzi]]k, Var € V.

(B(21), za)

ii) existe 8 > 0 tal que sup 22> Bk, Va, € V.

mevinvo  lzallx,
111) <C($2),$2>X2 2 0 ng € ‘/2
iv) existe § > 0 tal que |Q*(y)llx > Bllyly  Vy €Y.

a) Pruebe que para todo (f,g) € X X Y existe un unico (z,y) € X x Y tal
que

Px) + Q'(y) = f,
Q(z) = g,

y encuentre explicitamente una constante C' > 0 tal que

(25)

Il < C{Ifllx + gl |-

b) Defina un esquema de Galerkin para (25) y establezca condiciones suficientes
que aseguren su solubilidad tunica y estabilidad.

¢) Demuestre la estimacién de Cea para el esquema definido en b).

36. Sea ) un abierto acotado de R™ con frontera de clase C%!, y considere el espacio
de Sobolev H?(12), con producto escalar (-, ) y2(q), norma inducida || - ||g2(q), ¥
semi-norma | - |p2(q). Ademas, sea Pi(€2) el espacio de polinomios sobre 2 de
grado < 1 con base {po,p1,...,pn} donde po(x) = 1y p;(x) = x; Vi € {1,...,n},
Vo= (x1,...,2,)T € Q.

a) Defina la aplicacién

n 1/2
Hloll] = {!vﬁqzm) + > v p) e !2} Vo e H(Q),

i=0
y demuestre que existen C7, Cy > 0 tales que
Crlllolll < llaze < Calllvlll Vv e HY(Q).
b) Considere el espacio cuociente H*(2)/P;(Q2) con norma ||[v]|| g2()/p(0) =

inf |lv— , v defina
Lonto) v = plla2@), ¥

Wl r) = vl V] € H(Q)/Pi(Q).

Demuestre que | - |H2(Q)/P1(Q) esta bien definida y que existe C' > 0 tal que

la2@/e < I]E2@)/P00
< C|Wlaz@yme VW] € H(Q)/Pi(Q).
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37.

38.

39.

C) Sea Il € L(H?(R), H'(Q)) tal que II(p) = p Vp € P(Q). Demuestre que
existe C' > 0 tal que

||U—H(U)||H1(Q) S O|U‘H2(Q) Yov € HZ(Q)

Sea T un tridngulo de R? con didmetro hr y sea T el triangulo canénico con
vértices (0,0), (1,0) y (0,1). A su vez, sea Fr : R*> — R? una aplicacién afin

A~

invertible tal que Fp(T) = T, y defina ¢y = 12 o F;', donde 1? es la funcion
burbuja de T. Ademds, sea Py el proyector ortogonal de L?(T) en Py(T), el
espacio de polinomios constantes sobre T, con respecto al producto escalar

<ﬁg>:1Awag Vi g€ IXT).

Aplique los lemas de Bramble-Hilbert y Deny-Lions para demostrar que existe
C > 0, independiente de T, tal que:

v —Po(v)|lor < Chrlv|ir Yo € HY(T).

Dado s €]0,1], utilice argumentos de interpolaciéon de espacios normados y el
hecho que (L*(T), H(T))s2 = H*(T), para probar que existe Cs > 0, indepen-
diente de T, tal que

lv —Po(v)|lor < Cshy||v]sr Vv e H(T).

Sean (X, (-,-)x), (Y1,(-,)1) e (Ya,(:,-)2), espacios de Hilbert, y considere el es-
pacio Y =Y x Y, provisto del producto escalar

(z,9)y = (z1, )1 + (22,92)2 Vzi=(21,2),y= (y1,y2) €Y.

Entonces, dados B; € L(X,Y}), j € {1,2}, defina el operador B € L(X,Y) por
B(z) := (Bi(z),By(x)) Va € X. Demuestre que B es sobreyectivo si y sélo si:

i) B; y By son sobreyectivos.

ii) X = N(B;) + N(By).
Este problema constituye una versién particular del Lema de Peetre-Tartar.

(a) Sean (X1, |- |l1), (Xo,|l - ll2) ¥ (X35, - |l3), espacios de Banach, y considere
operadores A € L(X1,X5) y B € L(Xy, X3), tales que B es compacto.
Ademas, suponga que existe ¢ > 0 tal que

lally < e{ 4@ + [B@)s } Ve Xi.

Demuestre que N(A) es de dimensién finita, y luego razone por contradiccién
para probar que existe C' > 0 tal que

dist(z, N(A)) < C||A(@)]l Ve X,.
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(b) Sea ©Q un abierto acotado de R" con frontera suave I' y considere la descom-
posicién:  HY(Q) = HY Q) & Py(Q), donde Py(Q) es el espacio de las
funciones constantes sobre {2 y

Q) = {veHl(Q): /Qv _ }

Pruebe que existe a > 0 tal que
CYHU”Hl(Q) < ”U’Hl(ﬂ) Yov € [N{l(Q) (26)

(c) Aplique (a), (26), v el teorema de trazas, para demostrar que existen con-
stantes C, Cy > 0, tales que

Ch ||U||§{1(Q) = |U|%-11(Q) + ||U||%2(r) < Gy ||U||?{1(Q) Vo e Hl(Q)- (27)

INDICACION: para la desigualdad (27) inferior defina operadores A y B
apropiados utilizando los espacios X := H'(Q), X, := [L*(Q)]* x L*(T) v
X3 = Po(Q)

40. Sean € un abierto acotado y convexo de R? con frontera poligonal T, f € L?(f2),
y u € H}(Q) N H?(Q) la tnica solucién de: —Au = f en Q, u =
0 en TI. Dada una familia regular de triangulaciones {7, }x>0 de Q) hecha de
triangulos K y lados e, se definen los espacios de LAGRANGE y de CROUZEIX-
RAVIART, respectivamente, como sigue:

X = {UGC(Q): vk € PUK) YVEKET,, v=0 en r},

Vi, = {U € L*(Q): vl € Py(K) VK €T,, ves continua en los puntos

medios de los lados e € T, v =0 en los puntos medios de los lados e C F} :

1/2
a) Defina ||vp]ln = {Z |Uh|iK} Vo, € Vi, pruebe que || - |5 es una
KeTy,
norma sobre V}, y concluya que existe un tnico u, € Vj tal que

uh,vh = Z/Vuh Vu, —FUh = /fvh Yu, € V.

KeTy,

b) Demuestre que existe C' > 0, independiente de h, tal que

_F
lu—wlls < C 4 inf ju—onfl + sup 12l = Flonl L g
o€V, wp €V \0 [[wn ||
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41.

42.

c) Integre por partes en cada K € T, y pruebe que

ap(u, wp,) — F(wy) :Z Vu-vw, :Z Z Vu - v (wy, — Poe(wy))

KeT;, V0K KeT;, eCOK ¥ €

= Z Z /(V’LL — VHh(U)) -V (’LUh — ,Poye(wh)) Yuwy, € Vh,
KeTy, eCOK ¢
(29)
donde IT, : H*(Q) N HY(Q)) — X}, es el operador de interpolacién global de
Lagrange y Py : L?(e) — Py(e) es el proyector ortogonal.
d) Deduzca a partir de (28) y (29) que existe C' > 0, independiente de h, tal

que
||u—uh||h S Ch|u’2’g

Sea ) un abierto acotado de R? con frontera poligonal ' y sea f € [L*(Q)]?. El
problema de elasticidad lineal plana asociado a un sélido que ocupa 2, y que esta
sometido a la fuerza f, consiste en encontrar el desplazamiento u tal que:

div{Atre(u)I—l—Q,ue(u)}:—f en Q@ vy u=0 on T, (30)

donde A\, p > 0 son las constantes de Lamé, tr denota el operador de trazas
matricial, e(u) es el tensor de deformaciones, e I es la matriz identidad de R**.

a) Demuestre que la formulacién variacional de (30) se reduce a: Hallar u €
[H(2)]? tal que

/Q{)\div(u)div(V) +2ue(u):e(v)} = /Qf.v Vv e [HYQ)?,

y pruebe que ella tiene solucién unica, la cual depende continuamente de f.

b) Utilice tridngulos de tipo (1) para definir detalladamente un esquema de
Galerkin asociado, pruebe que tiene solucion tnica, establezca su conver-
gencia e indique la razon de convergencia respectiva.

Sea ) un abierto acotado y conexo de R™ de clase C%'| y sea H~1(Q) (resp.
[H71()]") el dual de H}(Q) (resp. [HL(Q)]"). Utilizando que C§°(£2) (resp.
[C5°(2)]") es denso en HL(Q) (vesp. [HI(Q)]"), las aplicaciones identidad i :
L*(Q) — D'(Q) y gradiente V : L?(Q) — [D'(2)]" se extienden por densidad a
operadores i : L*(Q) — H~1(Q) y V : L*(Q) — [H1(Q)]", respectivamente. En
tal caso, se puede probar que existe ¢; > 0, que depende sélo de (2, tal que

IPlos < e { 1Pl -0 + V0l 10} ¥p e L2(9).
a) Considere el operador B := RV, donde R : [H'(Q)]" — [H} ()] es la
aplicacion de Riesz asociada, y demuestre que el rango de B es cerrado en

[Ho (D))"
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43.

44.

b) Identifique el operador adjunto B* : [H}(Q)]" — L*(Q) y utilice resultados
clésicos de andlisis funcional para probar que div : V4 — L2(Q) es un

isomorfismo, donde V := {V e [HY Q)" : divv = 0}, [HE Q)" =V VvVt
v L2(Q) == {p €L2Q): [,p= o}.

IND.: Una versién particular del Lema de Peetre-Tartar establece que, dados A €
K(X,Y)y Be L(X,Z),con X,Y y Z espacios de Banach, tales que para algin ¢ > 0
se tiene que ||z| < c{ |A(x)|| + || B(z)|| } V1 € X, entonces necesariamente N (B)
es de dimensién finita y existe C' > 0 tal que dist(z, N(B)) < C||B(z)|| Vz e X.

Dados  un abierto acotado de R™ con frontera I' de clase C%', f € L*(Q),
g € HY2(I'), y constantes 1, ko € R, considere el problema:

SN,
—Au—l—/ﬁi a—;—i—ﬁgu:f en Q, Vu-n=g en I, (31)
j=1

donde n es el vector normal en I Deduzca la formulacién primal de (31) y
encuentre la mayor regién factible para (ry, k) € R? que asegura elipticidad de
la forma bilineal resultante. A su vez, defina el esquema de Galerkin asociado y
establezca la estimacion de Cea correspondiente en términos de k1 y ko. Luego,
reemplace el dato de Neumann por uno de Dirichlet homogéneo y pruebe en tal
caso que la elipticidad indicada sélo depende de ks.

El propdsito de este ejercicio es introducir un esquema de Galerkin no usual para
el problema de valores de contorno:

—u" +3u = f en Q:=]0,2[, u(0)=u(2)=0, (32)
donde f € L?*(Q). Para este efecto, proceda segiin se indica a continuacién:
a) Para cada j € {1,2,3} encuentre y dibuje el tinico polinomio p; de grado

< 2 tal que (p;(0),p;(1),p;(1/3)) = e;, donde e; es el j-ésimo vector de la
base canénica de R3.

b) Sea 0 = zg < 1 < -+ < T, < Tpy1 = 2 una particién UNIFORME de
Q :=]0,2[ y denote h := -25. Dado i € {1,...,n + 1}, utilice lo obtenido
en a) y el cambio de variables [x;_1,2;] 2 * = x;_1 + th, t € [0,1],

para encontrar los polinomios p;; de grado < 2, j € {1,2,3}, tales que
(pi,j(xifl)api,j(xi)ap;’,j(gi)) = €y, donde z; = x;_1 + %h-

c) Para cada n € N introduzca el espacio de elementos finitos

H, = {v €C(Q): v(0) =v(2) =0, y V|, 0y €P; Vi€ {L,...n+ 1}},

donde P; := ({pi71,pi72,pi73}), e identifique en particular una base de H;.
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45.

46.

d) Utilice H,, para definir el esquema de Galerkin asociado a (32), demuestre
que este sistema discreto tiene solucion tnica, y calcule la matriz de rigidez
correspondiente para n = 1.

e¢) Qué ocurre en a) y b) sien vez de 1/3y @; := x;1 + 3 h se considera 1/2
y T = x;-1 + 3 h 7 Qué ocurre si se elige cualquier 7 €]0,1[, r # 1/2, y
51' = T +rh7

Sean Q un abierto acotado de R" con frontera T' de clase C%!, f € L*(Q),
g € HY2(I'), y K € [C(Q)]™" un tensor simétrico y uniformemente definido
positivo. Se puede probar que la formulacién variacional mixta del problema:
—diV{K Vu} =f en Q, w=g en T, consisteen hallar un par (o,u) €
H(div; Q) x L*(Q) tal que

/K_10-7+/udiv7—/vdiva=/fv+<7-n,g)
0 Q 0 Q

para todo (7,v) € H(div;) x L?(2), donde n es el vector normal en T y (-, )
denota la paridad dual entre H~/2(I") y HY?(I'). Luego, dados 01, &, 63 > 0,
agregue las ecuaciones

51/(Vu—0)-V1}:0 Vv e HY(Q), 52/'1“):(52/91) Voe HY(Q),
Q r r

53/divadiv7' = —53/fdiVT V7T e H(div;Q),
Q Q

y demuestre que, eligiendo convenientemente estas constantes, la forma bilineal
resultante es H(div; Q) x H'(Q)-eliptica.

Sea € un abierto acotado de R? con frontera poligonal I' y sea f € [L?(Q2)]2. A su
vez, sean {7y, }n>o una familia regular de triangularizaciones de 2 y k un entero
> 1. Defina para cada h > 0 el espacio

Xt = {vh c[CO2: ik € [Pu(K)? VK € n} N [HYQ)?,
y considere el siguiente esquema de Galerkin para el problema de elasticidad

lineal plana asociado a un sélido que ocupa la region €2 y que esta sujeto a la
fuerza representada por f: Hallar u; € X} tal que

/{2ue(uh):e(vh) +)\divuhdivvh} = /f-vh Vv, € XF, (33)
Q Q

donde A, g > 0 son las constantes de Lamé respectivas y, dado v € [H'(Q2)]?,
e(v) denota el tensor de deformaciones (o parte simétrica de Vv).

a) Pruebe que (33) tiene solucién unica y establezca la razén de convergencia
correspondiente.
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b)

Denote por u € [Hj(Q)]? la solucién del problema continuo respectivo y
demuestre, utilizando el interpolante de Clémént Iy, : [L*(Q)]? — X} C X},
que existe C' > 0, independiente de h, tal que

1/2
lu—wul10 < C { > U%} 7

KeTy

donde
i = Wi llf +divonlls e + D helllonleld, .
e COK
op = 2pe(uy) + Adivu, I,
hi es el didmetro de K, h, es la longitud del lado e de Ty, [04]. denota el
salto de discontinuidad de o, a través de e, e I es la matriz identidad de

R2><2

47. Dada una familia regular de triangularizaciones {7 }~0 de un dominio poliédrico
2 de R™ y un entero k > 1, considere para cada h > 0 los proyectores ortogonales
Pf, - H'() — XF (con respecto al producto interior de H'(Q2)) y Py : L*(Q) —

Xk (con respecto al producto interior de L*(Q2)), donde XF := {vh € C(Q) :
wlx € Po(EK) VK € 7;}.

a)

b)

Pruebe que existen constantes C, Cy > 0, independientes de h, tales que
lo =P L(0)]le < CLb' olo Yoe HFY(Q), VIe{0,1,..k}, v
v =Pr(0)|loe < Coh™ 0|10 Ve HTHQ), Vie{l, .. k}.

Use la teoria de interpolacién de espacios de Sobolev para probar, a partir
de a), que existen constantes C3, Cy > 0, independientes de h, tales que

lv=Pi,)lhe < Cs0° [vllse Yve HFH(Q), Vse[0k], v

v —PEW)|loq < Cih®|v]lsa Yve H(Q), Vsel0,k+1].

Suponga ahora que € es convexo, y sea T' € L(L*(Q), H*(Q2)) el operador
que a cada r € L*(1) le asigna la tinica solucién T'(r) € H*(Q2) del problema:
—AT(r) + T(r) = ren Q, VI'(r)-v = 0 en 01, donde v es el vector
normal a 092. Luego, empleando la formulacién débil que define a T'(r) y el
argumento de dualidad (“truco de Aubin-Nitsche”) dado por la identidad

r.v—PF, (v
o= Py @llg = sup 0T

reL2(Q) ||T||07Q
r#0

Y

demuestre que

lo—P¥,0)llog < Chllo—Ph,W)lle Yove H'(9),
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y concluya luego que

lv =P, (0)lon < Ch* ulie Yo e HFHQ), Vie{0,1,...k},

con 5, C > 0, independientes de h, v y k.

d) Ademads de la convexidad de €, suponga también que {7T,}n~0 es quasi-
uniforme, y demuestre, utilizando las propiedades de P’f’h y P¥ vy algunas
estimaciones obtenidas en clases y en las partes anteriores de este problema,
que existen ¢y, co > 0, independientes de h, tales que

cllv =Pya)lia < llv=Pi)llhe < c2llv—Py,w)le Vv e H(Q).

IND.: Para la desigualdad que involucra a c2 pruebe primero que

lo=PE(®)lle < llv=P,)lie + [IPi{v-P},()} e

48. Sea {Tp}n>o una familia regular de triangularizaciones de un dominio poligonal
Q2 de R?, y para cada h > 0 considere el espacio de elementos finitos

X, = {Uh EC(Q) Uh|K < Pl(K> VKEE}

Ademas, sea {x1, xa, ..., xx} el conjunto de vértices de Ty, y sea {©1, v, ..., pn } la
base correspondiente de X}, es decir, dado j € {1,..., N}, ¢; es la tnica funcién
en X, tal que p;(x;) = 6;; Vie{l,...,N}. Asuvez, para cada j € {1,..., N}
se introduce el macro-elemento w; = sopyp;, = UK € T, : xz; € K}, y
dado K € Tj, se denota por ¢k su funcién burbuja respectiva. Luego, para cada
j € {1,..,N} se considera el proyector ortogonal S; : L*(w;) — Po(w;) con
respecto al producto escalar ponderado

(v, 2)ow; = Z /Kvaz Vo, 2 € L*(wy),

KCw;

y se introduce un interpolante de Clémént alternativo J, : L?(Q) — X, dado
N

por Ju(v) := ZSj(U) v; Vv e L*Q). Demuestre, siguiendo bésicamente el

mismo anélisisjd:é clases, que existen C7, Cs > 0, independientes de h, tales que

HU_Jh<U)||O,K < Cl th'”’l,wK V’UGHl(Q), VKGE,

y
v — Ju(@)|loe < Cohyl® 1w, Vv e HYQ), Viadoede K, VK €T,
donde

Wy = U{wj: ijK} y We 1= U{wj: xjee}.
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49. Dados Q un abierto acotado de R™ con frontera I' de clase C', f € L*(Q), y
constantes k1, ko € R con ko # 0, considere el problema:

"L 0
—Au+ﬁlza—§+/€2u:f en Q, u=0 en I. (34)
j=1

Defina la incognita auxiliar ¢ = Vu en {2 y deduzca la siguiente formulacion
variacional mixta de (34): Hallar o := (01, 09, ...,0,) € H(div; ) tal que

I{Q/O'-T—f—/divUdiVT—le/UjdiVT:—/fdiVT V7 e H(div; Q).
Q Q = /o Q

Dibuje la region S := {(/{1,/12) ER?: Ky >0y |k < 2 min{ng,%} }, y
pruebe que para todo (K1, k2) € S el problema anterior tiene una tnica solucién
o € H(div; Q) que depende continuamente del dato f.

50. Encuentre el tinico polinomio bx de grado < 4 que se anula en la frontera del
tetraedro K de vértices (0,1,2), (1,1,1), (0,0,3) y (0,0,0), y que vale 1/2 en el
baricentro respectivo.

51. Sea (2 un abierto acotado de R™ con frontera I" de clase C% yseanI'p, [y CT
tales que T'p N Ty =0, [Tp| A0y ' =TpUTy. Se sabe que

H(L.) = {qo(w)

L we Hl(Q)} Ve {D,N},

con llelhyar, = inf {Julia: we H@), @l = ¢} Vi€ BT,
A su vez, denotando por Eyg : HY?(Ty) — L*(T') el operador de extensién nula

%) en I'y

Vo€ HY(Ty),
0 en I\Iy v ('w)

Eno(p) = {

se tiene que Hy*(Ty) := {gp € H'Y2(Ty) 1 Enolp) € Hl/Q(F)}, con norma
inducida [[¢lh/200ry = [ Exo(@)lhjar Ve € Hyp* ().

i) Pruebe que para cada ¢ € HY?(T'p) existe un tnico w, € H'(Q) tal que
Yo(we)lrp, = ¢ ¥ llelhyar, = l[wellie.

ii) Dado ¢ € H'?(I'p), considere el problema de valores de contorno
Az, =0en Q, (2)|lrp, =¢ en I'p, 7(2,) =0 en I'y, (35)

y demuestre fundadamente, utilizando una adecuada féormula de integracion
por partes, que z, = Z, + w,, donde z, € H%D(Q) es tal que

/vz:;o-vu = —/wa-Vv Vve Hf (). (36)
Q Q
Pruebe que (36) tiene solucién tinica y concluya que ||zy|[1,0 < cll¢lli/2.rp-

24



iii) Defina el operador Ep : HY2(I'p) — HY?(T') por Ep(p) = vo(2,) V¢ €
H'Y2(I'p), y pruebe que Ep es lineal y acotado.

iv) Pruebe que H'/%(T') = Ep(H'*(T'p)) @ EN70(H362(TN)). Equivalentemente,
dado 1) € HY?(T"), demuestren que existen tinicos ¥p € HY/?(I'p) y ¥n €
H&éQ(FN) tales que ¢ = Ep(¢¥p) + Eno(¢n).

v) Deduzca a partir de iv) que, dado A € H~/2(T"), existen A\p € HV/%(I'p) y

Av € Hog (D) tales que (A1) = (Ap, ¥p)ry+ (v, Uy Vo € H'2(T).
Concluya que si Alp, =0, A se identifica con un funcional en H~/2(I'p).

52. Sea ) un abierto acotado de R? con frontera I’ _de Clasg C% yseanT'p, 'y C T
tales que Tp N Ty = 0, Tp| # 0y I' = Tp U I'y. Dados f € L*(Q) y
g € HY2(T'p), considere el problema de valores de contorno

—Au=fen Q, Y, =genlp, 7(u)=0en I'y. (37)

i) Utilice lo que sea necesario del ejercicio anterior para probar que una for-
mulacién primal-mixta de (37) se reduce a: Hallar (u, \) € H x @ tal que

a(u,v) + b(v,\) = F(v) VveH,
b(u,§) = GE) vVEed,

donde H := H*(Q), Q .= H'Y*Ip),a: HxH —-Ryb: HxQ—R
son las formas bilineales dadas por

(38)

a(u,v) = /QVwVv y b(v,&) = ({,v)r, Yu,veH, V€@,

y los funcionales F' € H' y G € () dependen de f y g, respectivamente.

ii) Aplique la teoria de Babuska-Brezzi para probar que existe una tnica solu-
cién de (38), la cual depende continuamente de los datos f y g.

iii) Sea Hj un subespacio arbitrario de dimensién finita de H y, dada una par-
ticion {61,62, ...,en} de I'p, defina

O = {gh € LX(Tp): &, € Pole;) Vje {1,2,...,n}}.

Considere el sistema de Galerkin asociado a (38), suponga que b satisface
la condicién inf-sup discreta con una constante § > 0 independiente de las
dimensiones de Hj, y Qp, y pruebe que dicho esquema discreto posee una
tnica solucién (up, Ap) € Hy X Q. Establezca ademés la estimacion de Cea
y comente si acaso el error ||u — up|1,0 depende o no de dist(\, Q).

53. Sea (2 un abierto acotado de R" con frontera poliédrica, y sea 7 una triangulacion
regular de {2 hecha de n-simplex o n-rectangulos, todos ellos afin-equivalentes a
un elemento finito de referencia K. Como es usual, el parametro h esta dado por
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o4.

95.

h:=max{hxg : K € Ty}, donde hi es el didmetro de K. Ahora, para todo
K € Ty, se define el operador local Ik : H'(K) — L*(K) como

kg (v) = ‘%/Kv Vv e H'(K).

Ademds, se define el operador global asociado IT : H'(Q) — L?(Q) como
W) |x = Hg(v|g) YK €Ty Yve HY(Q).
Demuestre que existe C' > 0, que depende sé6lo de K , tal que

H’U — H(”)HLQ(Q) S Ch‘U’Hl(Q) V?}EHl(Q).

Sean K, y K, tridngulos adyacentes de R? con didmetros hi y hy, respectiva-
mente, y para cada j € {1,2} considere el proyector ortogonal II; : L*(K;) —
Py(K;). Defina el operador IT : L*(K; U Ky) — Py(K; U K3) por

2
1
M(v) = 5 > W(lk,) Vve LK UKy),

j=1
y muestre que existen C7, Cy > 0, independientes de K y K5, tales que
||U—H(’U)||()7Kj < Cj hj |U|1,K1UK2 V] € {1,2}, VUEHl(KlLJKQ).

Ademas, enuncie y demuestre el resultado que extiende lo anterior al caso de n
tridngulos “adyacentes dos a dos’ de R2.

Sea {7 }r>0 una familia regular de triangularizaciones de un dominio poligonal
Q2 de R?, y para cada h > 0 considere el espacio

X = {UhEC(ﬁ): Uh’K & Pl(K) VKEE}

Ademas, sea {x1, xa, ..., xx} el conjunto de vértices de Ty, y sea {¢1, pa, ..., pn } la
base correspondiente de X}, es decir, dado j € {1,..., N}, ¢; es la tnica funcién
en X tal que ;(z;) = d;; Vie{l,..,N}. Asuvez paracadaje {1,...,N}
se introduce el macro-elemento w; = sopy; = U{K € T, : x; € K}, y se
define el operador S; : L*(w;) — Py(w;) dado por

&@yzifEZ@K@m) Vo e L2(w;),

J KCw;

donde n; es el ntimero de tridngulos de w; y Sj x : L*(K) — Py(K) es el proyector
ortogonal. Defina el interpolante de Clémént alternativo J,, : L*(Q2) — X} dado

N

por Ju(v) = ZSj(v) p; Vv e L*(Q), y demuestre que existen Cy, Cy > 0,
j=1

independientes de h, tales que

v = Jn()|lox < Crhg |v)iw, YveEH(Q), VKET,,
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56.

o7.

y
v = Ju()|loe < Cohyl® 1w, VYveHYQ), Viadoede K, VK €T,

donde
Wy = U{wj: ijK} y Wy 1= U{wj: ije}.

Sea €2 un abierto acotado de R™ con frontera poliédrica, y sea {7 }r>0 una familia
regular de triangularizaciones de € hecha de n-simplex K con diametro h, todos
ellos afin-equivalentes a un elemento finito de referencia K. Suponga también que
dicha familia es quasi-uniforme, esto es existe ¢ > 0, independiente de h, tal que

h = max{hK: KEE} < cmin{hK: KEE},
y, dado k > 1, defina el espacio de elementos finitos de Lagrange
Xk = {v cO): wlx e P(K) VK e Th}.
Pruebe que existe C' > 0, independiente de h, tal que
vl < Ch7Hv]og Voe Xy, (39)

BONUS TRACK (0.5 PUNTOS). Utilice la teorfa de interpolacién de espacios de Sobolev para probar que existe

C > 0, independiente de h, tal que |[v]ls,o < Ch~? |[v]o.o Vo e XF, vé e [0,1].

Sea € un abierto acotado de R? con frontera poligonal T', y dado f € L?*(Q),
sea u € H}(Q) la tnica solucién débil del problema de Poisson:  —Au =
f en Q, w=0 en I'. A suvez sea {T,}n>0 una familia regular de tri-
angularizaciones de  hecha de tridngulos K con didmetro hx. Entonces, dado
k € N, defina el espacio de elementos finitos

Xk, = {UGC(Q): vk € PAK) YKeT,, v=0 en F},

asuma la existencia de un interpolante de Clément I, : Hg(Q) — X7 con las
mismas propiedades de aproximacion del visto en clases, y considere el esquema
de Galerkin: Hallar u;, € X}, tal que

/Vuh-Vvh = /fvh Yy, € X,’fo. (40)
Q Q ’
i) Demuestre que existe a > 0, dependiente sélo de 2, tal que

Sy (w
ollu—wlhe < sup b0
weHL (2)\{0} [w]l10

donde Sp(w) = [, f (w—Ih(w)) = [, Vuyr - V(w — I(w)).
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ii) Sea &,(Q2) el conjunto de lados interiores de T,. Entonces, dado e € &,(€2),
v, denota un vector normal unitario fijo sobre e, y [Vuy]. es el salto de
discontinuidad de Vuy sobre e en la direccién dada por v.. Pruebe que

Z/ f+ou) (w=Tw) - Y /th v (w— Iy(w)) .

KeTy, 6€€h

iii) Denote por h. la medida del lado e, y concluya que existe Cre; > 0, inde-
pendiente de h, tal que

lu—unlfq < Cear ) {h%IIerAwLH%,K + ) heII[VWJeIIS,e} - (41)

KeT, eCOK

58. El ejercicio anterior ha proporcionado una cota superior del error de Galerkin,
la cual, excepto por la constante Ci.;, depende explicitamente de la solucion
discreta uy, obtenida de acuerdo a (40), y por lo tanto es completamente calcu-
lable. De acuerdo a ello, la desigualdad (41) recibe usualmente el nombre de
estimacion de error a posteriori confiable (“reliable” en inglés). El proposito
del presente ejercicio es probar, al menos parcialmente, que también es posible
acotar inferiormente el error, médulo una constante usualmente diferente Cles
y términos de orden superior, por la expresién a la derecha de (41), lo cual se
denomina estimacion de error a posteriori eficiente (“efficient” en inglés). Para
este efecto, dado K € Tj, se considera la funcién burbuja respectiva ¢¥x € P3(K),
la cual satisface

0<9yg <1 en K y 9Yg=0 en O0OK.

Se sabe, ademas, que dado k € N, existe ¢; > 0, que depende sélo de k y la
constante del angulo minimo, tal que

lalgx < ellvd®aldn  Vae Pu(K). (42)
i) Sea Ilx : L*(K) — Py(K) el proyector ortogonal, y muestre primero que
i 1+ Aunllg e < 2% 1 f = Tr(Fl)llg e + 2h% el x »
donde x, = Ux(f|x) + Aup.
ii) Aplique (42) e integracién por partes en K para probar que

el < e { [ o @t = 0+ [ Tl T}

iii) Utilice la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la estimacién inversa dada por
(39) (cf. Ejercicio 3) para demostrar a partir de ii) que

Il < C{IF = Tr(F s + Rillu = unfi i}

28



iv) Concluya que existe C > 0, independiente de h, tal que
B + Dl < C{lu—unll s + B3 N1f = M (F11) 3 }
v) Suponga que f|x € H'(K) VK € Ty, y deduzca en tal caso que
RS+ Al < C{lu—wnlly + B IfB k) (43)

Notar aqui que hi | f|? x constituye un término de orden superior.

Agosto 2015
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