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1. Sea Q= un abierto conexo y acotado de R? con frontera I', y sea QT la region

anular acotada por I' y una curva cerrada X cuyo interior contiene a I". Ademas,
sean vy : HY(Q7) = HY2(T) y v¢ « H{(QT) — HY?2(0QF) = HY(T') x HY/*(%)
los operadores de trazas respectivos, y denote Q := Q- UT U Q™.

a) Demuestre que v € H'(Q) si y sélo si:
v e L*(Q), vlo- € H'(Q7), v|gr € HY(QT), v 75 (va-) =75 (v]g+) en T.

Dados f~ € L3(Q7), f+ € L2(QF), gr € H V3T, y g= € HV/%(X), considere
el problema de transmisién: Hallar (u=,u") € H'(Q27) x HY(Q") tales que

—Au” = f" en Q, —Aut = ft en QF,
WO =) e T, p(Ved) < (V) = g en T

W(Vut) =gs en %, y /u+/ ut =0,

donde 75, : H(div;Q7) — H™Y2T) y ~, : H(div; Q") — HV2(00%) =
H=Y2(T") x H=1/2(X) son los operadores de trazas normales respectivos (v apunta
hacia Q" en I" y hacia el exterior de Q7 en ).

b) Utilice identidades de Green en espacios de Sobolev convenientes y deduzca
una formulacién variacional de (1) con incégnita en un subespacio cerrado

V de HY(Q).

c¢) Identifique una condicién de compatibilidad sobre los datos, y demuestre en
tal caso que la formulacién obtenida en b) posee una tnica solucién, la cual
depende continuamente de f~, T, gr, v gs.

d) Pruebe que el esquema de Galerkin asociado es convergente para cualquier
familia numerable {V},},~0 de subespacios de dimensién finita de V' tales
que }llirr(l) dist(v, V) = 0 Yo e V.

%

e) Demuestre que la formulacién obtenida en b) es equivalente a una formu-
lacién variacional mixta con incégnita en H'(Q2) x R, y verifique que ella
satisface las hipdtesis del Teorema de Babuska-Brezzi.



2. Sea ) un abierto acotado de R™ con frontera I' Lipschitz-continua y defina

D) =={v|r: veCFR")}.

Pruche que H'/2(I) € D(T)*" y HYX(T) = D) ",

3. Sea (2 un abierto acotado de R™ con frontera I' Lipschitz-continua, y considere
la aplicacién ||| - ||| : HY(Q) — R definida por

1/2
llelll = { IoBq + o3}~ ¥ve BY(Q),

donde 7o : H'(Q) — H'?(T") es el operador de trazas usual. Utilice un argumento
analogo al de la demostracién de la desigualdad de Poincaré generalizada para
probar que |- |l ¥ ||| - ||| son equivalentes en H'((2).

4. Sean (H,{-,)m,| - |lz) un espacio de Hilbert real y A : H x H — R una forma
bilineal acotada con operador inducido A € L(H,H). Suponga que existen
operadores Sy, Sy € L(H, H) y constantes ay, ap > 0 tales que

a)

c)

(SIA(T), g > en |7l v (ASa(r),T)w > aa|7|}; V7 € H.
Pruebe que para todo I’ € H’ existe un tnico o € H tal que
Ao, ) = F(1) VT e H, (2)
y deduzca la existencia de C' > 0, independiente de F', tal que

lolle < ClEF|a

Sea { Hp, } >0 una familia numerable de subespacios de dimensién finita de H
tal que }lLir% dist(r, H,) = 0 V7T € H,y,dado F' € H’', considere el esquema
—

de Galerkin: Hallar o, € Hj, tal que
A(O’h,Th) = F(Th) V1, € Hy. (3)

Suponga que para i = 1 o para i = 2 (pero no para ambos), existen opera-
dores inyectivos S;, € L(H}, Hy,) para todo h > 0, y constantes C;, 6 > 0,
independientes de h, tales que

1Si(71) — Sin(m)ler < Gk [|Si(m)llm V' 7h € Hy.

Demuestre que existe hy > 0 tal que para todo h < hg el problema (21)
tiene solucion tunica, es estable, y se verifica la estimacion de Cea.

Qué puede decir sobre las hipétesis para a) y b) si A es simétrica ?



5. Sean (X, (-,")x), (Y,(:,-)y) espacios de Hilbert y considere operadores P €
LIX,X), Qe LIX,)Y)yS e L(Y,Y). Suponga que S es semi-definido posi-
tivo, esto es (S(y),y)y > 0 Vy €Y, y que existen constantes «, 5 > 0 tales
que

Pz,2)x > aflz||% VreX y supM
X

> Bllylly Yyeyv.

cex7llx

z#0

a) Dados f € X y g € Y, demuestre que existe un unico par (z,7) € X x Y
tal que

P Q" T f
Q@ -S| |y g
b) Sea X x Y}, un subespacio de dimensién finita de X x Y. Defina explici-

tamente el esquema de Galerkin asociado y demuestre que se satisface la
estimacion de Céa correspondiente.

6. Sean (X, (-,-)x), (Y, (-,-)y) espacios de Hilbert y considere operadores P : X —
X, Qe LX,)Y)y S € L(Y,Y). Suponga que S es semi-definido positivo, esto
es (S(y),y)y > 0 Vy € Y, que P es NOLINEAL, y que existen constantes
M, o, 5 > 0 tales que

||Pz—Pz||x < M|lz—z||lx , (Pr—PZ,2—2)x > allz—7|[%x Vr, 7 €X,

! Q)
sup ) y)y

ex  [lallx
0

> Bllylly VyeY.

a) Dados f € X y g € Y, demuestre que existe un tnico par (Z,7) € X X Y

tal que
P f

Q@ =S| |y g
b) Sea X} X Y}, un subespacio de dimensién finita de X x Y. Defina explici-

tamente el esquema de Galerkin asociado y demuestre que se satisface la
estimacion de Céa correspondiente.

ISH

7. a) Sea S un subespacio de un Hilbert H. Demuestre que S+ = S*.

b) Sea €2 un abierto acotado de R™ con frontera suave I', y considere el espacio
de Sobolev H'(€2). Encuentre y caracterice el subespacio V' de H'(Q) tal
que H'(Q) = H}(Q) & V.

8. (LEMA DE STRANG). Sean H un espacio de Hilbert, A: H x H — R una forma
bilineal acotada y H-eliptica, y F' € H'. Ademés, sea {H, },eNn una sucesion de
subespacios de dimensién finita de H, y para cada n € N considere un funcional
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F,, € H] y una forma bilineal acotada A, : H,, x H,, — R. Suponga también que
existe @ > 0, independiente de n, tal que A, (v,,v,) > allva||% Vo, € Hy,
Vn e N.

a) Pruebe que existen tnicos u € H y u, € H, tales que

A(u,v) = F(v) VYve H y A (U, vy) = Fu(vy) Vv, € H, .

b) Demuestre que existe C' > 0, independiente de n € N, tal que

A —A
vn€EHn wneﬁ)n ||wn||H
Wn

F n _Fn n
v ool g P = Fuw)
#0

Wn,

9. Sea () un abierto acotado de R"™ con frontera I' suficientemente suave, y defina

Vo {v e H(Q) : /vada::O VpEPl(Q)},

donde P1(2) es el espacio de polinomios de grado < 1 sobre €. Demuestre que
la norma || - | g2() v la seminorma | - |2y son equivalentes en V.

10. Sean (H,(-,-)u) v (@, (-,-)g) espacios de Hilbert, y sea B € L(H, () con espacio
nulo V := N(B).

B B
a) Demuestre que sup M = sup < (U)a q)Q
’L;ilg ||U||H veVl ||U||H

00
Blhae 5 510, veeqy

VqeQ.

b) Suponga que existe § > 0 tal que  sup

vevt  vlla
v#0

pruebe que H = R(B*) ¢ V.

11. (LEMA DE AUBIN-NITSCHE). Sean (H, (-,-)x), (V, (-, -)v) espacios de Hilbert tal
que V C H y el operador identidad i : V' — H es continuo. Sea A: V xV — R
una forma bilineal acotada y V-eliptica, y considere el operador P : H — V,
donde para todo g € H, P(g) es el tinico elemento en V' que satisface

A(v,P(g9)) = (g,v)g YveV.

Dados F' € V' y V}, un subespacio de dimension finita de V', denote por u € V' y
up € Vj, las unicas soluciones de los esquemas continuo y de Galerkin, respecti-
vamente, esto es

A(u,v) = F(v) YveV,
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A(’U,h,’l}h> = F(Uh) Vvh € Vh .

Demuestre que existe C' > 0 tal que

inf [P(g) - wm}.

i — wnlly < Cllu— mwm{
ol o

12. Sea © un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C%!. Dada f € [L*(Q)]?,
nos interesa el siguiente problema de elasticidad lineal: Hallar el desplazamiento

u € [HY(Q))? y el tensor de esfuerzos o € H(div; Q) tal que
o=Ce(u) := Atre(u)lo+2ue(u) en €,

dive=—f en Q u=0 en I,

donde ), > 0 son las constantes de Lamé, I, es la matriz identidad de R**2, y
e(u) := 3 (Vu+(Vu)¥) es el tensor de deformaciones. Es fécil verificar que e(u)
puede re-escribirse como

e(fu)=Vu—~ en Q,

donde v := 3 (Vu — (Vu)*) es una nueva incégnita (llamada rotacién) que vive
en el espamo R :={ne[l?(Q)]*?: n+n*=0}

a) Demuestre que una formulacién variacional MIXTA de este problema se re-
duce a: Hallar (o, (u,7y)) € H x Q tal que

alo,7) +b(r,(wy)) = 0 VreH,
b@@mﬁz-iéfwm vomeo. @

donde H := {r € H(div;Q) : [, tr 0}, Q@ = [L*(Q]P* xR, ¥y
a: [L2(Q)]**? x [LA ()] - R, b : ( ) x Q — R son las formas
bilineales definidas por:

a(o,7) = 1 /Q o le‘—;) /Q tr (o) tr (1) dx Vo, 7 € [L*(Q)]**?,

b(t, (v,n)) ::/Qv-diVde+/QT:nda: V (7, (v,n)) € H(div;Q) x Q.

b) Demuestre que a y b satisfacen las hipdtesis de la teoria de Babuska-Brezzi.

c) Sea (K, ke, k3) un vector de pardmetros positivos y considere las siguientes
ecuaciones del tipo Galerkin-residuales:

K1 /Q(e(u)—C_la) :(e(v)+C7' 1) = 0, (5)



o /Q div (o) - div (1) = — ks /Q f-div (1), (6)

Hg/gz (7—%(Vu—(Vu)t)) : <n+%(Vv—(Vv)t)> —0, (1

para todo (,v,m) € H x [H}(Q)]*> x R. Demuestre que 1, k3 y 3 pueden
elegirse explicitamente, y dependiendo sélo de u, de modo que la formulacion
variacional que resulta al restar la segunda de la primera ecuacién en (4), y
luego sumar (5), (6) y (7), satisface las hipétesis del Lema de Lax-Milgram.

13. Seaa =29 < 21 < -+ < x, < Typy1 = b una particién del intervalo Q := (a, b).
Sea H,, un espacio de funciones definidas sobre ) y para cada i € {1,...,n+ 1}
denote por H,,; el espacio de restricciones de H,, al subintervalo [x;_1, z;].

a) Demuestre que si H, C C(Q) y H,; C HY(z;_y,2;) Vi € {1,...,n + 1},
entonces H,, C H'(Q).

b) Demuestre que si H, C CY(Q) y H,; C H*(z;_y,2;) Vi € {1,...,n + 1},
entonces H, C H*(Q).

14. a) Para cada j € {1,2,3,4} encuentre el tnico polinomio p; de grado < 3 tal
que (p;(0), p3(0), p;(1),p;(1))* = e, donde e; es el j-ésimo vector de la base
canénica de R*.

b) Sea 0 = xg < 1 < -++ < T, < Tpy1 = 1 una particién UNIFORME de ) :=
(0,1). Para todo i € {1,...,n+ 1} y para cada j € {1,2,3,4}, encuentre el
polinomio p; ; c/le grado < 3 tal que (pi,j(xi_l),pg,j(xi_l),pm- (!L’z‘),pé,j () =
ef. (INDICACION: Denote h := — y utilice lo obtenido en a) en conjunto
con un cambio de variable afin entre [0,1] y [z;_1, z4]).

c) Para cada i € {1,...,n + 1} denote por P; al espacio de funciones definidas
sobre [z;_1,x;], generado por los polinomios p; ;, j € {1,2,3,4}, y defina el
espacio de elementos finitos

H,:={veC"Q): v(0)=v(0)=v(l) =2'(1)=0, vy

v

i) €EPi Vie{l,.,n+1}}.

Pruebe que H,, C HZ(Q) := {v € H*(Q) : v(0) ='(0) =v(1) = /(1) = 0},
y defina explicitamente una base de Hj.

d) Considere el problema de valores de contorno

u = f en Q,
u(0) =u/'(0) = u(l)=v/(1)=0, (8)

donde f(x) = z para todo x € Q. Demuestre que la formulacién débil de
(8) se reduce a encontrar u € HZ() tal que

/u”v”dx:/xvdm Yo e H Q). (9)
0 0
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15.

16.

17.

Establezca el esquema de Galerkin asociado a (9) utilizando el espacio de
elementos finitos H; definido en c), y calcule el vector de carga respectivo.

Sea 2 un abierto acotado de R™ con frontera I' de clase C%!, y defina el espacio
V = {ve H*(Q): vov = 0 en T}. Demuestre que existe C' > 0 tal que
vl < CllAv||2@ Vv € V. Concluya que la norma || - (g2 ¥ la
seminorma | - |g2() son equivalentes en V.

Sea H un espacio de Hilbert, y sea { H, },en una sucesion de subespacios de
dimension finita de H tal que H,,_; C H, Vn € N,y Uyen H,, es denso en H.
Sea B : H x H — R una forma bilineal acotada y suponga que para todo f € H’
existe una tunica sucesién { u,(f) }nen € H tal que

un(f) € Hy , Blun(f),vn) = f(on) VYoo € Hy,

v [lun ()] < Collfl| Vn € N, donde Cj es una constante positiva independiente
de n y de f. Suponga ademds que para todo f € H' existe un tnico u(f) € H
tal que

B(u(f),v) = f(v) Vv € H.
Demuestre que

lim Ju(f) — w(f)| = 0 VfeH.

n—-+o0o

IND.: Defina la proyeccién de Galerkin P, : H — H,, donde Vv € H, P,v
denota la tnica solucién de B(P,v,w,) = B(v,w,) VYw, € H, y observe que

Sea 2 un dominio acotado de R? con frontera suave I'. Considere el problema de
valores de contorno:

—Au=f en

o 7t (10)

/udx:al,
Q

donde a; € R, f € L*(Q),y g € L*(T) satisfacen la condicién de compatibili-

dad
/fder/gds:O.
Q r

Demuestre que una formulacién débil de (10) consiste en: Hallar (u, \) € H'(Q)x

R tal que
/Vu-Vvdx+)\/vda::/fvdx—l—/gvds,
Q Q Q r

,u/ud:v:,ual,
Q
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para todo (v, ) € HY(Q) x R. Utilice la teorfa de Babuska-Brezzi para probar
que este problema tiene tnica solucion, la cual depende continuamente de los
datos.

18. Sea () := (0, 3) y considere el problema de valores de contorno: —u” + (z+1)u =
zen Q, u(0) = u(3) = 0. Deduzca la formulacién débil respectiva y demuestre
que ella tiene una tnica soluciéon u € H}(Q). Considere la particién uniforme
O=20<x1=1< 29 =2 < 23 =37y establezca el sistema de Galerkin asociado
usando el subespacio

Hy :={veC(Q):v(0)=v(3)=0 y vl es un polinomio

de grado < 1,Vje{1,2,3}}.

IND.: Notar que Hy =< {ej,e2} >, donde e; € Hj es tal que e;(z;) = J;; para
todo i, j € {1,2}.

19. Sea © un abierto acotado de R? con frontera suave I', y sea f € [L*(Q)]
EL PROBLEMA DE STOKES consiste en encontrar el vector de velocidades u :=
(u1,uz) y la presion p de un fluido, tales que

—Au+Vp=f en Q,

divu =0 en €, (11)

u=0 en I, /pdsz.
Q

i) Defina los espacios H = [Hy(Q)]* y Q = {q € L*(Q): [, qdz = 0},
y demuestre que la formulacién débil de (11) se reduce a: encontrar (u,p) €
H x Q tales que:

A(u,v) + B(v,p) = F(v) Yv e H,
Blu,q) = 0 Vq e @,

donde A: HxH—R,B: HxQ—RyF € H estdn definidos por
2
A(u,v) = Z / Vu,; - Vv dz,
i=1 /&

B(v,p) = —/deivvdx , F(v) —/Qf~vdx.

ii) Aplique la teoria de Babuska-Brezzi para probar que esta formulacién tiene
una unica solucién.

20. i) Calcule las funciones base locales del espacio de elementos finitos V}, asociado
a una triangulacién 7, hecha de cuadrados de tipo (2).



21.

22.

23.

24.

ii) Considere el operador Laplaciano y calcule la matriz de rigidez local para el
caso particular de un cuadrado de tipo 1 con vértices (0,0), (1,0), (1,1) y
(0,1)

Calcule las coordenadas baricéntricas del 3-simplex (tetraedro) K de R? determi-
nado por los vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1), y calcule explicitamente
las 4 funciones base de P»(K) asociadas a dichos vértices.

(Notar que dim P»(K) = card ¥ = 10).

Sea € un rectangulo de R?, y sea 7, una triangulacién uniforme de () hecha de
cuadrados K con lados (de longitud h) paralelos a los ejes coordenados. Considere
la formulacién variacional en HJ(f2) de la ecuacién de Poisson con condiciones
de Dirichlet homogéneas, y calcule la matriz de rigidez local para el cuadrado de
tipo (1) con vértices (x1,vy1), (x1 + h, 1), (1 +h,y1 +h) y (21,11 + h).

Sea € un abierto acotado de R? con frontera poligonal T, y defina H := H(Q)
provisto de su producto escalar usual (-,-)y. Considere un operador NOLINEAL
T : H — H, FUERTEMENTE MONOTONO y LIPSCHITZ-CONTINUO. Esto sig-
nifica que existen constantes o, M > 0 tales que

(T(v) = T(w),v —wyg > alv—wlly v [|T@)-T()llx < M|v—wllx
para todo v, w € H.

i) Dada f € H, demuestre que existe un tnico v € H tal que T'(u) = f.

ii) Sea Hj, el subespacio de elementos finitos de H que resulta de una trian-
gulacion regular 7T;, de €2 hecha con tridngulos de tipo (1), y considere el
esquema de Galerkin asociado: Hallar u, € Hy, tal que

<T(uh)>vh>H = <f,Uh>H V’Uh € Hh.

Suponga que u € H*(Q) y demuestre que existe C' > 0, independiente de h,
tal que

Sea 2 un abierto acotado de R"™ con frontera poligonal, y sea 7, una triangulacion
regular de Q hecha de n-simplex o n-rectdngulos, todos ellos afin-equivalentes a
un elemento finito de referencia K. Como es usual, el parametro h estd dado por
h :=max{hx : K € T,}, donde hk es el didmetro de K. Ahora, para todo
K € Ty, se define el operador local Ik : H'(K) — L*(K) como

Mye(v) = ﬁ /Kv(x)dx Vo e H'(K).

Ademds, se define el operador global II : HY(Q) — L%*(2) como

M(v) |k = Hx(vlx) VE €T Yve H(Q).



a) Demuestre que existe C' > 0, que depende sélo de K , tal que
H v — H(’U) HLQ(Q) < Ch |U‘H1(Q) Yv e Hl(Q) .

b) Defina el espacio Hy, := {v, € L*(Q) : w,|x € P(K)VK € Ty }, donde

Py(K) denota el espacio de funciones constantes sobre K, y pruebe que
li inf — = L3(9).
h {Uhlth [[v = ol L2 } 0 VveLY(Q)

25. Sea € un abierto acotado de R? con frontera poligonal I'.  Una formulacién
variacional MIXTA para la ecuacién de Poisson en Q, con dato f € L*(Q), y
condicién de Dirichlet dada por g € H'/%(T'), consiste en: Hallar (o,u) € X x M
tal que

A(o,7) + B(r,u) = [, g7-vds, 1)
B(o,v) = — [, fvdz,
para todo (7,v) € X x M, donde X := H(div;Q), M := L*(Q), v es el vector

normal unitario exterior a ', y las formas bilineales A : X x X —- Ry B :
X x M — R estan definidas por

A(p,T)I:/Q,O-Td:L‘ Vp, 7€ X,

B(1,v) ::/ vdivrdr VY(r,v) € X x M.
Q

a) Demuestre que Ay B satisfacen las hipétesis de la teoria de Babuska-Brezzi,
y concluya que existe Cy > 0 tal que

I(p;w)llxxm < Co sup  {Alp,7) + B(T,w) + B(p,v)}  (2)

(ryw)eX XM
[I(mv)] <1

para todo (p,w) € X x M.

b) El siguiente objetivo es deducir una ESTIMACION DE ERROR A-POSTERIORI
para (1). Paraello, sea {7, : h € I} una familia regular de triangulaciones
de €, donde I es un conjunto finito de parametros dado por {hy, ..., hy},
con hj > hji1 Vj € {l,...,m}. Como es usual, el parametro h esta dado por
h:=max{hg: K €T}, donde hi es el didmetro de K. Sea X, x M} un
subespacio de elementos finitos de X x M, asociado a la triangulacion 7y,, y
sea (op, up) € Xp, X My, la solucién del esquema de Galerkin correspondiente
para la formulacién (1).

i) Pruebe que existe un tnico ¢ € X tal que

<6’7—>X = A(U_UhaT)+B(T,U—uh) Vre X.
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26.

27.

ii) Defina J(7) :=1||7||% — (6.7)x V7€ X,y demuestre que
1 -
2 lloll% = min J(r).

iii) Para cada K € T, defina (o, i, up i) := (o, un) |k, Xk := H(div; K),
My = L*(K), y denote por Ag : XgxXg — Ry Bg : Xy x Mg — R,
respectivamente, las restricciones de Ay B al elemento K. Ademads, sea
¢n € HY?(Uger, OK) una aproximacién de u sobre las fronteras de los
elementos K tal que ¢, = g en I'. Entonces, pruebe que existe un tnico
ok € Xk tal que

(0k,TYx, = —Ak(onKk,T) — Br(T,up i) — /BK opT-vds V1 e Xg.
iv) Defina
T(r) = 5 Il + Arlonem) + Be(run) + [ gur-vis
para todo 7 € X, y pruebe que
3 I6lBe, = min Ti(r).

v) Use i), ii), iii) y iv) para demostrar que

Iollx < D lloxli, -

KeTh

vi) Aplique (2) y v) para concluir que existe C' > 0, independiente de h,
tal que

1/2
(o, w) = (on, un)l[xxmr < C { > 77%} :

KeTy,
donde
ng = Nokllx, + IIf +div onl|fa VK €Ty

Sean Q =]a, b[, ¢ € L*(Q) tal que/ wdxr = 0,y considere el problema de valores
Q
de contorno: —z2" = ¢, 2'(a) =2 (b) =0, [,zdr = 0. Defina el espacio
HY(Q) := {w € H(Q) : /wdw = 0}, deduzca una formulacién variacional
0

asociada con incégnita y funciones test en H'(Q), y demuestre que ella tiene una
Unica solucién.

(LEMA DE FORTIN). Sean H, () espacios de Hilbert, y sea b : H X ) — R una
forma bilineal acotada que satisface la condicién inf-sup, es decir, existe g > 0

tal que:
b(v, q)
sup

verr |[v)lg
v#0

> Bllale  VeeQ. (12)
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Sean { Hy, }nen ¥ {Qn nen sucesiones de subespacios de dimensién finita de H y @,
respectivamente, y asuma que para cadan € N existe un operador P,, € L(H, H,,)
tal que  b(v — Pp(v),q,) = 0 V¢, € Q. Suponga que la familia {P, },en
es uniformemente acotada, es decir existe C' > 0 tal que ||P,||zmm,) < C para
todo n € N, y demuestre que existe 8* > 0, independiente de n, tal que

b(vn, qn
sup (Vn, qn)

vn€Hp HUTZHH
v #0

> /B*HQHHQ vanQna Vn e N.

28. Sea (H,(-,-)) un Hilbert y sea P € L(H, H), no trivial, distinto del operador
identidad I: H — H, y tal que P? = P. El objetivo de este ejercicio es probar
que |P||zca,my = |1 —P|| (a1, para cuyo efecto se pide proceder como se indica
a continuacion.

a) Sea S un subespacio de dimensién 2 de H y sea @ € L(S,S5), no trivial,
distinto del operador identidad I : S — S, vy tal que Q* = . Pruebe que
S = R(Q)®R(I—Q) y concluya que existen vectores no nulos p, ¢, 7, s € S
que satisfacen (p,q) = (r,s) = 1, tales que

Q) = (¢,v)p y (I -—Q)(v) = (s,u)r YoesS.

b) A partir de la identidad v = Q(v) + (I — Q)(v) Vv € S, deduzca que
IplI* gl = NI7[* lIsl* = 1 = (p.7) (g, s) y concluya asf que

1Qlzes.s) = 1 — Qllz(s,s)-

c) Dado x € H tal que ||z|| = 1, considere el subespacio S generado por
los vectores x y P(z) y defina @ := P|s. Demuestre que @ € L(S,S),
observe que la dimensién de S es < 2, y luego pruebe, usando b), que

(L =P)(@)|| < [IP|em-
d) Concluya, a partir de ¢), que |P|lzim = | — Pllzim,m-

29. Sea Q :=]la,b| y para cada n € N introduzca una particién

a=x)g <11 < <Tp1<xyp=>o.

Ademads, denote h := max { rj—xj-1: je{l,2,..,n} }, defina el espacio

Vii= {v € LAQ): vlayrmy € Pollesiay]) Vi€ {1,20m} |,
y considere el operador II;, : L*(Q) — Vj, que a cada v € L*() le asigna

su mejor aproximacién IT,(v) € Vj con respecto al producto escalar de L*((2).
Demuestre que existe una constante C' > 0, independiente de n y de h, tal que

HU — Hh(v) HLQ(Q) < Ch‘U‘Hl(Q) Yv € Hl(Q)

12



30. Sean Q :=]0,1[, f € L*(Q), k €]0,2[, y considere el problema de valores de
contorno:

' 4+ ku=f en Q, u(0)=u(l)=0. (13)

Ademas, para cada n € N introduzca la particién uniforme

O=2g<21 < - <2y <Tpy1 =1,

1
con r; —Tj_ = ] Vijie{l,2,...,n+ 1}, y defina el espacio

Hy = {v € CQ): vlarmy € Pillejra)) Vi€ {1,241}

y 0(0) = v(l) = o}.

a) Establezca la formulacién variacional de (13) y demuestre que ella posee una
tinica solucién u € Hi(Q).
b) Denote por u,, € H, la solucién (cuando ella existe) del esquema de Galerkin
asociado y pruebe que  lim |lu — uy||g1@) = 0.
n—o0

31. Sean Q un abierto acotado de R™ con frontera I' de clase C%!, f € L*(Q), y
considere el problema de valores de contorno:

—Au=f en Q, u=0 en T.

a) Demuestre que una formulacién variacional mixta de este problema se reduce
a: Hallar (o,u) € H(div;Q) x L*(2) tal que

/Qa~7'd:c + /Qudiv(T)dx — /deiv(a)dx = /vad:c (14)
para todo (1,v) € H(div;Q) x L*(Q).

b) Dados 01, d» > 0, fundamente la introduccién de las ecuaciones

5 /(Vu— o) - (Votr)de =0 ¥(rv)€H = H(div:Q) x H(Q), (15)

92 /Qdiv(a) div(r)dx = — 0 /QfdiV(T) de V7 € H(div;Q), (16)

luego sume (14), (15) y (16), y obtenga una formulacién variacional mixta
modificada: Hallar (o,u) € H tal que

A(o,w), (1,v)) = F(r,v)  VY(r,v) € H, (17)

donde A: H x H — R es una forma bilineal y ' : H — R es un funcional
lineal. Entonces, demuestre que, eligiendo d; y d2 convenientemente, el

problema (17) posee una tnica solucién, la cual depende continuamente del
dato f.
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32. Demuestre que D(R'}) es denso en H'(R").

33. Sean K = [0,1], K = [j_1,2;], hj == x; —x;_1 > 0, y considere la aplicacién
afin F': K — K definida por

F(#)=h;i +a,, Viek.

(a) Dado un entero r > 0, demuestre que v € H"(K) si y sélosi v := vo F €

~

H"(K), y en tal caso pruebe que

~ r—1/2
iy = B ol -

(b) Sean m, k enteros tal que 0 < m < k+1,y sea Il e L(HY(K), H™(K))
tal que IIp = p Vp € Py, donde Py es el espacio de polinomios de grado
< k. Ademas, sea II el operador definido por

v = (IIo)o F7' VYoe HFY(K).
Demuestre que existe C' > 0, que depende sélo de K y f[, tal que
HU_HU”HW(K) < C h?+17m ‘U‘H’Hl(K)-

34. Sea 2 un dominio poligonal convexo de R? con frontera I, y dado f € L*(Q),
considere la ecuacién de Helmholtz con datos de Dirichlet:

Au+u=f en Q, u=0 en T. (18)

i) Introduzca la incégnita auxiliar o := Vu en {2 y pruebe que una formulacién
variacional mixta de (18) se reduce a: Hallar o € H(div; ) tal que

/QU-T - /Qdiv(a)div(T) S /Qfdiv(T) Vroe H(div;Q). (19)

ii) Defina el operador P : H(div;Q) — [L*(R2)]* que a cada 7 € H(div;) le
asigna P(7) := V z, donde z € H} () es la tinica solucién del problema de
valores de contorno: Az = div(r) en £, z =0 en I'. Pruebe
que P es compacto y que H(div; Q) = P(H(div;Q)) & (I — P)(H (div;)).

iii) Utilice la descomposicién anterior de H(div;€2) para demostrar que (19) se
reduce, equivalentemente, a: Hallar o € H(div;{2) tal que

Ao, 1) + K(o,7) = F(1) V7 e H(div;Q), (20)

donde A y B son formas bilineales acotadas cuyos operadores inducidos
A H(div;Q) — H(div;Q) y K : H(div; Q) — H(div;) son biyectivo y
compacto, respectivamente, y F' es el funcional dado a la derecha de (19).

IND. Defina el operador S(7r) := (I — 2P)(7) y considere la expresién
A(1,S(7)) para probar que A satisface las condiciones inf-sup continuas.

14



iv) Sea {H}}r>0 una familia de subespacios de dimensién finita de H(div; () tal
que }llir% dist (7, H,) = 0 para todo 7 € H(div;{2), y considere el esquema
—

de Galerkin perturbado: Hallar o, € Hj, tal que
A(O’h,Th) = F(Th) V1,€ Hp. (21)
Suponga que existen operadores lineales &, : [H'(Q)]> — H}, tales que

div (ghP(Th)) = diV(Th) V1, € Hh,

HT—gh(T)H[Lz(Q)]z S Ch”T”[Hl(Q)P V1 € [HI(Q)P

Demuestre que existe hy > 0 tal que YV h < hg el problema (21) tiene solucién
Unica, la cual es estable y convergente con constantes independientes de h.

IND. Defina el operador Sy (7) := (I — 2&, P)(7,) y considere la expresion
A(1,Sp(7)) = A(1,S(7)) — A(1,S(7) — Sip(7)) para probar que A satisface
las condiciones inf-sup discretas.

v) Qué se puede decir del esquema de Galerkin respectivo para (20)7.

35. Sea € un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C%!. El objetivo de este
problema es demostrar que

He(V)H[ZLZ(Q)]zw > |V‘[H1(Q)]2 Vv € [H(%(Q)]Qa (22)

1
donde e(v) := 3 {Vv + (Vv)t}. Para tal efecto, proceda como sigue.

i) Dados 0 := (0y;) y 7 := (7;) en R**?| se define el producto tensorial
2

o:T = Z 0i; Tij 'y se introducen los subespacios
ij=1
R>? .= {rcR¥*: 1=7} y RXZ ={rcR¥:. 1°=_-7}.

sim asim

Pruebe que o : 7 = 0 Vo € R¥? V75 e R¥?

1
ii) Note que Vv = e(v) + w(v), con w(v) := §{Vv — (Vv)t}, y

recuerde que [|7][72(qyzxe = / T:7 V7 € [L*(Q)]**?, para probar que
0

||e(v)||[2L2(Q)}2X2 - “W(V)H[ZL?(Q)PXQ = /QV‘“(VV)t

||e(V)||[2L2(Q)]2><2 + ||W(V)||[2L2(Q)]2><2 = /QVVZVV.
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36.

37.

iii) Deduzca la identidad Vv : (Vv)* = div {VVV — div (V)V} + (div (v))?
y concluya la desigualdad (22).

Sea 2 un abierto acotado de R? con frontera I' poligonal y sea f € [L*(Q)]?. El
problema de elasticidad lineal plana asociado a un sélido que ocupa 2, y que esta
sometido a la fuerza f, consiste en encontrar el desplazamiento u tal que:

div{)\tre(u)l—i—Q,ue(u)}:—f en @ y u=0 on T, (23)

donde A, p > 0 son las constantes de Lamé, tr denota el operador de trazas
matricial, e(u) es el tensor de deformaciones (definido en el problema anterior),
e I es la matriz identidad de R?*2. Demuestre que la formulacién variacional de
(29) se reduce a: Hallar v € [H} ()] tal que

/Q{)\div(u)div(v) +2,ue(u):e(v)} = /va Vv e [HAQ)?,

y pruebe que ella tiene solucién tunica, la cual depende continuamente del dato f.
Utilice tridngulos de tipo (1) para definir detalladamente un esquema de Galerkin
asociado, pruebe que tiene solucién unica, establezca su convergencia e indique
la razoén de convergencia respectiva.

Sean (X1, (-,-)x,), (Xa,(-,)xy), € (Y, (-, -)y) espacios de Hilbert, defina el pro-
ducto X := X; x X5, y considere operadores lineales y acotados P : X — X,
Q: X—->Y A X1 —>X1,B:X;— Xy, y(C: Xy, — X, tales que:

A B*
P = .
B —-C
Sea V := V; x V5 el kernel de Q, donde V; C X; y Vo C Xs, y suponga que:

B
BELLY 5 oy, ve e

i) existe a > 0 tal que (A(21),21)x, > allz1]k, Va1 € V.

ii) existe § > 0 tal que sup
nevivo  l71llx

111) <C($2),$2>X2 Z 0 ng € ‘/2
iv) existe § > 0 tal que | Q*(¥)|Ix > Bylly Vy e Y.

a) Pruebe que para todo (f,g) € X X Y existe un unico (z,y) € X x Y tal
que

Pz) + Q'(y) = f,
Q(z) = g,

y encuentre explicitamente una constante C' > 0 tal que

Iyl < A + lgly }-

(24)
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b) Defina un esquema de Galerkin para (24) y establezca condiciones suficientes
que aseguren su solubilidad unica y estabilidad.

¢) Demuestre la estimaciéon de Cea para el esquema definido en b).

38. Sea ) un abierto acotado de R™ con frontera de clase C%!, y considere el espacio
de Sobolev H?*((2), con producto escalar (-, -)py2(q), norma inducida || - || g2, ¥
semi-norma | - |g2(g). Ademads, sea P;(Q2) el espacio de polinomios sobre Q de
grado < 1 con base {po,p1,...,pn} donde po(x) = 1y pi(x) = x; Vi € {1,...,n},
Va:=(zy,..,2,)T € Q.

a) Defina la aplicacién
n 1/2
Holl] == {M?mm + > o)) |2} Vv e HY(Q),
i=0
y demuestre que existen C, Cy > 0 tales que

Crlllvlll < llvllzz) < Calllvlll Vv e HA(Q).

b) Considere el espacio cuociente H*(2)/P;(2) con norma ||[v]||g2)/p(0) =

inf ||v— defina
pePL () H pHH2(9)7 y

W2/ p@) = vl V[v] € H*(Q)/Pi(Q).

Demuestre que | - |g2(0)/p, (o) estd bien definida y que existe C' > 0 tal que

la2@/e < I]E2@)/P00

< ClWllayme VI € HHQ)/P(Q).

C) Sea Il € L(H?(R), H(Q)) tal que II(p) = p Vp € P(Q). Demuestre que
existe C' > 0 tal que

HU—H(U)HHl(Q) S C"U‘HQ(Q) VU € HQ(Q)

39. Sea T un tridngulo de R? con didmetro hr y sea T el triangulo candnico con
vértices (0,0), (1,0) y (0,1). A su vez, sea Fr : R?> — R? una aplicacién afin
invertible tal que FT(f ) = T,y defina p = 7:/1\ o F;', donde @/Z)\ es la funcion
burbuja de T. Ademss, sea Py el proyector ortogonal de L*(T) en Py(T), el
espacio de polinomios constantes sobre 7', con respecto al producto escalar

(f.g) = /Twag Vi g€ IXT).
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40.

41.

42.

43.

Aplique los lemas de Bramble-Hilbert y Deny-Lions para demostrar que existe
C > 0, independiente de T, tal que:

v —Po(v)|lor < Chrlv|ir Vv € HI(T).

Dado s €]0,1], utilice argumentos de interpolacién de espacios normados y el
hecho que (L*(T), H(T))s2 = H*(T), para probar que existe Cs > 0, indepen-
diente de T, tal que

[0 =Po(v)llor < Cshpllvllse Vv e HXT).

Sean X, Y espacios de Hilbert, A € L(X,Y) tal que R(A) =Y, ysea V= N(A).
Dado el operador de proyeccion ortogonal P : X — V', considere B : Y — X tal
que B(y) = ¢ — P(z) para todo y € Y, donde z € X es tal que A(z) = v.

i) Demuestre que B estd bien definido y que B es una biyeccién lineal y acotada
de Y en V+. Pruebe, ademés, que B es un inverso a derecha de A, esto es
AB(y) =y para todo y € Y.

ii) Defina Ay : V+ — Y como Ag(r) = A(z) para todo x € V*, es decir
Ag = Alys, y pruebe que Ayt = B.

iii) Aplique lo anterior para definir explicitamente un inverso a derecha del
operador de trazas v : H'(Q2) — HY2(0%).

Sea € un abierto de R". Asuma que la inyeccién i : H'(Q) — L*(Q) es compacta
y demuestre que la inyeccién i : H™()) — H™ () también es compacta, para
todo entero m > 2.

Sean (X, (-,)x), (Y1,(-,)1) e (Ya,(:,-)2), espacios de Hilbert, y considere el es-
pacio Y =Y x Y, provisto del producto escalar

<Z>y>y = <217Z/1>1 + <Z2,y2>2 Vzi= (21>Z2)> Y= (y1>y2) eyY.

Entonces, dados B; € L(X,Y}), j € {1,2}, defina el operador B € L(X,Y’) por
B(z) := (Bi(z),Ba(x)) Va € X. Demuestre que B es sobreyectivo si y sélo si:

i) By y Bz son sobreyectivos.
i) X = N(By) + N(By).
Este problema constituye una versién particular del Lema de Peetre-Tartar.

(a) Sean (X1, |- |l1), (Xo,|l - ll2) ¥ (X5, - |l3), espacios de Banach, y considere
operadores A € L(X1,X5) vy B € L(Xy, X3), tales que B es compacto.
Ademas, suponga que existe ¢ > 0 tal que

lally < e{ 4@ + [B@)s } Ve Xi.

Demuestre que N(A) es de dimensién finita, y luego razone por contradiccién
para probar que existe C' > 0 tal que

dist(z, N(A)) < C||A(@)]l Ve X,.
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(b) Sea Q un abierto acotado de R" con frontera suave I' y considere la descom-
posicién:  HY(Q) = HY(Q) & Py(Q), donde Py(Q) es el espacio de las
funciones constantes sobre {2 y

Q) = {veHl(Q): /Qv _ }

Pruebe que existe a > 0 tal que
CYHU”Hl(Q) < ”U’Hl(ﬂ) Yov €& [N{l(Q) (25)

(c) Aplique (a), (25), v el teorema de trazas, para demostrar que existen con-
stantes C, Cy > 0, tales que

Ch ||U||§{1(Q) = |U|%-11(Q) + ||U||%2(r) < Gy ||U||?{1(Q) Vo e Hl(Q)- (26)

INDICACION: para la desigualdad (26) inferior defina operadores A y B
apropiados utilizando los espacios X; := H'(Q), X5 := [L*(Q)]* x L*(T) v
X3 = Po(Q)

44. Sean ) un abierto acotado y convexo de R? con frontera poligonal T, f € L?(f2),
y u € H}Q) N H?(Q) la tnica solucién de: —Au = f en Q, u =
0 en TI. Dada una familia regular de triangulaciones {7, }x>0 de Q) hecha de
triangulos K y lados e, se definen los espacios de LAGRANGE y de CROUZEIX-
RAVIART, respectivamente, como sigue:

X = {UGC(Q): vk € PUK) YEKET,, v=0 en r},

Vi, = {U € L*(Q): vlg € Py(K) VYK €T,, ves continua en los puntos

medios de los lados e € T, v =0 en los puntos medios de los lados e C F} :

1/2
a) Defina ||vp]ln = {Z |Uh|iK} Vo, € Vi, pruebe que || - |5 es una
KeTy,
norma sobre V}, y concluya que existe un tnico u, € Vj tal que

ah(uh,vh) = Z / Vuh~Vvh = F(Uh) = /fvh Vvh € Vh.
K Q

KeThy

b) Demuestre que existe C' > 0, independiente de h, tal que

- F
fu—uls < €4 inf fu—wnl + sup 2l = Fll o
o€V, wp€Vi\0 [[wn ||
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45.

46.

c) Integre por partes en cada K € T, y pruebe que

ap(u, wy) — F(wp,) :Z Vu - vuwy, :Z Z Vu - v (w, — Poe(wy))

KeT, VK KeT;, eCok V€

= Z Z /(VU — VHh<U)) -V (U)h — 77076(wh)) Yuwy, € Vh,
KeT;, eCOK v €
(2%)
donde IT, : H*(Q2) N HY(Q)) — X, es el operador de interpolacién global de
Lagrange y Py : L?(e) — Py(e) es el proyector ortogonal.
d) Deduzca a partir de (27) y (28) que existe C' > 0, independiente de h, tal
que
||U - uh||h S Ch |u]2,g .

Sea 2 un abierto acotado de R? con frontera poligonal I' y sea f € [L*(Q)]?. El
problema de elasticidad lineal plana asociado a un sélido que ocupa 2, y que esté
sometido a la fuerza f, consiste en encontrar el desplazamiento u tal que:

div{)\tre(u)f—i—2,ue(u)}:—f en Q@ y u=0 on T, (29)

donde A, p > 0 son las constantes de Lamé, tr denota el operador de trazas
matricial, e(u) es el tensor de deformaciones, e I es la matriz identidad de R?*2.

a) Demuestre que la formulacién variacional de (29) se reduce a: Hallar u €
[Hj(2)]? tal que

/Q{/\div(u)div(v) +2ue(u):e(v)} = /Qf.v Vv e [H(Q)]?,

y pruebe que ella tiene solucién unica, la cual depende continuamente de f.

b) Utilice tridngulos de tipo (1) para definir detalladamente un esquema de
Galerkin asociado, pruebe que tiene solucién unica, establezca su conver-
gencia e indique la razon de convergencia respectiva.

Sea T un tridngulo de R? con didmetro hr y sea T el triangulo canénico con
vértices (0,0), (1,0) y (0,1). A su vez, sea Fr : R?> — R? una aplicacién afin

A~

invertible tal que Fp(T) = T, y defina ¢y = 15 o F;', donde 15 es la funcién
burbuja de T. Ademds, sea Py el proyector ortogonal de L*(T) en Py(T) con
respecto al producto escalar

(f.9) == /Twag Vi g€ IXT).

Pruebe que para cada s € [0, 1] existe Cs > 0, independiente de T', tal que
[v—=Po(W)llor < Cshylvlse Vv e HT).

Agosto 2012
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