UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
FACULTAD DE CIENCIAS

FISICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA MATEMATICA

TAREA / PRUEBA 2
METODOS DE ELEMENTOS FINITOS MIXTOS I (525539).

Lunes, 19 de Julio de 2010 Prof. Gabriel N. Gatica.

1. Sea  un abierto acotado de R™, n € {2, 3}, con frontera I' de clase C%! y vector
normal v. Dados f € [L2(Q)]" y g € [HY?(I)]", la formulacién en desplazamiento
del problema de elasticidad lineal con condiciones de contorno de Dirichlet, con-
siste en: Hallar u € [H'(Q)]" tal que

—pAu — A+ p)Vdiva =f en Q, u=g en T, (1)
donde A, p > 0 son las constantes de Lamé del material respectivo.

a) Defina el pseudoesfuerzo ¢ = pVu + (A+p)dival en Q, y recuerde
que H(div ;) = Hy & RI, donde

Hy = {7‘ € H(div; Q) : /tr(T) = O}

Q

e I es la matriz identidad de R™*™. Luego, considere la descomposicion & =
o +cl, cono € Hy, c € R, denote por (-, -) la paridad dual entre [H~/2(T)]"
y [HY/2(T)]", y demuestre que (1) da origen a la siguiente formulacién mixta:
Hallar (o, u) € Hy x [L*(Q)]™ tal que

1/ d d 1 / / i
Z | o4 trotrt+ [ u-divr = F(1),
wJo nnA+ (n+1)u) Jo Q

/V-diVO’ = G(v),
Q

para todo (7,v) € Hy x [L*(2)]", donde

F(r) = <Tv,g>—ﬁ/1“g-u/gtr7 V1 € H(div;Q),

G(v) = —/Qf-v Vv e [L*(Q)".

b) Use la teoria de Babuska-Brezzi para probar que (2) esta bien propuesto.

c) Use la teorfa de Babuska-Brezzi discreta para definir, explicitamente, un
esquema de Galerkin estable para (2).



2. Sea  un dominio acotado de R? con frontera Lipschitz continua I'. Dados
fe[L*(Q))?yge [H V*I)? el PROBLEMA DE ELASTICIDAD con condiciones
de contorno de traccién (Neumann) consiste en hallar un tensor simétrico o
(esfuerzos) y un vector u (desplazamientos), tales que

o =Ce(u), div(ec)=—-f en Q, ov=g en I. (3)

Aqui, C es el operador de elasticidad dado por la ley de Hooke (con constantes de
Lamé \, p > 0), e(u) := 1 (Vu+(Vu)*) es el tensor de pequeiias deformaciones,
v es el vector normal a I'; y los datos satisfacen la condicion de compatibilidad:

/Qf-x+<g,x>=0 Vx € RM(Q). (4)

donde (-,-) denota la paridad dual de [H~'/2(I")]? y [H'/?(I")]? con respecto al

producto escalar de [L?(T)]?, y RM(Q) := [Po(Q)]> ® Po(Q) ( ZE; ) es el
—

espacio de movimientos rigidos en 2. Puede probarse que (4) constituye una

condicién necesaria y suficiente para la existencia de solucién de (3).

a) Demuestre que, en primera instancia, la formulacién variacional mixta de
(3) se reduce a: Hallar (o, u) := (o, (u,p,7)) € H(div;2) x Q tal que

/ Clo:T+b(r,d) =0 V7 € H(div;Q),
Q

(5)
b(o,¥) = — /Qf-v T g ) VV=(v.hm) € Q,

donde Q := [L*(Q)]? x [HY?*(I))? x [L*(Q)]2x2

asym? y

b(T,V) = /Qv-div(‘l')—l—<7'1/,'1/1>+/9‘r:n V (7, V) € H(div; Q) x Q.

b) Pruebe que el espacio de soluciones del problema homogéneo asociado a (5)
esta dado por {(a,ﬁ) co=0,du=(x,—xIr,VX), X € ]RI\\/[[(Q)}

c) Agregue a (5) la condicién de unicidad /x u=0Vx € RM(Q), y
Q
pruebe que la formulacion variacional resultante es equivalente a: Hallar

(g, p),1) := ((7,p), (u,9,7)) € Hx Q tal que

/C_la:T+/p'X+b(Taﬁ)+/X'u:0 V(r,x)eH,
o Q Q (6)

b(a,V)—l—/gp-v=—/ﬂf-v+<g,¢> Vv:=(v,¥,n) €qQ,

donde H := H(div; Q) x RM().

d) Use la teorfa de Babuska-Brezzi para probar que (6) estd bien propuesto.



3. Sea Q un dominio acotado de R? con frontera I' Lipschitz continua, y considere
datos f € [L?(Q))?y g € [H~Y?(I")]?>. El PROBLEMA DE STOKES con condiciones
de contorno de Neumann consiste en hallar la velocidad u := (uy, u2)* y la presién
p de un fluido que ocupa la region €2, tal que

—pAu+ Vp = f en (2,
divu = 0 en Q, (7)
pVa-n —pn = g en [,

donde p > 0 es la viscosidad del fluido y n es el vector normal a T'.

a) Introduzca las incognitas auxiliares ¢ := —uen 'y o = pVu — pl
en ), donde I es la matriz identidad en R**2, y pruebe que, eliminando p,
se obtiene, en primera instancia, la siguiente formulacion variacional mixta:
Hallar (o, (u,¢)) € H x @ tal que

alo,T) + b(T,(u,)) = 0 VT eEH,

®)
bo, (v, ) = —/Qf-v+<g,w> V(v,9) € Q.

donde H := H(div;Q), Q := [L*(Q)]? x [H*(T")]?, {-,-) es la paridad dual
entre [H=V2(D))2y [HY2(D)), ya: Hx H—Ryb: HxQ — R son las
formas bilineales acotadas definidas por:

alo,T) = %/Qad:Td y b(r,(v,v)) = /QV-diVT + (Tn,¢).

b) Asuma condiciones de compatibilidad adecuadas sobre f y g, identifique el
espacio de soluciones del problema homogéneo asociado a (8), y luego aplique
la teoria de Babuska-Brezzi para probar que una versiéon convenientemente
modificada de (8) esta bien propuesta.

CADA PROBLEMA VALE 3 PUNTOS. ELIJA SOLO 2 DE ELLOS.
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