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1. Enuncie y demuestre detalladamente un resultado importante que esté contenido
en alguno de los temas que no le correspondié exponer.

2. Dados g € X', ¢ > 0y un conjunto finito M C X, se define
Vg, s M) := {fe X' |J@)(f—9g) <e Vze M}

Demuestre que todos los conjuntos V' (g,e; M) con £ y M variables, constituyen
una base de vecindades de {g} para la topologia o (X', X).

3. Sea ) un abierto suave de R™ con frontera I', y denote por (-, )aiw.q ¥ (-, )10 los
productos escalares usuales de H(div;Q) y H'(Q), respectivamente. Entonces,
dados f € L*Q), g € L*(T'), y constantes a, b € R, considere el problema
variacional: Hallar (o, u,¢) € H(div; Q) x H () x Hj () tal que

(O, T)awa + (U, V)10 — a/gbv = /fdiVT,
Q Q

/Qw-w—b/ﬂw—b/ﬂw-w ~ /Fgw,

para todo (7,v,v) € H(div; Q) x H () x H ().

(1)

a) Introduzca operadores S := (S1,5) : Hy(Q) — H(div;Q) x H'(Q) y
S Hy(Q) x HY(Q) — H}(Q), bien definidos, tales que (1) se reduzca
equivalentemente a la ecuaciéon de punto fijo: Hallar ¢ € HJ(Q2) tal que

T(¢) = ¢, donde T(9) = 5(¢,5(0)) Vo€ HY(Q).
b) Demuestre que existen constantes C'(a), C'(b) > 0 tales que

[51(6) = Si(@)laive + [192(¢) = Sa(p)lle < Cla) [|¢ — ¢llog,

15(6,u) = S, )l < CO){Il6 = ¢lloa + lu—wla},
para todo ¢, ¢ € H}(Q), u, w € H'(Q).
c) Deduzca a partir de a) y b) que existe una constante C(a,b) > 0 tal que
IT(6) = T()lre < Clab) 6 —¢llon V¢, ¢ € Hy(Q),

pruebe luego que T es compacto, y concluya finalmente que para a y b
suficientemente pequenos, el problema original (1) posee una tnica solucién.
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4. Utilice una férmula de integracion por partes adecuada, y luego aplique el andlisis
sobre alternativa de Fredholm y método de Galerkin para estudiar la solubilidad
discreta del problema de valores de contorno:

Au+ku=f en Q:=]0,1, ?:g en [':= 0Q,
v

donde k € [~1,+o0[, f € L*(), v es el vector normal en I, y g € H~V/%(T).

5. Sea X un Banach tal que X’ es separable. Pruebe que Bx(0,1) es metrizable con
respecto a (X, X’). Reciprocamente, si Bx(0,1) es metrizable para o (X, X'),
concluya que X' es separable.
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