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1. a) Sean X e Y espacios de Hilbert y sea K € L(X,Y) tal que K transforma
sucesiones débilmente convergentes de X en sucesiones convergentes de Y.
Pruebe que K es compacto.

b) Sea X un espacio de Hilbert y sean {z,}neny € X, 2 € X, tales que z,—x
v |lznl| — ||z||. Pruebe que z, — z.

c) Sean X e Y espacios de Hilbert y sea K € L£(X,Y’) un operador compacto.
Aplique a) y b) para probar que K* € L(Y, X) también es compacto.
[1 PUNTO]

2. Este problema constituye una version particular del Lema de Peetre-Tartar.

a) Sean X, Y y Z, espacios de Banach, y considere operadores A € L(X,Y) y
B e L(X, Z), tales que B es compacto. Ademds, suponga que existe ¢ > 0
tal que

loll < c{1A@)] + I1B@)I ] VoeX.

Demuestre que N(A) es de dimensién finita, y luego razone por contradiccién
para probar que existe C' > 0 tal que

dist(xz, N(A)) < C'||A(x)|| VeeX.

b) Dado € un abierto acotado de R™ con frontera suave I', es ficil ver que se
tiene la descomposicién H(Q) = H'(Q) @& Py(Q), donde Py(Q) es el espacio
de polinomios constantes sobre Q y H'(Q) := {v ceH'(Q): [yv=0 }
Ademads, se sabe (no lo demuestre) que la norma || - ||; o vy la semi-norma

|- |1, son equivalentes en H'(Q). Aplique a), esta equivalencia y el teorema
de trazas, para demostrar que existen constantes C', Cy > 0, tales que

Cillvlia < lig + ooy < Cellvlliq  Yve HY(Q). (1)
[2 PUNTOS]

3. Sean A, B, C' : l3(R) — /l5(R) los operadores definidos, para cada sucesién
x = {Zn}nen € L(R), por A(x) = {==} o B(x) = {0} U {5} .y
C(x) := {%”}neN. Demuestre que 0 € 0,(A4) N 0,.(B) N 0.(C).

[1 PUNTO]



4. Sean Hy, Hy, Q1, (Y2 espacios de Hilbert sobre R, y sean a : H; Xx Hy — Ry
bj : H; xQ; — R, j € {1,2}, formas bilineales acotadas con operadores inducidos
A e L(H,Hy) yBjeL(H,Q;),je€ {1,2}, respectivamente. También, sea K;
el espacio nulo de Bj, j € {1,2}, y sea II, el proyector ortogonal de Hy en Ko.
Suponga que:

i) II, A : K; — K5 es un isomorfismo.

ii) existen [31, B2 > 0 tales que

. bi(v,q ,
B @), = swp 20D > g, voeq, vie{12).
verr; ||l
v#0
Pruebe que, dados F' € H) y G € @, existe un tunico (u,p) € H; X Q2 tal que
a(u,v) + bo(v,p) = F(v) Vv €& Hy,

bi(u,q) = Glq) Yqge.

Ademas, deduzca condiciones del tipo inf-sup que sean equivalentes a i).

[1 PUNTO]

5. Sean €2 un abierto de R” y p : 2 — R una funcién medible y positiva. Entonces
se define el espacio ponderado

E(p) = {u :Q — Rmedible:  p"?u € L*(Q) }
provisto de la norma ||ul| ) = |[p"?ulon Yu € E(p).

a) Dadas funciones p, ¢ : 2 — R medibles y positivas, y un parametro § €]0, 1],
demuestre que el espacio de interpolacién (E(p), E(q))s2 coincide con E(r),
donde r := p'~%¢%. Concluya, ademés, que

sen o

1-0)6)"
ullls2 = Cs2llullpey Yue E(r), con Cso:= {u} _

b) Para cada t € R considere p; : R®™ — R definida por p,(§) := (1 + ||€]]?)!
V& € R”, y observe, considerando {2 = R”, que la transformada de Fourier
F : HY(R") — E(p;) y su inversa F~! : E(p;) — H'(R") son isometrias.
Luego, utilizando a), demuestre que para cada sg, s7 € Ry § €]0,1], se
tiene, con s := (1 — 6) sp + 651, que F : (H*(R™), H**(R"))52 — E(ps) ¥y
F~t: E(ps) — (H*(R"), H**(R™))s2 son biyecciones continuas. Concluya,
a partir de esto ultimo, que (H* (R™), H**(R"));2 = H*(R"™) y que

lullspe = Csz Mulllsa Yu € HY(R").

[2 PUNTOS|

ELIJA CUALQUIER COMBINACION DE PROBLEMAS CUYA SUMA DE PUNTOS SEA <5
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