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1. (1 PUNTO) [DESIGUALDAD INVERSA PARA ELEMENTOS FINITOS DE LAGRANGE]

Sea ) un abierto acotado de R™ con frontera poliédrica, y sea {7}, }1~o una familia
regular y quasi-uniforme de triangulaciones de  hechas de n-simplex K de tipo
k € N, con didmetro hg, todos ellos afin equivalentes a un elemento finito de
referencia K. Denote h := max{hx : K € T,}, introduzca el espacio de
elementos finitos de Lagrange!

Xfi={veC@: ke R(K) VEeT},
y demuestre que para cada d € [0, 1] existe una constante Cs > 0 tal que

lvllso < Cs h° lvllo.e Vo e X,’f.

2. (1 PUNTO) [DESIGUALDAD DE POINCARE GENERALIZADA EN W™P(Q)]

Dados 2 un abierto acotado de R™, n € {2,3}, con frontera I' de clase C*!,
m € Ny p e [l,+00), se define el espacio de Sobolev

WmP(Q) = {U eELP(Q): MwWelLP(Q) Va, |of < m},

el cual es un espacio de Banach provisto de la norma

1/p
[ollmpo == > 10075 Vo e W™P(Q),
la|<m
cuya semi-norma asociada se define como
1/p
Olmpe == Y 10%0]%,0) Yo € WmP(Q).
|a|=m
A su vez, sea F una familia finita en W™P(Q) tal que' P, 1(Q) N°F = {0}, y

defina
1/p
[vl7 = {Ivlﬁ,p;g + Y IF(U)\”} Vo e Wmr(Q).

FeF
Demuestre que existe C' > 0, que depende de 2, tal que

[o]lmpa < Cllollz Vo e W™ (Q).

'Dados un entero k > 0y S C R", a través de este documento Px(.S) denota el espacio de
polinomios de grado < k definidos sobre S.
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3. (1.5 PUNTOS) [LEMA DE DENY-LIONS EN W*T1P([))

Dados un entero k > 0, p € [1,+00), y un compacto conexo K de R™ de clase
C%1 el propésito de este ejercicio es probar que existe una constante C' > 0, que
depende sélo de K, tal que

inf o —pllisipx < Clolpipe Vo € WHIP(K), (1)
PEP(K)

para lo cual se sugiere proceder como se indica a continuacion.

a) Sean N := dim P,(K), {p1,ps,...,pn} una base de Py(K), y denote por
{f1, fa, .-, [z} la base canénica asociada del dual P.(K)’, la cual verifica
filpi) = 6;; Vi, je{l,2,...,N}. Luego, demuestre que existe un conjunto
de funcionales {Fy, Fy, ..., Fx} € WHEFHLP(K)' tal que

Py(K) N {F,F,, .. Fx} = {0},
y use problema 2 para deducir que existe una constante C'x > 0 tal que
[vl[k+1p < Ok [Vl Vo e WkJrl’p(K) N {F, Py, Fny . (2)

b) Pruebe que para cada v € WHTP(K) existe un tinico ¢, € Py(K) tal que
filgw) = Fi(v) Vie{l,2,..,N},yconcluya a partir de (2) la desigualdad
requerida (1).

4. (1 PUNTO) [LEMA DE BRAMBLE-HILBERT EN W*+LP(K) v Wmr(K)]

Ademas de las notaciones del problema anterior, considere un entero m tal que
0 <m <k+1yunoperador II € LIWFLP(K) Wm™P(K)) tal que II(p) = p
Vp € Py(K), y pruebe que existe C' > 0, que depende de K, tal que

v =) lnpx < Clolisipn Vv WH(E).

~

5. (1 PUNTO) [PROPIEDADES DE ESCALAMIENTO EN W™P(K) v W™P(K)]

Sean Ky K compactos conexos de R" con frontera de clase C%!, y considere
la aplicacién afin F' : R" — R™ dada por F(Z) := Bx + b Vz € R",
con B € R™" invertible yb € R", tal que K = F(K). Se puede probar

o~

que v € W™P(K) siysélosi v := vo F € W™P(K), y demuestre en tal
caso, procediendo andlogamente a lo realizado en clases, que existen constantes
C; == Cj(m,p,n) >0, j € {1,2}, tales que

0], < CrlIBI™ [det BI™P [0l Vo € WP (K),

m,p; K

0 mpic < Co||B~Y|™ |det B|'/?|0] Vo € W™P(K).

m’p;[?



6. (1.5 PUNTOS) [PROPIEDAD DE APROXIMACION EN WH+LP(K) v Wmr(K)]

Ademas de las notaciones del problema anterior, considere el proyector ortogonal
Il : L*(K) — P.(K) con respecto al producto escalar de L?(K), y defina el

~

operador I : L*(K) — P(K) por
() := N@oF Yo F V7 e L¥K).

a) Demuestre que II coincide con el proyector ortogonal de L2(K) en Py(K).

b) Denote o = hx/pk (segin las notaciones usuales de clases), y aplique
lo obtenido en los problemas 4 y 5 para demostrar que existe una constante
C > 0, independiente de K, tal que

[0 = (V) [mpx < Cof hl;(H_m ]k 15K Vo € Wk—i_l’p(K) .

GGP/ggp



