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1. (1 punto) [desigualdad inversa para elementos finitos de lagrange]

Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera poliédrica, y sea {Th}h>0 una familia
regular y quasi-uniforme de triangulaciones de Ω̄ hechas de n-simplex K de tipo
k ∈ N, con diámetro hK , todos ellos af́ın equivalentes a un elemento finito de
referencia K̂. Denote h := max{hK : K ∈ Th}, introduzca el espacio de
elementos finitos de Lagrange1

Xk
h :=

{
v ∈ C(Ω̄) : v|K ∈ Pk(K) ∀K ∈ Th

}
,

y demuestre que para cada δ ∈ [0, 1] existe una constante Cδ > 0 tal que

‖v‖δ,Ω ≤ Cδ h
−δ ‖v‖0,Ω ∀ v ∈ Xk

h .

2. (1 punto) [desigualdad de poincaré generalizada en Wm,p(Ω)]

Dados Ω un abierto acotado de Rn, n ∈ {2, 3}, con frontera Γ de clase C0,1,
m ∈ N y p ∈ [1,+∞), se define el espacio de Sobolev

Wm,p(Ω) :=
{
v ∈ Lp(Ω) : ∂αv ∈ Lp(Ω) ∀α , |α| ≤ m

}
,

el cual es un espacio de Banach provisto de la norma

‖v‖m,p;Ω :=

 ∑
|α|≤m

‖∂αv‖pLp(Ω)


1/p

∀ v ∈ Wm,p(Ω) ,

cuya semi-norma asociada se define como

|v|m,p;Ω :=

 ∑
|α|=m

‖∂αv‖pLp(Ω)


1/p

∀ v ∈ Wm,p(Ω) .

A su vez, sea F una familia finita en Wm,p(Ω)′ tal que1 Pm−1(Ω) ∩ oF = {0}, y
defina

‖v‖F :=

{
|v|pm,p;Ω +

∑
F∈F

|F (v)|p
}1/p

∀ v ∈ Wm,p(Ω) .

Demuestre que existe C > 0, que depende de Ω, tal que

‖v‖m,p;Ω ≤ C ‖v‖F ∀ v ∈ Wm,p(Ω) .

1Dados un entero k ≥ 0 y S ⊆ Rn, a través de este documento Pk(S) denota el espacio de
polinomios de grado ≤ k definidos sobre S.
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3. (1.5 puntos) [lema de deny-lions en W k+1,p(K)]

Dados un entero k ≥ 0, p ∈ [1,+∞), y un compacto conexo K de Rn de clase
C0,1, el propósito de este ejercicio es probar que existe una constante C > 0, que
depende sólo de K, tal que

inf
p∈Pk(K)

‖v − p‖k+1,p;K ≤ C |v|k+1,p;K ∀ v ∈ W k+1,p(K) , (1)

para lo cual se sugiere proceder como se indica a continuación.

a) Sean N := dimPk(K), {p1, p2, ..., pN} una base de Pk(K), y denote por
{f1, f2, ..., fN} la base canónica asociada del dual Pk(K)′, la cual verifica
fj(pi) = δij ∀ i, j ∈ {1, 2, ..., N}. Luego, demuestre que existe un conjunto
de funcionales {F1, F2, ..., FN} ⊆ W k+1,p(K)′ tal que

Pk(K) ∩ o{F1, F2, ..., FN} = {0} ,

y use problema 2 para deducir que existe una constante CK > 0 tal que

‖v‖k+1,p;K ≤ CK |v|k+1,p;K ∀ v ∈ W k+1,p(K) ∩ o{F1, F2, ..., FN} . (2)

b) Pruebe que para cada v ∈ W k+1,p(K) existe un único qv ∈ Pk(K) tal que
fi(qv) = Fi(v) ∀ i ∈ {1, 2, ..., N}, y concluya a partir de (2) la desigualdad
requerida (1).

4. (1 punto) [lema de bramble-hilbert en W k+1,p(K) y Wm,p(K)]

Además de las notaciones del problema anterior, considere un entero m tal que
0 ≤ m ≤ k + 1 y un operador Π ∈ L(W k+1,p(K),Wm,p(K)) tal que Π(p) = p
∀ p ∈ Pk(K), y pruebe que existe C > 0, que depende de K, tal que

‖v − Π(v)‖m,p;K ≤ C |v|k+1,p;K ∀ v ∈ W k+1,p(K) .

5. (1 punto) [propiedades de escalamiento en Wm,p(K) y Wm,p(K̂)]

Sean K y K̂ compactos conexos de Rn con frontera de clase C0,1, y considere
la aplicación af́ın F : Rn −→ Rn dada por F (x̂) := B x̂ + b ∀ x̂ ∈ Rn,

con B ∈ Rn×n invertible y b ∈ Rn, tal que K = F (K̂). Se puede probar

que v ∈ Wm,p(K) si y sólo si v̂ := v ◦ F ∈ Wm,p(K̂), y demuestre en tal
caso, procediendo análogamente a lo realizado en clases, que existen constantes
Cj := Cj(m, p, n) > 0, j ∈ {1, 2}, tales que

|v̂|m,p;K̂ ≤ C1 ‖B‖m |detB|−1/p |v|m,p;K ∀ v ∈ Wm,p(K) ,

y
|v|m,p;K ≤ C2 ‖B−1‖m |detB|1/p |v̂|m,p;K̂ ∀ v̂ ∈ Wm,p(K̂) .
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6. (1.5 puntos) [propiedad de aproximación en W k+1,p(K) y Wm,p(K)]

Además de las notaciones del problema anterior, considere el proyector ortogonal
Π : L2(K) −→ Pk(K) con respecto al producto escalar de L2(K), y defina el

operador Π̂ : L2(K̂) −→ Pk(K̂) por

Π̂(v̂) := Π(v̂ ◦ F−1) ◦ F ∀ v̂ ∈ L2(K̂) .

a) Demuestre que Π̂ coincide con el proyector ortogonal de L2(K̂) en Pk(K̂).

b) Denote σK := hK/ρK (según las notaciones usuales de clases), y aplique
lo obtenido en los problemas 4 y 5 para demostrar que existe una constante
C > 0, independiente de K, tal que

|v − Π(v)|m,p;K ≤ C σmK h
k+1−m
K |v|k+1,p;K ∀ v ∈ W k+1,p(K) .

GGP/ggp
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