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1. [2 puntos] El objetivo de este problema es definir un interpolante tipo Clément
sobre una triangulación de rectángulos y probar una de sus propiedades de apro-
ximación.

a) Sean Kj, j ∈ {1, . . . ,m}, m rectángulos adyacentes1 de R2 con lados pa-
ralelos a los ejes coordenados y diámetros respectivos hj, introduzca el con-

junto S := ∪
{
Kj : j ∈ {1, . . . ,m}

}
, denote hS := max

j∈{1,...,m}
hj, y considere

el operador lineal ΠS : L2(S)→ P0(S) dado por

ΠS(v) :=
1

m

m∑
j=1

{
1

|Kj|

∫
Kj

v

}
∀ v ∈ L2(S) .

Demuestre que para cada δ ∈ [0, 1] existe una constante Cδ > 0, indepen-
diente de los Kj, tal que

‖v − ΠS(v)‖0,S ≤ Cδ h
δ
S ‖v‖δ,S ∀ v ∈ Hδ(S) .

b) Sea {Th}h>0 una familia regular de triangulaciones (hechas de rectángulos
con lados paralelos a los ejes coordenados) de una región poligonal Ω de R2,
y para cada h > 0 considere el espacio de elementos finitos

Xh :=
{
vh ∈ C(Ω) : vh|K ∈ Q1(K) ∀K ∈ Th

}
.

Además, sea {x1, x2, ..., xN} el conjunto de vértices de Th, y denote la
base correspondiente de Xh por {ϕ1, ϕ2, ..., ϕN}. A su vez, para cada j ∈
{1, ..., N} se introduce el macro-elemento Sj dado por la unión de los mj

rectángulos, mj ≤ 4, que comparten el vértice xj. Defina el operador

Jh : L2(Ω) → Xh por Jh(v) :=
N∑
j=1

ΠSj
(v)ϕj ∀ v ∈ L2(Ω), con ΠSj

dado según a), denote wK := ∪
{
Sj : xj ∈ K

}
, y demuestre que existe

C > 0, independiente de h, tal que

‖v − Jh(v)‖0,K ≤ C hK |v|1,wK
∀ v ∈ H1(Ω) , ∀K ∈ Th .

1Se dice que m rectángulos son adyacentes si comparten un vértice común
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2. [3 puntos] Dado un triángulo K de R2, se define el espacio de Raviart-Thomas
de orden 0 sobre K como RT0(K) := [P0(K)]2 ⊕ P0(K)x, donde x := (x1, x2)t

denota un vector genérico de K. Equivalentemente, τ ∈ RT0(K) si y sólo si
existen únicas constantes a, b, c tales que

τ (x) :=

(
a+ c x1

b+ c x2

)
∀x := (x1, x2)t ∈ K .

En lo que sigue, νK es el vector normal en ∂K, y los lados de K se denotan por
Fj, j ∈ {1, 2, 3}, de modo que νK |Fj

es un vector constante de R2 ∀ j ∈ {1, 2, 3}.

a) Pruebe que para cada τ ∈ RT0(K) se tiene que div τ ∈ P0(K) y τ ·νK |Fj
∈

P0(Fj) ∀ j ∈ {1, 2, 3}.
b) Demuestre que si τ ∈ RT0(K) es tal que

∫
Fj
τ · νK = 0 ∀ j ∈ {1, 2, 3},

entonces necesariamente τ ≡ 0. Use primero integración por partes para
probar que div τ = 0, y luego concluya utilizando el hecho que los vectores
normales sobre los lados de K son l.i. dos a dos.

c) Para cada i ∈ {1, 2, 3} defina el funcional mi(τ ) :=
∫
Fi
τ · νK ∀ τ ∈

[H1(K)]2, y deduzca, a partir de b), que existen únicos τ j ∈ RT0(K),
j ∈ {1, 2, 3}, tales que mi(τ j) = δij ∀ i, j ∈ {1, 2, 3}. A su vez, defina el ope-

rador de interpolación ΠK : [H1(K)]2 → RT0(K) por ΠK(τ ) :=
3∑
i=1

mi(τ ) τ i

∀ τ ∈ [H1(K)]2, y muestre que ΠK(τ ) es el único elemento en RT0(K) tal
que mj(ΠK(τ )) = mj(τ ) ∀ j ∈ {1, 2, 3}.

d) Sea K̂ el triángulo canónico de R2, y sea FK : R2 → R2 la aplicación af́ın
invertible dada por FK(x̂) := BK x̂ + bK ∀ x̂ ∈ R2, con BK ∈ R2×2 y

bK ∈ R2, tal que K = FK(K̂). Luego, dado τ ∈ [Hm(K)]2, m ∈ {0, 1},
defina τ̂ := |detBK |B−1

K τ ◦FK , pruebe que τ̂ ∈ [Hm(K̂)]2, y concluya que
existe C > 0, independiente de K, tal que

|τ̂ |m,K̂ ≤ C ‖B−1
K ‖ ‖BK‖m |detBK |1/2 |τ |m,K .

Inversamente, si τ̂ ∈ [Hm(K̂)]2, muestre que τ := |detBK |−1BK τ̂ ◦ F−1
K ∈

[Hm(K)]2 y que existe C > 0, independiente de K, tal que

|τ |m,K ≤ C ‖BK‖ ‖B−1
K ‖

m |detBK |−1/2 |τ̂ |m,K̂ .

e) Suponga que K es parte de una triangulación Th perteneciente a una familia

regular, y utilice la identidad ΠK̂(τ̂ ) = Π̂K(τ ) para demostrar que, dado

m ∈ {0, 1}, existe C := C(K̂,ΠK̂ ,m) > 0, tal que

|τ − ΠK(τ )|m,K ≤ C h1−m
K |τ |1,K ∀ τ ∈ [H1(K)]2 .

[Bonus track por 0.5 puntos adicionales: Pruebe que div ΠK(τ ) = PK(div τ ) ∀ τ ∈ [H1(K)]2,

donde PK : L2(K)→ P0(K) es el proyector ortogonal].
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