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1. [2 punTOS]| El objetivo de este problema es definir un interpolante tipo Clément
sobre una triangulacion de rectangulos y probar una de sus propiedades de apro-
ximacion.

a)

Sean K;, j € {1,...,m}, m rectdngulos adyacentes' de R? con lados pa-

ralelos a los ejes coordenados y didmetros respectivos h;, introduzca el con-

junto S := U{Kj cje{l,...,m} }, denote hg := ?ax }hj, y considere
je{l,...m

el operador lineal I : L*(S) — Py(S) dado por
IIg(v) ! Zm: ! / v Vo e L*(S)
s(v) == — — :
m3 | 5] K,

Demuestre que para cada 6 € [0, 1] existe una constante Cs > 0, indepen-
diente de los K, tal que

lv = s(v)llo.s < Cshgllvlss Ve H(S).

Sea {Tn}n>0 una familia regular de triangulaciones (hechas de rectdngulos
con lados paralelos a los ejes coordenados) de una regién poligonal ) de R?,
y para cada h > 0 considere el espacio de elementos finitos

X, = {vh cC@): wlx € Qu(K) VKEE}.

Ademads, sea {x1,%s,...,zn} el conjunto de vértices de Tp, y denote la
base correspondiente de X, por {®1,p2,..., on}. A su vez, para cada j €
{1,..., N} se introduce el macro-elemento S; dado por la unién de los m;
rectangulos, m; < 4, que comparten el vértice x;. Defina el operador

N
J, o L*(Q) — X, por Jy(v) := ZHS].(U) ¢; Yv e L*Q), con Ilg,
=1

dado segin a), denote wy := U{Sj S K}, y demuestre que existe
C > 0, independiente de h, tal que

v — Jh()]lox < Chi [Vhw, YveEHY ), VKET,.

1Se dice que m rectdngulos son adyacentes si comparten un vértice comuin



2. [3 PuNTOS] Dado un tridngulo K de R?, se define el espacio de Raviart-Thomas
de orden 0 sobre K como RTy(K) := [Py(K)]* & Py(K)x, donde x := (z,x9)"
denota un vector genérico de K. Equivalentemente, 7 € RT((K) si y sélo si
existen unicas constantes a, b, ¢ tales que

a—+cxy
T(X) = ( ) Vx = (x1,29)" € K.
b+C.ﬁE2

En lo que sigue, vk es el vector normal en 0K, y los lados de K se denotan por
F;, j € {1,2,3}, de modo que vk |p, es un vector constante de R* Vj € {1,2,3}.

a) Pruebe que para cada 7 € RT((K) se tiene que divr € Py(K) y 7-vk|p €
Py(F;) Vje{1,2,3}.

b) Demuestre que si 7 € RTo(K) es tal que fFjT vk = 0 Vje{1,2,3},
entonces necesariamente 7 = 0. Use primero integracion por partes para
probar que divT = 0, y luego concluya utilizando el hecho que los vectores
normales sobre los lados de K son l.i. dos a dos.

c) Para cada i € {1,2,3} defina el funcional m,(7) = fFi‘T vk VT €
[H'(K)]?, y deduzca, a partir de b), que existen tnicos 7; € RTo(K),
J €41,2,3}, tales que m;(7;) = d;; Vi,7 € {1,2,3}. Asuvez, defina el ope-

3

rador de interpolacién g : [H'(K)]*> = RTo(K) por U (1) := Z m;(T) T
i=1

V7 € [H'(K)]? y muestre que Ix(7) es el tinico elemento en RTy(K) tal
que m; (g (7)) =m;(T) Vje {1,2,3}.

d) Sea K el tridgngulo canénico de R2, y sea Fy : R? — R? la aplicacién afin
invertible dada por Fk(X) := BgX + bx VX € R? con By € R¥*? y
br € R? tal que K = FK(IA() Luego, dado 7 € [H™(K)|*, m € {0,1},
defina 7 := |det Br| B' T o Fk, pruebe que T € [Hm([?)]Q, y concluya que
existe C' > 0, independiente de K, tal que

7l < CUBEMNIBr|™ [det Bil Y |7

Inversamente, si 7 € [H™(K)]?, muestre que 7 := |det Bx|™! Bx 7 o File
[H™(K)]? y que existe C' > 0, independiente de K, tal que

[Tl < OB IBx! ™ [det B| 7], 7

e) Suponga que K es parte de una triangulacién 7, perteneciente a una familia

—

regular, y utilice la identidad IIz(7) = Ilx(7) para demostrar que, dado
m € {0, 1}, existe C':= C(K,IIz,m) > 0, tal que

|7 — g (7)|mrx < Ch}{m IThx VTE€E [Hl(K)]2.

[BONUS TRACK POR 0.5 PUNTOS ADICIONALES: Pruebe que divIlg(7) = Pk (divr) V7 € [H(K)]?,

donde Py : L?(K) — Py(K) es el proyector ortogonal] .
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