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1. (1 PUNTO). Sean K; y K, tridngulos adyacentes de R? con didmetros h; y
ho, respectivamente, y para cada j € {1,2} considere el proyector ortogonal
I, : L*(K;) — Py(K;). Defina el operador 11 : L?*(K; U K3) — Py(K; U Ks) por

1 2

H(’U) = 5 Z Hj(”'Kj) Yov e L2<K1 U KQ),
j=1

y muestre que existen C, Cy > 0, independientes de K; y K», tales que
HU_H(U)H(LKJ' S Cj hj |U|1,K1UK2 VJ c {].,2}7 Yv e HI(K1UK2>

BONUS TRACK (0.5 PUNTOS). Enuncie y demuestre el resultado que extiende lo anterior al caso de n tridngulos

“adyacentes dos a dos” de R2.

2. (1.5 pPUNTOS). Sea {Tn}n>o una familia regular de triangularizaciones de un
dominio poligonal €2 de R?, y para cada h > 0 considere el espacio

X = {Uh € C(ﬁ) Uh’K € Pl(K) VKEE}

Ademas, sea {x1, xa, ..., zx} el conjunto de vértices de Ty, y sea {¢1, ¥, ..., pn } la
base correspondiente de X}, es decir, dado j € {1,..., N}, ¢, es la tnica funcién
en X, tal que p;(x;) = 6;; Vie{l,...N}. Asuvez, para cada j € {1,..., N}
se introduce el macro-elemento w; = sopy; = U{K € T, : z; € K}, y se
define el operador S; : L*(w;) = Py(w;) dado por

1
Si(w) = — Y Siklk)  VveL(w),
mj KCw;
donde n; es el ntmero de tridngulos de w; y Sj i : L*(K) — Py(K) es el proyector
ortogonal. Defina el interpolante de Clémént alternativo J, : L?(Q2) — X}, dado

N
por Ju(v) = ZS]'(U) p;  Yov € L*Q), y demuestre que existen Cy, Cy > 0,
j=1

independientes de h, tales que
v = Jh(0)lox < Crhg|vliw, YveH (Q), VKET,,

y
v — Ju(@)loe < Cohyl® 01w, Yve HY(Q), Viadoede K, VK €T,
donde
Wy = U{wj: ijK} y We 1= U{wj: xjee}.



3. (1 puNTO). Sea  un abierto acotado de R™ con frontera poliédrica, y sea
{Th}n>o una familia regular de triangularizaciones de  hecha de n-simplex K
con didmetro hy, todos ellos afin-equivalentes a un elemento finito de referencia
K. Suponga también que dicha familia es quasi-uniforme, esto es existe ¢ > 0,
independiente de h, tal que

h = max{hK: KEE} < cmin{hK: Keﬁl},
y, dado k > 1, defina el espacio de elementos finitos de Lagrange
Xk = {U cO): g€ P(K) VK e n}.
Pruebe que existe C' > 0, independiente de h, tal que
lvlie < Ch7Mvlle  VveXy. (1)

BONUS TRACK (0.5 PUNTOS). Utilice la teorfa de interpolacién de espacios de Sobolev para probar que existe

C > 0, independiente de h, tal que [[v]ls,o < Ch~? |Jv]|o.o Vo e Xk, Vvé e [0,1].

4. (1.5 PUNTOS). Sea € un abierto acotado de R? con frontera poligonal T', y dado
[ € L*Q), sea u € H}(Q) la tnica solucién débil del problema de Poisson:
—Au=f en Q, u=0 en T. A suvez sea {T;}r>0 una familia regular
de triangularizaciones de 2 hecha de tridngulos K con didmetro hx. Entonces,
dado k € N, defina el espacio de elementos finitos

XE, = {UGC(Q): vk € PAK) YKeT,, v=0 en r},

asuma la existencia de un interpolante de Clément I, : Hg(Q) — X7 con las
mismas propiedades de aproximacion del visto en clases, y considere el esquema
de Galerkin: Hallar u, € X, tal que

/Vuh~Vvh = /fvh Vo, € X, (2)
Q Q ’
i) Demuestre que existe a > 0, dependiente sélo de 2, tal que
Sh(w
allu—wlha < sup RO
weHL(Q)\{0} [w]l10
donde Sy (w) = [, f (w—In(w)) = [, Vuy, - V(w — I (w)).

ii) Sea &,(9) el conjunto de lados interiores de 7,. Entonces, dado e € &£,(2),
v, denota un vector normal unitario fijo sobre e, y [Vuy]. es el salto de
discontinuidad de Vuy sobre e en la direccién dada por v.. Pruebe que

Z/ f—i—Auh w— Ip(w Z /Vuh 1/6 w— I (w ))
KeTy, e€&L (2

iii) Denote por h, la medida del lado e, y concluya que existe Cre; > 0, inde-
pendiente de h, tal que

lu—unlio < Cra Y {hillerAUhllg,K + ) heII[VUh}ellﬁ,e} - (3)

KeTy, eCOK



5. (1 puNTO). El problema 4 ha proporcionado una cota superior del error de
Galerkin, la cual, excepto por la constante C..;, depende explicitamente de la
solucién discreta uy, obtenida de acuerdo a (2), y por lo tanto es completamente
calculable. De acuerdo a ello, la desigualdad (3) recibe usualmente el nombre
de estimacién de error a posteriori confiable (“reliable” en inglés). El propdsito
del presente ejercicio es probar, al menos parcialmente, que también es posible
acotar inferiormente el error, médulo una constante usualmente diferente Cl¢s
y términos de orden superior, por la expresién a la derecha de (3), lo cual se
denomina estimacion de error a posteriori eficiente (“efficient” en inglés). Para
este efecto, dado K € T, se considera la funcién burbuja respectiva i € P3(K),
la cual satisface

0<yYg <1 en K y Yg=0 en O0K.

Se sabe, ademas, que dado k£ € N, existe ¢; > 0, que depende sélo de k y la
constante del dngulo minimo, tal que

1/2
lal2x < eilwil®dlix  Vae P(K). (4)

i) Sea Ilx : L*(K) — Py(K) el proyector ortogonal, y muestre primero que

i I + Al e < 205 1S = Tk (flro)llo, e + 2 R el

donde x, = Hg(flx) + Aup.

ii) Aplique (4) e integracién por partes en K para probar que
ol < e { [ i Metsle) = 1) + [ Ftu—u) - T}
K K

iii) Utilice la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la estimacién inversa dada por
(1) (cf. Ejercicio 3) para demostrar a partir de ii) que

Il3ne < CLIS = Te(Fli) s + P2l = wilf e }
iv) Concluya que existe C > 0, independiente de h, tal que
B + Dl < C{lu—unll s + B3 Nf = M (F 113 }
v) Suponga que f|x € H'(K) VK € T, y deduzca en tal caso que

R+ Al e < C{lu—unlfse + b 1S} (5)

Notar aqui que hi | f|? x constituye un término de orden superior.



