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1. (2 PUNTOS) [FUNCIONES BASE LOCALES| Calcule las coordenadas baricéntricas
del 3-simplex (tetraedro) K de R? determinado por los vértices (0, 0,0), (1,0,0),
(0,1,0) y (0,0,1), y calcule explicitamente 3 funciones base de P»(K') asociadas
a puntos medios de sus aristas (recuerde que dim P(K) = card ¥y = 10).

2. (2 PUNTOS) [PROBLEMA DE ELASTICIDAD PLANA| Sea ) un abierto acotado
de R? con frontera poligonal T y sea f € [L*(Q)]>. A su vez, sean {7, }n>0 una
familia regular de triangularizaciones de ) y k un entero > 1. Defina para cada
h > 0 el espacio

X = {va € [COP: vilk € PP VE €T } 0 [HYQF,

y considere el siguiente esquema de Galerkin para el problema de elasticidad
lineal plana asociado a un sélido que ocupa la region €2 y que esta sujeto a la
fuerza representada por f: Hallar u;, € XF tal que

/ {Que(uh) ce(vy) + )\divuhdivvh} = / f-vi, Vv,€X), (1)
Q Q

donde X\, > 0 son las constantes de Lamé respectivas y, dado v € [H'(Q)]?,
e(v) denota el tensor de deformaciones (o parte simétrica de Vv).

a) Pruebe que (1) tiene solucién unica y establezca la razén de convergencia
correspondiente.

b) Denote por u € [H}(2)]? la solucién del problema continuo respectivo y

demuestre, utilizando el interpolante de Clémént I, : [L?(Q2)]*> — X} C X},
que existe C' > 0, independiente de h, tal que

1/2
lu—wl10 < C { > ?ﬁc} a

KeTy

donde
M = B If+divonlg e + Y helllonleld,
eCOK
onp = 2pe(uy) + Adivu, I,
hi es el didmetro de K, h, es la longitud del lado e de Ty, [04]. denota el

salto de discontinuidad de o, a través de e, e I es la matriz identidad de
R2X2.



3. (2 PUNTOS) [ERRORES DE PROYECCION| Dada una familia regular de triangula-
rizaciones {7} }r>o de un dominio poliédrico Q2 de R™ y un entero k > 1, considere
para cada h > 0 los proyectores ortogonales P}, : H'(Q) — X} (con respecto
al producto interior de H*(Q)) y P¥ : L*(Q) — XF (con respecto al producto

interior de L?*(€2)), donde X} := {vh eC(): wlx € PR(K) VK € 771}.

a)

b)

Pruebe que existen constantes C, Cy > 0, independientes de h, tales que
v — Plfﬁ(”)”l,(l < Cih e Yoe HTYQ), VIe{0,1,..k}, ¥
v —Pi(@)|loo < Coht ™ vji1g Yve HTH(Q), Vie{l, .. k}.

Use la teoria de interpolacion de espacios de Sobolev para probar, a partir
de a), que existen constantes C3, Cy > 0, independientes de h, tales que

lv=Pi,)lhe < Cs0° [vllsae Yve HH(Q), Vse[0k], vy

v —PE)|loq < Cih®|v]lsa Yve H(Q), Vsel0,k+1].

Suponga ahora que € es convexo, y sea T € L(L?(Q2), H*(2)) el operador
que a cada r € L*(Q) le asigna la tinica solucién T'(r) € H%(S2) del problema:
—AT(r) + T(r) = ren Q, VI'(r)-v = 0 en 0f), donde v es el vector
normal a 9f2. Luego, empleando la formulacién débil que define a T'(r) y el
argumento de dualidad (“truco de Aubin-Nitsche”) dado por la identidad

(r,v =P}, (v)oo
0,Q = Sup

reL2(Q) ”7"”079
r#£0

lv =P (v)

I

demuestre que
[o =P}, loe < Chlv—Ph,@lhe Yo e H(Q),
y concluya luego que

lv =P, (0)log < Ch* ulipe Yo e HFYQ), Yie{0,1,...k},

con 5, C > 0, independientes de h, v y k.

Ademads de la convexidad de €2, suponga también que {7,}n>0 es quasi-
uniforme, y demuestre, utilizando las propiedades de P’f’h y P,y algunas
estimaciones obtenidas en clases y en las partes anteriores de este problema,
que existen ¢y, co > 0, independientes de h, tales que

crllv =Piu)lia < llv=Pi)lle < c2llv=Py,)le Yve H(Q).

IND.: Para la desigualdad que involucra a c2 pruebe primero que

lv=Pi@le < llv-Pf,@lie + [P;{v—Pf,)}le-



4. (2 PUNTOS) [INTERPOLANTE DE CLEMENT PONDERADO] Sea {7j},~0 una fa-
milia regular de triangularizaciones de un dominio poligonal 2 de R?, y para cada
h > 0 considere el espacio de elementos finitos

X, = {Uh EC(Q) Uh|K < Pl(K> VKEE}

Ademas, sea {x1, xa, ..., xx} el conjunto de vértices de Ty, y sea {¢1, 2, ..., pn } la
base correspondiente de X}, es decir, dado j € {1,..., N}, ¢; es la tnica funcién
en X tal que p;(z;) = d;; Vie{l,..,N}. Asuvez paracadaje {1,...,N}
se introduce el macro-elemento w; = sopy; = U{K € T, : z; € K}, y
dado K € Tj, se denota por ¥ su funciéon burbuja respectiva. Luego, para cada
j € {1,..,N} se considera el proyector ortogonal S; : L*(w;) — Po(w;) con
respecto al producto escalar ponderado

(v, 2D o, Z/%{UZ Vo, z € L*(w;),

KCuw;

y se introduce un interpolante de Clémént alternativo J, : L?(Q2) — X} dado
por Jy(v ZS v)p; Yo € L*(Q). Demuestre, siguiendo bésicamente el
mismo anallsls de clases, que existen C7, Cy > 0, independientes de h, tales que

v = Jn(@)|lox < CrLhg V1w, YveEH(Q), VKET,

v — Ju(@)loe < Cohyl® 01w, Yve HY(Q), Viadoede K, VK €T,
donde

Wg 1= U{wj: mjeK} y We = U{wj: xjée}.
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