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1. Sean Q un abierto acotado y convexo de R? con frontera poligonal I', f € L*(),y
u € H}(Q) N H*Q) la tnica solucién de: —Au = f en Q, u =0 en T.
Dada una familia regular de triangulaciones {7;,},>0 de Q hecha de tridngulos
K y lados e, se definen los espacios de LAGRANGE y de CROUZEIX-RAVIART,
respectivamente, como sigue:

Xy = {UEC(Q): vlg € Py(K) YVKeT,, v=0 en F},

Vi = {v € L*(Q): v|lg € Pi(K) VK €17T,, v es continua en los puntos

medios de los lados e € 7;,, v =0 en los puntos medios de los lados e C T’ } .

1/2
a) Defina ||vp||n = {Z \UhﬁK} Vv, € Vj, pruebe que || - |5 es una
KeT,
norma sobre V},, y concluya que existe un unico u, € Vj, tal que

ah(uh,vh) = Z / Vuy, - Vu, = F(Uh) = /f’Uh Yo, € V.
Ker, K Q
b) Demuestre que existe C' > 0, independiente de h, tal que

- F
[ — uplln < c{ inf [lu—uvpln + sup [an(u, wn) — F(wp)] } (1)

v EV} w, €Vi\0 [[wn |

c¢) Integre por partes en cada K € 7, y pruebe que

ap(u, wp) — F(wy) :Z /E)K Vu - vuwy, :Z Z Vu - v (w, — Poe(wp))

KeT, KeT;, eCOK V€

= >N [ (Vu—VI(u) v (wy, — Poclwy) Yy € Vi,
KETy, eCOK Y€

(2)
donde IT, : H*(Q) N HY(Q) — X, es el operador de interpolacién global de
Lagrange y Py : L?(e) — Py(e) es el proyector ortogonal.

d) Deduzca a partir de (1) y (2) que existe C' > 0, independiente de h, tal que
||u - uh||h § Ch |u|27Q .

(30 PUNTOS)



2. Sea ) un abierto acotado de R? con frontera poligonal I' y sea f € [L?(Q)]?. El
problema de elasticidad lineal plana asociado a un sélido que ocupa €2, y que esté
sometido a la fuerza f, consiste en encontrar el desplazamiento u tal que:

div{Atre(u)I+2,ue(u)}:—f en @ y u=0 on [, (3)

donde A, p > 0 son las constantes de Lamé, tr denota el operador de trazas
matricial, e(u) es el tensor de deformaciones, e I es la matriz identidad de R?*.

a) Demuestre que la formulacién variacional de (3) se reduce a: Hallar u €
[H}(2)]? tal que

/Q{)\div(u)div(v) + 2ue(u):e(v)} - /f-v Vv e [HY(Q)?,

Q

y pruebe que ella tiene solucién tunica, la cual depende continuamente de f.

b) Utilice tridngulos de tipo (1) para definir detalladamente un esquema de
Galerkin asociado, pruebe que tiene solucién tnica, establezca su conver-
gencia e indique la razén de convergencia respectiva.

(10 PunTos)

3. Sea T un tridngulo de R? con didmetro hr y sea T el tridngulo candénico con
vértices (0,0), (1,0) y (0,1). A su vez, sea Fr : R? — R? una aplicacién afin

~

invertible tal que Fr(T) = T,y defina ¢y := @Eo F', donde 1 es la funcién
burbuja de T. Ademaés, sea Py el proyector ortogonal de L?(T) en Py(T) con
respecto al producto escalar

(f.g) == /Twag V. g€ LAT).

Pruebe que para cada s € [0, 1] existe Cs > 0, independiente de 7', tal que

v —=Po(v)|lor < Cshy ||v]|sr Vv e H¥T).

(10 PuNTOS)

4. Problema sobre funciones burbujas.
(10 PunNTos)

5. Tarea individual.
(40 PuNTOS)
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