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1. Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera Γ = Γ̄D ∪ Γ̄N tal que ΓD ∩ ΓN = ∅
y |ΓD| > 0, y sea ν el vector normal a Γ. Dados f ∈ [C(Ω̄)]n y g ∈ H1/2(ΓD), el
problema de Darcy con presión dependiente de la porosidad consiste en encontrar
la velocidad u y la presión p de un fluido, tales que:

u = p f + ∇p en Ω , divu = 0 en Ω ,

p = g en ΓD , u · ν = 0 en ΓN .
(1)

a) Demuestre que la formulación variacional mixta de (1) se reduce a: Hallar
(u, p) ∈ H ×Q tal que

a(u,v) + b(v, p) = 〈v · ν, g〉D +

∫
Ω

p f · v ∀v ∈ H ,

b(u, q) = 0 ∀ q ∈ Q ,
(2)

donde H :=
{
v ∈ H(div; Ω) : v · ν = 0 en ΓN

}
, Q := L2(Ω),

a : H ×H → R y b : H ×Q→ R son las formas bilineales dadas por

a(u,v) :=

∫
Ω

u · v y b(v, q) :=

∫
Ω

q div v ∀u, v ∈ H , ∀ q ∈ Q ,

y 〈·, ·〉D denota la paridad dual de H−1/2(ΓD) y H1/2(ΓD).

b) Pruebe que (2) puede re-escribirse, equivalentemente, como una ecuación
de punto fijo de la forma (u, p) = T (u, p), donde, gracias a la Teoŕıa de
Babuška-Brezzi, T : H×Q→ H×Q es un operador no-lineal bien definido.
De hecho, utilice el principio de superposición para darse cuenta que en
realidad T es una aplicación af́ın. Luego, aplique el Teorema del Punto
Fijo de Banach para concluir que si ‖f‖∞,Ω := sup

x∈Ω
‖f(x)‖ es suficientemente

pequeño, entonces el problema (2) tiene una única solucion. Pruebe en tal
caso que existe C > 0, dependiente de ‖f‖∞,Ω, tal que

‖u‖div,Ω + ‖p‖0,Ω ≤ C ‖g‖1/2,ΓD
.

c) Defina un esquema de Galerkin estable para el problema en a) y establezca
las cotas de error a priori y razones de convergencia correspondientes.
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2. Sean ΩB y ΩD dominios acotados y simplemente conexos de R2 con fronteras
Lipschitz-continuas tales que ∂ΩB ∩ ∂ΩD =: Σ 6= ∅, y sea Ω := ΩB ∪ Σ ∪ ΩD

con frontera Γ = ∂Ω separada en ΓB y ΓD. Entonces, dados fB ∈ L2(ΩB)
y fD ∈ L2(ΩD), el Problema Acoplado de Brinkman-Darcy consiste en
hallar velocidades uB y uD, y presiones pB y pD, tales que

αuB − µ∆uB + ∇pB = fB en ΩB ,
divuB = 0 en ΩB ,

µuD + ∇pD = fD en ΩD ,
divuD = 0 en ΩD ,

uB · n − uD · n = 0 en Σ ,
pB − pD = 0 en Σ ,

uB · n = 0 en ΓB ,
uD · n = 0 en ΓD ,

(3)

donde ν > 0 es la viscosidad cinemática del fluido, µ > 0 es una constante
que depende de la viscosidad y de la permeabilidad del medio poroso ΩD, y
α > 0 es un parámetro usualmente de gran tamaño. Deduzca una formulación
completamente mixta de (3), y analice su solubilidad continua y discreta. Si es
necesario, considere condiciones de contorno adicionales.

3. Sea Ω1 un abierto conexo y acotado de R2 con frontera Γ, y sea Ω2 la region
anular acotada por Γ y una curva cerrada Σ cuyo interior contiene a Γ. Además,
sean γ1

0 : H1(Ω1)→ H1/2(Γ) y γ2
0 : H1(Ω2)→ H1/2(Γ)×H1/2(Σ) los operadores

de trazas respectivos, y denote Ω := Ω1 ∪ Γ ∪ Ω2. Dados f1 ∈ L2(Ω1), f2 ∈
L2(Ω2), gΓ ∈ H1/2(Γ), y gΣ ∈ H1/2(Σ), considere el problema de transmisión en
elasticidad lineal

σ1 = C1 e(u1) en Ω1 , divσ1 = f1 en Ω1 ,

σ2 = C2 e(u2) en Ω2 , divσ2 = f2 en Ω2 ,

γ1
0(u1) − γ2

0(u2) = gΓ en Γ , γ1
ν(σ1) = γ2

ν(σ2) en Γ ,

γ2
0(u2) = gΣ en Σ ,

(4)

donde Ci : L2(Ωi) → L2(Ωi), i ∈ {1, 2}, son los operadores lineales de Hooke
en los dominios Ω1 y Ω2, respectivamente, y γ1

ν : H(div ; Ω1) → H−1/2(Γ) y
γ2
ν : H(div ; Ω2) → H−1/2(Γ) ×H−1/2(Σ) son los operadores de trazas normales

correspondientes (ν apunta hacia Ω2 en Γ y hacia el exterior de Ω2 en Σ).

a) Demuestre que la formulación mixta de (4) se reduce a: Hallar σ :=
(σ1,σ2) ∈ H(div ; Ω1) × H(div ; Ω2), u := (u1,u2) ∈ L2(Ω1) × L2(Ω2),
ρ := (ρ1,ρ2) ∈ L2

asim(Ω1)× L2
asim(Ω2), y ξ ∈ H1/2(Γ), tales que

2∑
i=1

∫
Ωi

C−1
i σi : τ i + b̃(τ , (u,ρ)) + 〈γ1

ν(τ 1)− γ2
ν(τ 2), ξ〉Γ = F(τ ) ,

b̃(σ, (v, η)) + 〈γ1
ν(σ1)− γ2

ν(σ2),λ〉Γ = G(v, η,λ),
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para todo τ := (τ 1, τ 2) ∈ H(div ; Ω1) × H(div ; Ω2), v := (v1,v2) ∈
L2(Ω1) × L2(Ω2), η := (η1, η2) ∈ L2

skew(Ω1) × L2
skew(Ω2), y λ ∈ H1/2(Γ),

donde b̃ es una forma bilineal, 〈·, ·〉Γ denota la paridad dual entre H−1/2(Γ)
y H1/2(Γ), y F y G son funcionales lineales y acotados que dependen de f1,
f2, gΓ y gΣ.

b) Aplique el Teorema de Babuška-Brezzi para concluir que el problema en a)
posee una única solución (σ, (u,ρ, ξ)), la cual depende continuamente de
los datos.

c) Defina un esquema de Galerkin estable para el problema en a) y establezca
las cotas de error a priori y razones de convergencia correspondientes.

Elija dos problemas. Uno ahora y el otro para el lunes en la mañana

GNG/gng
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