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1. Sea € un abierto acotado de R™ con frontera ' = Tp UTy tal que TpNTx =0
y |Tp| > 0, y sea v el vector normal a I'. Dados f € [C(Q)]" y g € HY?(Tp), el
problema de Darcy con presion dependiente de la porosidad consiste en encontrar
la velocidad u y la presion p de un fluido, tales que:

a)

u=pf+Vp en Q, divu=0 en €,

(1)

p=g en I'p, u-vr=0 en I'y.

Demuestre que la formulacién variacional mixta de (1) se reduce a: Hallar
(u,p) € H x Q tal que

a(uv) +b(vip) = (vvgp+ [pfv Vved,
Q
b(u,q) = 0 Vgeq,

(2)

donde H :— {v € Hdiv;Q) : v-v =0 en FN}, Q = LXQ),
a:HxH—Ryb:Hx( — R son las formas bilineales dadas por

a(u,v) ::/u-v y b(v,q) ::/qdivv Yu, ve H, Vqe@,
Q Q

y (-,-)p denota la paridad dual de H='/?(T'p) y H'?(I'p).

Pruebe que (2) puede re-escribirse, equivalentemente, como una ecuacién
de punto fijo de la forma (u,p) = T'(u,p), donde, gracias a la Teoria de
Babuska-Brezzi, T': H x () — H x ) es un operador no-lineal bien definido.
De hecho, utilice el principio de superposicion para darse cuenta que en
realidad 7' es una aplicacién afin. Luego, aplique el Teorema del Punto

Fijo de Banach para concluir que si ||f||oo.q := sup ||f(z)] es suficientemente
e
pequeno, entonces el problema (2) tiene una unica solucion. Pruebe en tal

caso que existe C' > 0, dependiente de [|f||«q, tal que

[ullaiv.e + llplloe < Cliglh/ar, -

Defina un esquema de Galerkin estable para el problema en a) y establezca
las cotas de error a priori y razones de convergencia correspondientes.



2. Sean Qp v Qp dominios acotados y simplemente conexos de R? con fronteras
Lipschitz-continuas tales que 90Qp NONp =: X # 0, y sea Q := QpUX UQp
con frontera I' = 0 separada en I'g y 'p. Entonces, dados fp € L*(Qp)
y fp € L*(Qp), el PROBLEMA ACOPLADO DE BRINKMAN-DARCY consiste en
hallar velocidades ug y up, y presiones pg vy pp, tales que

aug — pAug + Vpg = fp en (p,

divug = 0 en Qp,
pup + Vpp = fp en Qp,
divup = 0 en (1p, (3)
up-n—up-n = 0 en X,
ps—pp = 0 en X,
Uup-n = 0 €1 FB,
up-n = 0 en I'p,

donde v > 0 es la viscosidad cinematica del fluido, ¢ > 0 es una constante
que depende de la viscosidad y de la permeabilidad del medio poroso 1p, y
a > 0 es un parametro usualmente de gran tamano. Deduzca una formulacion
completamente mixta de (3), y analice su solubilidad continua y discreta. Si es
necesario, considere condiciones de contorno adicionales.

3. Sea ; un abierto conexo y acotado de R? con frontera I', y sea )y la region
anular acotada por I' y una curva cerrada X cuyo interior contiene a I'. Ademas,
sean ¢t HY(Q) — HY2(T) y 42 : HY(Qy) — HY2(T') x HY2(X) los operadores
de trazas respectivos, y denote Q := Q; U T U Q,. Dados f; € L*(Q,), f, €
L%(Qy), gr € HY?(T"), y g= € HY2(X), considere el problema de transmisién en
ELASTICIDAD LINEAL

oy =Ce(u) en Q, dive; =f; en O,
oy = Cre(uy) en €y, divey =1, en ), n
wwm) —5(w) = gr en T, Ay(o1) = 1p(os) en T,
TW(w) = gs en X,
donde C; : L*(€;) — L2(€%), i € {1,2}, son los operadores lineales de Hooke
en los dominios Q; y Qy, respectivamente, y v;, : H(div;Q) — H™2(T) y

73, H(div;Qy) — H™Y2(T') x H"/2(X) son los operadores de trazas normales
correspondientes (v apunta hacia 2y en I' y hacia el exterior de 5 en ).

a) Demuestre que la FORMULACION MIXTA de (4) se reduce a: Hallar o :=
(01,02) € H(div; Q) x H(div;Q,), u = (ui,uz) € L) x L*(2),
p = <p17p2) < Lzsim(Ql) X ]L‘Zsim<92)7 y E S H1/2(F)7 tales que
2 ~
S [ et onimit Blr ) + hb(r) —b(r). € = Flr).
i=1 /9

b(o,(v.n) + (i (o1) — 15 (02), Nr = G(v,n,N),



para todo T = (71,72) € H(div;;) x H(div;Qs), v = (v1,v2) €
LQ(Ql)NX LQ(Q2>7 n = (7717772) S szew(Ql) X ]Lgkew(QZ)? y A€ HI/Q(F>7
donde b es una forma bilineal, (-, -)r denota la paridad dual entre H~/?(T")

y HY 2(T"), y F y G son funcionales lineales y acotados que dependen de f,
f>, gry gs.
b) Aplique el Teorema de Babuska-Brezzi para concluir que el problema en a)

posee una tnica solucién (o, (u, p, €)), la cual depende continuamente de
los datos.

¢) Defina un esquema de Galerkin estable para el problema en a) y establezca
las cotas de error a priori y razones de convergencia correspondientes.
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