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1. Invente y resuelva un problema no trivial.

2. Dado un abierto acotado y simplemente conexo 2 de R™ con frontera suave I,
considere los espacios de Hilbert

L*(Q) = {v :Q— R: v medible, /

v < —1—00}
Q

H(div; Q) = {T e [L2Q)]": divre L?(Q)},

provistos, respectivamente, de los productos interiores

(v, whoq == /vw v {0, T)aiva = /{G~T+divadiv7'},
Q Q

con normas inducidas || - [loe ¥ |- [laiv,o. Demuestre que para cada N € Ny

para cada conjunto {Tl, To,... ,TN} C H(div; ) se tiene que

N
Ay = ﬂ {diV‘T o Te Hdiv;Q), |m—Tullave < n} es abierto en L%(Q).

n=1

3. Dados k € Ny a,b € R tales que a < b, denote por Py([a,b]) al espacio de
polinomios de grado < k definidos sobre [a, b]. Equivalentemente, p € Py ([a, b])

k
si y sélo si existen g, aq,..., ag € R tales que p(x) = Zaj ! Y € [a,b].
=0
Demuestre que para cada n € N existen p, € P,([a,b]) y 0, > 0, tales que

b
inf " > )
in [a’b})/a pn(a:){x —|—q(:c)}da; > O

qun—l(

4. Sean (H,(-,)u) v (@, (-,-)q) espacios de Hilbert sobre R con normas inducidas
|- llz ¥ Il - llo, respectivamente, y sea A : D(A) = H — (@ un operador lineal.
Suponga que para cada ¢ € () existe ¢, > 0 tal que

g, A(T))ol < ¢ llTlly VT eEH.

Pruebe de dos maneras distintas que A es acotado.
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5. Sean S; y S5 subespacios cerrados de un Banach X. Suponga primero que existe
una sucesion {x, tnen € X tal que

dist(z,,51NS) =1 y lim {dist(a:n,Sl) + diSt([L‘n,Sg)} =0,

n—r0o0
y concluya que S7 + Sy es un subespacio propio de S; + S3. Suponga luego que
existen un subespacio S denso en X y una constante ¢ > 0 tal que
dist(z, S, N Ss) < c{dist(x,Sl) + dist(x,Sg)} Vres,
y demuestre en tal caso que Sy 4+ S5 es cerrado.

6. Sean A y B subespacios cerrados de un Hilbert (H, (-,-)) sobre R.

6.1) Pruebe que dist(z, AY) = sup |(a,z)] Voe H.
laf<1
6.2) Demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) A + B es cerrado en H.
b) A+ + B+ = (AnB)*L.
c) At + Bt es cerrado en H.
d) A+ B = (AtnBYHt.

7. Sean (H,(-,)u) y (Q,(-,-)g) espacios de Hilbert sobre R, y sea A : D(A) C
H — @ un operador lineal tal que D(A) es denso en H. Entonces se introduce
el OPERADOR ADJUNTO de A como A* : D(A*) C QQ — H, donde

D(A*) = {q cQ: 3IrreHtalque (A(T).qo=(r, 7"y ¥YTe D(A)} ,
y en tal caso se define A*(q) = 7" Vq € D(A").

a) Demuestre que A* estd bien definido y es un operador cerrado, y luego
deduzca el concepto de autoadjunto cuando H = Q).

b) Suponga en particular que Q = Q1 x Q9, donde (Q1, (-,-)1) ¥ (Q2, (-, )2)
son también espacios de Hilbert reales, y que

A(T) = (Ai(1), As(T)) VT eD(A),
donde A; : D(A;) € H — Q1 y Ay : D(As) € H — Q2 son operadores
lineales con D(A;) = D(Ay) = D(A) denso en H. Describa los dominios
D(A}), D(A3), y D(A*) sélo en términos de Ay y As, y demuestre que
A(q) = Ai(q) + A(a2)  Vaq = (q,) € D(A]) x D(43).
Qué relacién (si es que) existe entre D(A*) y D(A}) x D(A%) 7 Deduzca
finalmente que si A es cerrado y sobreyectivo entonces existe ¢ > 0 tal que

[A1(q1) + As(@)llm = clladle V= (q1,q2) € D(AT) x D(A3) .

CADA PROBLEMA VALE 1 PUNTO. ELIJA 6 DE ELLOS.
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