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1. Sean X e Y espacios de Banach reales y sea A : X X Y — R una forma bilineal,
esto es, A satisface:

) Aloz+pz,y) =aAlz,y)+5A(z,y) Va,BER, Vz,ze X, Vyey,
i) Alx,ay+8z2)=aA(zr,y)+BA(x,z) Va,€R, Ve X, Vy, z€Y.
Asuma adicionalmente que A es acotada y coerciva, es decir:

iii) existe M > 0 tal que |A(x,y)| < M |jz||lyll Vze X, VyeY,

iv) existe @ > 0 tal que sup |(|$’||y) > ally]| VYyevy,
70
v) sup A(z,y) >0 Vere X, x+#0,

yey
y defina los operadores lineales A : X — Y’ y B:Y — X’ como
A(z)(y) = Alz,y) v By)(z) = Alz,y) VreX, VyeY.

a) Demuestre que A y B estén bien definidos y son acotados.

b) Pruebe que A y B son inyectivos y que R(B) es cerrado en X'.

¢) Defina explicitamente los operadores A’ : Y — X' y B : X" —» Y|y
deduzca que B’ es sobreyectivo.

d) Suponga en particular que X e Y son espacios de Hilbert y demuestre en
tal caso que Rx o B = (Ry o A)*, donde Ry y Ry son las aplicaciones
de Riesz respectivas. Concluya a partir de esta identidad y iv) que A es
biyectivo. [ 1.5 PUNTOS]

2. Sean (X, || - ||) un espacio vectorial normado y B(0,1) := {x eX: x| < 1}

su bola unitaria cerrada. A su vez, dados N € N, A € L(X,RY), vy B € RV,
se define el funcional (8- A) : X = R por (8- A)(z) = (B,A(z))y VzeX,
donde (-, )y es el producto escalar usual de RY. Demuestre que un vector a de

RY pertenece a A(B(0,1)) siysélosi |(B,a)n| < [|B-A|x VB RV,
[ 1.5 PUNTOS]



3. Sean X e Y espacios de Banach para los cuales existe una biyeccién T' € L(X,Y),
y sea Z un subespacio de X. Pruebe que todo g € Z’ puede “extenderse” a un
G €Y' tal que |G|y = ||g|l - [ 0.5 PUNTOS]

4. Sea 2 un abierto acotado de R? y sea T un conjunto finito de tridngulos 7', cuyos
interiores son disjuntos entre si, tal que Q@ = U{T": T € T}. Defina

HF(Q) = {ueLQ(Q)Z uly € H(T) VT e 7}7 y

St = {u € L*(Q): wul|r esconstante VT € T}.

Entonces, dado u € H(2), encuentre su mejor aproximacién por elementos de
S%— con respecto al producto escalar

) =Y [

TeT/T

{vw+Vv~Vw} Vo, w € H1(Q).

Qué sucede con dicha mejor aproximacién si (-, -) se reemplaza por

(v, w)) == Z vw Vv, w € Hp(Q)?
TeT /T

[ 1.0 PUNTO]

5. Con la misma notacién del ejercicio anterior, defina A : H'(Q2) — RY por

Alu) = (/T {u(a) + a:-Vu(a:)}dx) Yue HY(Q),

TeT

donde N es la cardinalidad de 7, y los espacios H'(2) y RY se proveen de
sus productos escalares usuales. Demuestre que A € L(H'(Q2),RY) y defina
explicitamente el operador A* : RY — H!(Q). [ 1.0 PUNTO]

6. Determine, justificadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas, fal-
sas 0 no necesariamente ciertas (a menos que se tenga una hipdtesis extra):

i) La suma de un operador acotado con uno cerrado es un operador cerrado.

ii) Si X e Y son espacios vectoriales normados y A : L(X,Y) — Y’ es un
operador lineal, cerrado y biyectivo, entonces A~! es acotado.

iii) Si X e Y son espacios de Banach y A: D(A) C X — Y es un operador
lineal cerrado e inyectivo tal que A™' : D(A™1) C Y — X no es acotado,
entonces R(A) es un subespacio cerrado propio de Y.

iv) El teorema de representaciéon de Riesz es suficiente para concluir el teorema
de Hahn-Banach en espacios de Hilbert.

v) El teorema del grafo cerrado no puede ser demostrado con el teorema de la
aplicacion abierta.

[ 1.0 PUNTO]

ELIJA CUALQUIER COMBINACION DE PROBLEMAS QUE SUMEN < 5.5 PUNTOS
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