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1. (2 puntos) Dados H un espacio de Hilbert,
{
Hn

}
n∈N una sucesión de subespa-

cios de dimensión finita de H, A : H × H −→ R una forma bilineal acotada y
H-eĺıptica, F ∈ H ′, y

{
Fn
}
n∈N una sucesión de funcionales tales que Fn ∈ H ′n

∀n ∈ N, considere los problemas: Hallar u ∈ H y un ∈ Hn tales que

A(u, v) = F (v) ∀ v ∈ H y A(un, v) = Fn(v) ∀ v ∈ Hn .

a) Pruebe que ambas formulaciones anteriores están bien propuestas, y deduzca
que existe una constante C > 0, independiente de n ∈ N, tal que

‖u− un‖H ≤ C
{

dist(u,Hn) +
∥∥F |Hn − Fn

∥∥
H′

n

}
.

Dados Ω un abierto acotado de R2 con frontera poligonal Γ y α ∈ R, considere
el problema:

−∆u = α f(u) en Ω , γ0(u) = 0 en Γ , (1)

donde f : H1
0 (Ω) −→ L2(Ω) es una función no-lineal para la cual existe L > 0 tal

que |f(z)(x)− f(w)(x)| ≤ L |z(x)− w(x)| ∀x ∈ Ω , ∀ z, w ∈ H1
0 (Ω).

b) Dado Hn un subespacio arbitrario de dimensión finita de H := H1
0 (Ω),

establezca las formulaciones continua y de Galerkin asociadas a (1), y utilice
el Lema de Lax-Milgram en conjunto con el Teorema del Punto Fijo de
Banach para probar que, si α es suficientemente pequeño, dichos esquemas
tienen únicas soluciones u ∈ H y un ∈ Hn, respectivamente.

c) Aplique convenientemente el resultado de a) para probar que, si α es sufi-
cientemente pequeño, entonces existe C > 0, independiente de n, tal que
‖u− un‖H ≤ C dist(u,Hn).

IND.: para la parte continua de b) defina el operador T : H1
0 (Ω) → H1

0 (Ω) que a cada u ∈ H1
0 (Ω) le asigna la

solución ũ := T (u) ∈ H1
0 (Ω) del problema lineal: −∆ũ = αf(u) en Ω , γ0(ũ) = 0 en Γ.

2. (1 punto)

a) Cuantos polinomios de grado ≤ 2 que se anulan en la frontera del tetraedro
unitario y en su baricentro (1

4
, 1

4
, 1

4
) existen ?

b) Cuantos polinomios de grado ≤ 2 que se anulan en la frontera del tetraedro
unitario y que valen 1 en su baricentro (1

4
, 1

4
, 1

4
) existen ?

c) Encuentre el único polinomio pK de grado ≤ 2 en cada variable que se anula
en la frontera del hipercubo K de vértices (1, 1, 0), (1, 2, 0), (0, 2, 0), (0, 1, 0),
(1, 1, 1), (1, 2, 1), (0, 2, 1), y (0, 1, 1), y que vale 2 en el baricentro respectivo.
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3. (3 puntos) Sea Ω un dominio acotado de Rn, n ∈ {2, 3}, con frontera Lipschitz-
continua Γ, y sean ΓD y ΓN partes disjuntas de Γ tal que Γ = Γ̄D ∪ Γ̄N .

a) Sea ED : H1/2(ΓD) −→ H1/2(Γ) el operador definido por ED(ϕ) := γ0(zϕ),
donde zϕ ∈ H1(Ω) es la única solución del problema

∆zϕ = 0 en Ω , γ0(zϕ) = ϕ en ΓD , γ1(zϕ) = 0 en ΓN , (2)

y sea EN,0 : H1/2(ΓN) −→ L2(Γ) el operador de extensión nula en ΓD.
Pruebe que ED está bien definido (es decir que (2) está bien propuesto), que
ED ∈ L(H1/2

(
ΓD), H1/2(Γ)

)
, y que

H1/2(Γ) = ED
(
H1/2(ΓD)

)
⊕ EN,0

(
H

1/2
00 (ΓN)

)
. (3)

Dados f ∈ L2(Ω), gD ∈ H1/2(ΓD) y gN ∈ H−1/2
00 (ΓN), considere el problema de

valores de contorno

∆u = f en Ω , γ0(u) = gD en ΓD , γ1(u) = gN en ΓN . (4)

b) Pruebe que una formulación primal-mixta de (4) se reduce a: Hallar (u, ξ) ∈
H1(Ω)×H−1/2(ΓD) tal que∫

Ω

∇u · ∇v + 〈ξ, γ0(v)|ΓD
〉ΓD

= F (v) ∀ v ∈ H1(Ω) ,

〈λ, γ0(u)|ΓD
〉ΓD

= G(λ) ∀λ ∈ H−1/2(ΓD) ,

(5)

donde 〈·, ·〉ΓD
denota la paridad dual de H−1/2(ΓD) y H1/2(ΓD), y F y G

son funcionales lineales y acotados que dependen del par (f, gN) y de gD,
respectivamente.

c) Muestre que una formulación dual-mixta de (4) queda dada por: Hallar

(σ, (u, ϕ)) ∈ H(div; Ω) ×
(
L2(Ω)×H1/2

00 (ΓN)
)

tal que∫
Ω

σ · τ +

∫
Ω

u div(τ) + 〈γν(τ)|ΓN
, ϕ〉ΓN

= F (τ) ,∫
Ω

v div(σ) + 〈γν(σ)|ΓN
, ψ〉ΓN

= G(v, ψ) ,

(6)

para todo (τ, (v, ψ)) ∈ H(div; Ω) ×
(
L2(Ω) × H

1/2
00 (ΓN)

)
, donde 〈·, ·〉ΓN

denota la paridad dual de H
−1/2
00 (ΓN) y H

1/2
00 (ΓN), y F y G son funcionales

lineales y acotados que dependen de gD y del par (f, gN), respectivamente.

d) Aplique la teoŕıa de Babuška-Brezzi para probar que uno de los dos proble-
mas ((5) o (6)) está bien propuesto.

GGP/ggp
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