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1. (1 punto). Sean K1 y K2 triángulos adyacentes de R2 con diámetros h1 y
h2, respectivamente, denote h := max{h1, h2}, y considere el operador lineal
Π : L2(K1 ∪K2)→ P0(K1 ∪K2) definido por

Π(v) :=
1

2

2∑
j=1

{
1

|Kj|

∫
Kj

v

}
∀ v ∈ L2(K1 ∪K2) .

Demuestre que para cada δ ∈ [0, 1] existe una constante Cδ > 0, independiente
de K1 y K2, tal que

‖v − Π(v)‖0,K1∪K2 ≤ Cδ h
δ ‖v‖δ,K1∪K2 ∀ v ∈ Hδ(K1 ∪K2) .

2. (1 punto) Encuentre el único polinomio bK de grado ≤ 4 que se anula en la
frontera del tetraedro K de vértices (0, 1, 1), (1, 2, 2), (0, 0, 4) y (0, 0, 0), y que
vale 2 en el baricentro respectivo.

3. (1 punto) Dados Ω un abierto acotado de Rn con frontera Γ de clase C1, f ∈
L2(Ω), y constantes κ1, κ2 ∈ R con κ2 6= 0, considere el problema:

−∆u + κ1

n∑
j=1

∂u

∂xj
+ κ2 u = f en Ω , u = 0 en Γ . (1)

Defina la incógnita auxiliar σ = ∇u en Ω y deduzca la siguiente formulación
variacional mixta de (1): Hallar σ := (σ1, σ2, ..., σn) ∈ H(div; Ω) tal que

κ2

∫
Ω

σ · τ +

∫
Ω

divσ div τ − κ1

n∑
j=1

∫
Ω

σj div τ = −
∫

Ω

f div τ ∀ τ ∈ H(div; Ω) .

Dibuje la region

S :=
{

(κ1, κ2) ∈ R2 : κ2 > 0 y |κ1| < 2 min
{
κ2,

1

n

}}
,

y pruebe que para todo (κ1, κ2) ∈ S el problema anterior tiene una única solución
σ ∈ H(div; Ω) que depende continuamente del dato f .
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4. (3 puntos) Sea Ω un abierto acotado, conexo, pero no necesariamente convexo,
de Rn, n ∈ {2, 3}, con frontera Γ de clase C0,1, y considere el espacio de Hilbert
H(div; Ω) de vectores en [L2(Ω)]n con divergencia en L2(Ω), cuya norma inducida
se denota por ‖·‖div;Ω

. Se dice que τ ∈ H(div; Ω) admite una descomposición

de helmholtz estable si existen z ∈ H2(Ω), ϕ ∈ H1(Ω) con
∫

Ω
ϕ = 0 cuando

n = 2 (resp. ϕ ∈ [H1(Ω)]3 con
∫

Ω
ϕ = 0 cuando n = 3), y una constante C > 0,

independiente de las variables anteriores, tales que

τ = ∇z + curlϕ en Ω y ‖∇z‖1,Ω + ‖ϕ‖1,Ω ≤ C ‖τ‖div;Ω
, (2)

donde curlϕ :=

{ (
∂ϕ
∂x2
,− ∂ϕ

∂x1

)t
si n = 2

∇× ϕ si n = 3
.

a) En esta parte se pide deducir (2) para el caso n = 2, procediendo de la
siguiente manera. Introduzca primero un abierto acotado y convexo G
de clase C0,1 y suficientemente grande tal que Ω ⊂ G. Luego, dado τ ∈

H(div; Ω), defina fτ :=

{
div τ en Ω

0 en G \Ω
, y considere el problema de

valores de contorno:

∆w = fτ en G , w = 0 en ∂G . (3)

Pruebe que (3) está bien propuesto, observe que div
(
∇w
)

= div τ en
D′(Ω), y entonces concluya utilizando el resultado que dice que “ζ ∈ [L2(Ω)]2

satisface div ζ = 0 en D′(Ω) si y sólo si existe φ ∈ H1(Ω) tal que ζ = curlφ
en Ω”, y notando que para n = 2 se tiene que ‖curlφ‖0,Ω = |φ|1,Ω.

b) Cuando n = 3 se puede proceder de la misma manera anterior, utilizando
ahora que “ζ ∈ [L2(Ω)]3 satisface div ζ = 0 en D′(Ω) si y sólo si existe
φ ∈ [H1(Ω)]3 tal que ζ = curlφ en Ω”, pero en tal caso no es verdad que
‖curlφ‖0,Ω = |φ|1,Ω, y por lo tanto la cota de estabilidad (desigualdad al
lado derecho de (2)) sólo resulta válida si el dominio original Ω es convexo.
Con el objeto de subsanar esta dificultad, se propone el siguiente proce-
dimiento, el cual hace uso de la misma geometŕıa ya descrita para definir
una extensión apropiada desde Ω hacia todo G. Más precisamente, dado
τ ∈ H(div; Ω), denote por n el vector normal interior en ∂Ω, y considere el
siguiente problema de valores de contorno en G \Ω:

∆u = 0 en G \Ω ,
∂u

∂n
= τ · n en ∂Ω , u = 0 en ∂G . (4)

Pruebe que (4) está bien propuesto, defina τ̃ :=

{
τ en Ω
∇u en G \Ω

,

muestre que τ̃ ∈ H(div;G), y concluya el resultado requerido haciendo
uso primero de (2) para τ̃ y el dominio convexo G, y luego restringiendo lo
obtenido a Ω.
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