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1. (1 PunTO) Encuentre el unico polinomio b de grado < 4 que se anula en la
frontera del tetraedro K de vértices (0,1,2), (1,1,1), (0,0,3) y (0,0,0), y que
vale 1/2 en el baricentro respectivo.

2. (2.5 PUNTOS) Sea Q un abierto acotado de R™ con frontera I' de clase C*', y
sean I'p, Iy CT talesque I'p N Ty =0, [Tp|#A0y ' =TpUTy. Se sabe que

HY2(T,) = {%(w) b owe HI(Q)} Ve {D,N},

con lgllar. = it {Jwlio: we H(Q), nwl. =} Vo e HAT.).

A su vez, denotando por Ey : HY?(Ty) — L*(T') el operador de extensién nula

%) en ['y

Voe H2(Ty),
0 en I\Iy v (')

Eno(p) = {

se tiene que Hy*(Ty) := {gp € H'Y2(Ty) :  Enolp) € Hl/z(f‘)}, con norma
inducida [[¢lh/2000y = [ Eno(@)lhjar Ve € Hyg* ().

i) Pruebe que para cada ¢ € HY?(T'p) existe un tnico w, € H'(Q) tal que
Yo(wo)lr, =@ ¥ llelher, = llwslie:
ii) Dado p € H 1/2 (I'p), considere el problema de valores de contorno
Az, =0en Q, Y(zy)lr, =@ enTp, 7(z,) =0en Iy, (1)

y demuestre fundadamente, utilizando una adecuada féormula de integracion
por partes, que z, = Z, + w,, donde z, € H%D(Q) es tal que

/VZP-VU = —/ng;-Vv Vve Hp (). (2)
0 0

Pruebe que (2) tiene solucién tnica y concluya que |[|zy|1.0 < cll¢lli/20p-

iii) Defina el operador Ep : HY2('p) — HY?(T') por Ep(¢) = vo(2,) V¢ €
HY*(T'p), y pruebe que Ep es lineal y acotado.

iv) Pruebe que H'/?(T') = Ep(H'?(T'p)) @ EN70(H362(FN)). Equivalentemente,
dado ¢ € H'?(T"), demuestren que existen tinicos ¢p € HY?(I'p) y ¢y €
HSéZ(FN) tales que ¥ = Ep(¢Yp) + Eno(¥n).

v) Deduzca a partir de iv) que, dado A € H~Y2(T"), existen A\p € H V2(T'p) y

An € Hog"*(T'y) tales que (A, v) = (Ap, ¥p)r,+ Ay, ¥n)ry Vb € HY2(T).
Concluya que si A|lp, =0, A se identifica con un funcional en H=/2(I'p).



3. (1.5 PUNTOS) Sea Q un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C*', y
sean I'p, 'y C T'talesque 'p N Tx =0, [Tp| #0y ' =Tp U I'y. Dados
f € L) yge HY*Tp), considere el problema de valores de contorno

—Au=fen Q, (ulr, =genTp, m(u) =0enTy. (3)

i) Utilice lo que sea necesario del Problema 2 para probar que una formulacién
primal-mixta de (3) se reduce a: Hallar (u,\) € H x @ tal que
a(u,v) + b(v,\) = Fv) VveH,
b(u,§) = G(§) VEEQ,

donde H := H'(Q), Q == H'Y?>(Ip),a: HxH -Ryb: HxQ — R
son las formas bilineales dadas por

(4)

a(u,v) = /QVU-VU y b(v,&) = & 0)r, Yu,veH V€@,

y los funcionales F' € H' y G € ' dependen de f y g, respectivamente.

ii) Aplique la teorfa de Babuska-Brezzi para probar que existe una tinica solucién
de (4), la cual depende continuamente de los datos f y g.

iii) Sea H}, un subespacio arbitrario de dimensién finita de H y, dada una par-
ticion {61,62, ...,en} de I'p, defina

Qn = {gh €LXTp): &l € Pole;) Vje {1,2,...,n}}.

Considere el sistema de Galerkin asociado a (4), suponga que b satisface
la condicion inf-sup discreta con una constante 5 > 0 independiente de las
dimensiones de Hy, v )y, v pruebe que dicho esquema discreto posee una
unica solucion (up, Ap) € Hp X Q. Establezca ademés la estimacién de Cea
y comente si acaso el error ||u — uy||1.0 depende o no de dist(\, Q).

4. (1 PuNTO) Sea € un abierto acotado de R™ con frontera poliédrica, y sea 7j, una
triangulacién regular de ) hecha de n-simplex ~o n-rectangulos, todos ellos afin-
equivalentes a un elemento finito de referencia K. Como es usual, el parametro h
estd dado por h := max{ hx : K € Ty }, donde hg es el didmetro de K. Ahora,
para todo K € T, se define el operador local g : H'(K) — L*(K) como

[k (v) = %/Kv Vv e HY(K).

Ademds, se define el operador global asociado IT : H'(Q) — L?(Q) como
W) |x = Hg(vlg) YK €T, Yve H(Q).
Demuestre que existe C' > 0, que depende solo de K , tal que

HU — H(U)HLz(Q) < Ch‘U’Hl(Q) VUEHl(Q).
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