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1. (1 Punto) Encuentre el único polinomio bK de grado ≤ 4 que se anula en la
frontera del tetraedro K de vértices (0, 1, 2), (1, 1, 1), (0, 0, 3) y (0, 0, 0), y que
vale 1/2 en el baricentro respectivo.

2. (2.5 Puntos) Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera Γ de clase C0,1, y
sean ΓD, ΓN ⊆ Γ tales que ΓD ∩ ΓN = ∅, |ΓD| 6= 0 y Γ = Γ̄D ∪ Γ̄N . Se sabe que

H1/2(Γ∗) :=
{
γ0(w)|Γ∗ : w ∈ H1(Ω)

}
∀ ∗ ∈ {D,N} ,

con ‖ϕ‖1/2,Γ∗ := inf
{
‖w‖1,Ω : w ∈ H1(Ω) , γ0(w)|Γ∗ = ϕ

}
∀ϕ ∈ H1/2(Γ∗).

A su vez, denotando por EN,0 : H1/2(ΓN)→ L2(Γ) el operador de extensión nula

EN,0(ϕ) :=

{
ϕ en ΓN

0 en Γ\ΓN

∀ϕ ∈ H1/2(ΓN) ,

se tiene que H
1/2
00 (ΓN) :=

{
ϕ ∈ H1/2(ΓN) : EN,0(ϕ) ∈ H1/2(Γ)

}
, con norma

inducida ‖ϕ‖1/2,00,ΓN
:= ‖EN,0(ϕ)‖1/2,Γ ∀ϕ ∈ H1/2

00 (ΓN).

i) Pruebe que para cada ϕ ∈ H1/2(ΓD) existe un único wϕ ∈ H1(Ω) tal que
γ0(wϕ)|ΓD

= ϕ y ‖ϕ‖1/2,ΓD
= ‖wϕ‖1,Ω.

ii) Dado ϕ ∈ H1/2(ΓD), considere el problema de valores de contorno

∆zϕ = 0 en Ω , γ0(zϕ)|ΓD
= ϕ en ΓD , γ1(zϕ) = 0 en ΓN , (1)

y demuestre fundadamente, utilizando una adecuada fórmula de integración
por partes, que zϕ = z̃ϕ + wϕ, donde z̃ϕ ∈ H1

ΓD
(Ω) es tal que∫

Ω

∇z̃ϕ · ∇v = −
∫

Ω

∇wϕ · ∇v ∀ v ∈ H1
ΓD

(Ω) . (2)

Pruebe que (2) tiene solución única y concluya que ‖zϕ‖1,Ω ≤ c ‖ϕ‖1/2,ΓD
.

iii) Defina el operador ED : H1/2(ΓD) → H1/2(Γ) por ED(ϕ) := γ0(zϕ) ∀ϕ ∈
H1/2(ΓD), y pruebe que ED es lineal y acotado.

iv) Pruebe queH1/2(Γ) = ED(H1/2(ΓD))⊕EN,0(H
1/2
00 (ΓN)). Equivalentemente,

dado ψ ∈ H1/2(Γ), demuestren que existen únicos ψD ∈ H1/2(ΓD) y ψN ∈
H

1/2
00 (ΓN) tales que ψ = ED(ψD) + EN,0(ψN).

v) Deduzca a partir de iv) que, dado λ ∈ H−1/2(Γ), existen λD ∈ H−1/2(ΓD) y

λN ∈ H−1/2
00 (ΓN) tales que 〈λ, ψ〉 = 〈λD, ψD〉ΓD

+〈λN , ψN〉ΓN
∀ψ ∈ H1/2(Γ).

Concluya que si λ|ΓN
= 0, λ se identifica con un funcional en H−1/2(ΓD).
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3. (1.5 Puntos) Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera Γ de clase C0,1, y
sean ΓD, ΓN ⊆ Γ tales que ΓD ∩ ΓN = ∅, |ΓD| 6= 0 y Γ = Γ̄D ∪ Γ̄N . Dados
f ∈ L2(Ω) y g ∈ H1/2(ΓD), considere el problema de valores de contorno

−∆u = f en Ω , γ0(u)|ΓD
= g en ΓD , γ1(u) = 0 en ΓN . (3)

i) Utilice lo que sea necesario del Problema 2 para probar que una formulación
primal-mixta de (3) se reduce a: Hallar (u, λ) ∈ H ×Q tal que

a(u, v) + b(v, λ) = F (v) ∀ v ∈ H ,

b(u, ξ) = G(ξ) ∀ ξ ∈ Q ,
(4)

donde H := H1(Ω), Q := H−1/2(ΓD), a : H ×H → R y b : H × Q → R
son las formas bilineales dadas por

a(u, v) :=

∫
Ω

∇u · ∇v y b(v, ξ) := 〈ξ, γ0(v)〉ΓD
∀u, v ∈ H, ∀ ξ ∈ Q ,

y los funcionales F ∈ H ′ y G ∈ Q′ dependen de f y g, respectivamente.

ii) Aplique la teoŕıa de Babuška-Brezzi para probar que existe una única solución
de (4), la cual depende continuamente de los datos f y g.

iii) Sea Hh un subespacio arbitrario de dimensión finita de H y, dada una par-

tición
{
e1, e2, ..., en

}
de ΓD, defina

Qh :=
{
ξh ∈ L2(ΓD) : ξh|ej ∈ P0(ej) ∀ j ∈ {1, 2, ..., n}

}
.

Considere el sistema de Galerkin asociado a (4), suponga que b satisface
la condición inf-sup discreta con una constante β > 0 independiente de las
dimensiones de Hh y Qh, y pruebe que dicho esquema discreto posee una
única solución (uh, λh) ∈ Hh×Qh. Establezca además la estimación de Cea
y comente si acaso el error ‖u− uh‖1,Ω depende o no de dist(λ,Qh).

4. (1 Punto) Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera poliédrica, y sea Th una
triangulación regular de Ω̄ hecha de n-simplex o n-rectángulos, todos ellos af́ın-
equivalentes a un elemento finito de referencia K̂. Como es usual, el parámetro h
está dado por h := max{hK : K ∈ Th }, donde hK es el diámetro de K. Ahora,
para todo K ∈ Th se define el operador local ΠK : H1(K)→ L2(K) como

ΠK(v) :=
1

|K|

∫
K

v ∀ v ∈ H1(K) .

Además, se define el operador global asociado Π : H1(Ω)→ L2(Ω) como

Π(v) |K := ΠK(v|K) ∀K ∈ Th, ∀ v ∈ H1(Ω) .

Demuestre que existe C > 0, que depende sólo de K̂, tal que

|| v − Π(v) ||L2(Ω) ≤ C h |v|H1(Ω) ∀ v ∈ H1(Ω) .
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