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1. Sean U y V subespacios cerrados de un espacio vectorial normado X, y suponga
que existe r > 0 tal que

r sup F(z) < sup F(z) + sup F(z) VF e X'.

zeU+V zeU eV
lzll<1 llzll<1 llzll<1

Razone por contradiccion y aplique la segunda version geométrica del Teorema
de Hahn-Banach para concluir que

Bm(eﬂ”) - BU(evl) + BV(eal)

[20 puntos]

2. El presente ejercicio apunta a aplicar la teoria desarrollada para el analisis de la
funcion spline de interpolacién a otras dos situaciones distintas, pero con carac-
teristicas similares.

a) Sean Q :=]la,b[, n € N, y considere la particién a < t; < ty < --- < t, < b.
Ademads, sean m € Ny a, f > 0. Luego, dado z := (21, 29,...,2,)* € R,

se pide analizar la solubilidad del siguiente problema: Hallar u := (uy,us) €
H™(Q)x H™(2) tal que uy (t;) —ua(t;) = 2 Vie{1,2,...,n}, ydemodo
que

o [t s s [ @ ore

_ min {a / W™ ()2 dt + B / (v§m><t))2dt}
v::(vl,'UQ)eHm(Q)XHm('Q) 0 9]

vl(ti) 71)2(152') =2z; Vi
Se genera algin cambio en su analisis si la condicién de interpolaciéon se
reemplaza por vy (t;) = va(t;) = z; Vi ? Explique y fundamente.

b) Sea S un subespacio de dimensién finita N de un Hilbert (H, (-, )y), y sea
{p1,p2,...,pn} una base de S. Ademés, sea II : H — S+ el proyector
ortogonal. Demuestre que para cada z = (21, 20, ...,2y5)" € RY existe un
unico u € H tal que (u,p;)y = 2z Vie{1,2,...,N}, y de modo que

Ny = min )]
(vpi)g=2; Vi

Deduzca un algoritmo para calcular u. [30 puntos]
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3. Sea Q un dominio convexo y acotado de R? con frontera poligonal I', y sean
;)220 ¥ (- ) m1(q) los productos escalares de L*(Q2) y H'(), respectivamente.

a) Pruebe que para todo r € L*(Q) existe un tnico z € H'(Q) tal que
(z,w)m@ = (rw) o Yw € HY(Q).
b) Deduzca que z es la tinica solucién débil del problema de valores de contorno:
—Az+z=71r en Q, Vz:vr=0 en I,

donde v es el vector normal sobre I', y observe (no lo demuestre) que la
convexidad de  garantiza que z € H?*(Q).

c¢) Defina un operador lineal apropiado y demuestre, utilizando el Teorema del
Grafo Cerrado, que existe C' > 0 tal que

HZHHQ(Q) S CH?"HLQ(Q) VT' € LZ(Q)
[20 puntos]

4. Sea G un subespacio de un espacio vectorial normado X, y sea N un subespacio
del dual de un espacio de Banach reflexivo Y. Demuestre que:

a) dist(f,G%) = sup |f(z)] VieX.

zeG
leli<1
b) N = (°N)°.
c) dist(y,” N) = sup [g(y)] VyeY.
lol<1
d) dist(g, N) = sup [g(y)] Vg eV
fyl<t
[30 puntos]
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