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1. Sean (H, 〈·, ·〉H) y (Q, 〈·, ·〉Q) espacios de Hilbert tales que H ⊆ Q, y suponga
que existe A ∈ L(H,Q) such that

〈ζ, τ 〉H = 〈ζ, τ 〉Q + 〈A(ζ), A(τ )〉Q ∀ ζ, τ ∈ H .

A su vez, dados σ ∈ H y {Hn}n∈N una familia de subespacios de dimension
finita de H, considere para cada n ∈ N una aproximación σn ∈ Hn de σ tal que
sup
n∈N
‖σ − σn‖Q < +∞. Luego, asuma que A(σ) es conocido expĺıcitamente, y

defina una aproximación postprocesada de σ como el único elemento σ∗n ∈ Hn

(si es que existe) tal que

〈σ∗n, τ n〉H = 〈σn, τ n〉Q + 〈A(σ), A(τ n)〉Q ∀ τ n ∈ Hn .

Pruebe que σ∗n está efectivamente bien definido y concluya que

‖σ − σ∗n‖H ≤ ‖σ − Πn(σ)‖H + ‖σ − σh‖Q ,

donde Πn : H −→ Hn es el proyector ortogonal.

2. Sean H un espacio de Hilbert real y R : H ′ −→ H su operador de Riesz asociado.
Demuestre que A ∈ σ(H ′, H) ⇔ R(A) ∈ σ(H,H ′).

3. Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera suave Γ, y sean {σn}n∈N ⊆ H(rot; Ω)
y σ ∈ H(rot; Ω) tales que lim

n→+∞
〈σn, τ 〉rot;Ω = 〈σ, τ 〉rot;Ω ∀ τ ∈ H(rot; Ω).

Demuestre que para cada τ ∈ H(rot; Ω) se tiene que

lim
n→+∞

∫
Ω

σn · τ =

∫
Ω

σ · τ y lim
n→+∞

∫
Ω

rotσn rot τ =

∫
Ω

rotσ rot τ .

ind: Recuerde que el espacio H(rot; Ω), dado por

H(rot; Ω) :=

{
ζ := (ζ1, ζ2) ∈ [L2(Ω)]2 : rot ζ :=

∂ζ2

∂x1
− ∂ζ1

∂x2
∈ L2(Ω)

}
,

y provisto del producto escalar

〈ζ, τ 〉rot;Ω :=

∫
Ω
ζ · τ dx +

∫
Ω

rot ζ rot τ dx ∀ ζ, τ ∈ H(rot; Ω) ,

es un espacio de Hilbert.
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