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1. Sea Ω un dominio acotado de Rn, n ∈ {2, 3}, con frontera Lipschitz-continua Γ,
y sean ΓD y ΓN partes disjuntas de Γ tal que Γ = Γ̄D ∪ Γ̄N .

a) Sea ED : H1/2(ΓD) −→ H1/2(Γ) el operador definido por ED(ϕ) := γ0(zϕ),
donde zϕ ∈ H1(Ω) es la única solución del problema

∆zϕ = 0 en Ω , γ0(zϕ) = ϕ en ΓD , γ1(zϕ) = 0 en ΓN , (1)

y sea EN,0 : H1/2(ΓN) −→ L2(Γ) el operador de extensión nula en ΓD.
Pruebe que ED está bien definido (es decir que (1) está bien propuesto), que
ED ∈ L(H1/2

(
ΓD), H1/2(Γ)

)
, y que

H1/2(Γ) = ED

(
H1/2(ΓD)

)
⊕ EN,0

(
H

1/2
00 (ΓN)

)
. (2)

Dados f ∈ L2(Ω), gD ∈ H1/2(ΓD) y gN ∈ H−1/2
00 (ΓN), considere el problema de

valores de contorno

∆u = f en Ω , γ0(u) = gD en ΓD , γ1(u) = gN en ΓN . (3)

b) Pruebe que una formulación primal-mixta de (3) se reduce a: Hallar (u, ξ) ∈
H1(Ω)×H−1/2(ΓD) tal que∫

Ω

∇u · ∇v + 〈ξ, γ0(v)|ΓD
〉ΓD

= F (v) ∀ v ∈ H1(Ω) ,

〈λ, γ0(u)|ΓD
〉ΓD

= G(λ) ∀λ ∈ H−1/2(ΓD) ,

(4)

donde 〈·, ·〉ΓD
denota la paridad dual de H−1/2(ΓD) y H1/2(ΓD), y F y G

son funcionales lineales y acotados que dependen del par (f, gN) y de gD,
respectivamente.

c) Muestre que una formulación dual-mixta de (3) queda dada por: Hallar

(σ, (u, ϕ)) ∈ H(div; Ω) ×
(
L2(Ω)×H1/2

00 (ΓN)
)

tal que∫
Ω

σ · τ +

∫
Ω

u div(τ) + 〈γν(τ)|ΓN
, ϕ〉ΓN

= F (τ) ,∫
Ω

v div(σ) + 〈γν(σ)|ΓN
, ψ〉ΓN

= G(v, ψ) ,

(5)

para todo (τ, (v, ψ)) ∈ H(div; Ω) ×
(
L2(Ω) × H

1/2
00 (ΓN)

)
, donde 〈·, ·〉ΓN

denota la paridad dual de H
−1/2
00 (ΓN) y H

1/2
00 (ΓN), y F y G son funcionales

lineales y acotados que dependen de gD y del par (f, gN), respectivamente.
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2. Dados un entero k ≥ 0, p ∈ [1,+∞), y un compacto conexo K de Rn de clase
C0,1, el propósito de este ejercicio es probar que existe una constante C > 0, que
depende sólo de K, tal que

inf
p∈Pk(K)

‖v − p‖k+1,p;K ≤ C |v|k+1,p;K ∀ v ∈ W k+1,p(K) , (6)

para lo cual se sugiere proceder como se indica a continuación.

a) Sean N := dimPk(K), {p1, p2, ..., pN} una base de Pk(K), y denote por
{f1, f2, ..., fN} la base canónica asociada del dual Pk(K)′, la cual verifica
fj(pi) = δij ∀ i, j ∈ {1, 2, ..., N}. Luego, demuestre que existe un conjunto
de funcionales {F1, F2, ..., FN} ⊆ W k+1,p(K)′ tal que

Pk(K) ∩ o{F1, F2, ..., FN} = {0} ,

y use problema 2 para deducir que existe una constante CK > 0 tal que

‖v‖k+1,p;K ≤ CK |v|k+1,p;K ∀ v ∈ W k+1,p(K) ∩ o{F1, F2, ..., FN} . (7)

b) Pruebe que para cada v ∈ W k+1,p(K) existe un único qv ∈ Pk(K) tal que
fi(qv) = Fi(v) ∀ i ∈ {1, 2, ..., N}, y concluya a partir de (7) la desigualdad
requerida (6).
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