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1. Sea Q un dominio acotado de R", n € {2, 3}, con frontera Lipschitz-continua I',
y sean ['p y I'y partes disjuntas de I" tal que I' = I'p U I'y.

a) Sea Ep : HY/*('p) — HY2(T) el operador definido por Ep(p) := yo(2,),
donde z, € H*(Q) es la tnica solucién del problema

Az, =0 en Q, (2) =¢ en I'p, m(z) =0 en Iy, (1)

y sea Eng : HY?(I'y) — L?(T) el operador de extensién nula en I'p.

Pruebe que Ep estd bien definido (es decir que (1) esta bien propuesto), que
Ep € L(H'*(Tp), HY*(T)), y que

HYA(T) = Ep(HY*(Tp)) & Eno(Hy (Ty)). (2)

Dados f € L3(Q), gp € HY*(T'p) v gn € Hyy/*(Ty), considere el problema de
valores de contorno

Au=f en Q, y(u)=gp en I'p, m(u) =gy en T'y. (3)

b) Pruebe que una formulacién primal-mixta de (3) se reduce a: Hallar (u,§) €
H'(Q) x H™Y2(I'p) tal que

/QVU-VU + (& %0W)r,)r, = Flv)  Yve HY(Q),
<)\770(u)|FD>FD = G()‘) Ve H71/2(FD) )

donde (-,-)p, denota la paridad dual de H=Y2(T'p) y HY*(I'p), y F y G
son funcionales lineales y acotados que dependen del par (f,gn) v de gp,
respectivamente.

(4)

¢) Muestre que una formulacién dual-mixta de (3) queda dada por: Hallar
(0, (u, p)) € H(div; Q) x (L*(Q) x HS({Z(FN)) tal que

[or+ [udiv) + uleein, = Fo),
Q Q
[ 0div@) + (w(@)leys vir,y = G).
Q
para todo (7, (v,v)) € H(div;Q) x (L*(Q) x H562(FN))7 donde (-, )ry
denota la paridad dual de H&]I/Q(FN) y HééQ(FN), y F'y G son funcionales

lineales y acotados que dependen de gp y del par (f, gn), respectivamente.
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2. Dados un entero k > 0, p € [1,+00), y un compacto conexo K de R™ de clase
C%1 el propésito de este ejercicio es probar que existe una constante C' > 0, que
depende sélo de K, tal que

inf - x < C : v WhHLP (K 6
it = pleein € Ol Vo € W) (6)

para lo cual se sugiere proceder como se indica a continuacion.

a) Sean N := dim P(K), {p1,p2,...,pn} una base de Py(K), y denote por
{f1, fa, ..., [n} la base canénica asociada del dual P.(K)’, la cual verifica
fipi)) = 6;; Vi, j€{1,2,...,N}. Luego, demuestre que existe un conjunto
de funcionales {Fy, Fy, ..., Fx} € WHEFLP(K)' tal que

Py (K) N {F,F,,.. Fx} = {0},
y use problema 2 para deducir que existe una constante C'x > 0 tal que
[o[lir1px < Ok [Vlesipx Vo € WHIP(K) N {Fy, By, ..., Fx}. (7)
b) Pruebe que para cada v € WHTP(K) existe un tinico ¢, € Py(K) tal que

filgw) = Fi(v) Vie{l,2,...,N},yconcluya a partir de (7) la desigualdad
requerida (6).
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