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1. Dados H, Q1 v Q2 espacios de Hilbert reales, defina ) := ()1 X ()2 y considere
formas bilineales acotadas b: H x Q - R, b1 : H X Q1 > Ry by : H X Q3 — R,
con operadores inducidos denotados por B, By y Bs, respectivamente, tales que

b(T, (v,v)) = bi(T,v) + bo(T,7) VreH, Yuv) € Q.

Pruebe en primer lugar que B(7) = (By(7),Ba(7)) € Q@ V7 € H. Luego,
introduzca los espacios nulos V; := N(B;) y V5 := N(B;), y demuestre que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) existe 8 > 0 tal que

sup A7) S g ile Ve €@
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T#0

b) existe 5 > 0 tal que
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Extienda el resultado anterior al caso en que b se escribe como suma de n formas
bilineales acotadas b; : H X ); — R, con 01, @), ..., Q),, espacios de Hilbert reales.

[1.5 PTOS.]

2. Sean (X1, - [l1), (Xo, |l 1l2) ¥ (Xs,] - |l3), espacios de Banach, y considere ope-
radores A € L( X, Xs) y K € K(X1, X3) para los cuales existe ¢ > 0 tal que

lally < e{IA@): + K@} Voex.

Demuestre que N(A) es de dimensién finita, y luego razone por contradiccién,
utilizando una argumentacién muy similar a la empleada en el Lema 5.4 del
apunte complementario sobre la alternativa de Fredholm, para probar que R(A)
es cerrado, esto es existe C' > 0 tal que

dist(z, N(A)) < C||A(z)]]2 VoeX.

[2 PTOS.]



3. Dados Q un abierto acotado de R™ con frontera I' de clase C*, f € L*(Q), y
constantes k1, ko € R, considere el problema:

n
ou

—Au + K — 4 Kou = en Q, u=0 en TI. 1
1 ]Zl ar, @
Deduzca la formulacién primal de (1) y encuentre la mayor regién factible para
(K1, k2) € R? que asegura, mediante el Lema de Lax-Milgram clésico, que dicha
formulacion tiene una tnica solucién. A su vez, defina el esquema de Galerkin
asociado y establezca la estimacién de Cea en términos de k1 y Ka.

INDICACION: recordar la féormula de integracién por partes que dice que

; HY(Q € {1,2,...
(93?1 axz /ku Vv, w € (Q), Vie{l,2,...,n},

donde v := (v1,v9,...,1,) es el vector normal unitario en I'.

[1 PTO.]

4. Dados X, M y @ espacios de Hilbert reales, defina H := X x M y considere
operadores A; € L(X,X), By € L(X, M)y B € L(H,Q). A su vez, sean
A:H—H yT:HXx@— H xQ los operadores definidos matricialmente por

(A By (A DB
(B EY L re (A7)

a) Aplique la teoria de Babuska-Brezzi para establecer condiciones necesarias
y suficientes que garanticen la biyectividad de T

b) Establezca un esquema de Galerkin asociado al operador 7'y demuestre la
estimacién de Cea correspondiente.

[1.5 PTOS.]

5. Sean (H, (-,-)) un espacio de Hilbert real y a : H x H — R una forma bilineal
acotada cuyo operador inducido A € L(H) es biyectivo. Dados un conjunto de
vectores {uj,us, -+, uny} € H y F € H', considere la formulacién variacional:
Hallar v € H tal que

N
(u,uj) (v,u;) = F(v) VveH. (2)
7j=1
Deduzca una condicién necesaria y suficiente sobre {uy, ug, - -+, uy} que garantice
que para cada F' € H' el problema (2) tiene una unica solucién.

[1.5 PTOS.]
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