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1. Sea €2 un abierto acotado de R, considere los espacios de Hilbert reales dados por
X = L*Q) e Y := R*? provistos de los productos escalares

(u,v)x == /uv Vu,v e X, (A,B)y == tr(A*B) VA BeY,
0

y defina el operador A: X — Y por

/u /xu

_ 0 Q
/xu /xQu
0 Q

i) Demuestre que A es lineal y acotado y calcule explicitamente el operador
adjunto A* y los espacios N(A), R(A), N(A*) y R(A*).

ii) Encuentre un subespacio cerrado S de X tal que Als : S — R(A) sea
biyectivo.

iii) Definay := {BeY: B* = — B}y demuestre que existe C' > 0 tal que

A(u) - Vu e X.

[A*(A)||x = C inf |A-Blly VAeY.
Bey

iv) Reemplace X := L*(Q) por X := H'() con su producto escalar habitual,
y recalcule el operador adjunto A*. [2 puntos]

2. Sean X, Y] e Y, espacios de Banach sobre K, y sean A; : D(A;) C X — V)
y Ay : D(As) € X — Y, operadores lineales cerrados. Considere el espacio
producto Y := Y] X Y, y demuestre que el operador lineal A: D(A) C X — Y,
definido por A(z) := (Ai(z), As2(x)) Yo € D(A) := D(A;)ND(A,), también es
cerrado. Reciprocamente, suponga que A : D(A) C X — Y es lineal cerrado, y
que para toda sucesion {x, }nen € D(A) tal que {A;(z,,) }nen €s convergente en Y;,
i € {1,2}, existe una subsucesion {24 }nen € {2 }nen para la cual {A; (x,(ll))}neN
es convergente en Y;, Vj € {1,2}. Demuestre en tal caso que para cada i € {1, 2},
Ai|p(ay es cerrado. [1 punto]

3. Enuncie el TEOREMA DE BABUSKA-BREZZI y demuestre que sus hipdtesis son
también necesarias. [1 punto]



4. Considere el espacio ¢5(C) := {u = {Un}nen : u, € C, Z lun|* < oo}, y
n=1

demuestre que el operador K : ¢5(C) — ¢5(C) definido por

x T
K (zq,29, ..., Tk, ...) = (:1:'1,—2, i

9 ,?,) V(.Tl,xz,...,l'k,...) € gQ(C),

es compacto. [1 punto]

5. Sea X un espacio vectorial normado de dimension INFINITA. Demuestre que el
operador identidad I € L£(X, X) no es compacto. [1 punto]

6. Determine, justificadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o
falsas:

i) Todo operador lineal, acotado y biyectivo de un Banach X en un Banach Y
es compacto.

ii) Dados H y @ espacios de Hilbert se tiene que A € L(H, Q) es biyectivo si
y solo si A* € L(Q, H) es biyectivo.

iii) Existen operadores compactos que no son cerrados.

iv) Dados X e Y espacios de Banach, el inverso de un operador lineal, cerrado
y biyectivo A : D(A) C X — Y, también es cerrado.

v) Dados X e Y espacios de Banach, el inverso de un operador lineal, cerrado
y biyectivo A : D(A) C X — Y, es acotado.

vi) Dados X e Y espacios de Banach, Y de dimensién finita, y A € L(X,Y),
el rango del operador adjunto A" € L(Y’, X') es cerrado.

(2 puntos]

RESPONDA TODAS LAS PREGUNTAS QUE DESEE CUYA SUMA DE PUNTOS SEA < 6

GGP/ggp



