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1. Sean (X, ‖·‖), (X1, ‖·‖1) y (X2, ‖·‖2) espacios de Banach, y considere operadores
lineales T1 : X → X1 y T2 : X → X2 tales que D(T1) ⊆ D(T2), T1 es cerrado y
T2 admite clausura. Demuestre que existe C > 0 tal que

‖T2(u)‖2 ≤ C { ‖T1(u)‖1 + ‖u‖ } ∀u ∈ D(T1) .

2. Sean a, b ∈ R tal que −∞ < a < b < +∞. Asuma que C[a, b] es separable, y
demuestre que para todo entero no negativo k, Ck[a, b] también es separable.

3. Sea X el espacio vectorial de las funciones continuas sobre [0, 1] provisto de la
norma uniforme. Dados u1, u2, y ∈ X, considere la ecuación integral: Hallar

u ∈ X tal que

u(t)−

∫
1

0

u1(t) s2 u(s) ds−

∫
1

0

u2(t) (1−
3

2
s) u(s) ds = y(t) ∀ t ∈ [0, 1] . (1)

i) Si u1(t) = 4t y u2(t) = 1 ∀ t ∈ [0, 1], deduzca una condición necesaria y
suficiente para que la ecuación (1) tenga al menos una solución.

ii) Pruebe que si u1(t) = t y u2(t) = 1, entonces para cada y ∈ X la ecuación
integral (1) tiene una única solución.

4. Sea K : [0, 1] × [0, 1] → R una función continua y defina el operador integral
K : C[0, 1] → C[0, 1] por

K(u)(t) :=

∫
1

0

K(t, s) u(s) ds ∀ t ∈ [0, 1] , ∀u ∈ C[0, 1] .

Aplique el Teorema de Arzelá - Ascoli para probar que K es compacto.

5. Sea Ω un abierto de R
n. Asuma que la inyección i : H1(Ω) → L2(Ω) es compacta

y demuestre que la inyección i : Hm(Ω) → Hm−1(Ω) también es compacta, para
todo entero m ≥ 2.

cada problema vale 1.2 puntos.
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