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1. (1 Punto) Establezca fundadamente la veracidad o no de las siguientes afirma-
ciones:

i) En una formulación mixta t́ıpica con formas bilineales a y b, la elipticidad de
a en el kernel de b es una condición necesaria para la unicidad de la solución.

ii) Para cada tensor σ ∈ H(div; Ω) cuya componente normal se anula en un
subconjunto de medida no nula de la frontera Γ, se tiene que ‖σ‖div;Ω es
equivalente a ‖σ0‖div;Ω, donde σ = σ0 + c I, con σ0 ∈ H0 y c ∈ R.

2. (2 Puntos) Sea Ω un abierto acotado de Rn con frontera Γ de clase C0,1 y
vector normal respectivo dado por n. Entonces, dados f ∈ L2(Ω), g ∈ H−1/2(Γ),
y constantes κ1, κ2 ∈ R, κ2 6= 0, considere el problema de Neumann:

−∆u + κ1

n∑
j=1

∂u

∂xj

+ κ2 u = f en Ω , ∇u · n = g en Γ . (1)

En lo que sigue, γ0 : H1(Ω) → H1/2(Γ) es la aplicación de trazas y 〈·, ·〉 denota
la paridad dual entre H−1/2(Γ) y H1/2(Γ).

a) Introduzca las incógnitas auxiliares σ := ∇u en Ω y ξ := −γ0(u) en Γ,
y demuestre que, eliminando u, la formulación variacional mixta de (1) se
reduce a: Hallar (σ, ξ) ∈ H ×Q tal que

a(σ, τ ) + b(τ , ξ) = F (τ ) ∀ τ ∈ H ,
b(σ, λ) = G(λ) ∀λ ∈ Q , (2)

donde H := H(div; Ω), Q := H1/2(Γ), y a : H ×H → R, b : H ×Q→ R,
F ∈ H ′, y G ∈ Q′ están definidos, para cada σ, τ ∈ H y λ ∈ Q, por

a(σ, τ ) :=

∫
Ω

{
σ · τ +

1

κ2

div σ div τ − κ1

κ2

n∑
j=1

σj div τ
}
,

b(τ , λ) := 〈τ · n, λ〉 , F (τ ) := − 1

κ2

∫
Ω

f div τ , y G(λ) := 〈g, λ〉 .

b) Aplique la Teoŕıa de Babuška-Brezzi para demostrar que, para cada par
(κ1, κ2) ∈ R2 tal que κ2 > 0 y |κ1| < 2√

n
min

{
1, κ2

}
, el problema (2) posee

una única solución, la cual depende continuamente de los datos f y g. A su
vez, defina el esquema de Galerkin asociado a (2) y establezca la estimación
de Cea correspondiente en términos de κ1 y κ2.
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3. (2 Puntos) Sea Ω un abierto acotado y conexo de Rn de clase C0,1, y sea H−1(Ω)
(resp. [H−1(Ω)]n) el dual de H1

0 (Ω) (resp. [H1
0 (Ω)]n).

a) Utilice que [C∞0 (Ω)]n es denso en [H1
0 (Ω)]n para extender el gradiente dis-

tribucional ∇ : L2(Ω)→ [D′(Ω)]n a un operador ∇ ∈ L(L2(Ω), [H−1(Ω)]n).

b) Sea B := R∇ ∈ L(L2(Ω), [H1
0 (Ω)]n), donde R : [H−1(Ω)]n → [H1

0 (Ω)]n

es la aplicación de Riesz respectiva, y encuentre expĺıcitamente el operador
adjunto B∗ : [H1

0 (Ω)]n → L2(Ω).

c) Asuma que existe C > 0 tal que dist(v, S) ≤ C ‖B(v)‖ ∀ v ∈ L2(Ω),
donde S := 〈

{
1
}
〉, y luego haga uso de resultados clásicos de análisis fun-

cional para probar que el operador div : V ⊥ → L2
0(Ω) es un isomorfismo,

donde

V :=
{
v ∈ [H1

0 (Ω)]n : div v = 0
}
, [H1

0 (Ω)]n = V ⊕ V ⊥ ,

y

L2
0(Ω) :=

{
p ∈ L2(Ω) :

∫
Ω

p = 0
}
.

4. (2 Puntos) Sea Ω un dominio anular de R2 con fronteras interior y exterior,
ambas Lipschitz continuas, dadas por Σ y Γ, respectivamente, y considere datos
f ∈ [L2(Ω)]2 y g ∈ [H−1/2(Γ)]2. El Problema de Stokes con condiciones de
contorno mixtas consiste en hallar la velocidad u := (u1, u2)t y la presión p de
un fluido que ocupa la region Ω, tal que

−µ∆ u + ∇p = f en Ω ,
div u = 0 en Ω ,

µ∇u · n − pn = g en Γ ,
u = 0 en Σ ,

(3)

donde µ > 0 es la viscosidad del fluido y n es el vector normal a Γ. Introduzca
las incógnitas auxiliares ϕ := −u en Γ y σ := µ∇u − p I en Ω, donde I es
la matriz identidad en R2×2, luego elimine p, y finalmente aplique la Teoŕıa de
Babuška -Brezzi para analizar la solubilidad de la formulación variacional mixta
resultante.
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