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1. [3 puntos] Sea Ω1 un abierto conexo y acotado de R2 con frontera Γ, y sea Ω2

la region anular acotada por Γ y una curva cerrada Σ cuyo interior contiene a Γ.
Además, sean γ1

0 : H1(Ω1) → H1/2(Γ) y γ2
0 : H1(Ω2) → H1/2(Γ) × H1/2(Σ) los

operadores de trazas respectivos, y denote Ω := Ω1 ∪ Γ ∪ Ω2. Dados f1 ∈ L2(Ω1),
f2 ∈ L2(Ω2), gΓ ∈ H1/2(Γ), y gΣ ∈ H1/2(Σ), considere el problema de transmisión
en elasticidad lineal

σ1 = C1 e(u1) en Ω1 , div σ1 = f1 en Ω1 ,

σ2 = C2 e(u2) en Ω2 , div σ2 = f2 en Ω2 ,

γ1
0(u1) − γ2

0(u2) = gΓ en Γ , γ1
ν(σ1) = γ2

ν(σ2) en Γ ,

γ2
0(u2) = gΣ en Σ ,

(1)

donde Ci : L2(Ωi) → L2(Ωi), i ∈ {1, 2}, son los operadores lineales de Hooke en
los dominios Ω1 y Ω2 con constantes de Lamé (µ1, λ1) y (µ2, λ2), respectivamente,
y γ1

ν : H(div ; Ω1) → H−1/2(Γ) y γ2
ν : H(div ; Ω2) → H−1/2(Γ) ×H−1/2(Σ) son los

operadores de trazas normales correspondientes (ν apunta hacia Ω2 en Γ y hacia el
exterior de Ω2 en Σ).

a) Demuestre que una formulación variacional mixta-dual de (1) se reduce
a: Hallar σ := (σ1,σ2) ∈ H(div ; Ω1)×H(div ; Ω2), u := (u1,u2) ∈ L2(Ω1)×
L2(Ω2), ρ := (ρ1,ρ2) ∈ L2

asim(Ω1)× L2
asim(Ω2), y ξ ∈ H1/2(Γ), tales que

2∑
i=1

∫
Ωi

C−1
i σi : τ i + b̃(τ , (u,ρ)) + 〈γ1

ν(τ 1)− γ2
ν(τ 2), ξ〉Γ = F(τ ) ,

b̃(σ, (v,η)) + 〈γ1
ν(σ1)− γ2

ν(σ2),λ〉Γ = G(v,η,λ),

(2)

para todo τ := (τ 1, τ 2) ∈ H(div ; Ω1)×H(div ; Ω2), v := (v1,v2) ∈ L2(Ω1)×
L2(Ω2), η := (η1,η2) ∈ L2

asim(Ω1) × L2
asim(Ω2), y λ ∈ H1/2(Γ), donde b̃ es

una forma bilineal, 〈·, ·〉Γ denota la paridad dual entre H−1/2(Γ) y H1/2(Γ), y
F y G son funcionales lineales y acotados que dependen de f1, f2, gΓ y gΣ.

b) Escriba (2) en la forma requerida por el Teorema de Babuška-Brezzi, iden-
tificando claramente los espacios H y Q involucrados, las formas bilineales
a : H × H → R y b : H × Q → R resultantes, y los operadores lineales in-
ducidos por ellas. Concluya luego que este problema posee una única solución
(σ, (u,ρ, ξ)) ∈ H ×Q, la cual depende continuamente de los datos.
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2. [2 puntos] Sean X1, M1, X2, M2 y Q espacios de Hilbert reales, y defina el espacio
producto H := X1×M1×X2×M2. A su vez, considere operadores A1 ∈ L(X1, X1),
B1 ∈ L(X1,M1), A2 ∈ L(X2, X2), B2 ∈ L(X2,M2), y B ∈ L(H,Q), y defina los
operadores matriciales A : H → H y T : H ×Q→ H ×Q como:

A :=


A1 B∗1
B1 0

A2 B∗2
B2 0


y

T :=

(
A B∗

B 0

)
.

a) Aplique la teoŕıa de Babuška-Brezzi para establecer condiciones necesarias y
suficientes que garanticen la biyectividad de T .

b) Establezca un esquema de Galerkin asociado al operador T y demuestre la
estimación de Cea correspondiente.

3. [1 punto] Considere un abierto acotado Ω de R2 con frontera Γ suficientemente
suave, y defina el espacio

H(rot; Ω) :=
{
v := (v1, v2) ∈ [L2(Ω)]2 : rot v :=

∂v2

∂x1

− ∂v1

∂x2

∈ L2(Ω)
}

provisto del producto escalar

〈v, w〉H(rot;Ω) :=

∫
Ω

v · w dx +

∫
Ω

rot v rotw dx ∀ v, w ∈ H(rot; Ω) .

a) Demuestre que (H(rot; Ω); 〈·, ·〉H(rot;Ω)) es un espacio de Hilbert.

b) Pruebe que existe un operador lineal y continuo γ : H(rot; Ω)→ H−1/2(Γ) tal
que γ(u) = u · τ ∀ u ∈ [C∞0 (Ω̄)]2, donde τ es el vector tangencial a Γ.
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