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1. Sean Ω =]0, 1[, f ∈ L2(Ω), y considere el problema de valores de contorno:

u(4) = f en Ω , u(0) = u′(0) = u(1) = u′(1) = 0 . (1)

a) Defina la incógnita auxiliar σ := u′′ en Ω y demuestre que una formulación
variacional mixta de (1) se reduce a: Hallar (σ, u) ∈ H1(Ω)×H1

0 (Ω) tal que

∫

Ω

σ τ dx +

∫

Ω

u′ τ ′ dx = 0 ∀ τ ∈ H1(Ω) ,

∫

Ω

v′ σ′ dx = −

∫

Ω

f v dx ∀ v ∈ H1
0 (Ω) .

(2)

b) Use la teoŕıa de Babuska-Brezzi para demostrar que (2) tiene una única
solución que depende continuamente de f .

2. Sea Ω un abierto acotado de R2 con frontera Γ de clase C0,1. El objetivo de este
problema es demostrar que

‖e(v)‖2
[L2(Ω)]2×2 ≥

1

2
|v|2[H1(Ω)]2 ∀v ∈ [H1

0 (Ω)]2 , (3)

donde e(v) :=
1

2

{

∇v + (∇v)t
}

. Para tal efecto, defina

w(v) :=
1

2

{

∇v − (∇v)t
}

y pruebe que

‖e(v)‖2
[L2(Ω)]2×2 − ‖w(v)‖2

[L2(Ω)]2×2 =

∫

Ω

∇v : (∇v)t

y

‖e(v)‖2
[L2(Ω)]2×2 + ‖w(v)‖2

[L2(Ω)]2×2 =

∫

Ω

∇v : ∇v .

Luego, deduzca la identidad ∇v : (∇v)t = div
{

∇v v − div (v)v
}

+ (div (v))2

y concluya la desigualdad (3).
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3. Sea Ω un dominio acotado de R
2 con frontera Γ Lipschitz continua, y considere

datos f ∈ [L2(Ω)]2 y g ∈ [H−1/2(Γ)]2. El modelo de brinkman para flujos en
medios porosos con condiciones de contorno de Neumann, consiste en hallar la
velocidad u := (u1, u2)

t y la presión p de un fluido que ocupa la region Ω, tal
que

αu − µ∆u + ∇p = f en Ω ,
div u = 0 en Ω ,

µ∇u · n − pn = g en Γ ,
(4)

donde µ > 0 es la viscosidad del fluido, α es un parámetro positivo dado por el
cuociente entre la viscosidad y la permeabilidad, y n es el vector normal a Γ.

a) Introduzca las incógnitas auxiliares ϕ := −u en Γ y σ := µ∇u − p I en
Ω, donde I es la matriz identidad en R2×2, y pruebe que, eliminando p y u,
se obtiene una formulación variacional mixta de la forma siguiente: Hallar
(σ, ϕ) ∈ H ×Q tal que

a(σ, τ ) + b(τ , ϕ) = F (τ ) ∀ τ ∈ H ,

b(σ, ψ) = G(ψ) ∀ψ ∈ Q ,
(5)

donde F ∈ H ′, G ∈ Q′, y a : H × H → R y b : H × Q → R son formas
bilineales acotadas.

b) Use la teoŕıa de Babuška-Brezzi para probar que (5) está bien propuesto.

c) Establezca condiciones suficientes sobre subespacios de elementos finitos
Hh ⊆ H y Qh ⊆ Q para que el esquema de Galerkin asociado a (5)
tenga solución única, sea estable y convergente.

Cada problema vale 2 puntos.
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