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1. Sean Hy, Hy, )1, )5 espacios de Hilbert sobre R, y sean a : Hy Xx Hp — Ry
bj : HixQ; — R, j € {1,2}, formas bilineales acotadas con operadores inducidos
A e L(H,Hy) yBjeL(H;,Q;), € {1,2}, respectivamente. También, sea K;
el espacio nulo de Bj, j € {1,2}, y sea I, el proyector ortogonal de Hy en Ko.
Suponga que:

i) II, A : K; — K5 es un isomorfismo.

ii) existen (31, f > 0 tales que

* b'U,q .

IB: @, = sup 2D > 5 g, VaeQ, Vie{L2}.
veH; HUHHj
v#0

Pruebe que, dados F' € H) y G € @), existe un tnico (u,p) € H; x Q2 tal que
a(u,v) + ba(v,p) = F(v) YveE Hy,
bi(u,q) = Glg) Vgelr.

Ademéds, pruebe que la hipdtesis i) es equivalente a cada una de las siguientes:

a) existe a; > 0 tal que

a(u,v
sup u > oy ||ul| gy Vue K,
vEKy ||U||H2
v#0

y sup a(u,v) > 0 Vv e Ky v#0.

ueKy

b) existe ap > 0 tal que

sup a{u, v) > ag ||v]| m Vo e Ky
ueKy ||u||H1
u#0

y sup a(u,v) > 0 Vue Ky, u#0.
veEKo



2. Sea Q2 un abierto acotado de R™ con frontera I' suficientemente suave. Dados
f € L*Q)yge HY2TI), considere el problema de Neumann:

—Au+u=f en Q, Vu-v=g en I, (1)
donde v es el vector normal exterior a I'.

a) Defina incégnitas auxiliares convenientes y demuestre que una formulacién
mixta de (1) se reduce a: Hallar (o, ¢) € H(div;Q) x HY?(T') tal que

(o, T)avo + (T v, o)r = —/fdiVT VT e H(div;Q),
“ (2)
<0"V>?/)>F = <ga¢>f‘ \V/’l?b € H1/2(1")’
donde (-, )aiv.o ¥ (-, -)r denotan el producto interior de H(div;Q?) y la
paridad dual de H='/2(T") con H'/?(T"), respectivamente.

b) Aplique la Teoria de Babuska-Brezzi para probar que (2) posee una unica
solucion, la cual depende continuamente de los datos f y g.

c) Establezca condiciones suficientes sobre subespacios de elementos finitos
H, C H(div;Q) y Q, € H'Y*(T) para que el esquema de Galerkin asociado
a (2) tenga solucién tnica, sea estable y convergente.

3. Sea Q un abierto acotado de R? con frontera poligonal I'. Dado f € [L*(Q2)]?, el
problema de Stokes consiste en hallar un campo tensorial o (esfuerzo), un campo
vectorial u (velocidad) y un campo escalar p (presién) tal que:

o=2uVu—pl en Q, dive = —f en ), )

divu=0 en 2, u=0 en I,

donde p es la viscosidad cinematica del fluido, I es la matriz identidad de R?*2,
y div es el operador divergencia div actuando sobre cada fila del tensor.

a) Demuestre que, al eliminar la incégnita p, el problema (3) se transforma en:

1
2—0’d =Vu en Q, divoe=—-f en Q, u=0 en I'. (4)
i
b) Pruebe que la formulacién variacional de (4) se reduce a: Hallar (o, u) €
H x @ tal que
1
— ad:Td+/u-diVT = 0 VreH
21 Jo Q

(5)

/V-diVO’ = —/f-v VveQq,
Q Q

donde H = {T e H(div; Q) : /Qtr‘r - o} v Q = [L(Q)

c) Aplique un método similar al empleado con el problema de elasticidad y
defina una formulacién aumentada de (5) cuya forma bilineal resulte fuerte-
mente coerciva.



4. Sea 2 un abierto acotado de R? con frontera poligonal I'. Dados f € L?(Q) y
g € HY*(T'), considere el problema de Dirichlet:

a)

—Au=f en Q, u=g en TI. (6)

Defina ¢ := Vu-v en I, donde v es el vector normal exterior a I', y
demuestre que una formulacién mixta de (6) se reduce a: Hallar (u,p) €
HY(Q) x H~Y2(T') tal que

a(u,v) + b(v,p) = /va Vve HY(Q), 0

b(u, ) = (Y,g)r Vo € HV(I),

donde a : H'(Q) x HY(Q) = Ry b: H'(Q) x HY/2(I') — R son las formas
bilineales definidas por

a(u,v) = /Vu-Vv Yu, v e HY(Q),
0

bv,¥) = (bv)r  V(v,0) € HY(Q) x HV(I),
y (-, -)r denota la paridad dual de H=*23(T") con H/*(T).

Aplique la Teorfa de Babuska-Brezzi para probar que (7) posee una tnica
solucion, la cual depende continuamente de los datos f y g.

Utilice la desigualdad de Poincaré generalizada para probar que || - |10 ¥y
| - |10 son equivalentes en el espacio

H(Q) = {veH'(Q): (Lo)p=0}.

Sean Hj, v Q) subespacios de elementos finitos de H*(Q) y H~'/%(T"), res-
pectivamente, tal que

Qn = {vn € L*(T) . ylr, e Po(T';) Vje{l,2,..,m}},

donde {I'y, Iy, ...,I';,} es una particién de I' y Py(I';) denota el espacio de
constantes sobre I';. Aplique la equivalencia de ¢) para demostrar que a es
fuertemente coerciva en el espacio nulo discreto de b. Ademas, indique las
condiciones adicionales que deben satisfacer H, y @), para que el esquema
de Galerkin asociado a (7) tenga solucién tnica, sea estable y convergente.

CADA PROBLEMA VALE 2 PUNTOS. DEBE ELEGIR SOLO 3 DE ELLOS.




